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Fibonacciho stromy

Fibonachiho strom rfadu & ma Fy1 — 1 vnitinich uzld a Fj,q + 1 vnéjsich
uzld, a je konstruovan nasledovné:

@ Pokud k£ =0 nebo k =1, strom je @

@ Pokud k > 2 kofen je F}; levy podstrom je Fibonacciho strom fadu
k — 1; a pravy podstrom je Fibonacciho strom fadu k& — 2 se viemi

Cisly zvysenymi o Fj.
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Ukradeny obrazek z Knutha

jejich predka o stejnou hodnotu, a tato hodnota je Fibonacciho ¢islo.
Napriklad: 5 =8 — F; a 11 = 8 4 F};. Pokud je rozdil F};, odpovidajici
rozdil pro dalsi vétev nalevo je F)_;, zatimco napravo je to Fj_s.
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Binetiiv vzorec
Vyjadreni Fibonachiho é&isla:

Fn:gpn_,wn:son_,lpn
©—1p V5

kde
1 5 1-+/5
Japato?

Cisla © a 1 jsou FeSeni rovnic
P=x+1
" = :L,n—l + xn—Z’

takze mocniny ¢ a 1 spliuji Fibonacciho rekurenci. To jest,

n

" = (pn—l + (pn—Q a ¢n _ ’l[)n_l + wn—Z.
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Zjevné pro jakékoli hodnoty a, b, sekvence definovana jako
Un = ap™ + by" (*)
také spliuje stejnou rekurenci:
Up=ap" P+ 0" +ap" 2+ )" 2 =Uy_1 + Up_s

Pokud a, b uréime tak, aby Uy = 0,U; = 1.
Vysledna posloupnost musi byt Fibonacciho.
Takze potfebujeme vyfesit tuto soustavu rovnic:

a+b=0
pa+9Pb=1
Reseni je ! ! b a, to se dosadi do (*) a hotovo
ijea=——=—,b=—q, .
: p—¢ V5
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Vyvazené stromy: Motivace

Z minula vime, ze obycejné vkladani do BST pro ndhodna data s velkou
pravdépodobnosti vyprodukuje dobry BST.

Porad je ale moznost, ze nastane degenerovany pfipad.
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Moznosti:

@ Navrhnout algoritmus, ktery bude udrzovat strom optimalni — moc
slozité.

@ Reorganizovat strom pokazdé, kdyz jeho vyska (vzhledem k n)
prekroCi urcitou hranici — reorganizace by nastavala pfilis ¢asto: napf
pro hranici 5n - Inn by bylo potfeba zhruba \/n/2 reorganizaci

1962 — G.M. Adelson-Velsky, E.M. Landis: An algorithm for the
organization of information

@ pouze 2 bity navic
e zajistuji cas O(logn) pro vkladani i vyhledavani.
vyvazené stromy (balanced trees); téz AVL-stromy (AVL-trees)
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AVL-stromy

AVL strom, je BST, kde pro kazdy uzel plati, ze vyska jeho levého
podstromu a vyska jeho pravého podstromu se lisi nejvyse o 1.
(vyska h — maximalni délka cesty z kofene k jakémukoli vnéjsimu uzlu)

ukradeny obrazek z Knutha

Kazdy uzel je vybaveny vyvazovacim faktorem +,o,-,
podle toho jestli vyska pravého podstromu minus vyska levého podstromu
je +1,0,—1.
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Vyska AVL stromu
Véta

Vyska AVL-stromu s n vnitfnimi uzly je mezi

log(n+1) a 1.4404 log(n + 2) — 0.3277.

© BST vysky h zjevné nemiize mit vice nez 2" externich uzlii; takze
n+1<2" tj. h > [log(n+1)] v jakémkoli BST.
@ Jaky je minimalni pocet uzld v AVL-stromu vysky h?
Necht T}, je takovy strom nejmensim poctem uzll; pak
o (feknéme) levy podstrom ma vysku h — 1,
@ pravy podstrom ma vysku h — 1 nebo h — 2.

Protoze chceme minimum uzlt, mizeme predpokladat, ze levy podstrom
kofene je Tj,_1 a pravy je Tj_o.

Tedy Fibonacciho strom fadu h + 1 ma nejmensi pocet uzlii mezi viemi
vyvazenymi stromy vysky h.
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Taky mame, ze

n Z Fh+2 —1 (1)
h+2 _  h+2
Il (2)
V5
h+2
¥
> -2, 3
> 3)
a tedy
h+2+1log,(1/V5) < log,(n+2).
—_—————
h <log,(n+2)—c (4)
~ log, (2) -logy (n) ¢ (5)
=1.44----logy(n) —c. (6)
hotovo.
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Vyvazovani stromu

ten samy ukradeny obrazek, jako predtim

Tento strom, bude vyvazeny, kdyz vlozime novy uzel (algoritmem na
vkladani do BST) na misto 4,5,6,7, 10, nebo 13. Kdekoli jinde budeme
potfebovat vyvazeni.

... mohou nastat dva pripady:
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Pripad 1:

Casel h

(plus zrcadlovy pfipad)
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Pripad 2:

(plus zrcadlovy pripad)
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P e

Schéma algoritmu vkladani

dalsi ukradeny obrazek

SUCCESS

Leaf found

AS5. Insert

Rebalance
AS8. Single ebatance

/ rotation [\;\

A6. Adjust s A7. Balancing A10. Finish-
balance factors act ] ing touch
Tree still A9. Double 7
balanced rotation

Jan Koneény (ja) KMI/ASL1 — Algoritmy a slozitost 1 10. fijna 2013 14 / 34



Vkladani do AVL-stromu

Algoritmus A
Vstup: neprazdny AVL-strom, kli¢ K
Al [inicializace]

T < head
S < right(head)
P + right(head)

P se bude pohybovat ve stromé smérem dolg.

S bude ukazovat, kde by mohlo byt nutné vyvazovani.
T bude vzdycky rodi¢ S.

head je ,hlavicka"”,

right(head) ukazuje na koren.

Jan Koneény (ja) KMI/ASL1 — Algoritmy a slozitost 1 10. fijna 2013 15 / 34



A2

A3

A4

[porovnani]
Pokud K < key(P) jdi do A3.
Pokud K > key(P) jdi do A4.
Pokud K = key(P) kli¢ uz je ve stromu, koncime.
[pohyb vlevo] Nastav @ < left(P).
Pokud @ = NIL,
nastav () < alloc,
left(P) < @Q a pokracuj A5.
Jinak:
pokud B(Q) # 0, nastav T' < P, S + Q.

Nastav P « @ a pokracuj A2.
[pohyb vpravo]
Nastav @ < right(P).
Pokud Q = NIL,
nastav () < alloc,
right(P) < @) a pokracuj A5.
Jinak:
pokud B(Q) # 0, nastav T' < P, S + Q.

« - A
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A5 [vlozeni] key(Q) + K
left(Q) < NIL
right(Q) < NIL
B(Q) < 0.

A6 [aprava vyvazovacich faktoril] vyvaZzovaci faktory na uzlech mezi S a
Q musi byt zménény z 0 na +1.
Pokud K < key(S), nastav a < —1 jinak nastav a «+ 1.
Nastav R < P < link(a, S) a opakované délej nasledujici operace,
dokud nenastane P = Q:
Pokud K < key(P) nastav B(P) < —1, P < left(P).
Pokud K > key(P) nastav B(P) < +1, P < right(P).

link(a, S) predstavuje levy nebo pravy podstrom, podle toho, jestli a = —1
nebo a = +1.
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A7 [vyvazovani] Maze nastat nékolik pfipadi:
(i) Pokud je B(S) = 0, zvysila se vyska, nastav B(S) « q,
left(head) < left(head) + 1, skondi.

(ii) Pokud je B(S) = —a, strom se stal vice vyvazeny, nastav
B(S) « 0, skondi

(iii) Pokud je B(S) = a, strom neni vyvazeny:
pokud B(R) = a pokracuj krokem A8.
pokud B(R) = —a pokracuj krokem A9.
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A8 [jednoducha rotace] Nastav P + R,
link(a, S) + link(—a, R),
link(—a, R) < S,
B(S) < B(R) « 0.
Pokracuj krokem A10.

Case 1 :[ T K T Case 1
|
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A9 [dvojita rotace] Nastav P <« link(—a, R),link(—a, R) < link(a, P),
link(a, P) < R,link(a, S) « link(—a, P),link(—a, P) <~ S

pokud B(P) =a
pokud B(P) =0
pokud B(P) = —a
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A10 [zakonéeni] Pokud S = right(7"), nastav right(7) <— P jinak nastav
left(T) «+ P
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Analyza vkladani do AVL stromu

Horni hranici ¢asu v nejhorsim pripadé miizeme snadno odvodit

z Véty o vysce AVL-stromu.

Prtimérny pripad?

Zadna komplexni analyza neexistuje, na to je ten algoritmus uz pfilis slozity.
Porad je tu ale dost zajimavych teoretickych a empirickych vysledii:

Jaky je pocet B, vyvazenych binarnich stromi s n vnitfnimi uzly a vyskou
h?
pro mald h ze vztahi

Bo(z)
By ()
Bhi1(2) = 2Bp(2)(Bn(2) + 2Bp-1(2))

I
—_

Il
w
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Generujici posloupnost

Bp(z) = ZBnhzn

n>0
Bo(Z) =1
Bi(z) ==
Bp11(2) = 2Bp(2)(Br(2) + 2Br_1(2))
Proc:
n—1
bnht1 = Z bih—1 " bn—it1,n pravy podstrom vétsi,
i=0
n—1
+ Z bih - bp—it1h—1 levy podstrom vétsi,
i=0
n—1
+ Z bi hbp—it1.h oba podstromy stejné.
i=0
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n—1

bpht1 = E 2-bip—1bn—ivin +binbp_iv1n
=0
n—1

Z br—it1,0(2 - bip—1 +bip)
=0

pak stejna finta jako na cviceni
Tedy napf:

Bo(z) =222 + 23
B3(z) = 42" +62° + 42° 4 27
By(z) = 1627 + 3228 + 442% + - 4 821 4 215
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Celkovy pocet vyvazenych stromi s vyskou h je By, = Bj(1), které spliuje
rekurenci:

By=1
B =1
Byy1 = B} +2ByBj,1

Takze
By=1*+4+2-1-1=3 =3
B3=32+2-3-1=15 =35
B,=15>+2-15-3 =315 =32.5.7
Bs=... =3%.52.7.23

Obecné By, = Abh A" ... AL . AT
kde Ao = 1,A1 = 3,A2 = 5,A3 = 7,A4 = 23,A5 == 347,...,
Ap = Ap_1Bp_2 +2.
TR



Posloupnosti By, a Ay, rostou velmi rychle — jsou dvojité exponencialni.
Lze ukazat, Ze existuje realné Cislo 6 ~ 1.43687 t.z.

By= 0%~ 16" |+ 6%~ + (-7

Pokud uvazujeme By, stromy stejné pravdépodobné, je priimérny pocet uzlil
ve stromu vysky h

Bj(1)/By(1) = (0.70118)2" — 1. (x)
(diikaz jako domaci akol)

To indikuje, Ze vyska vyvazeného stromu s n uzly bude obvykle daleko blize
log, n nez k logg n.
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Nanestésti tento vysledek nema moc spoleéného s algoritmem vkladani do
AVL-stromu. P¥i jeho pouziti vznikaji nékteré stromy se znaéné vyssi
pravdépodobnosti, nez jiné:

Napf. uvazme pfipad n = 7, kde existuje 17 moznych AVL-stromd, a

7! = 5040 moznych poradi, ve kterych lze vlozit 7 kli¢d.

perfektné vyvazeny strom obdrzime v 2160 pfipadech:
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Fibonachiho strom obdrzime v 144 pfipadech:

podobny strom obdrzime v 216 pfipadech:
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Fakt, ze perfektné vyvazeny strom vznikne vysokou pravdépodobnosti
spolecné se vztahem (x).

Z toho bychom mobhli usuzovat, ze priimérné bude pro hledani v AVL
potfeba okolo logn + ¢ porovnani.

Ovsem koeficient u termu logn nebude pfesné 1, protoze kofen stromu by
pak byl blizko medianu a koreny jeho podstromu blizko kvartilam.
Jednoducha nebo dvojita rotace be nemohla jednoduse udrzet kofen blizku
medianu.

Empirické testy ukazuji, ze pramérny pocet porovnani pro vlozeni n-tého
prvku je asi 1.011logn + 0.1, vyjma pripadi, kdy n je malé.

DU: Ovéfte.
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Abychom mohli studovat chovani vkladani a vyvazovacich fazi algoritmu,
klasifikujeme externi uzly vyvazenych algoritmi nasledovné:
Cesta vedouci z externiho uzlu k prvnimu uzlu, ktery ma vyvazovaci faktor
0, maze byt specifikovana sekvencemi + a -:

@ + pro pravy podstrom

@ - pro levy podstrom.
Piseme tuto sekvenci dokud nenarazime na na uzel s nenulovym
vyvazovacim faktorem, nebo na kofen.
Poté zapiseme A nebo B podle toho, jestli strom vznikly umisténim nového
vnitfniho uzlu na misto onoho externiho bude vyvazeny nebo ne.
Takze:

@ Specifikace koncici A nepotfebuje rotaci.

@ Specifikace koncici --B, ++B potfebuje jednoduchou rotaci.

@ Specifikace koncici +-B, +-B potfebuje jednoduchou rotaci.

@ Specifikace obsahuje k znamének, je potfeba upravit k — 1

vyvazovacich faktord.

Tyto specifikace ukazuji zakladni fakta, ktera urcuji ¢as potfebny pro kroky

A6-A10.
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Empirické testy, na nahodnych &islech 100 < n < 2000 davaji odhady
pravdépodobnosti uvedené v tabulce:

délka cesty k

bez vyvazovani

jednoducha rotace

dvojita rotace

1

(GANE) I - BN GV \O)

0.143
0.152
0.092
0.060
0.036
0.051

0.000
0.143
0.048
0.024
0.010
0.009
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M&jme nasledujici (nepresny) model pro algoritmus AVL.
Predpokladejme, ze p je pravdépodobnost, ze vyvazovaci faktor daného
uzlu ve velkém stromu vybudovaném algoritmem A je 0.

1
Pak pravdépodobnost Ze tento faktor je 1 je 5(1 —p)

. 1
a pravdépodobnost Ze tento faktor je —1 je 5(1 —p).
Dale uvazujme (bez odtivodnéni), ze vyvazovaci faktory vsech uzli jsou
nezavislé.
Pak pravdépodobnost, Zze krok A6 nastavi pfesné k — 1 vyvazovacich
faktorii na nenulovou hodnotu je p*~1(1 — p) takze pramérna hodnota & je

1/(1-p).

y . . . . 1
Pravdépodobnost, ze musime zrotovat ¢ast stromu je ¢ = 5
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Vlozeni nového uzlu by mélo zvysit pocet vyvazenych uzli o p — toto Cislo
Je zvySeno

@ o 1 v kroku A5,

@ 0 —p/(1 —p) v kroku A6

@ o0 g v kroku A7

@ 0 2q v kroku A8 nebo A9

takze bychom méli mit

p=1-p/(1-p)+3¢=~5/2—p/(1-p).

Reseni p dava
9 — /41
P T\/_ 1/(1 —p) ~ 2.851.

(viceméné ve shodé s tou tabulkou s pravdépodobnostmi)
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