
PageRank

Uvažujme množinu webových stránek uspǒrádanou od 1 do n, a i
jako určitou webovou stránku.

I outlink = webová stránka, na kterou se odkazuje i .

I Oi množina všech outlink̊u i

I inlink = webová stránka, kter se odkazuje na i .

I Počet outlink̊u bude označován Ni = |Oi |
I Ii množina všech inlink̊u i .

obecné pozorováńı: Webová stránka je obecně považovaná za t́ım
důležitěǰśı, č́ım v́ıce má inlink̊u.

problém: Ale hodnoceńı založené čistě na počtu inlink̊u se dá
snadno zmanipulovat: nap̌ŕıklad uměle zvyšovat důležitost stránky
tak, že se vytvǒŕı velké množstv́ı stránek s outlinky na i .



řešeńı: Aby se od tohoto odradilo, definuje se hodnoceńı (rank)
stránky tak, že pokud stránka j s vysokým rankem má outlink na
stránku i , zvýš́ı to důležitost stránky následovně:

I rank stránky i je vážená suma rank̊u těch stránek, které maj́ı
outlinky na i .

I vážeńı je uděláno tak, že se rank stránky i rovnoměrně rozděĺı
mezi všechny jej́ı outlinky.

Přepsáno do matematického vzorce, dostáváme

ri =
∑
j∈Ii

rj
Nj



ri =
∑
j∈Ii

rj
Nj

Tato p̌redběžná verze je rekurzivńı, a proto nemůže být vypočtena
p̌ŕımo. K výpočtu se použ́ıvá iteračńı metoda. Odhadne se
počátečńı vektor r (0) rank̊u a pak se iteruje

r
(k+1)
i =

∑
j∈Ii

r
(k)
j

Nj
, k = 0, 1, . . .

Problém: Pokud nějaká stránka nemá žádné outlinky. . .

I postupně nasb́ırá rank p̌res svoje inlinky.

I jej́ı rank už pak neńı dále distribuován.

Takže neńı jisté jestli metoda konverguje.



Pro lepš́ı vhled p̌reformulujeme

ri =
∑
j∈Ii

rj
Nj

na problém hledáńı vlastńıch hodnot matice reprezentuj́ıćı internet.

Necht’ Q je čtvercová matice dimenze n, taková že

Qij =

{
1/Nj pokud existuje link z j na i ,
0 jinak.

To znamená, že

I nenulové hodnoty na řádku i odpov́ıdaj́ı inlink̊um vedoućım na
stránku i ;

I nenulové hodnoty ve sloupci j odpov́ıdaj́ı outlink̊um ze stránky
j ;

I tyto hodnoty jsou rovny 1/Nj a součet všech hodnot ve
sloupci je 1.



Example

Následuj́ıćı graf reprezentuje množinu webových stránek s inlinky a
outlinky

Odpov́ıdaj́ıćı matice je:
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Vzorec
ri =

∑
j∈Ii

rj
Nj

je pak vlastně skalárńı součin řádku i matice Q a vektoru r .

Tuto rovnici můžeme zapsat ve tvaru

λr = Qr , λ = 1.

To znamená, že r je vlastńı vektor p̌ŕıs. k vlastńı hodnotě λ = 1.

Ted’ jde vidět, že iteraci

r
(k+1)
i =

∑
j∈Ii

r
(k)
j

Nj
, k = 0, 1, . . .

můžeme zapsat jako

r (k+1) = Qr (k), k = 1, 2, . . . ,

což je mocninná metoda pro výpočet vlastńıho vektoru.



Zat́ım ale nev́ıme, jestli je PageRank dob̌re definovaný.
Protože dosud nev́ıme, jestli existuje vlastńı hodnota λ = 1.

Pro analýzu tohoto problému použijeme následuj́ıćı náhled.

PageRank budeme reprezentovat jako náhodnou procházku.

Předpokládejme, že nějaký návštěvńık stránky (náhodný surfǎr)
vyb́ırá následnou stránku z outlink̊u aktuálńı stránky vždy se
stejnou pravděpodobnost́ı.

Náhodný surfǎr by se nikdy neměl zastavit. Jinými slovy, náhodná
procházka by nikdy neměla obsahovat stránku bez outlink̊u
(taková stránka odpov́ıdá nulovému sloupci v matici Q).



Proto je model modifikován tak, že nulové sloupce jsou nahrazeny
sloupci s konstantńımi hodnotami ve všech pozićıch. To znamená,
že je stejná pravděpodobnost p̌rechodu do jakékoli stránky na
Internetu.

Definujeme vektory

dj =

{
1 pokud Nj = 0,
0 jinak,

pro j = 1, . . . , n a

e =


1
1
...
1

 ∈ Rn

Modifikovaná matice je pak dána takto:

P = Q +
1

n
edT



Takováto matice P je pak sloupcově stochastická matice.
To znamená, že má nezáporné prvky, a prvky v každém sloupci
dávaj́ı součet 1.

Toto tvrzeńı může být také vyjáďreno následovně:

Theorem
Sloupcově stochastická matice P splňuje

eTP = eT ,

kde e je definováno

e =


1
1
...
1

 ∈ Rn.



Example

Matice z p̌redchoźıho p̌ŕıkladu
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bude modifikovaná na následuj́ıćı matici:
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Analogicky k
λr = Qr , λ = 1.

bychom chtěli definovat PageRank jako unikátńı vlastńı vektor
matice P p̌ŕıslušný k vlastńı hodnotě λ = 1.

λr = Pr , λ = 1.

Prvek ri na pozici i je pravděpodobnost, že náhodný surfǎr skonč́ı
po velkém množstv́ı krok̊u právě na stránce i .
(stacionárńı rozložeńı pravděpodobnosti pro Markov̊uv řetěz)

Existence unikátńıho vlastńıho vektoru s vlastńı hodnotou λ = 1
ale stále neńı zaručena.
K tomu poťrebujeme zajistit, aby p̌rechodová matice byla
ireducibilńı.



Definition
Čtvercová matice se nazývá reducibilńı, pokud existuje permutačńı
matice P, t.ž.

PAPT =

(
X Y
0 Z

)
, (1)

kde X a Z jsou čtvercové matice. V opačném p̌ŕıpadě se matice A
nazývá ireducibilńı.

Example

Př́ıklad grafu, který odpov́ıdá reducibilńı matici:
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Graf odpov́ıdaj́ıćı ireducibilńı matici je silně souvislý: pro každé dva
uzly ni , nj existuje cesta z ni do nj .

Unikátnost nejvěťśı vlastńı hodnoty ireducibilńı, pozitivńı matice je
zaručena Perron-Frobeniovou větou;
tuto větu zde uvedeme v upravené podobě pro speciálńı p̌ŕıpad, který zde uvažujeme.

značeńı

I A > 0 – že A je striktně positivńı (Aij > 0 pro všechna i , j).

I λ1 – Dominantńı vlastńı hodnota = nejvěťśı z vlastńıch hodnot

Theorem
Necht’ A je ireducibilńı sloupcově stochastická matice.

I λ1 = 1;

I existuje unikátńı odp. vl. vektor r splňuj́ıćı r > 0 a ‖r‖1 = 1;

I toto je jediný vlastńı vektor, který je nezáporný;

I pokud A > 0, pak dále plat́ı |λi | < 1, i = 2, 3, . . . , n.



Vzhledem k velikosti Internetu můžeme s jistotou považovat matici
P za reducibilńı. To ale znamená, že Pagerankový vlastńı vektor
neńı dob̌re definovaný.

Abychom zajistili ireducibilitu, p̌ridáme link z každé stránky na
všechny ostatńı. Z pohledu matic to můžeme udělat tak, že
vezmeme konvexńı kombinaci P a rank-1 matice:

A = αP + (1− α)
1

n
eeT

pro nějaké α ∈ 〈0, 1〉.

Je zjevné, že matice A je sloupcově stochastická:

eTA = αeTP + (1− α)
1

n
eT eeT = αeT + (1− α)eT = eT .



Interpretace 1-rank matice z pohledu náhodné procházky je, že p̌ri
každém kroku je možné, že se náhodný surfǎr skoč́ı na náhodně
zvolenou stránku s pravděpodobnostńı 1− α.

Toto bývá někdy označováno jako teleportace.



Ted’ ukážeme, že Pagerank matice A je dob̌re definovaný.

Theorem
Sloupcově stochastická matice A definovaná v

A = αP + (1− α)
1

n
eeT

je ireducibilńı (protože A > 0) a má dominantńı hlavńı hodnotu
λ1 = 1. Odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor r splňuje r > 0.

Kv̊uli konvergenci numerického algoritmu pro výpočet vlastńıho
vektoru je nutné prozkoumat, jak se měńı vlastńı hodnoty matice P
p̌ri této modifikaci (na A).



Theorem
Uvažujme, že vlastńı hodnoty matice P jsou {1, λ2, λ3, . . . , λn}.
Pak vlastńı hodnoty matice A = αP + (1− α)eeT jsou
{1, αλ2, αλ3, . . . , αλn}.

D̊ukaz
Definujme ê jako normalizovaný vektor e na Euklidovsk. velikost 1,
a necht’ U1 ∈ Rn×(n−1) je taková matice, že U =

(
ê U1

)
je

ortogonálńı.

Protože plat́ı êTP = êT , dostáváme

UTPU =

(
êTP
UT

1 P

)(
ê U1

)
=

(
êT

UT
1 P

)(
ê U1

)
=

(
êT ê êTU1

UT
1 Pê UT

1 PTU1

)
=

(
1 0
w T

)
,

kde w = UT
1 Pê a T = UT

1 PTU1.



Protože jsme provedli podobnostńı transformaci, matice T bude
ḿıt vlastńı hodnoty λ2, λ3, . . . , λn.
Dále máme

UT v =

(
n−

1
2 eT v

UT
1 v

)
=

(
n−

1
2

UT
1 v

)

A tedy

UTAU = UT (αP + (1− α)veT )U

= α

(
1 0
w T

)
+ (1− α)

(
n−

1
2

UT
1 v

)(
n

1
2 0

)
= α

(
1 0
w T

)
+ (1− α)

(
1 0

n
1
2UT

1 v 0

)
=:

(
1 0
w1 αT

)
.

Tvrzeńı věty pak z tohoto p̌ŕımo vyplývá.



Ten Theorem ř́ıká, že i když P má v́ıce vlastńıch hodnot rovných 1
(což je p̌ŕıpad Google matice), druhá nejvěťśı vlastńı hodnota A je
vždy rovna α.

Example

Vypoč́ıtáme vlastńı hodnoty a vlast́ı vektory matice
A = αP + (1− α) 1

nee
T s P z p̌ŕıkladu a α = 0.85.

Kód v Octave

LP=e i g (P ) . ’ ;
e=ones ( 6 , 1 ) ;
A=0.85∗P+0.15/6∗ e∗e . ’ ;
[ R , L]= e i g (A ) ;



dává následuj́ıćı výsledky:

LP =

−0.50 1 . 0 0 −0.50 1 . 0 0 −1.00 0 . 0 0

R =

0 . 4 5 −0.37 −0.35 0 . 0 0 0 . 8 2 −0.34
0 . 4 3 −0.37 0 . 3 5 0 . 0 0 −0.41 −0.47
0 . 4 3 −0.37 0 . 3 5 0 . 0 0 −0.41 0 . 8 1
0 . 0 6 0 . 0 0 −0.71 −0.00 0 . 0 0 0 . 0 0
0 . 4 7 0 . 5 5 0 . 0 0 −0.71 −0.00 0 . 0 0
0 . 4 6 0 . 5 5 0 . 3 5 0 . 7 1 0 . 0 0 0 . 0 0

d i a g ( L ) =

1 . 0 0 0 . 8 5 0 . 0 0 −0.85 −0.43 −0.43

Vid́ıme, že prvńı vlastńı vektor je jediný nezáporný, tak jak je to
stanoveno v té větě.



Mı́sto modifikace

A = αP + (1− α)
1

n
eeT

můžeme definovat

A = αP + (1− α)veT ,

kde v je nezáporný vektor s ‖v‖1 = 1, který může být vybrán tak,
aby ovlivňoval vyhledáváńı některých druhů webových stránek.

Vektoru v ř́ıká personalizačńı vektor – může být použit pro
zamezeńı manipulace takzvanými link farmami.



Chceme řešit problém vlastńı hodnoty

Ar = r ,

kde r je normalizovaný ‖r‖1 = 1.
V této části budeme označovat hledaný vlastńı vektor t1.
Jediná schůdná metoda je mocninná metoda.

Předpokládejme, že je dána iniciálńı aproximace r (0).
Mocninná metoda je dána následuj́ıćım algoritmem:

for k = 1, 2 . . . until convergence do
q(k) ← Ar (k−1)

r (k) = q(k)/
∥∥q(k)

∥∥
1

end for



Mocninná metoda je dána následuj́ıćım algoritmem:

for k = 1, 2, . . . until convergence do
q(k) ← Ar (k−1)

r (k) = q(k)/
∥∥q(k)

∥∥
1

end for

Normalizace (tak aby ‖r‖1 = 1) se dělá, aby se zabránilo situaci,
kdy je vektor p̌ŕılǐs velký nebo p̌ŕılǐs malý, nedá se pak
reprezentovat v plovoućı řádové čárce.

Později uvid́ıme, že pro výpočet Pageranku to neńı poťreba. Také
nepoč́ıtáme aproximaci odpov́ıdaj́ıćı vlastńı hodnoty, protože v́ıme,
že tato vlastńı hodnota je rovna 1.



Konvergence metody zálež́ı na rozložeńı vlastńıch hodnot.
Pro zjednodušeńı budeme p̌redpokládat, že A je diagonalizovatelná;
t.j. ∃ regulárńı matice T z vlastńıch vektor̊u, t.ž.

T−1AT = diag(λ1, . . . , λn).

Vlast́ı hodnoty λi jsou uspǒrádané 1 = λ1 > |λ2| ≥ · · · ≥ |λn|.
Rozlož́ıme iniciálńı aproximaci r (0) podle vlastńıch vektor̊u

r (0) = c1t1 + c2t2 + · · ·+ cntn,

kde c1 se p̌redpokládá, že c1 6= 0 a r = t1 je hledaný vlastńı vektor.
Pak máme

Ak r (0) = c1A
kt1 + c2A

kt2 + · · ·+ cnA
ktn

= c1λ
k
1t1 + c2λ

k
2t2 + · · ·+ cnλ

k
ntn = c1t1 +

n∑
j=2

cjλ
k
j tj



Je zjevné, že
n∑

j=2

cjλ
k
j tj jde k nule

(protože pro j = 2, 3, . . . máme |λj | < 1)
a metoda konverguje k vlastńımu vektoru r = t1.

Rychlost konvergence je určena |λ2|. Pokud je tato hodnota bĺızká
1, je iterace velmi pomalá. U Google matice je λ2 = α.

Podḿınka pro zastaveńı iterace se dá formulovat p̌res zbytkový
vektor pro výpočet vlastńıch hodnot:

Necht’ λ̂ je vypočtená aproximace vlastńı hodnoty a r̂ je
odpov́ıdaj́ıćı aproximace vlastńıho vektoru. Dá se ukázat, že
optimálńı chybová matice E pro kterou plat́ı

(A + E )r̂ = λ̂r̂ ,

splňuje
‖E‖2 = ‖s‖2,

kde s = Ar̂ − λ̂r̂ .



Dá se ukázat, že optimálńı chybová matice E pro kterou plat́ı

(A + E )r̂ = λ̂r̂ ,

splňuje
‖E‖2 = ‖s‖2,

kde s = Ar̂ − λ̂r̂ .

To znamená, že pokud je hodnota ‖s‖2 malá, pak vypočtená
aproximace vlastńıho vektoru r̂ je vlastńı vektor matice A + E ,
která je bĺızká matici A.

Protože se p̌ri výpočtu Pageranku zabýváme pozitivńımi maticemi,
jejichž sloupce dávaj́ı v součtu 1, je p̌rirozené použ́ıvat 1-normu.

To můžeme udělat, protože normy jsou ekvivalentńı
. . . t.j. pro ‖ · ‖α ,‖ · ‖β existuj́ı konstanty m,M t.ž.

m‖x‖α ≤ ‖x‖β ≤ M‖x‖α



V obvyklém použit́ı mocninné metody, vektor je normalizován, aby
se zabránilo p̌retečeńı nebo podtečeńı. Ted’ ukážeme, že to neńı
poťreba pro sloupcově stochastickou matici.

Theorem
Předpokládejme, že vektor z splňuje ‖z‖1 = eT z = 1 a že matice
A je sloupcově stochastická. Pak plat́ı

‖Az‖1 = 1

Důkaz.
Označme y = Az , pak

‖y‖1 = eT y = eTAz = eT z = 1,

protože A je sloupcově stochastická (eTA = eT ).



Kv̊uli rozměr̊um Google matice, je netriviálńı vypoč́ıtat součin

y = Az , kde A = αP + (1− α)
1

n
eeT .

Připomeňme, že matice P byla zkonstruována z matice skutečných
odkaz̊u Q jako

P = Q +
1

n
edT ,

kde řádkový vektor d má 1 na všech těch pozićıch, které
odpov́ıdaj́ı stránkám bez outlink̊u.

Takže abychom vytvǒrili P, vlož́ıme velké množstv́ı plných vektor̊u
do Q, a každý z těch vektor̊u má stejnou dimenzi, jako je celkový
počet webových stránek.

Následkem toho nemůžeme uchovávat celou matici P v paměti
explicitně.



Pod́ıvejme se bĺıže na násobeńı y = Az :

y = α

(
Q +

1

n
edT

)
z +

(1− α)

n
e(eT z) = αQz + β

1

n
e, (2)

kde
β = αdT z + (1− α)eT z .

Hodnoty β nemuśıme poč́ıtat pomoćı této rovnice. Naḿısto toho
můžeme použ́ıt ‖Az‖1 = 1 v kombinaci s (2):

1 = eT (αQz) + βeT
(

1

n
e

)
= eT (αQz) + β.

Takže β = 1− ‖αQz‖1. Jako bonus pak dostáváme to, že v̊ubec
nevyuž́ıváme vektor d , t.j. nepoťrebujeme vědět, které stránky
nemaj́ı outlinky.


