PageRank

UvaZujme mnoZinu webovych stranek uspofadanou od 1 do n, a i
jako urcitou webovou stranku.

v

outlink = webova strdnka, na kterou se odkazuje i.

v

O; mnoZina véech outlinkd 7

v

inlink = webova stranka, kter se odkazuje na /.

v

Potet outlinkd bude oznaovan N; = |O;]
» [; mnoZzina v8ech inlinkd /.
obecné pozorovani: Webova stranka je obecné povazovana za tim
dilezitéjsi, ¢im vice ma inlinkd.
problém: Ale hodnoceni zaloZené &isté na poctu inlinkl se da

snadno zmanipulovat: napfiklad uméle zvySovat dlleZitost stranky
tak, Ze se vytvofi velké mnozstvi stranek s outlinky na /.



Feseni: Aby se od tohoto odradilo, definuje se hodnoceni (rank)
stranky tak, Ze pokud stranka j s vysokym rankem ma outlink na
stranku i, zvy$i to dileZitost stranky ndsledovné:

> rank stranky i je vdZenad suma rankl téch stranek, které maji
outlinky na i.
> vazeni je ud&ldno tak, Ze se rank strdnky /i rovhomé&rné rozdéli
mezi viechny jeji outlinky.
P¥epsano do matematického vzorce, dostavame
ri = i

= N
jel
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Tato predbézna verze je rekurzivni, a proto nemiZe byt vypoétena
pfimo. K vypot&tu se pouZiva iterani metoda. Odhadne se
pocateeni vektor r(9) ranki a pak se iteruje

D = ZJ k=0,1,...

JeEl;
Problém: Pokud né&jakd stranka nema zadné outlinky. .
» postupné nasbird rank p¥es svoje inlinky.
> jeji rank uZ pak neni déle distribuovan.

TakzZe neni jisté jestli metoda konverguje.



Pro lepsi vhled pfeformulujeme

r;zzlgj

JEl;
na problém hledan{ vlastnich hodnot matice reprezentujici internet.

Necht Q je &tvercovd matice dimenze n, takovd Ze

Q= 1/N; pokud existuje link z j na i,
Y710 jinak.

To znamen3, Ze
> nenulové hodnoty na ¥adku i odpovidaji inlinkim vedoucim na
stranku 7;
» nenulové hodnoty ve sloupci j odpovidaji outlinklim ze stranky
Ji
» tyto hodnoty jsou rovny 1/N; a soulet viech hodnot ve
sloupci je 1.



Example
Ndasledujici graf reprezentuje mnoZinu webovych stranek s inlinky a
outlinky
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Odpovidajici matice je:
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Vzorec
ri =

N
JEI;

je pak vlastné skaldrni sou&in ¥adku / matice Q@ a vektoru r.

Tuto rovnici miZeme zapsat ve tvaru
Ar=Qr, A=1.

To znamend, Ze r je vlastni vektor pFis. k vlastni hodnoté A = 1.

Ted jde vidét, Ze iteraci

(k+1) i
ri ZWJ’ 0,1,...

muZeme zapsat jako
D = QW k=1,2,...,

coZ je mocninnad metoda pro vypocet vlastniho vektoru.



Zatim ale nevime, jestli je PageRank dob¥e definovany.
ProtoZe dosud nevime, jestli existuje vlastni hodnota A = 1.

Pro analyzu tohoto problému pouZijeme nasledujici nahled.
PageRank budeme reprezentovat jako ndhodnou prochazku.

P¥edpokladejme, Ze n&jaky navitévnik stranky (ndhodny surfaf)
vybird ndslednou strdnku z outlinkli aktualni stranky vzdy se
stejnou pravdépodobnosti.

Ndhodny surfa¥ by se nikdy nemél zastavit. Jinymi slovy, nahodna
prochdzka by nikdy neméla obsahovat stranku bez outlinkd
(takova stranka odpovida nulovému sloupci v matici Q).



Proto je model modifikovan tak, Ze nulové sloupce jsou nahrazeny
sloupci s konstantnimi hodnotami ve v8ech pozicich. To znamen3,
Ze je stejnd pravdépodobnost prechodu do jakékoli stranky na
Internetu.

Definujeme vektory

d— 1 pokud N; =0,
771 0 jinak,

proj=1,...,na

Modifikovand matice je pak dana takto:

1
P:Q—I—;edT



Takovato matice P je pak sloupcové stochasticka matice.
To znamen3d, Ze ma nezaporné prvky, a prvky v kazdém sloupci
davaji soucet 1.

Toto tvrzeni miZe byt také vyjadfeno ndsledovné:

Theorem
Sloupcové stochastickd matice P spliiuje

e'P=c¢l,
kde e je definovano
1
1
e= e R".



Example

Matice z pfedchoziho p¥ikladu
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bude modifikovanad na nasledujici matici:
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Analogicky k
Ar=Qr, A=1.

bychom chtéli definovat PageRank jako unikatni vlastni vektor
matice P pf¥islusny k vlastni hodnot& A = 1.

Ar=Pr, A=1.

Prvek r; na pozici i je pravdépodobnost, Ze ndhodny surfa¥ skon&i
po velkém mnozstvi krok( prdvé na strance /.
(stacionarni rozloZeni pravdépodobnosti pro Markoviv Yet&z)

Existence unikatniho vlastniho vektoru s vlastni hodnotou A =1
ale stale neni zarudena.

K tomu potfebujeme zajistit, aby pfechodovd matice byla
ireducibilni.



Definition
Ctvercova matice se nazyva reducibilni, pokud existuje permutaéni

matice P, t.Z.
XY
T _
PAP _< 0 7 ) (1)

kde X a Z jsou ¢tvercové matice. V opalném pFipadé se matice A
nazyva ireducibilni.

Example
P¥iklad grafu, ktery odpovida reducibilni matici:
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Graf odpovidajici ireducibilni matici je silné souvisly: pro kazdé dva
uzly n;, n; existuje cesta z n; do nj.

Unikatnost nejvétsi vlastni hodnoty ireducibilni, pozitivni matice je
zaruéena Perron-Frobeniovou vétou,
tuto v&tu zde uvedeme v upravené podobé pro specidlni pfipad, ktery zde uvaZujeme.

znaceni
» A> 0 - Ze A je striktn& positivni (A;; > 0 pro vdechna i/, ).
> A1 — Dominantni vlastni hodnota = nejvétsi z vlastnich hodnot

Theorem
Necht A je ireducibilni sloupcové stochastickd matice.

> )\1 = ]_,'
> existuje unikdtni odp. vl. vektor r splifujici r >0 a ||r||; = 1;

v

toto je jediny vlastni vektor, ktery je nezaporny;
pokud A > 0, pak ddle plati |\;j| <1,i=2,3,...,n.

v



Vzhledem k velikosti Internetu miZeme s jistotou povazovat matici
P za reducibilni. To ale znamen3, Ze Pagerankovy vlastni vektor
neni dob¥e definovany.

Abychom zajistili ireducibilitu, p¥iddme link z kazdé stranky na
v8echny ostatni. Z pohledu matic to mizeme udélat tak, Ze
vezmeme konvexni kombinaci P a rank-1 matice:

1
A=aP+(1—-a)-ee”
n

pro n&jaké o € (0,1).

Je zjevné, Ze matice A je sloupcové stochasticka:

1
e"A=ae’P+(1—a)-e'ee’ =ae’ +(1—-a)e’ =e’.
n



Interpretace 1-rank matice z pohledu ndhodné prochazky je, Ze pfi
kaZzdém kroku je mozné, Ze se ndhodny surfa¥ sko&i na ndhodné&
zvolenou stranku s pravdépodobnostni 1 — a.

Toto byva nékdy oznalovano jako teleportace.




Ted ukdZeme, 7e Pagerank matice A je dobye definovany.
Theorem

Sloupcové stochasticka matice A definovana v
1 7
A=aP+(1—a)=ee
n

Je ireducibilni (protoZe A > 0) a md dominantni hlavni hodnotu
A1 = 1. Odpovidajici vlastni vektor r spliiuje r > 0.

Kvili konvergenci numerického algoritmu pro vypodet vlastniho

vektoru je nutné prozkoumat, jak se méni vlastni hodnoty matice P
p¥i této modifikaci (na A).



Theorem

UvaZujme, Ze viastni hodnoty matice P jsou {1, X2, \3,..., An}.
Pak vlastni hodnoty matice A= aP + (1 — a)ee” jsou
{1,alp, A3, ..., )}

Dikaz

Definujme é jako normalizovany vektor e na Euklidovsk. velikost 1,
a necht U; € R™("=1) je takovs matice, 7e U = (é U )ije
ortogonalni.

ProtoZe plati 6" P = &7, dostdvame

kde w = UTPéa T = UJPTUj.



Protoze jsme provedli podobnostni transformaci, matice T bude
mit vlastni hodnoty Az, A3, ..., Ap.

Ddle mame
1
-1 T
T n2e'v
) v—< UTy )
1

UTAU=U"T(aP+ (1 —a)ve U

:a(vlv ;)_>+(1—0¢)<thr;‘/>(n
o0 90, o)

Tvrzeni véty pak z tohoto pfimo vyplyva.
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Ten Theorem ¥ika, Ze i kdyZ P ma vice vlastnich hodnot rovnych 1
(coz je p¥ipad Google matice), druhd nejvétsi vlastni hodnota A je
vzdy rovna a.

Example

Vypocitame vlastni hodnoty a vlasti vektory matice
A=aP+(1—a)lee™ s Pz prikladu a o = 0.85.
Kéd v Octave

LP=eig (P).";

e=ones (6,1);
A=0.85%P+0.15/6xexe .’
[R.L]=eig(A);



dava nasledujici vysledky:

LP =

-0.50 1.00 -050 1.00 —-1.00 0.00

R =
0.45 -0.37 -0.35 0.00 0.82 —-0.34
0.43 —-0.37 0.35 0.00 —-0.41 —0.47
0.43 -0.37 0.35 0.00 -0.41 0.81
0.06 0.00 -0.71 —-0.00 0.00 0.00
0.47 0.55 0.00 -0.71 -0.00 0.00
0.46 0.55 0.35 0.71 0.00 0.00

diag(L) =

1.00 0.85 0.00 —-0.85 —0.43 —-0.43

Vidime, Ze prvni vlastni vektor je jediny nezdporny, tak jak je to
stanoveno v té vété.



Misto modifikace

A=aP+(1- oz)%eeT
mUizeme definovat

A=aP+(1-a)ve’,

kde v je nezdporny vektor s ||v||; = 1, ktery miiZe byt vybran tak,
aby ovliviioval vyhleddvani nékterych druhl webovych stranek.

Vektoru v ¥ikd personalizaéni vektor — miiZze byt pouZit pro
zamezeni manipulace takzvanymi link farmami.



Chceme ¥esit problém vlastni hodnoty

Ar=r

)

kde r je normalizovany ||r|; = 1.
V této &asti budeme oznacovat hledany vlastni vektor t.
Jedind schiidnd metoda je mocninnd metoda.

Predpoklddejme, Ze je ddna inicidlni aproximace r(©).
Mocninnd metoda je ddna nasledujicim algoritmem:
for k =1,2... until convergence do
gk Ar(k—1)
r(k) = gk)/ Hq(k)Hl
end for



Mocninnd metoda je ddna nasledujicim algoritmem:
for k =1,2,... until convergence do
gk Ar(k—1)
r() = gk)/ Hq(k)Hl
end for
Normalizace (tak aby ||r||; = 1) se d&l4, aby se zabranilo situaci,
kdy je vektor p¥ili§ velky nebo pFili§ maly, nedd se pak
reprezentovat v plovouci ¥adové &arce.
Pozdéji uvidime, Ze pro vypolet Pageranku to neni potfeba. Také

nepolitdme aproximaci odpovidajici vlastni hodnoty, protoZe vime,
Ze tato vlastni hodnota je rovna 1.



Konvergence metody zdlezi na rozloZeni vlastnich hodnot.
Pro zjednoduseni budeme p¥edpokladat, Ze A je diagonalizovatelna;
t.j. d reguldrni matice T z vlastnich vektord, t.z.

TLAT = diag(\y, ..., Ap).

Vlasti hodnoty A; jsou uspofddané 1 = A1 > || > --- > |A,].
Rozlozime inicialni aproximaci r(®) podle vlastnich vektorii

M =t + ot + - + cotn,

kde c1 se predpokladd, Ze ¢; # 0 a r = t; je hledany vlastni vektor.
Pak mame

Akr(o) = ClAktl + C2Akt2 —+ 4 C,,Aktn

n
= Cl)\ll(tl + C2)\l2<t2 —+ -+ C,,)\ﬁtn =ct1 + Z Cj)\;(tj
Jj=2



n
Je zjevné, Y& Y ;Aft; jde k nule
j=2
(protoZe pro j = 2,3,... mame |);| < 1)
a metoda konverguje k vlastnimu vektoru r = ty.

Rychlost konvergence je urtena |A2|. Pokud je tato hodnota blizkd
1, je iterace velmi pomald. U Google matice je A\» = a.

Podminka pro zastaveni iterace se da formulovat p¥es zbytkovy
vektor pro vypodet vlastnich hodnot:

Necht \ je vypottend aproximace vlastni hodnoty a 7 je
odpovidajici aproximace vlastniho vektoru. Da se ukazat, ze
optimalni chybovd matice E pro kterou plati
(A+ E)F = \p,
spliiuje
1El[2 = [Is]l2,
kde s = A7 — M.



D4 se ukazat, Ze optimdlni chybova matice E pro kterou plati
(A+ E)F = \p,
spliiuje
1El[2 = [Is]l2,
kde s = AP — A7,

To znamend, Ze pokud je hodnota [|s||2 mala, pak vypo&tend
aproximace vlastniho vektoru 7 je vlastni vektor matice A+ E,
kterd je blizkd matici A.

ProtoZe se p¥i vypoltu Pageranku zabyvame pozitivnimi maticemi,
jejichZ sloupce davaji v soultu 1, je pFirozené pouzivat 1-normu.

To miZeme udélat, protoZe normy jsou ekvivalentni
...tj.pro || - |la || - || existuji konstanty m, M t.z.

ml|x[la < [Ixl[s < Mlix|a



V obvyklém pouZiti mocninné metody, vektor je normalizovan, aby
se zabranilo preteteni nebo podteteni. Ted ukaZeme, Ze to neni
potfeba pro sloupcové stochastickou matici.

Theorem
PFedpoklddejme, Ze vektor z spliiuje ||z||1 = e
A je sloupcové stochasticka. Pak plati

Tz =1 a %e matice

|Az]1 =1

Dikaz.
Oznatme y = Az, pak

lyllh =e’y=eTAz=eTz=1,

protoZe A je sloupcové stochasticka (e’ A=e). O]



Kvili rozmérim Google matice, je netrividlni vypoditat soudin

1
y=Az, kde A=aP+(1-a)=ee.
n
P¥ipomeiime, Ze matice P byla zkonstruovana z matice skute¢nych
odkazil @ jako
1 T
P=Q+ —ed’,
n
kde ¥adkovy vektor d ma 1 na v3ech téch pozicich, které
odpovidaji strankdm bez outlink{.

TakZe abychom vytvofili P, vloZzime velké mnoZstvi plnych vektor
do @, a kazdy z téch vektorli ma stejnou dimenzi, jako je celkovy
polet webovych stranek.

Ndsledkem toho nemiiZeme uchovdvat celou matici P v paméti
explicitné.



Podivejme se blize na nasobeni y = Az:

(1-a)

y:oz(Q—F,l?edT)z—k e(eTz):an—hB%e, (2)

kde

B=ad z+(1-a)e’z
Hodnoty 5 nemusime poc&itat pomoci této rovnice. Namisto toho
muaZeme pouZit ||Az|l; = 1 v kombinaci s (2):

1=e'(aQz)+ e’ <,::e> =e'(aQz)+ 5.

TakZze f =1 — ||aQz||1. Jako bonus pak dostavdme to, Ze viibec
nevyuzivdme vektor d, t.j. nepotfebujeme védét, které stranky
nemaji outlinky.



