ALS1 — Prednaska 10

Metrickym stromem rozumime jakoukoli stromovou datovou strukturu specializovanou na indexovani dat v metrickych
prostorech. Metrické stromy vyuzivaji vlastnosti metrickych prostoru, jako trojuhelnikova nerovnost k efektivnéjsimu p¥istupu
k datim. Priklady jsou M-stromy, vp-stromy, cover stromy, MVP stromy, a bk stromy.

Metrika vzdalenosti d(x,y) pro metricky prostor je definovana nésledovné

— i) 0<d(z,y) <oo,x#vy
ili) d(z,z) =0
iv) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) (trojuhelnikova nerovnost)

Near Neighbor Query: Z dané mnoziny datovych objekti X = {X;,X;,..., X1} z metrického prostoru s metrikou d(),
ziskej vSechny datové objekty, které jsou do vzdélenosti r od zadaného bodu Y. Vysledna mnoZzina bude

{X; | X1, Xo,..., X0}

Parametr r se obecné nazyva méfreni podobnosti nebo toleranc¢ni faktor.
Jsou mozné i nékteré varianty near neighbor query:

— nearest neighbor query,
— k-nearest neighbor query
— farthest neighbor query,

1 vp-stromy (vantage point trees)

VP-stromy rozkladaji mnozinu dat podle vzdéalenosti objektt vzhledem k referenénimu bodu (vantage point). Median téchto
vzdélenosti je pouzit jako oddélovaé k rokladu objekti do dvou vyvazenych podmnozin, na které miize byt rekurzivné pouzita
ta sam4 procedura.

Struktura binarniho vp-stromu je velmi jednoducha. Kazdy vnitini uzel je ve tvaru (Sy, M, Rptr, Lpir), kde Sv je vantage
point, M medianova vzdalenost viech bodu (od Sy) indexovanych pod tim uzlem, Ry, & Ly, jsou ukazatele na levy a pravy
podstrom. Levy podstrom uzlu indexuje ty body, jejichz vzdalenost od S, je mensi nebo rovna M, a pravy podstrom uzlu
indexuje ty body, jejichz vzdalenost od S, je vétsi nebo rovna M. V listovych uzlech jsou reference na datové body mist
ukazateli na podstromy.

Je-li dana kone¢na mnozina S = S1, Ss, ..., S, objektli, a metrika d(), bindrni vp-strom V na S je konstruovan nasledovné.

1) Pokud |S| = 0, vytvof prazdny strom.
2) Jinak, necht S, je libovolny objekt z S (vantage point).
M = median({d(S;, Sy) | VS; € S})
Necht S} = {S; | d(S;,Sv) < M kde S; € SaS; # 5, }
Sy ={S; | d(S;,Sy) > M kde S; € S} (kardinalita S a S, by mély byt zhruba rovny)
Rekurzivné vytvor vp-stromy na Sj a S; jako levy a pravy podstrom.

Binarni vp-strom je vyvaZeny, takze miize byt snadno strankovan pro uloZen{ v sekundarni paméti. Konstrukce vyzaduje
O(nlogy(n)) vypoctl vzdalenosti.

Pro dany objekt ), mnoZina datovych objekti, které jsou ve vzdélenosti r od @ je nalezena vyhledavacim algoritmem
popsanym nize:

1) Pokud d(Q,Sy) < r, pak S, je ve vysledné mnoziné.
2) Pokud d(Q, Sy) +r > M, rekurzivné prohledej pravy podstrom.
3) Pokud d(Q, Sy) — r < M, rekurzivné prohledej levy podstrom.

(v8imnéte si, Ze 2) a 3) mohou nastat soucasng, pak se prohledavaji oba podstromy).

Zobecnéni binarni vp-stromt na m-arni vp-stromy

Binarni vp-strom muze byt snadno zobecnén na m-arni stromovou strukturu. Konstrukce vp-stromu fadu m je velmi podobna
konstrukci binarniho vp-stromu. Namisto hleddni medianu vzdalenosti mezi vantage pointem a datovymi body, jsou body
sefazeny a rozlozeny do m skupin o stejné kardinalité. Hodnoty vzdalenosti pouzité pro ten rozklad jsou zaznamenany v uzlu.



2 MVP-stromy (multiple vantage point trees)

MVP-stromy, rozkladaji prostor do sférickych fezt okolo vantage pointii (podobné jako vp-stromy), rozklady vytvari vzhledem
k vice nez jednomu vantage pointu na kazdé trovni a udrzuje si informaci navic v listech pro kvuli efektivnimu odfiltrovani
kandidatnich bodd.

MVP-strom pouziva dva vantage pointy v kazdém uzlu. Na kazdy uzel v MVP-stromu muze byt nahlizeno jako na dvé
point. To umoznuje mit vice odfiltrovanych dat v kazdém uzlu pfi vyhledavani a mensSi pocet vantage pointd v nelistovych
drovnich.

MVP-strom ma tii parametry:

— pocet tfid rozkladu vytvofeny kazdym vantage pointem (m),
— maximum dat pro listové uzly (k),
— a pocet vzdalenosti pro datové body v listech (p).

V binarnich MVP-stromech rozdéluje prvni vantage point (ozna¢me ho Sy1) prostor na dvé ¢asti, a druhy vantage point
(ozna¢me ho Sy9) rozdéluje kazdou z téchto ¢asti na dvé. Mame tedy 4 potomky v binarnim piipadé. Obecné pocet potomku
vnitiniho uzlu je m?2.

V kazdém vnitfnim uzlu je udrzovany mediany M7 a M7 pro rozklad vzhledem k Sy1 a Syo.

V listovych uzlech uchovavame presné vzdalenosti mezi datovymi body a vantage pointy toho listu. Dq[i] a Ds[i] (i =
1,2,...,k) jsou vzdalenosti z prvnfho a druhého vantage pointu, a k je pocet dat v listech (mtiZe byt zvoleno vyssi nez m?.

Pro kazdy datovy bod z v listech uchovava pole z.PATH[p] vypoctené vzdalenosti mezi datovym bodem x a prvnimi p
vantage pointy na cesté z rootu do listového uzlu. Obrazek 1 ukazuje strukturu vnitintho uzlu a a listovych uzli v binarnim

MVP-stromu.
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Obrazek 1. Struktura uzlu bindrniho MVP-stromu

2.1 Konstrukce MVP-stromu

Je-li ddna konefna mnozina S = Si, S, ...,S, objektd, a metrika d(), binarni MVP-strom s parametry m = 2,k a p je
konstruovan na S nésledovné.

1) Pokud |S| = 0, vytvor prazdny strom a skonéi.

2) Pokud |S| < k + 2 pak
2.1) Vyber libovolny objekt z S (Sy1, prvni vantage point)
22) S:=5- {Svl}



2.3) Vypocitej viechny d(S;, Sy1) kde S; € S, a uloz je v poli D;.
2.4) Necht Syo je nejvzdalengjsi bod od Sy1 (druhy vantage point).
2.5) S:=5—{Sy2}
2.6) Vypocitej vsechny d(S;, Sv1) kde S; € S, a uloz je v poli Ds.
2.7) skondi.

3) Jinak (pokud |S| > k + 2)
3.1) Vyber libovolny objekt z S (Sy1, prvni vantage point)
3.2) S:=5—{Su}
3.3) Vypocitej viechny d(S;, Sy1)

Pokud (level < p) S;.PATH|l] = d(S;, Sv1)-
3.4) Usporadej objekty v S vzhledem k jejich vzdalenosti od Syq.
M; = median z {d(S;, Sy1)}, rozloz objekty do dvou seznami, S.S; a SSs, stejné délky (podle Mj).
3.5) Necht Sy2 je libovolny bod z 5SSy (druhy vantage point).
3.6) S:=5—{S,2}
3.7) Vypocitej vsechny d(S;, Sv2) kde S; € SS1 U SSs.
Pokud (level < p) S;.PAT Hlevel + 1] = d(S;, Sy2).
38) Mg[l] = mediin z {d(S]‘,SVQ) | VSJ S SSl}
M2[2] = mediin z {d(Sj,SVQ) | VSJ S SSQ}
3.9) Rozpul seznam SS; do dvou seznami stejné délky podle Ms[1]. Podobné pro SS;. level+ = 2, rekurzivné zpracuj
v8echny ¢tyfi mnoziny.

2.2 Vyhledavani v MVP-stromech

Pro dany objekt @), mnozZina datovych objektd, které jsou ve vzdélenosti r od @) je nalezena vyhledéavacim algoritmem
popsanym nize:

1) Vypocitej vzdalenosti d(Q, Sy1) a d(Q, Sy2).
e pokud d(Q, Sy1) < r, pak Sy je ve vysledné mnozing;
e pokud d(Q, Sy2) < r, pak Sy2 je ve vysledné mnoZiné.
2) pokud je aktualni uzel list,
Pro vSechny datové body (5;) v uzlu,

21) Najdl d(SZ, Svl) a d(Sl, SVQ) \ pOHCh D1 a DQ.

2.2) pokud [d(Q, Sy1) — r < (Si, Sv1) < d(Q, Syv1) + 7] a soudasné [d(Q, Sy2) — r < (S;, Sv2) < d(Q, Sy2) + 7], pak pokud
pro viechna ¢ = 1...p plati (PATH[i] — r < S;. PATH[i] < PATH[i] — r), vypoéitej d(Q, S;).
Pokud d(Q, S;) <, pak S; je ve vysledné mnoZzing.

3) jinak, (pokud je aktuélni uzel list interni)
pokud (I < p), PATHI[l + 1] = d(Q, Sy2).
3.2) pokud d(Q, Sy1 +r < M, pak
* pokud d(Q, Sy2) + r < Ms][1], rekurzivné prohledej prvni podstrom s I =1 + 2.
x pokud d(Q, Sy2) — r > Ms[1], rekurzivné prohledej druhy podstrom s I =1+ 2.
3.3) pokud d(Q, Sy1 — r > M, pak
* pokud d(Q, Sy2) + r < Ms[1], rekurzivné prohledej tieti podstrom s | =1 4 2.
x pokud d(Q, Sy2) — r > Ms[1], rekurzivné prohledej étvrty podstrom s I =1 + 2.



