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First fit decreasing

[4 A.C. Yao, R.E. Tarjan
Storing a sparse table.
Communications of the ACM. 1979 Nov 1; 22(11):606-11.

o Ukladani statickych tabulek o n polozkach, kazda z nich je
Cislo mezi 0 a N — 1.



Pro jednoduchost budeme uvazovat

e &islo N je druha mocnina néjakého celého ¢isla, t.j. N = m? pro néjaké
meZ.

e ze n > max{2, m}.
Algoritmus first-fit-decreasing
o sefadime fadky dle pocti nenulovych prvki v klesajicim poradi

e hladovym (greedy) zptisobem pfifazujeme posuny.
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Krok 1:

for i < 1 to mdo
count(i) « 0;
list(i) < 0

end

for each nonzero position (i, ) in A do
count() < count(i)+1;

list(i) < list(7) U{i}

end

Po kroku 1:
e list(i) je seznam nenulovych sloupcil v fadku i

e count(/) je jejich pocet.



Krok 2:

for | «+ 0 to n do
bucket(/) « 0

end
for i <~ 0 to m do
bucket(count(i)) < bucket(count(i)) U{i}

end

Krok 2 je radix sort fadka podle jejich poctu nenulovych prvki.



Krok 3:
for k <~ 0 ton+ mdo
| entry(k) « false
end
for | < n downto 0 do
for each i in bulcket(l) do
r(i) < 0;
check for overlap: for each j in list(i) do
if entry(r(i) +j) then
r(i) < r(i) +1;
goto check overlap
end
end
for each j in list(i) do
| entry(r(i) +j) < true
end
end
end




Pokud je rozdéleni nenulovych prvki v fadcich A | pfiméfené rovnomérné”,
pak first-fit-decreasing GEinné komprimuje A.

Toto empirické pozorovani miizeme ovéfit analyzou metody.
Intuitivné:
o radky s pouze nékolika nenulovymi prvky neblokuji pfilis mnoho
moznych hodnot posunuti pro jiné radky,
e problémy zpisobuji pouze radky s mnoha nenulovymi prvky.



Abychom tento jev kvantifikovali, definujeme

e n(/), pro I > 0 jako celkovy pocet nenulovych prvki v radcich s vice
nez | nenulovymi prvky.

Nalsedujici véta ukazuje, Ze pokud ” () klesa dostatecné rychle
s rostoucim /, first-fit-decreasing fungUJe dobre.

Véta 2

Uvazujme Ze pole A spliiuje podminku harmonického rozpadu:
pro libovolné I, n(I) < n/(l +1).

Pak kazdy posun r(i) vypocitany pro A metodou first fit spliuje
0<r(i)<n.



Véta 2

Uvazujme ze pole A spliiuje podminku harmonického rozpadu:
pro libovolné /, n(/) < n/(l + 1).

Pak kazdy posun r(i) vypocitany pro A metodou first fit spliuje
0<r(i)<n.

Diikaz.

e Pro libovolny fadek i, uvazujme vybér posunu r(i).

Uvazujme, ze r(i) obsahuje / > 1 nenulovych prvka.

Dle harmonického rozkladu je pocet nenulovych prvkii nejvyse 7.

Kazdy takovy nenulovy prvek miize blokovat nejvyse / vybérd pro r(i).

Dohromady miize byt blokovano nejvyse n vybéril, a tedy
0<r(i)<n. O



Vyznam harmonického rozpadu:

Pokud ma A harmonicky rozpad,

e musi byt alespon polovina nenulovych prvkii v A v Fadcich pouze
s jednim nenulovym prvkem.

e zadny radek nesmi mit vice nez \/n nenulovych prvka.

Pokud A nema harmonicky rozklad, pak first-fit-decreasing neudéla dobrou
kompresi — aspoi ne v nejhorsim pripadé.



A protoze nas zajima i nejhorsi pripad, meli bychom se podivat, jak se
s nim srovnat.

Potfebujeme najit zpasob, jak ,,uhladit” rozlozeni nenulovych prvki
v fadcich A, nez zaéneme pocitat posuny radkd.

A to tak, ze v A posuneme sloupce:

e kazdému sloupci prifadime posun c(j) zobrazujici kazdou pozici (i, f)
do nové pozice (i + c(j), ).
e to transformuje A do nového pole B s vice fadky — konkrétné

max;(cj) + m — a se stejnym poctem sloupci.
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Potfebujeme kritérium pro vybér posunii sloupc.
Tim kritériem bude podminka exponencialniho rozpadu definovana

nasledové:
Necht

e B; je pole sestavajici z prvnich j posunutych sloupcti z A.

e n; je celkovy pocet nenulovych prvkii v B;.

e nj(i) pro i > 0 je celkovy pocet nenulovych prvki v B;, které se
objevuji v fadcich B; obsahujici vice nez i nenulovych prvkii.

E;: Pro libovolné i > 0, n;(i) < n;/2/(=ni/n)

Vybirame sloupcove posuny tak, aby spliovaly E; pro vSechna j s tim,
Ze pouzivame first-fit nasledovné:
e \ypocitdme postupné — od 1 do m.

e V/ybereme jako posun c(j) pro sloupec j nejmensi hodnotu,
t.z. B;j spliuje E;.



. Univerzalni" hasovani

Problém:

e mod je docela pomala operace

[4 Dietzfelbinger M, Hagerup T, Katajainen J, Penttonen M.
A reliable randomized algorithm for the closest-pair problem.
Journal of Algorithms. 1997 Oct 1;25(1):19-51.

e Navrzena technika multiply-shift



Multiply-shift

Predpokladame
e m=2M
e w je pocet bitil ve slové.
e HasSovaci funkce jsou parametrizovany lichymi kladnymi Cisly a < 2%
(které se vlezou do slova o w bitech)

ha(x) = (a-x mod 2%) = 2v—M
Neboli, zapsano v jazyku C:

ha(x) = (size_t) (a*x) >> (w-M)



Priklad 4
h111(80) = ..
a-X:

111 - 80 = 8880 = 100010101100002

(a-x) mod 2% :
10001010110000, = 176

pro M = 4:
((a-x) mod 28) + 284
10110000, = 11



Az 4x rychlejsi vypocet.
Toto schema ne-spliuje univerzalnost.

Spliuje volnéjsi podminku

Pr{ha(x) = ha(y)} <

To je tzv. 2-univerzalnost.

2
m



Univerzalni hashovani vektort

Hashujeme X = (xo, ..., xk), x; jsou cela Cisla kazdé ma w bitd.

e Pokud H je univerzalni, pak také tfida hashovacich funkci

k—1
h(x) = <Z h,-(x,-)) mod m,
i=0

kde h; € H jsou vybrany nadhodné a nezavisle, je univerzalni.

e Téz mozno pouzit multiply-shift:
k—1
ha(xX) = <(Zx,- -a;) mod 22W> = Q2w=M
i=0

kde 2 = (ao, - .., ak—1) jsou nahodna licha cela Cisla na 2w bitech.



Univerzalni hashovani retézct

Predpokladejme, ze X = (xo, ..., /), kde nezndme horni hranici pro /.
Znaky Fetézce X budeme uvazovat jako koeficienty polynomu modulo velké

prvocislo p.
/
ha(X) = hiue ((Zx,- -a7) mod ,,)
i=0
kde a € {1,...,p — 1} je nahodné &islo a hiy je vybrana z univ. tfidy
hasovacich funci na hasovani celych ¢isel {0,...,p—1} — {0,...,m —1}.

h < INIT_VAL;
for i + 0 to x.length do
| h< ((h-a)+x[i]) modp

end
return h



V praxi mizeme mod a p vypustit, a povolit pfeteceni integeru, protoze
to je v mnoha programovacich jazycich ekvivalentni:
mod (Max-Int-Value + 1)

Hodnoty pro inicializaci h v nékterych implementacich:
e djb2: INIT VAL = 5381, a=33
e STLPort 4.6.2: INIT VAL =0, a=5
e java.lang.String.hashCode(): INIT VAL =0, a=31



Hash and displace

def Construct (B, y):
input : S — set of keys; b — number of bins; ¢ > 0

n<+|S|-(1+¢)
if b<(2+¢)-nthen
| return -1
end
repeat
Pick f at random in UTHF with range {0,...,n—1}
Pick g at random in UTHF with range {0,...,b—1}
fori<0tob—1do
Bli] < {s e S|a(s) =i}
Find permutation P s.t. |B[P[]]| > |B[P[i + 1]]| for
i=0,....b—2
m = max{i|B[P[i]] > 1}
end
until |B[P[0]]|* + - - + [B[P[m]]]* < tZ< and f is 1-1 on each BI[i]

£




for i< 0ton—1do

| TIi] < false (marks unoccupied slots of the table);
end

for i <~ 0 to mdo

repeat
| Pickd€0,...,n—1 at random
until T[f(s) + d) mod n] is false for each s € B[P[{]];
D[P[]] + d;
for each s € B[PJi]] do
| T[f(s)+d) mod n] < true
end

end
Set E[1],..., E[k] to distinct values where T[E[i]] «+ false;
for i<~ m+1to m+ k do
Take (the unique) s € B[P[{]];
D[PI[i]] < (E[i — m] — f(s)) mod n
end
return(f, g, D, n)



