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Algoritmy a slozitost

— problematika vyhledavani (BST, hashovani, optimalni a
vyvazené stromy, Catalanova Cisla, varianty B-stromg,
R-stromy a jejich varianty, NN search, metrické stromy;
Pagerank)

— problematika tézkych problémi, zejm. algoritmi pro tézke
problémy (pfiblizna Feseni tézkych problémd, slozitost
optimalizagnich problém, aproximacni algoritmy pro vybrané
tézké problémy, metody jejich navrhu aproximaéni tridy,
randomizované vypocty, heuristiky)

— problematika paralelnich vypoétt (PRAM model, slozitost
paralelni vypocti, tfida NC, vyvazené binarni stromy, paralelni
soucet prefixil, preskakovani ukazateld, technika rozdél a panuj,
technika déleni, retézeni vypoctu, 2-3 stromy, akcelerujici
kaskady. paralelni tfidéni a zatfidovani, distribuované algoritmy
priichodu grafem, konstrukce minimalni kostry, volba lidra,
kompaktni smérovani, Byzantska dohoda)



Zapocet a zkouska

Zapocet — domaci dkoly za body, 75 bodii na zapocet.

Zkouska — klasicka astni zkouska s ¢asem na pfipravu odpovédi.



Binarni vyhledavaci stromy (binary search tree, BST),
(opacko)

Definice
Mame linearné usporadanou mnozinu klic.
BST je zakofenény strom, kde
e uzly jsou oznaceny klicem,
e kazdy uzel ma nejvyse dva potomky
(nejvyse jednoho levého a nejvyse jednoho pravého).

e pokud ma uzel s klicem k levého potomka s klicem /,
plati /| < k.

e pokud mé uzel s klicem k pravého potomka s klicem p,
plati k < p.



Vyhledavani v BST (opacko)

Algoritmus Search

Vstup: k — hledany kli¢, R — kofen BST
Vystup: uzel s klicem k nebo ()

If R =null return

If key(R) = k return k

If key(R) > k return Search(k, left(R))
If key(R) < k return Search(k, right(R))

Search(4,R)

@



Cas na vyhledavani v nejlepsim pripadé?

Cas na vyhledavani v nejhorsim pripadé?

Cas na vyhledavani v pramérném pripadé?



Casova slozitost vyhledavani

kofen primér  neni tam (h)

r
vyvazeny strom 1 ? h=logy(n+1)
priimérny strom 1 ? h =7
degenerovany strom 1 n/2 h=n

Domaci tkol (5b)

Zpracujte pripad “vyvazeny strom, primér’.



Nahodné postaveny strom (randomly built BST; RBBST)
Budeme uvazovat zjednoduseny pfipad:
Definition
Nahodné postaveny strom o n uzlech, je BST, t.z.
e pravdépodobnost, Ze n klicti bylo vlozeno v kazdém z n! poradi
je stejna;

e ze stromu se nemazalo.

Domaci tkol (5b)
Experimentalné prozkoumejte vliv mazani — odhadnéte vysku
stromu v téchto pripadech

e RBBST o 100 uzlech;

e RBBST o0 200 uzlech naslené ndhodnych 100 smazanych.

e 2 vlozit, 1 smazat, 200x



Potrebujeme par pojmi z pravdépodobnosti (1)

Rozdéleni pravdepodobnosti (zjednoduseno) Mé&jme konecnou
mnozinu elementarnich jevi Q. Zobrazeni p : Q — [0, 1] t.Z.

> plw)=1.

we

nazyvame pravdépodobnost.

Pravdéepodobnostni mira:

P(A) = p(w).

w€EA



Potfebujeme par pojmi z pravdépodobnosti (I1)

Realna ndhodna proménna X : Q — R.
Indikator — realna ndhodna proménna, ktera nabira jen hodnot

{0,1}.

Ocekavana hodnota nahodné promenné:

BX) = 3 p(w) - X().

weN



Jaka bude ocekavana vyska?

Nadefinujeme si tyto tfi ndhodné proménné:
e vyska RBBST o n prvcich X,
e exponencialni vyska Y, = 2%
e kli¢ v koreni RBBST R,,.



Hodnota R, je se stejnou pravdépodobnosti kterykoli z prvki

{1,...,n}.

Pokud R, = i, pak
e levy podstrom je RBBST o / — 1 prvcich,
e pravy podstrom je RBBST o n — i prvcich,
e Y, =2 -max(Yi—1, Yn_i)

Jako krajni pfipady Y, mame Y; =1, Yy = 0.

Dale definujeme nahodné proménné Z, 1, Zn 2, ..., Zp n, kde
Zni = I{Ry = i}.



Mame Pr{R :i}:% proi=1,2,...,n, atedy
1 .
ElZ,i]=—proi=1,2,...,n.
n

Protoze pravé jedna hodnota Z,; = 1 a vSechny ostatni jsou 0,
mame taky

Yo=> Zi(2- max(Yi_1, Yoj)).
i=1
Ukazeme, ze E[Y,] je polynomicka v n,
z toho pak vyplyne, ze E[X,] = O(log n).



Nahodna proménna Z,; je nezavisla na Yj_1 a Y,_;.
Kdyz vybereme R, = i, levy podstrom (s exp. vyskou Y;_1) je
nahodné postaven z i — 1 kli¢dl, které jsou mensi nez i. Tento
podstrom je jako jakykoli jiny podstrom postaveny z i — 1 prvki:
e pouze pocet prvkil v ném je zavisly na volbé R,
e jeho struktura neni nijak zavisla na volbé R,.
Stejné tak pro pravy podstrom.



n

BlYal =B > Zpi(2- max(Yi_1, Yo_))
i=1

= Z E[Z,i(2-max(Yi_1, Yn—))]
i=1

- Z E[Zni]- E[(2- max(Yi_1, Yn_i))]

— Z % -E[(2- max(Yi-1, Ya—i))]
i=1

2 o 2"
== ;E[max(y,-l, Ypoi)] < n;E[Yil] L E[Y,i]



2 BVl +E[Y, ]
i=1

V tom vyrazu se kazdy term E[Yo], E[Y1], ..., E[Ya-1] vyskytuje
dvakrat — mazeme ho zjednodusit na

E[Y,] < iniE[Y;].
i=0



Ukazeme, ze pro vsechna kladna n je to ekvivalentni s

E[Y,] < - (”+3>.
3
Pro n =1 toto plati

1/1+3
1=Y1=E[1] < - =1

Dale

E[Y,] < - ZE[Y] §4<I+3> 2117" 1<I
(n

i=0

1 n+3 <1 (n+3)t 1 (n+3)!
_n 4 )~ n 4(n-1) 4 3l.n
Plati, ze 2% < E[2%0] = B[Y,,].
Z toho dostavame, ze

+1).

QEX) o L3 _ (n+3)(n+2)(n
— 4 3 24



A z toho dostavame ocekavanou vysku

Theorem
Ocekavana vyska RBBST o n uzlech je O(log(n)).



Pramerny cas hledani v RBBST



Theorem

Ocekavany pocet porovnani pri vyhledavani v RBBST o n klicich je
asi
2Inn ~ 1.386 log, n.

Pro jednoduchost budeme uvazovat ‘troj-cestné’ porovnavani.



Potfebujeme zavést par pojma a znaceni (1)

e C, — priimérny pocet porovnani pfi Gspésném hledani v BST

s n klici.
e (! — primérny pocet porovnani pfi netspésném hledani v BST
s n klici. ClaCl c
+C 4+
G =14+ 0t0 (1)

n



Potrebujeme zavést par pojma a znaceni (I1)

Rozsifeny binarni strom — pfidame zvlastni uzly tam, kde mél
plivodni strom prazdny podstrom.

délka vnéjsi cesty (E — external path length)
Soucet vzdalenosti korene od vsech vnéjsich uzli.

délka vnitrni cesty (I — internal path length)
Soucet vzdalenosti kofene od vSech vnitfnich uzli.



Pro BST o n vnitrnich uzlech plati, Ze

E=1+2n. (2)

[Indukci] O




Pokud predpokladame, ze kazdy kli¢ je vyhledavan se stejnou
pravdépodobnosti a ze kazdy z n + 1 intervalii mezi klici a vné
extrémnich hodnot kli¢d je stejné pravdépodobny, dostavame:

C,,:1+i and C, = £ :
n n+1
S pouzitim (2) dostavame
1 !/
G=(1+) -1 (3)

Z (1) a (3) dostavame

(n+1)C,=2n+ G+ C +---+Cp_4.



(n+1)C,=2n+ G+ C +---+Cp_. (4)
Zbavime se rekurence — odecteme od (4) rovnici
nC, 1 =2(n-1)+C+CG+---+C, o

Dostaneme
(n + 1)Cr/, - nC,/,_l == 2 + C;,_l

Po apravé
2

n+1

C,/, - C,/,_]_ +



1

1
Hp=1+2+2+: Zk Inn+O(1)

posledni krok se da ukazat aproximaci integraly.
Kdyz se da sumace vyjadrit jako >, f(k), kde f(k) je
monoténné klesajici funkce, mzeme ji aproximovat:

n+1 n n
/ f(x)dx < kzsz(k) < /m_1 f(x)dx

m

Dolni hranice:

n+1 1
2/ —dx =In(n+1)
k=1 1 X

Horni hranice:

1 "1 1
kz_:zkg/l ;dlenn a tedy kz_:lkglnn—i—l



Harmonicka ¢éisla rekurzivné:

0 pro n =0,
Hn = 1 .
Hp-1+ 4 jinak.

Takze C, = 2Hp41 — 2.
Po dosazeni do (3) a zjednoduSeni dostavame

1
C,,—2(1+> H,—3=2Inn.
n



