kd-stromy (kd-trees)

k ¢emu to je:
@ ukladani vicerozmé&rnych dat (k-dimenzionalni data)

vvvvvv

@ vstup: MnoZina bodi (nebo sloZit&jsich geometrickych objektd) v
k-dimenzionalnim prostoru.

@ problém: Zkonstruovat strom, ktery rozdé&luje prostor polorovinami
t.Z. kazdy objekt je obsaZeny ve svém vlastnim kvadru.

e zameér: rozloZit plochu (prostor, ...) na maly pocet bufigk tak, aby
7adna neobsahovala velky polet vstupnich objektl. Snadny pFistup k
objektiim na zdkladé jejich pozice.

Zdroje: H. Samet. Multidimensional spatial data structures. In D. Mehta
and S. Sahni, editors, Handbook of Data Structures and Applications,
pages 16:1- 16:29. Chapman and Hall / CRC, 2005.

H. Samet. Foundations of Multidimensional and Metric Data Structures.
Morgan Kaufmann, 2006.

Skiena S. S. The Algorithms Design Manual. Springer, New York, 1998.

ISBN 0-387-94860-0.

pozn.: ptestoZe u jednotlivych instanci by mél byt uvadén nazev podle

rozmé&ru (tj. 2d-stromy, 3d-stromy, atd.), pouZiva se ndzev kd-strom.
I



kd-stromy (kd-trees)

@ vstup: MnoZina bodii (nebo sloZit&jsich geometrickych objektti)
v k-dimenzionalnim prostoru.

@ problém: Zkonstruovat strom, ktery rozdéluje prostor polorovinami
t.Z. kaZdy objekt je obsaZeny ve svém vlastnim kvadru.
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kd-stromy (kd-trees)

Typicky algoritmus konstrukce (staticky kd-strom):
@ konstrukce kd-stromu rozkladem mnoZiny bodd.
kaZdy uzel ve stromé& je urlen rovinou skrze jeden ze svych rozmérd.
= rozklad bodl na ty nalevo a napravo (resp. nad a pod)
tak, aby jich bylo stejn&.
ty jsou pak d&leny stejnym zplsobem (p¥es jiné rozméry)

e 6 66 o o

po log(n) krocich se rozklad zastavi, kazdy bod je v jedné vlastni
bufice (v listu).

Existuji alternativni konstrukce kd-stromu, které vkladaji body postupné
a déli pfisludné buiiky, prestoZe takové stromy se snadno stanou velmi
nevyvazenymi.



kd-stromy (kd-trees)

Prostor: O(n) — protoZe kaZdy uzel = jeden bod,
Vyska: log(n) — kvili d&leni



kd-stromy (kd-trees)

Typicky algoritmus konstrukce — podrobnéji:
jak provadét déleni?
o setfidit + rozseknout O(n - log?(n))
e random O(n?) (kvili moZnosti degenerace, nestava se asto)

o linedrni vyb&r medidnu O(n - log(n))

linearni vybér medianu:
@ zndma zéleZitost z QuickSortu

@ Cormen T. H., Leiserson C. E., Rivest R. L., Stein C. Introduction to
Algorithms. Second Edition. MIT Press, 2001. ISBN 0-262-53196-8.



Intermezzo: linearni vybér medianu

Algoritmus SELECT:
(vybér i-tého nejmensiho prvku)
@ Rozdé&l n prvkil vstupniho pole na [n/5] skupin o 5 prvcich (popf.
s jednou se zbyvajicimi (n mod 5) prvky).
Najdi medidn kaZdé z [n/5] skupin (set¥id&ni insert-sortem -+
vybrani prostfedniho)

(2]

@ Pouzij rekurzivn& algoritmus SELECT na nalezeni medianu x z [n/5]
medianl nalezenych v kroku 2.

o

Rozdél pole (PARTITION z QuickSortu) podle x. k = 1+pocet prvki
v doInim segmentu, takZe x je k-ty nejmensi prvek a n — k prvki je
v hornim segmentu.

@ Porovnej i a k:

o Pokud i = k, vrat x.

e Pokud i < k rekurzivné& pouZij SELECT na nalezeni i-tého nejmensiho
prvku v dolnim segmentu.

e Pokud i > k rekurzivn& pouZij SELECT na nalezeni (i — k)-tého
nejmensiho prvku v hornim segmentu.



Intermezzo: linedrni vyb&r medidnu

Analyza algoritmu SELECT

VI
@, '._‘.'. ‘. )




Intermezzo: linearni vybér medianu

Pocet prvkii vétsich nez x:

1rn 3n
=] = >
o([2[51]-2) =55 -5
to znamend, Ze SELECT se rekurzivn& zavola nejvyse na 7n/10 + 6 prvki
v kroku 5.

Funkce T(n) reprezentujici €asovou sloZitost algoritmu SELECT:
e Kroky 1,2 a 4 zaberou O(n) &asu.
@ Krok 3 zabere T([n/5]) €asu
@ Krok 5 zabere T(7n/10 + 6) &asu

Z3hadny predpoklad: Na 140 a méné prvku stadi konstantni ¢as.

o(1) okud n < 140,
T(n) < { T([n/5]) + T(7n/10 + 6) + O(n) Eokud n > 140



Intermezzo: linearni vybér medianu

0(1) kud n < 140,
T(n) < { T([n/5]) + T(7n/10 + 6) + O(n) pokud 1 > 140

UkéZeme, Ze &as je linedrni (substituci):

T(n) < cn pro dostateZné velkou konstantu ¢ a viechna n > 0.

pro n < 140 — jasné;

predpokladejme O(n) (nerekurzivni slozka T(n)) je ohrani€end a- n:

O(n) < an pro vechna n > 0.
PouZitim substituce na pravé stran& rekurence:

T(n) c[n/5] + ¢(7n/10 + 6) + an
cn/5+ 7cn/10 + 6¢ + an

= 9¢cn/10 + 7¢c + an

= cn+(—cn/10+ 7c + an).

<
<

co? je nejvyde cn pokud —cn/10+ 7c + an < 0.
I



Intermezzo: linearni vybér medianu

(... pokratovani z predchoziho slajdu) coZ je nejvyZe cn pokud
—cn/10+7c+an < 0.

Ta nerovnost je ekvivalentni s ¢ > 10a(n/(n — 70)). Protoze
predpokldddme, Ze n > 140, dostavdme (n/(n—70)) < 2...A tedy:

vybér a a ¢, t.2. ¢ > 20a spliiuje tu nerovnost.

o

Pozn.: na ,zahadné konstanté” 140 vlastné neni nic zdhadného, klidn&
bychom mohli zvolit cokoli vétsiho nez 70 a podle toho vybrat c.

konec intermezza



kd-stromy (kd-trees)

Point location: nalézt buiiku, ve které se naléza dotazovany bod g
(O(log(n)))
Nearest neighbor search: Nalést bod ve stromu S, ktery je nejblize k
dotazovanému bodu gq.
@ provede se Point location a najde se buiika ¢ obsahujici g.
@ g je ohrani¢end n&jakym bodem p (to ale nemusi byt nejbliz&i bod)
@ zjisti se viechny buiiky ¢’ ve vzdélenosti d(p, q).

@ testne se jestli ¢’ neobsahuji bliz&f bod

Range search: nalézt viechny body, které se nalézaji v daném &tverci /
v dané oblasti.

Partial key search: Hledani na zakladé necelého klice.

Nap¥.: v 3d-stromu s dimenzemi v&k, vyska, vaha, hleddme nékoho
s vékem 35 a vyskou 174cm, ale nezname véhu.
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Varianty kd-stromi: [i§i se v tom, jak je volen Fez:
o cykleni pfes dimenze: d;, do, ..., di, dy,. ..
o Fezani nejvétsi dimenze: vybira se tak, aby vysledné buiiky byly, co

[RNTd

nejbliz&i Etvercim / krychlim / ...

s

@ Quadtrees a Octtrees: namisto jednoho fezu se pouZiji ¥ezy p¥es
v8echny dimenze — 4 potomci ve 2d, 8 potomki ve 3d.

e BSP-trees: (Binary space partitions) pouZivaji obecné Ffezy (nejen
paralelni k osdm), nap¥iklad odd&l&leni polygonii.

@ R-trees: ...to uZ je jind struktura.

Modifikovani kd-stromu:
Inkrementalni vkladani Najde se vhodny list a rozfizne se

Mazani Najde se mazany uzel, odstrani se, jeho uzly z potomki se tam
znovu naskladaji (inkrementdlnim vklad4nim)

(tyto operace ale dé&laji strom nevyvazeny)



k-D-B-stromy

(vyvaZovaci varianta kd-stromi; kombinace kd-stromi a B-stromi)
Dva druhy stranek:
@ Region pages — obsahuje kolekci pari (region, page id) (max M)
@ Point pages — obsahuje kolekci pard (bod, lokace); lokace je umisténi
zdznamu v databazi (max M).
Vlastnosti k-D-B-stromu
@ kazdou strdnku povaZujeme za uzel a kazdé page id v region page za
ukazatel na ukazatel na uzel.
Ddéle: Zadna region page neobsahuje null ukazatel, a Zadna region
page neni prazdna
o délka cesty z kofene k listu je stejna
@ v kazdé region page, regiony tvofi rozklad
@ pokud kofen je region page, sjednoceni regionu je celd oblast
(d1 X dy X -0 X dk)
@ pokud mame (region, page id) a stranka na kterou se odkazuje
page id je region page, pak sjednoceni regiont v ni je region
@ pokud mame (region, page id) a stranka na kterou se odkazuje
page id je point page, viechny body v ni leZi v regionu.



k-D-B-stromy

P¥iklad: 2-D-B strom

3

John T. Robinson: The K-D-B-tree: a search structure for large
multidimensional dynamic indexes, International Conference on Management of

Data archive Proceedings of the 1981 ACM SIGMOD international conference
on Management of data, pp 10 — 18.



k-D-B-stromy

Vyhleddvéni: v podstaté zndme;

Vkladani: v podstaté zndme, jenom pot¥ebujem split

Split podle bodu x;: point page body se rozdéli na ty ,napravo” od x;
a na ty ,nalevo” — vznikaji dvé nové point page.

splitting element

befora:




k-D-B-stromy

Split podle bodu x;: region page
Pro kazdy pér (region, page id) ve staré region page:
@ Pokud region lezi nalevo od Yezu, dd se do levé stranky,
@ Pokud region lezi napravo od Yezu, da se do levé stranky,
Q lJine
o Splitni stranku, na kterou se odkazuje page id podle x; — vznikaji
stranky s id: left id, right id
o Rozdél region podle x; na levy a pravy.
o Dej do levé stranky (levy, left id) a do pravé (levy, left id);

pozn.: Split je tedy rekurzivni



k-D-B-stromy

Split podle bodu x;: region page

splitting element

befare: *

* .. the pages pointed to

!
L -|_ + are also split
ol
th

after:
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k-D-B-stromy

Vkladani zaznamu (bod, lokace)

Pokud je strom prazdny, vytvof kofen s (bod, lokace), skoni.
Pokus se vyhledat bod, pokud uZ tam je, skon&i.

P¥idej (bod, lokace) do point page nalezené v pfedchozim bodu,
pokud neni pFeplné&nd, skonti.

Vyber rozmér a bod, podle kterého se provede split. Proved split.

Pokud nelo o ko¥en, uprav ptedka (protoZe potomek byl splitnuty),
pokud to povede k preplnéni, pokraluj rekurzivné& ptedchozim
bodem.

Pokud $lo o kofen, vytvof novy koten, skodi.

Varianty algoritmu: riizné druhy vyb&ru rozméru, podle kterého se
provadi split (¢tvrty bod)



k-D-B-stromy

Vkladani zaznamu (bod, lokace)
Varianty algoritmu: rizné druhy vyb&ru rozméru, podle kterého se
provadi split (¢tvrty bod)




k-D-B-stromy

Mazani zaznamu (bod, lokace)
Zaklad: najdi zdznam a smaz ho.

Narozdil od B-stromii, uzly k-D-B-stromu sta&i, kdyZ jsou neprazdné;
merge je potfeba provddét méné Casto.

Merge je podobny jako u B-stromii, ob&as nastava problém s tim, Ze 2
regiony se nedaji spojit tak, aby tvofily region:




