L11 — L-usporadani, svazové L-usporadani
skladani L-relaci

4.12.2023



Definice 1

L-usporadani na (X, =) je binarni L-relace < na (X, =) spliujici

x3Ix=1 (reflexivita)
x=2y)AN(y=x)<x=y (antisymetrie)
x2y)e(yzz)<x=z (transitivita)

Dvojici X = ((X, &), <) nazyvame L-usporadana mnozina.

Poznamka

® Zjevng, pro L = 2 to se z toho stane klasické usporadani.
® Uvazujme jazyk J< se symboly <, ~€ R.
Mé&jme L-strukturu M pro J<.

Pak ((M,~M) <M) je L-uspofadana mnozina p.k. formule Ref, Ans,
Tra jsou pravdivé v M.



Lemma 2

V' L-usporadané mnoziné ((X, =), =) plati

x=Z2YA(y 2x)=(x=y).

Diikaz.

.<'" pfimo z antisymetrie <.

»>" z kompatibility <:

a podobné (x =~ y) < (y < x). O



Priklad 3

Méjme libovolnou mnozinu X # 0 a ) # M C LX.
Pak ((M,~),S) je L-usporadana mnozina.

® Toto plyne z vlastnosti, které jsme tu uz uvedli v LO3:
Pripominka: Vlastnosti podmnozinovosti ve stupnich

S(A,A) =
S(A,B)® 5(B,C) < S(A,C)

Pripominka: Vlastnosti rovnosti mnozin ve stupnich

Necht A, B, C, D € LX. Pak plati

(A~ B)®S(B,C)® (C~ D) < S(A, D)
A~ B =S(A B)AS(B,A)



Definice 4

Mgjme L-usporadanou mnozinu ((X,~), <) a A € LX.
L-mnoziny U(A), L(A) € LX definujeme jako

® U{(A) nazyvame horni kuzel L-mnoziny A;

® L(A) nazyvame dolni kuzel L-mnoziny A.

Poznamka

Vsimnéme si, ze U(A)(x) je pravdivost formule (Vy)(ra(y) = (y =< x))
v odpovidajicim jazyku J< (z pfedch. poznamky).



Definice 5
Méjme L-usporadanou mnozinu ((X,~), <) a A € LX.
L-mnoziny inf(A),sup(A) € LX definujeme jako

(inf(A))(x) (

= NUL
(sup(A))(x) = A (LU

® inf(A) nazyvame infimum L-mnoziny A;

® sup(A) nazyvame supremum L-mnoziny A.

Poznamka

Z inf a sup se opét stanou klasické infimum a supremum pro L = 2.



Lemma 6

Necht ((X,~), <) je L-usporadand mnozina, A € LX.
Pokud (inf(A))(x) =1 a (inf(A))(y) =1, tak x = y.
(Podobné pro sup(A).)

Diikaz.

(inf(A))(x) =1 a (inf(A))(y) = 1 implikuje:
(L(A))(x) =1 UL(A))(x) =1
(L(A)(y) =1 ULA))(y) =1

|
=

Dle definice £ a U to znamena, ze x Xy =1ay <X x
Dle antisymetrie 1 = (x X y)A(y = x) <x=y.
A protoze ~ je L-rovnost, dostavame x = y.



Definice 7
L-uspofadana mnozina ((X, =), <) se nazyva Gplné svazové L-usporadana,
pokud pro lib. A € LX jsou sup(A) a inf(A) a-singletony.

Pfipominka definice singletonu (z L04)

L-mnozina A v X se nazyva ~-singleton (= je L-ekvivalence na X),
pokud existuje xg € X t.z.

pro kazdé x € X.

Poznamka

Z predchoziho lemmatu a definice dostavame, Ze v Gplné svazové
L-usporadané mnoziné je sup(A) unikatné dano prvkem x, pro ktery je
*sup(A) = {x}.



Lemma 8

V L-usporadané mnoziné X plati:
® inf(A) je ~-singleton p.k. existuje x t.z. (inf(A))(x) = 1;
® totéz pro sup(A).

Dukaz.

Musime ukazat, ze pokud (inf(A))(x) = 1 pro néjaké x € X,
tak inf(A) je ~-singleton.

Nejdfive ukazeme (inf(A))(x") > (x = x'), tedy ze

(x~xX) < (LK) 2 (x~X) < (ULA))KX).

Ukazeme pouze prvni nerovnost (druha je dualni):
Z definice £ ta nerovnost plati p.k.

(x=x")<A(ly) = (¥ 2y)  proviechna y € X.



Dukaz.
(x=x)<Ay) = (X' 2y)
Dle ajdunkce to plati p.k.
(x=x)@Aly) < (X' 2y)

Protoze L(A)(x) = 1, dostavame

pro vsechna y € X.

pro vsechna y € X.



Dikaz.
Nyni ukazeme (inf(A))(x") < (x = x'):

(inf(A)(x") = (L(A)(X) A (UL(A)(X)
= (LUL(A)(X) A UL(A))(X)
= A\ (ULA)) = (X' 2 y) A

yEX



Lemma 9
Pro L-usporadanou mnozinu ((X,=), =), A,B € LX ax,y € X plati
S(A, B) @ (inf(A))(x) ® (inf(B))(y)

5(A, B) ® (sup(A))(x) ® (sup(B))(y)

(v 2 x),
(x =2 y).

(y) <
(v) <
Toto je zobecnéni tvrzeni, ze pokud A C B, tak

e inf(A) > inf(B),

* sup(A) < sup(B).



Dikaz.

Dokazeme jednu nerovnost (druha je dualni)
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Skladani L-relaci



Zakladni situace je tato:
e Jsou dany L-relace R € LX*Y a S ¢ LY*<,

e Chceme z nich ziskat L-relaci R x S € LX*Y,

Zajimaji nas pripady, kde x*
® mize byt pfirozené popsano slovné,

® je definovano logickymi formulemi.



Priklad 10

X — mnozina pacientd

Y — mnozina symptomd nemoci

Z — mnozina nemoci

R € LX*Y — kdo ma jaké symptomy (vysledky lékarské prohlidky)

S € LY*Z — které symptomy souvisi s kterou nemoci (znalost)

Prirozené chceme zjistit, ktefi pacienti maji které nemoci.

Uvazujeme napf.: ,pacient x ma nemoc z pravé kdyz plati: x ma symptom
y p-k. y je symptom nemoci z"

To nam dava L-relaci R * S mezi X a Z, ktera je slozenim R a S, které je
slovné popsané vétou v uvozovkach.



M@iZeme se na to divat takto:
® Jeomp je vice-druhovy jazyk s druhy X, Y a Z typu (R, F,0),
kde r,se Rao(r)=XY ao(s)=YZ.
® X,y a z jsou proménné druhid X', Y a Z.
® (x,z) je formule, ktera reprezentuje slovni popis slozené relace
(a zahrnuje r a s)

Slozeni L-relaci definované ¢ je def nasledovné:
Pro L-relace R € LX~)x(Y=Y) 5 § ¢ [(Y=7)x(Z~%) uvazujme
L-strukturu M danou takto:

e M=R sMje s,
o M je =X,
[ %g,/'je ~Y,
° z'ﬁz/'je ~7.



Formule ¢ indukuje binarni L-relaci oM mezi X a Z.

©M je definovano:
PM(x,2) = lelmy

kde x € X, z € Z a v je ohodnoceni t.z. v(x) = x a v(z) = z.

Definice 11

Binarni L-relace ¢ definovana vyse se nazyva o-slozeni L-relaci R a S.

Termin ¢-slozeni budu pouzivat ve dvou smyslech:
® operace, ktera ze dvou L-relaci R a S vytvofi novou L-relaci R S.
® ta L-relace Rx S



Lemma 12

@-slozeni R a S je (|o|x, ||z)-kompatibilni L-relace mezi (X,~%X) a

(Z,%Z>.

® to vyplyva z vysledkii o podobnosti z LO5.

Definice 13 (Pripominka?)

Necht ki, ko € N a =1, ~) jsou L-ekvivalence na Xi, Xo.
Binarni relace R € LX1*%2 se nazyva (k1, k2)-kompatibilni s =1 a >,
pokud je kompatibilni s ~1* a ~,>.



Definice 14
® o-slozeni, pokud
e = (y)(r(x,y) ®s(y, z))
® J-slozeni, pokud
¢ = (Vy)(r(x,y) = s(y,2))
® -slozeni, pokud
o = (YVy)(s(y,z) = r(x,y))

® [J-slozeni, pokud

o = (Vy)(r(x,y) & s(y, z))

Pro * € {o,<,>,[0} budeme *-slozeni R a S znalit R % S:
Takze piseme Ro S, R<S, R>S a ROS.



Poznamka

Primé vzorce pro Ro S, R<S, R> S a ROS:

(RoS)(x,2) = \/ (R(x.y) ® S(y. 2))

yeY

(RaS)(x.2) = A\ (R(x.y) = S(y,2))

yeyY

(R>S)(x,2) = /\ (S(y,2) = R(x.y))

yey

(ROS)(x.2) = N (R(x.y) < S(v,2))

YeyY



Priklad 15 (pokracovani predchoziho prikladu)

Slovni popis slozeni:
® (Ro S)(x,z) je pravdivostni stupen, ve kterém existuje symptom y,
t.z. pacient x ma symptom y a y je symptom nemoci z.

® (R<aS)(x,z) je pravdivostni stupen, ve kterém je pravda, ze pokud
pacient x ma symptom y, pak y je symptomem nemoci z.

® (R> S)(x,z) je pravdivostni stupeii, ve kterém je pravda, Ze pacient x
ma vsechny symptomy nemoci z.

e (ROS)(x, z) je pravdivostni stupen, ve kterém je pravda, ze pacient x
ma jen a pouze symptomy nemoci z.



Véta 16 (skladani L-relaci a kompatibilita)
Mejme

e Rc L<X7%X>><<Y7zy>

o S [(YRIX(ZAZ)
pak RoS,R<S,R> S, ROS € LX~A)x(Z~7),

Diikaz.

Jasny diisledek Lemmatu 12 a pozorovani, ze |p|x =1 a |p|, = 1.

Véta 17 (skladani a podobnost)
Mame

(Rl ~ R2) & (51 ~ 52) < (Rl * 51) =~ (R2 * 52)
pro x € {o,<,>,0}.

® Diisledek vysledkdl o podobnosti z LO5.



Véta 18 (skladani a inverzni relace)

Mame
(RxS)t=S1«xR!

pro x € {o,<,>,}.

Poznamka
Zjevné:
e ROS=(R<S)N(R>S),
® RS = (S"1aR1)71 dle predchozi véty.

Takze miizeme uvazovat jen dvojici o a < nebo dvojici o a > jako zakladni
skladani L-relaci.



Véta 19 (skladani a podmnozinovost)

S(R1, R2) ® 5(51,52) < S(R10 51, R2 0 53),
S(RQ, Rl) ® 5(51, 52) < S(Rl 451, Ry« 52),
S(Rl, Rz) ® 5(52, 51) < S(Rl >S1, R > 52).

Dtikaz: pouze prvni nerovnost.

Ta nerovnost je ekvivalentni

(R1 0 S1)(x,2) ® S(Ry, R) ® S(S1, $5) < (Ra 0 S)(x, 2).



Diikaz.

A mame

(R1051)(x,2) ® S(R1, R2) ® $(S1, 52)

=(\/ Ri(x,y) ® Si(y, 2)) @ S(Ry, R2) ® S(51, S2)
YeY

=\ (Ru(x,y) ® Si(y,2) ® S(R1, R2) @ S(51, 52))
YeY

<V (Rilx,y) @ (Rulx,y) = Re(x,¥)) ® 51y, 2) ® (S1(y, 2) = Sa(y.,2)))
YeY

<V Ra(x,9) ® S2(x,¥) = (Re 0 $2)(x, 2)
yYeY

Dalsi nerovnosti jsou podobné (dejme si to jako cviceni)



Véta 20 (skladani a distributivita)

(U R)oS :U(R,-oS)

Ro( Us URoS)
UR )<S = ﬂR<15
R<1(ﬂ5 ﬂRqS)
ﬂR )b S = ﬂ > S)
Ro( Us ﬂms,)

® Dikazy jsou snadné.



Véta 21 (skladani a distributivita Il)

ﬂR oSCﬂRoS)
Ro( ﬂs cﬂ (Ro'S))
ﬂR <153U (R<S))
R<1(U5 Dﬂ (R<S)
UR >53ﬂ > S)
R>(()S) ;U (R S;)

® Dikazy jsou snadné.



Véta 22

Nasledujici je pravdivé pro kazdou indexovou mnozinu I.

a®\/b;=\/(a®bi)

iel iel
a—>/\b,- :/\(a—> b,‘)
iel iel
\/a;—> b:/\(a;—> b)
iel iel
a® \bi < N@a®b)
icl i€l
\/(a—> b,') < a—>\/b,~
iel iel

\/(a;—>b)§/\a,~—>b

i€l i€l



Véta 23 (skladani a asociativita)

Ro(SoT)=(RoS)oT
Ra(SpT)=(R<S)>T
Ra(S<«T)=(RoS)«T
Rr(SoT)=(R>S)>T

Diikaz.

Domaci kol



