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Uvod

Kdyz jsme postaveni pred novou alohu, neméli bychom rovnou otevfit
editor a zacit ,,bastlit” reseni.

Tim se preskoci dvé kriticky diilezité otazky:
® co presné ma program vypocitat,

® pro¢ by zvoleny postup mél fungovat.

Dnesni prednasku stravime nad jednim pfikladem — stabilnim parovanim.

Nejde o to naucit se co nejvic pojmenovanych algoritmd, ale projit si
postup, ktery budeme opakovat u kazdé dalsi metody.
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Co vsechno musime udélat

Algoritmus je vysledek malého navrhového procesu.
Na jeho konci musime mit prokazany tfi véci:

1. algoritmus se zastavi,

2. vrati vysledek, ktery spliuje zadani;

3. spotfebuje pfijatelné mnozstvi Casu a paméti.

{zadém’ J—’ model J—’

algoritmus J—{ diikaz J—*[ analyza }

Navrhovy cyklus
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Od neformalni dlohy k vypocetnimu problému
Studenti si vybiraji témata semestralnich projekta.
e Kazdy student ma ostré poradi (Gplné usporadani) viech projektd.
e Kazdy projekt (resp. jeho vedouci) ma ostré poradi viech studentd.

® Kazdy projekt ma pravé jedno misto.

Co po algoritmu vlastné chceme?
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Od neformalni dlohy k vypocetnimu problému

Studenti si vybiraji témata semestralnich projekta.
e Kazdy student ma ostré poradi (Gplné usporadani) viech projektd.
e Kazdy projekt (resp. jeho vedouci) ma ostré poradi viech studentd.

® Kazdy projekt ma pravé jedno misto.

Co po algoritmu vlastné chceme?

® Kazdy dostane prvni volbu? — o néktera témata je zajem
nékolikanasobny.
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Od neformalni dlohy k vypocetnimu problému

Studenti si vybiraji témata semestralnich projekta.
e Kazdy student ma ostré poradi (Gplné usporadani) viech projektd.
e Kazdy projekt (resp. jeho vedouci) ma ostré poradi viech studentd.

® Kazdy projekt ma pravé jedno misto.

Co po algoritmu vlastné chceme?
® Kazdy dostane prvni volbu? — o néktera témata je zajem
nékolikanasobny.
® Maximalizujeme soucet bodii spokojenosti? — do zadani vnasime
novou informaci, ktera tam dfiv nebyla.
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Od neformalni dlohy k vypocetnimu problému

Studenti si vybiraji témata semestralnich projekta.
e Kazdy student ma ostré poradi (Gplné usporadani) viech projektd.
e Kazdy projekt (resp. jeho vedouci) ma ostré poradi viech studentd.

® Kazdy projekt ma pravé jedno misto.

Co po algoritmu vlastné chceme?

® Kazdy dostane prvni volbu? — o néktera témata je zajem
nékolikanasobny.

® Maximalizujeme soucet bodii spokojenosti? — do zadani vnasime
novou informaci, ktera tam dfiv nebyla.

® Nechceme, aby existoval student a projekt, ktefi by si oba polepsili,
kdyby opustili pridélené partnery.

Jedna neformalni aloha pripousti vice riiznych matematickych tloh/modeld.
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Vypocetni problém

Definice 1 (Vypocetni problém)
Vypocetni problém je uréen
® mnozinou pfipustnych vstupi (téz instanci);
® pro kazdou instanci mnozinou vystupil, které povazujeme za spravné.

Algoritmus rFesi vypocetni problém, jestlize pro kazdou pFipustnou instanci
skon¢i a vrati jeden ze spravnych vystupd.

Tj.
® na jaka data musi byt algoritmus pFipraven,
® co od néj pozadujeme jako vystup.

Jedna instance je jeden konkrétni vstup.
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Tti druhy odpovédi

® Rozhodovaci problém — vystupem je pouze ANO, nebo NE.
(Je graf souvisly? Je formule splnitelna?)

® \/yhledavaci problém — chceme nalézt objekt s danymi vlastnostmi.

(Najdi stabilni parovani; najdi ohodnoceni, ve kterém je formule pravdiva.)

e Optimalizacni problém — vybirame z pripustnych feseni to nejlepsi
podle téelové funkce.
(Najdi nejkratsi cestu, minimalni kostru.)

Varovani

Optimalizaéni tlohy budou v kurzu casté, ale nejsou jedingym druhem
probléma. Stabilni parovani hleda parovani s urcitou strukturalni vlastnosti
— ne parovani s nejvétsim souctem predem danych bodi.
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Algoritmus a korektnost

Algoritmus je kone€ny a jednoznacny popis vypoctu.
Neni svazan s jazykem; zapis vsak musi byt tak presny, aby bylo jasné,
ktery krok se ma provést v kaZdé mozné situaci.

»Funguje mi to na mém prikladu” neni dikaz.

Definice 2 (Korektnost)

Algoritmus je Castecné korektni, jestlize pokazdé, kdyz skonci, vrati spravny
vystup.

Algoritmus je (GpIn€) korektni, jestlize je Castené korektni a navic pro
kazdy pfipustny vstup po koneéné mnoha krocich skondi.
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Invariant — hlavni nastroj diikaz

Definice 3 (Invariant)

Invariant algoritmu je tvrzeni, které plati pred prvni iteraci zvoleného
opakovaného kroku a jehoz platnost kazda iterace zachovava.

Invariant vymezuje, v jakych stavech se vypocet smi pohybovat: zarucuje,
Ze se algoritmus nedostane do stavu, z néhoz uz spravny vysledek nelze
ziskat.

Typicky diikaz invariantu ma tri asti

1. Zaklad: plati na zacatku.

2. Krok: jedna iterace platnost zachova.

3. Zaver: invariant + podminka ukonéeni = pozadovana vlastnost
vystupu.
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Formalizace
Mnozina studentti S a mnozina projektd P, |S| = |P| = n.

Kazdy student i projekt ma ostré poradi celé druhé strany.
Definice 4 (Parovani)

Parovani M mezi S a P je mnozina dvojic (s, p) € S x P takova, ze zadny
student ani projekt neni ve vice nez jedné dvojici.

Je-li kazdy student i projekt pravé v jedné dvojici, je parovani aplné.
Partnera znacime M(s), resp. M(p).

Samotné Gplné parovani ale jesté neni presvédcCivy vysledek.



Specifikace Invariant Stabilni parovani Dikazy Slozitost Navrhovy cyklus
000 oo 0@000000 00000 0000 o

Mala instance

student ‘ 1. 2. 3. projekt ‘ 1. 2. 3
a X y z X b a ¢
b y x z 3% a b ¢
c y z X z a ¢ b

UvaZme péarovani
MO = {(a, Z)a (b7 X)? (C7y)}'
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Mala instance

student ‘ 1. 2. 3. projekt ‘ 1. 2. 3.
a X y z X b a ¢
b y x z 3% a b ¢
c y z X z a ¢ b

UvaZme péarovani
MO = {(a, Z), (b7 X)? (C7y)}'
® Student a by radéji fesil y nez pridélené z.

® Projekt y by radéji prijal a nez pridéleného c.

Dvojice (a,y) ma dobry diivod pridéleni obejit.
Pravé tomu chceme zabranit.
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Destabilizujici dvojice a stabilita

Definice 5 (Destabilizujici dvojice, stabilita)
Necht M je Gplné parovani. Dvojice (s, p), ktera v .M neni, je
destabilizujici, jestlize
® student s dava projektu p prednost pred M(s) a soucasné
® projekt p dava studentu s prednost pred M(p).

Uplné parovani je stabilni, jestlize nema Zadnou destabilizujici dvojici.

Stabilita nerika, ze
® v3ichni dostanou svou prvni volbu;
® jsme maximalizovali celkovou spokojenost.

Rika presné jednu véc: neexistuje dvojice, ktera by se navzajem preferovala
pred pridélenymi partnery.
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Existuje stabilni parovani vzdycky?

Odpovéd: Gale a Shapley (1962) konstruktivné — popsanim algoritmu.

[4 D. Gale, L. S. Shapley.
College Admissions and the Stability of Marriage.
American Mathematical Monthly 69 (1962), 9-15.

Budeme tomu fikat algoritmus odlozeného prijeti.

Slovo ,,odlozeného" je dilezité: projekt miaze mit v daném okamziku
nejlepsi dosavadni nabidku, ale az do konce si ponechavad moznost vymeénit

ji za lepsi.
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Algoritmus odlozeného prijeti

Na zacatku jsou vaichni volni a nikdo nikomu nenavrhl spojeni.
Dokud existuje volny student s, ktery jesté nedal navrh vsem projektiim:
1. s navrhne nejvyse postavenému projektu p, kterému jesté navrh nedal;
2. je-li p volny, predbézné pfijme s;
3. je-li p predbézné spojen se studentem s’, ponecha si toho z dvojice
s,s’, kterému dava prednost, a druhého odmitne.

Na konci se viechna predbézna spojeni prohlasi za vysledné parovani.



Specifikace Invariant Stabilni parovani Dikazy Slozitost Navrhovy cyklus
[e]e]e} oo 00008000 00000 0000 o]

Algoritmus odlozeného prijeti

Na zacatku jsou vaichni volni a nikdo nikomu nenavrhl spojeni.
Dokud existuje volny student s, ktery jesté nedal navrh vsem projektiim:
1. s navrhne nejvyse postavenému projektu p, kterému jesté navrh nedal;
2. je-li p volny, predbézné pfijme s;
3. je-li p predbézné spojen se studentem s’, ponecha si toho z dvojice
s,s’, kterému dava prednost, a druhého odmitne.
Na konci se viechna predbézna spojeni prohlasi za vysledné parovani.

Pozor: student nezacina znovu od zacatku seznamu — posouva se v ném jen
dopfedu (dava navrhy jen tém projektiim, kterym jesté nenavrhoval)
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def GaleShapley (S, P, preference):

viichni studenti i projekty jsou volni

while existuje volny student s s neprazdnym zbytkem seznamu do

posun ukazatel studenta s o jednu pozici
if p je volny then
| spoj predbézné (s, p)
else
s’ < soucasny predbézny partner projektu p
if p preferuje s pred s’ then
zrus (s’,p); s’ je opét volny
spoj predbézné (s, p)
else
| s zfistava volny

return mnozina predbéznych spojeni

p < nejvyse postaveny projekt, kterému s jesté nenavrhl

// p navrh odmitl
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B&h na nasi instanci

student ‘ 1. 2. 3. projekt ‘ 1. 2. 3.
a X y z X b a ¢
b y x z 3% a b ¢
c y z X z a ¢ b

a—x, b=y, c—y.
Projekt y preferuje b pred c, takze si ponecha b a ¢ odmitne.
Student ¢ pokracuje druhou volbou z, ktera je volna.
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B&h na nasi instanci

1. volba

a X
1. volba

b y

C > Z
2. volba

M = {(37X)7 (ba y)v (C,Z)}

Student c by sice radéji fesil y, ale y dava prednost studentu b.

Dvojice (c, y) tedy neni destabilizujici.

Navrhovy cyklus
o
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Prvni invariant

Lemma 6 (Projekt uz nezistane volny)

Jakmile projekt poprvé obdrzi navrh, je od tohoto okamziku az do konce
algoritmu predbézné spojen s néjakym studentem.

Dtikaz.

Volny projekt prvni navrh prijme. Pfi kazdém dalsim navrhu si bud ponecha
dosavadniho studenta, nebo jej okamzité vyméni za nového.

V zadném kroku tedy neziistane bez studenta.
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Prvni invariant

Lemma 6 (Projekt uz nezistane volny)

Jakmile projekt poprvé obdrzi navrh, je od tohoto okamziku az do konce
algoritmu predbézné spojen s néjakym studentem.

Diikaz.

Volny projekt prvni navrh prijme. Pri kazdém dalsim navrhu si bud ponecha
dosavadniho studenta, nebo jej okamzité vyméni za nového.
V zadném kroku tedy neziistane bez studenta.

Pouzijeme jesté druhy invariant:

Monotonie z pohledu projektu

Projekt méni predbézného partnera pouze za studenta, kterému dava vétsi
prednost. Partner projektu se tedy miize jen zlepSovat.
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Zastaveni a aplnost

Véta 7 (Zastaveni a Gplnost)

Algoritmus odloZeného prijeti skonéi nejvyse po n® navrzich a vysledkem je
plné parovani.

Kroky 1 a 2.

Zadny navrh se neopakuje. Student navrhuje vzdy nejvyse postavenému
projektu, kterému jesté navrh neposlal. Kazda dvojice (s, p) je proto
navrhem nejvyse jednou.

Pocet navrhii je konecny. Dvojic je n- n = n®. Po nejvyse n® navrzich uz
zadny novy navrh nemiize vzniknout, takze algoritmus skonéi.
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Zastaveni a Gplnost (dokoncen)

Krok 3: nikdo neziistane volny.
Predpokladejme pro spor, ze po skonéeni ziistal volny student s.

Algoritmus by neskoncil, kdyby s jesté mohl oslovit néjaky projekt — musel tedy
navrhnout vsem n projektim.

Podle lemmatu je pak kazdy projekt na konci spojen s néjakym studentem.
Priibézna spojeni navic v kazdém okamziku tvofi parovani: student posle novy
navrh jen tehdy, kdyz je volny, takze nikdy nedrzi dvé spojeni soucasné.

Razné projekty jsou proto spojeny s riiznymi studenty. Mame n projektd, tedy n
riiznych spojenych studentti — spojeni jsou vsichni. Spor s tim, Ze s ziistal volny.
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Stabilita

Véta 8 (Stabilita vysledku)

Parovani vytvorené algoritmem odloZeného prijeti je stabilni.

Diikaz.

Pro spor: Necht M ma destabilizujici dvojici (s, p); student s tedy preferuje p
pred svym partnerem M(s).

Studenti oslovuji projekty od nejoblibenégjsiho. Nez tedy s navrhl projektu M(s),
musel uz dfive navrhnout projektu p. Projekt p jej bud odmitl hned, nebo pfijal
a odmitl pozdéji.

Projekt odmita studenta jen tehdy, kdyz uz ma navrh od nékoho lepsiho — a jeho
partner se od té chvile uz jen zlepsuje. Na konci proto p preferuje M(p) pred s.

To je spor s tim, ze je (s, p) destabilizujici.
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Jak byl ten diikaz vedeny

® Nezkouseli jsme po skonceni projit vsechny dvojice a ovérovat je.

® Pouzili jsme historii vypoctu: kdyby student preferoval jiny projekt,
musel ho oslovit dFive.

e Odmitnuti nese informaci, ktera destabilizujici dvojici vylu€uje.

Algoritmus tu spolu s vysledkem vytvoril i diivod, pro¢ je vysledek spravny.
To je u dobfe navrzenych algoritm@i bézné a budeme toho vyuzivat i dal.
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Jak byl ten diikaz vedeny

® Nezkouseli jsme po skonceni projit vsechny dvojice a ovérovat je.

® Pouzili jsme historii vypoctu: kdyby student preferoval jiny projekt,
musel ho oslovit dFive.

e Odmitnuti nese informaci, ktera destabilizujici dvojici vylu€uje.

Algoritmus tu spolu s vysledkem vytvoril i diivod, pro¢ je vysledek spravny.
To je u dobfe navrzenych algoritm@i bézné a budeme toho vyuzivat i dal.

Algoritmus neni symetricky. Zde navrhuji studenti a projekty vybiraji. Pfi
obracenych rolich dostaneme opét stabilni parovani, ale obecné jiné. Navrhujici
strana dostava mezi vsemi stabilnimi parovanimi svij nejlepsi mozny vysledek.
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Od poctu navrhi k dobé béhu

Horni mez n® na pocet navrhii sama o sobé dobu b&hu neurcuje. Musime
védét, kolik stoji jeden navrh — a to zavisi na reprezentaci dat.

® U studenta: seznam projektd + ukazatel na prvni dosud neosloveny
projekt.
= nalezeni dalSiho projektu v case O(1).

® U projektu: predpocitana tabulka
rankp(s) = pozice studenta s v poradi projektu p.

= porovnani dvou studentii = porovnani dvou Eisel, O(1).
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Od poctu navrhi k dobé béhu

Horni mez n® na pocet navrhii sama o sobé dobu b&hu neurcuje. Musime
védét, kolik stoji jeden navrh — a to zavisi na reprezentaci dat.

® U studenta: seznam projektd + ukazatel na prvni dosud neosloveny

projekt.
= nalezeni dalSiho projektu v case O(1).

® U projektu: predpocitana tabulka
rankp(s) = pozice studenta s v poradi projektu p.

= porovnani dvou studentii = porovnani dvou Eisel, O(1).

Bez tabulky by jedno porovnani stalo O(n) a celek O(n3).
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Pripomenuti: asymptotickd notace

Definice 9 (O, 2, ©)
Necht f, g pfifazuji pfirozenym Cisltim nezaporna realna Cisla.
® f(n) = O(g(n)), existuji-li ¢ > 0, ng tak, ze f(n) < c- g(n) pro
vsechna n > ng;
® f(n) = Q(g(n)), existuji-li ¢ > 0, ng tak, ze f(n) > c - g(n) pro
vsechna n > ng;
e plati-li oboji (tfeba s riznymi konstantami), piseme f(n) = ©(g(n)).
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Pripomenuti: asymptotickd notace

Definice 9 (O, 2, ©)

Necht f, g pfifazuji pfirozenym Cisltim nezaporna realna Cisla.
® f(n) = O(g(n)), existuji-li ¢ > 0, ng tak, ze f(n) < c- g(n) pro
vsechna n > ng;
® f(n) = Q(g(n)), existuji-li ¢ > 0, ng tak, ze f(n) > c - g(n) pro
vsechna n > ng;
e plati-li oboji (tfeba s riznymi konstantami), piseme f(n) = ©(g(n)).

Priklad. f(n) = 3n%® 4+ 5n. Pro n > 5 je 5n < n?, tedy f(n) < 4n? —
volime ¢ = 4, ny = 5, takze f(n) = O(n?). Zaroven f(n) > 3n? vzdy, tedy
f(n) = Q(n?), dohromady f(n) = ©(n?).

V zapisu O(n?) se schovaji pravé ty detaily, které zavisi na implementaci,
a ne na myslence algoritmu.
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Slozitost algoritmu odlozeného prijeti

Véta 10 (Casova slozitost)

PFi pouziti ukazatelii do seznamii a tabulek poradi Ize algoritmus
implementovat s ¢asovou slozitosti O(n?) a pamétovou slozitosti O(n?).
Dakaz.

Vytvoreni tabulek pofadi: projdeme n seznamii délky n, tedy O(n?) €asu
i paméti. Navrht je nejvyse n? a kazdy zpracujeme v konstantnim ase.
Celkem O(n?).
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Slozitost algoritmu odlozeného prijeti

Véta 10 (Casova slozitost)

PFi pouziti ukazatelii do seznamii a tabulek poradi Ize algoritmus
implementovat s ¢asovou slozitosti O(n?) a pamétovou slozitosti O(n?).

Diikaz.

Vytvoreni tabulek pofadi: projdeme n seznamii délky n, tedy O(n?) €asu
i paméti. Navrht je nejvyse n? a kazdy zpracujeme v konstantnim ase.

Celkem O(n?).

Je O(n?) hodné, nebo malo?
Vstup sam obsahuje 2n seznamii délky n, tedy fadové n? polozek.
Algoritmus je proto linearni ve velikosti zapsaného vstupu.
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V¢ Eemu slozitost mérfime

Definice 11 (Velikost vstupu a Casova slozitost)

Velikost vstupu je pocet elementarnich symboli potfebnych k jeho zapisu
ve zvolené reprezentaci.

Casova slozitost algoritmu je funkce T, kde T(n) je nejvétsi pocet
elementarnich kroki, které algoritmus provede na nékterém vstupu velikosti
n.

® Slovo nejvetsi je diilezité — méfime nejhorsi pripad, chceme zaruku
pro kazdy vstup dané velikosti.

® Presnou funkci T zpravidla nezname ani nepotfebujeme; staci
asymptoticky horni odhad.

® Pozor u Ciselnych aloh: rozdil mezi hodnotou Cisla N a po¢tem biti
[logo(N + 1)] je zasadni.
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Kontrolni seznam pro navrh algoritmi

1. Specifikace: Jaké jsou pripustné vstupy? Co presné musi splnit vystup?

2. Priklady: Jak vypadaji malé instance? Kde selze prvni pfirozeny napad?

3. Struktura: Ktera vlastnost problému dovoluje udélat bezpecny krok nebo rozdélit
praci?

4. Algoritmus: Je kazdy krok jednoznaény? Co si musi vypocet pamatovat?

5. Spravnost: Pro¢ skonci? Jaky invariant zachovava? Jak z néj plyne vlastnost
vystupu?

6. Slozitost: Kolikrat se opakuje hlavni krok? Kolik stoji jedna iterace pri zvolené
reprezentaci?

7. Meze: Které predpoklady ditkaz pouziva? Co kdyz jsou preference nelplné,
obsahuji remizy, nebo ma projekt vice mist?
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