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KMI/ALGO3 — Algoritmy 3

3. Hladové algoritmy na grafech

Jan Konecny
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Kde jsme: sylabus KMI/ALGO3

Co znamena navrhnout algoritmus — specifikace, invariant, slozitost
Hladové algoritmy — kdy je lokalni volba bezpecna

Hladové algoritmy na grafech — kostry, nejkratsi cesty

Rozdel a panuj — rekurence, Master theorem

Rozdel a panuj Il — chytré rozklady
Dynamické programovani | — hledani stavi
Dynamické programovani |l — vicerozmérné stavy

Toky v sitich — max-flow/min-cut jako navrhovy nastroj
Systematické prohledavani — hruba sila a backtracking
Branch-and-bound — meze presného reseni, P a NP
Adversarialni nadvrh — minimax, alfa-beta

Kdyz presné optimum neni realistické — aproximace, heuristiky
Randomizace a syntéza — jak si vybrat metodu
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Taz otazka na grafech

Minule jsme vybirali intervaly, fadili alohy a stavéli kédovy strom; ted
budeme pracovat s vrcholy a hranami. Ptame se ale porad na totéz: kterou
lokalni volbu miZzeme provést nevratné, aniz ztratime optimalni FeSeni?
® u minimalni kostry bude bezpeénou volbou nejlehéi hrana pres vhodny
rez,

® u nejkratsich cest budeme definitivné uzavirat vrchol s nejmensi dosud
znamou vzdalenosti.

V obou pripadech rozhodujeme na hranici mezi Easti grafu, kterou uz
povazujeme za vyfeSenou, a Casti, ktera vyfeSena jesté neni.

Nové budou predevsim ditkazové techniky: fez, bezpecna hrana, relaxace,
mnozina uzavfenych vrchold.
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Dva problémy pro dnesni prednasku
Graf G = (V, E), kazdé hrané vaha w(e) (cena kabelu, délka silnice, doba
priichodu. . .).
® Minimalni kostra: levné propojit vsechny vrcholy.

® Nejkratsi cesty: dostat se z jednoho zdroje co nejlevnéji do
jednotlivych vrchola.
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Dva problémy pro dnesni prednasku
Graf G = (V, E), kazdé hrané vaha w(e) (cena kabelu, délka silnice, doba
priichodu. . .).
® Minimalni kostra: levné propojit vsechny vrcholy.

® Nejkratsi cesty: dostat se z jednoho zdroje co nejlevnéji do
jednotlivych vrchold.

Priklad 1 (Trojahelnik staci)
w(xy) = w(yz) = 2, w(xz) = 3.

Minimalni kostra vezme obé hrany s vahou 2; cesta z x do z po kostfe méri 4.
Nejkratsi cesta ale vede pfimo po xz a méfi 3, tato hrana vsak v kostre chybi.
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Minimalni kostra

Necht G = (V, E) je souvisly neorientovany graf. Kostra je souvisly podgraf
obsahujici vechny vrcholy a neobsahujici kruznici; ma pravé |V| — 1 hran.
Definice 2 (Minimalni kostra)

Vaha mnoziny hran F C E je w(F) = ) .. w(e). Minimalni kostra grafu
G je kostra T s nejmensi moznou vahou w(T).
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Minimalni kostra

Necht G = (V, E) je souvisly neorientovany graf. Kostra je souvisly podgraf
obsahujici vechny vrcholy a neobsahujici kruznici; ma pravé |V| — 1 hran.

Definice 2 (Minimalni kostra)

Vaha mnoziny hran F C E je w(F) = ) .. w(e). Minimalni kostra grafu
G je kostra T s nejmensi moznou vahou w(T).

Proc nestaci vzit |V| — 1 nejlevnégjsich hran?

Obce a, b, ¢, d; hrany ab:1, bc:2, ac:3 a jedina dalsi ad:5.

T¥i nejlevnéjsi hrany ab, bc, ac tvofi trojuhelnik a obec d nechavaji bez
pripojeni.

Musime tedy vybirat levné, ale bez kruznic a s ohledem na souvislost.
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Rez a bezpecna hrana

Definice 3 (Rez grafu)

Rezem grafu G = (V, E) je rozdéleni (S, V — S) vrcholii na dvé neprazdné
casti. Hrana {u, v} fez prekracuje, lezi-li jeden konec v S a druhy ve V —S.

Kazda kostra musi kazdy fez prekrocit alespon jednou — jinak by mezi
Castmi nevedla cesta. Nabizi se hladova myslenka: pres fez vezméme
nejlehéi moznou hranu.

Definice 4 (Bezpecna hrana)

Necht F C E je podmnozinou n&jaké minimalni kostry. Hrana e ¢ F je
bezpeéna pro F, jestlize také F U {e} je podmnozinou néjaké minimalni
kostry.

Dokud pfidavame jen bezpecné hrany, nemiizeme o optimum pfijit.
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Vlastnost rezu

Lemma 5 (Vlastnost fezu)

Necht F C E je podmnozinou néjaké minimalni kostry a necht (S,V —S)
je fez, ktery zadna hrana z F neprekracuje. Je-li e nejlehéi hrana
prekracujici tento fez, existuje minimdalni kostra obsahujici F U {e} —
hrana e je pro F bezpecna.
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Diikaz vlastnosti fezu

Dukaz.

Necht T je minimalni kostra obsahujici F. Je-li e € T, jsme hotovi. Necht tedy
e¢ T.

Pridanim e do T vznikne pravé jedna kruznice. Protoze e prechaziz S do V — S,
musi se kruznice nékudy vratit — obsahuje tedy dalsi hranu f prekracujici tentyz
fez. Zadna hrana z F Fez neprekraCuje, takze f ¢ F.

Polozme T' = T — {f} + {e}. Je to opét kostra, obsahuje celé F i hranu e.
Protoze e je nejlehéi pres fez, je w(e) < w(f), tedy

w(T") = w(T)—w(f)+w(e) < w(T).
T byla minimalni, takze T’ ma stejnou (optimalni) vahu.

Je to vyménny argument z minulé prednasky, pouzity na kostry.
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Kruskaltv algoritmus

1 def Kruskal(G = (V,E), w):

sefad hrany v neklesajicim poradi podle vahy
F < (; foreach v € V do
| MakeSet(v)

foreach hrana e = {u, v} v sefazeném poradi do
if Find(u) # Find(v) then
F < FuU{e}; Union(u,v)
L if |[F| =|V|— 1 then return (V, F)

return (V, F)

J. B. Kruskal (1956). Hladové kritérium je globalni: vzdy nejlehéi dosud nezpracovana
hrana v celém grafu.
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Priklad béhu

ab(1): rtizné komponenty — pfijmeme.
bc(2): {a, b} vs. {c} — pfijmeme.
ac(3): a, c uz v téze komponenté — odmitneme.

cd(4): pripoji d — prijmeme.

oA N

be(5): pripoji e — prijmeme. Mame |V| — 1 = 4 hrany, konéime; de(6) uz
nezkoumame.

Vaha kostry = 1+ 2+ 4 + 5 = 12. Mimo kostru zlistala pravé nejtézsi hrana kazdé

kruznice, coz odpovida vlastnosti fezu.
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Spravnost Kruskalova algoritmu

Véta 6

Kruskaliiv algoritmus vraci minimalni kostru souvislého neorientovaného
grafu.

Invariant.

Existuje minimalni kostra, kterd obsahuje vsechny hrany v F.

Zachovani invariantu.

Pridava-li algoritmus e = {u, v}, lezi u, v v riiznych komponentach lesa (V, F).
Za S vezméme vrcholy komponenty obsahujici u; fez (S, V — S) neprekracuje
zadna hrana z F.

Hrana e je nejlehci pres tento fez: lehéi hrana pres fez by spojovala dvé riizné
komponenty, takze by ji algoritmus zpracoval drive a prijal. Pfedpoklady lemmatu
jsou splnény.
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Spravnost (dokoncen)

Algoritmus nasbira |V| — 1 hran.

Kdyby les (V/, F) mél na konci méné hran, mél by alespoi dvé komponenty. Za S
vezméme vrcholy jedné z nich. Souvisly graf obsahuje hranu prekracujici
(S,v-25).

Jeji konce lezi v riiznych komponentach vysledného lesa — a protoze se
komponenty béhem béhu jen slucuji, lezely v riiznych komponentach

i v okamziku, kdy algoritmus hranu zkoumal. Tehdy by ji prijal. Spor.

Zavér.
Po prijeti |V| — 1 hran je (V, F) strom obsazeny (podle invariantu) v néjaké
minimalni kostfe. Oba stromy maji |V/| — 1 hran, musi se tedy rovnat.
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Union—find: jak rychle poznat kruznici

Prochazet pokazdé cely les by bylo drahé.
Pouzijeme strukturu disjunktnich mnozin (DSS):

® MakeSet(v) — vytvori {v};
® Find(v) — vrati reprezentanta mnoziny s v;
® Union(u, v) — spoji obé mnoziny.
Hranu {u, v} pfijmeme pravé kdyz Find(u) # Find(v).

S kompresi cest a sjednocovanim podle hodnosti je amortizovana cena
operace téméF konstantni.

Slozitost Kruskala
Dominuje tfidéni:  O(|E|log|E|) = O(|E|log|V]) €asu, O(|V|+ |E|)
paméti.
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Jarnik@v—Primav algoritmus

Jina organizace téze myslenky: udrzujeme jediny rostouci strom.

Zvolime pocatecni vrchol r, S = {r}. Dokud S # V: vybereme nejlehci
hranu {u,v} su € S, v ¢ S, pridame ji do kostry a vlozime v do S.

Spravnost — tyz invariant.

Vsechny hrany budovaného stromu T maji oba konce v S, takze zadna
neprekracuje fez (S, V — S). Vybrana hrana je pfes tento fez nejlehéi, tedy podle
vlastnosti fezu bezpeéna. Jakmile S =V, ma T vsech |V|—1 hran.

V. Jarnik (1930); o Etvrt stoleti pozdéji nezavisle R. C. Prim — odtud dvojité jméno.
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Prim na témz grafu a jeho implementace

Z r = a: nejlehéi ven z {a} je ab(1); z {a, b} pak bc(2); z {a, b, c} vedou
ven cd(4) a be(5) (hrana ac ma oba konce uvnitf) — vezmeme cd,
nakonec be.

Stejna kostra, jiné poradi pridavani.

Implementace prioritni frontou

Do fronty vlozime vrcholy mimo S; klicem vrcholu v je vaha nejlehci znamé
hrany spojujici v s S.

V kazdém kroku odebereme vrchol s nejmensim klicem a projdeme jeho
sousedy: nabizi-li nova hrana levngjsi pripojeni, snizime kli¢ (decrease-key).

Kazdy vrchol frontu opusti jednou, kazda hrana zpiisobi nejvyse jedno
snizeni klice. S binarni haldou tedy O((|V| + |E|) log |V|) = O(|E|log |V]).
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Kruskal, nebo Jarnik=Prim?

Oba pouzivaji stejnou vlastnost fezu, ale jinak organizuji praci.

Kruskal Jarnik—Prim

globalné nejlehi bezpeéna hrana  rozsifuje jednu komponentu

spojuje komponenty (les) udrzuje jediny strom
tfidéni + union—find prioritni fronta s decrease-key
O(|E[log | V) O(|E[log | V)

Volba implementace zavisi také na reprezentaci grafu a jeho hustoté.
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Kruskal krok za krokem: co déla union—find

Nas graf, hrany v poradi podle vahy. Sledujme komponenty:

hrana

vaha

Find(u) vs. Find(v)

komponenty po kroku

ab
bc
ac
cd
be

GhwN

a # b prijmi

ab # c prijmi

abc = abc odmitni
abc # d prijmi
abcd # e prijmi

{a} {b}{c}{d}{e}
{a, b} {c} {d}{e}
{a,b,c}{d}{e}
{a,b,c}{d}{e}
{a,b,c,d}{e}
{a,b,c,d, e}

® Po patém kroku ma les |V| — 1 = 4 hrany — koncime.

® Hrana de s vahou 6 se uz viibec nezkouma.

Vzor
[e]e]
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Treti algoritmus: Bortivka (1926)

[4 O. Boriivka.
O jistém problému minimalnim.
Prace moravské prirodovédecké spolecnosti 3(3), 37-58 (1926).

Otakar Bortivka (1899-1995), brnénsky matematik, dostal roku 1926 velmi
praktické zadani od Zapadomoravskych elektraren:

Jjak elektrifikovat jizni Moravu s co nejmensi spotrebou vodicii?

Jeho odpovéd je historicky prvni publikovany algoritmus pro minimalni
kostru — tFicet let pfed Kruskalem a o nékolik let dfive nez Jarnik.
Jarnikova prace z roku 1930 je pfimou reakci na Bortivkovu alohu; Prim ji

nezavisle znovuobjevil v roce 1957, Dijkstra roku 1959. Algoritmy pro minimalni
kostru tedy maji ptivod v Brné.
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Bortivkiv algoritmus

Dokud neni graf souvisly:
1. kazda komponenta lesa nezavisle vybere svou nejlehéi odchozi hranu;

2. vsechny vybrané hrany pridame najednou.

® Kazda vybrana hrana je nejlehéi pres fez , komponenta vs. zbytek” —
podle vlastnosti fezu je tedy bezpeéna.

® Kazda komponenta se v jedné fazi spoji alespon s jednou dalsi, takze
pocet komponent klesne alespon na polovinu.

® Fazi je proto nejvyse log, | V|, jedna faze stoji O(|E|):

O(|E|log V).
Pozor na remizy: pfi shodnych vahach mohou vybrané hrany uzaviit kruznici. Resi

se pevnym pravidlem (napf. lexikografické poradi hran), které zaruéi
jednoznacnost ,,nejlehci* hrany.
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Bortivkiv algoritmus dnes

® Faze je snadno paralelizovatelna: kazda komponenta pracuje nezavisle.
Kruskal potfebuje globalné sefazené hrany, Prim jedinou frontu.

® Proto se objevuje v algoritmech pro GPU, distribuované grafy a externi
pamét.

® Boriivkovy faze jsou soucasti asymptoticky rychlych algoritmi pro
minimalni kostru, napf. randomizovaného algoritmu s oekavanym
linearnim €asem (Karger, Klein, Tarjan 1995).

Spoleény zaklad tfi algoritmi

Kruskal nejlehéi hrana globalné
Jarnik—Prim  nejlehéi hrana z jedné komponenty
Bortivka nejlehéi hrana z kazdé komponenty naraz

Vsechny tfi jsou instancemi téhoz lemmatu o fezu.
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Kostra jako nastroj shlukovani
Chceme rozdélit body do k skupin tak, aby si body wuvnitr skupiny byly
blizko.
Jednoduchy recept

Sestroj minimalni kostru na aplném grafu vzdalenosti a odstran k — 1

Toto je presné shlukovani metodou nejblizsiho souseda (single-linkage clustering).
Zaruka: nejmensi vzdalenost mezi body riiznych shlukd (rozestup) je nejvétsi
mozna ze vsech rozdéleni do k shluka.

Nevyhoda: kostra je citliva na , fetizky” bodii — dva vzdalené shluky spojené
fidkou stopou splynou.
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Nejkratsi cesty z jednoho zdroje
Orientovany graf G = (V, E) s vahami. Délka cesty = soucet vah hran.
Znacime (s, v) délku nejkratsi cesty z s do v (= oo, neexistuje-li).
Definice 7 (Problém nejkratsich cest z jednoho zdroje)

Vstupem je ohodnoceny orientovany graf a zdroj s. Vystupem jsou pro
kazdy vrchol v hodnota (s, v) a predchiidci, z nichz |ze nejkratsi cesty
zrekonstruovat.

Budeme predpokladat
w(e) >0 pro kazdou hranu e.

Tento predpoklad je podstatny: dovoli prohlasit nejblizsi dosud neuzavieny
vrchol za definitivné vyreseny.
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Uvolnéni hran

Pro kazdy vrchol udrzujeme odhad d[v]; na zacatku d[s] =0 a d[v] = o0
jinak.

Definice 8 (Uvolnéni)
Uvolnéni hrany (u, v): jestlize d[v] > d[u] + w(u, v), polozime
dlv] < d[u] + w(u, v)

a jako predchiidce v ulozime w.

Invariant odhadd

Kazda konecna hodnota d|v] je délkou néjakého sledu z s do v.

Indukci podle po€tu uvolnéni: na zacatku je d[s] = 0 délka prazdného sledu;
uvolnéni prodlouzi sled do u o hranu (u, v). Sled zkratime na cestu vypusténim
kruznic (pfi nezapornych vahach se délka jen zmensi). Proto vzdy d[v] > (s, v).
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Dijkstrav algoritmus

Vrcholy déli na uzaviené (hodnota definitivni) a neuzaviené.

1 def Dijkstra(G,w,s):

2 d[s] +0; d[v]<ocoprov#s, S+ 0

3 while existuje dosazitelny vrchol mimo S do

4 u<+argmin{d[v]:v¢ S} // hladova volba
5 S+ Su{u}

6 foreach hrana (u,v) sv ¢ S do

7 | uvolni (u, v)

8 return d, predchidci

E. W. Dijkstra (1959). Hladova volba je fadek s minimem: algoritmus tvrdi, ze nejmensi
docasny odhad uz pozdéjsi cesta nezlepsi.
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Béh: okamzik po uzavreni s a b

Vyplnéné vrcholy jsou uzaviené, modré hodnoty jsou aktualni odhady. Relaxace
hrany (b, a) uz zlepsila d[a] ze 7 na 5.
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Cely béh v tabulce

kolo | uzavfen, uvolnéni | d[s] d[a] d[b] d[c] d[t]

0 inicializace 0 00 00 00 00

1 5; (s,a),(s,b) 0 7 2 00 00

2 b; (b, a), (b, c) 0 5 2 6 00

3 (a7 c),(a, t) 0 5 2 6 10

4 c; (c,t) 0 5 2 6 8

5 t; — 0 5 2 6 8

® V kole 3 nabidla hrana (a, c) hodnotu 5+ 1 =6 — odhad d[c] =6 to

nezlepsilo.

® Nejkratsi cesta do t mé¥i 8; z predchidcti pre¢teme s — b — ¢ — t.

Vzor
[e]e]

® Vrchol a byl uzavren s hodnotou 5, agkoli prvni nabidka pfes (s, a) znéla 7:

dokud vrchol neni uzavren, odhad se miize zlep3ovat.
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Spravnost Dijkstrova algoritmu

Véta 9

Ma-Ii kazda hrana nezapornou véhu, plati pri uzavfeni kazdého vrcholu u
rovnost d[u] = (s, u).

Diikaz.

Pro spor necht u je prvni vrchol uzavieny s nespravnou hodnotou. Podle
invariantu d[u] > (s, u), takze d[u] > (s, u).

Vezméme nejkratsi cestu P ze s do u. V okamziku vybéru u byl na P alespon
jeden neuzavfeny vrchol (aspon u). Necht y je prvni neuzavieny vrchol na P a x

jeho predchiidce; x uz byl uzavfen, a protoze u je prvni chybny, platilo
d[x] = (s, x).

Algoritmus tehdy uvolnil (x, y), takze
dly] < d[x] + w(x,y) = d(s, x) + w(x,y) = 8(s, y),

a s invariantem dohromady d[y] = (s, y).
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Spravnost (dokoncen)

Dva pripady.

y = u: pak d[u] = (s, u) — uvolnéni hrany (x, u) dala u spravnou hodnotu.
Primy spor s d[u] > d(s, u).

y # u: pak y lezi na nejkratsi cesté do u ostfe pred u, a viechny vahy jsou

nezaporné, tedy
8(s,y) < 6(s, u) < d[u].

Kdyz algoritmus vybiral u, existoval tedy neuzavfeny vrchol y s mensim odhadem
— spor s hladovou volbou minima.
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Spravnost (dokoncen)

Dva pripady.

y = u: pak d[u] = (s, u) — uvolnéni hrany (x, u) dala u spravnou hodnotu.
Primy spor s d[u] > d(s, u).

y # u: pak y lezi na nejkratsi cesté do u ostfe pred u, a viechny vahy jsou
nezaporné, tedy

3(s,y) < (s, u) < d[u].

Kdyz algoritmus vybiral u, existoval tedy neuzavfeny vrchol y s mensim odhadem
— spor s hladovou volbou minima.

Posledni krok pouziva nezapornost vah, a to podstatné: kdyby po cesté mohla

prijit zaporna hrana, mohla by byt vzdalenost k pozdéjsimu vrcholu mensi nez
k dFivéjsimu.



Dva cile Nejkratsi cesty

O000000e

Vzor

Co se pokazi se zapornou hranou

Priklad 10 (Zaporna hrana)
(s,u):1, (s,v):2, (v,u):-=3.

Dijkstra nejprve uzavie u s hodnotou 1. Skutecna nejkratsi cesta vede pres
v a ma délku 2 —3 = —1.

Pro grafy se zapornymi hranami potfebujeme jiny algoritmus (napf.
Bellmantv—Fordiiv).
Slozitost Dijkstry. Prioritni fronta podle d[v]; kazdy vrchol jednou odebereme,

kazdou hranu nejvyse jednou uvoliiujeme — s binarni haldou
O((|V[ + [E[) log [ V[), pamet O(|V/| + |E]).
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A*: informovana hladova volba

Dijkstra zkouma vrcholy podle vzdalenosti od startu. Pri cesté z Olomouce
do Prahy tak prozkouméava i sméry vedouci od cile pryc.

Dijkstra- - - -

N "

Mame-li odhad zbyvajici vzdalenosti, mizeme hledani zamérit. Necht t je
cil a h: V — R>¢ odhaduje cenu cesty z v do t. A* vybira vrchol podle

f(v) = &(v) + h(v),

kde g je totéz pritbézné d jako u Dijkstry.
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Jaka heuristika je bezpecna

Definice 11 (Pfipustna a konzistentni heuristika)

Heuristika je pripustna, jestlize nikdy neprecenuje skutecnou zbyvajici
vzdalenost:
0 < h(v) <i(v,t).

Je konzistentni, jestlize h(t) = 0 a pro kazdou hranu (u, v) plati

h(u) < w(u,v) + h(v).

® Konzistence je trojihelnikova nerovnost pro odhady: odhad z u nesmi
byt vétsi nez cena jednoho kroku plus odhad z v.

® Kazda konzistentni heuristika je pfi nezapornych vahach také
pfipustna — staci secist nerovnosti podél nejkratsi cesty do cile.
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Algoritmus A* a prepocet vah

Algoritmus A*

Jako Dijkstra, ale prioritou vrcholu v je f(v) = g(v) + h(v). Odebereme
vrchol s nejmensim f; je-li to t, vratime cestu. Jinak jej definitivné
uzavieme a uvoliujeme vystupni hrany pomoci hodnot g.

Polozme wj(u, v) = w(u, v) + h(v) — h(u). Konzistence fika pravé to, ze
wp(u, v) > 0.

Pro cestu P = (s = vy, ..., vx = v) se Eleny vyrusi teleskopicky:

wp(P) = Z(W(V,‘, vit1) + h(vig1) — h(v,-)) = w(P) + h(v) — h(s).

i
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Spravnost A*

Pro pevny vrchol v se délky vsech cest zméni o stejnou konstantu — nejkratsi
cesty se tedy nezméni. Dijkstra na vahach w;, by fadil vrcholy podle
g(v) + h(v) — h(s), coz je stejné poradi jako podle f(v) = g(v) + h(v).

Véta 12 (Spravnost A*)

Je-li heuristika konzistentni, nalezne A* pfi prvnim odebrani cile z prioritni fronty
nejkratsi cestu.

Dikaz.

Vahy wy, jsou nezaporné a A* vybira vrcholy ve stejném poradi jako Dijkstra nad
wy. Podle véty o Dijkstrovi je nalezena cesta nejkratsi v prepocitanych vahach;
prepocet méni cenu kazdé cesty ze s do t o stejnou konstantu

h(t) — h(s) = —h(s).

Pro h = 0 je A* presné Dijkstra. Cim informativnéjsi bezpeéna heuristika, tim vice
vrcholt hledani preskoci. (Hart, Nilsson, Raphael 1968.)
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A* v praxi: odkud brat heuristiku

aloha pripustna heuristika

planovani trasy v mapé vzdudna vzdalenost do cile (silnice nemize byt kratsi
nez spojnice)

mfizka s prekazkami manhattanska vzdalenost (pfi pohybu po osach)

15-hlavolam pocet dlazdic mimo své misto; |épe souet manhattan-
skych vzdalenosti dlazdic

hledani cesty ve hre vzdalenost v hrubsi mapé vzniklé slucovanim policek

(slou€eni vzdalenosti nezvétsi)

Jak heuristiku vyrobit

Odeberte z tlohy néktera omezeni a vyreste tuto volnéjsi verzi. Jeji
optimum nikdy nepreceni skutec¢nou vzdalenost, takze je pfipustnou
heuristikou.

U 15-hlavolamu: dovolime-li dlazdici skakat kamkoli, dostaneme ,,pocet dlazdic
mimo misto"; dovolime-li ji prochazet skrz ostatni, dostaneme soucet
manhattanskych vzdalenosti. Druhé uvolnéni je tésnéjsi, a tedy informativnéjsi.
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Kdyz heuristiku ,,vylepsime™ prilis
Lakavy napad: vynasobme heuristiku konstantou A > 1 a vybirejme podle

f(v) = g(v) + A h(v).
Hledani se stoci k cili mnohem ostreji a prozkouma méné vrchola.

Cenou je ztrata zaruky. Pfenasobena heuristika uz nemusi byt pfipustna,
takze nalezena cesta nemusi byt nejkratsi.

Da se ovsem dokazat, ze neni o moc horsi: vysledek je nejvyse \-krat delsi
nez optimum. To je nas prvni aproximaéni algoritmus (kdyz nepocitam
cviceni) — vratime se k nim v prednasce 12.

Tri rezimy jednoho algoritmu
h=0 Dijkstra — presné, drahé
h konzistentni  A* — presné, rychlejsi
A-h A>1 weighted A* — \-aproximace, obvykle nejrychlejsi
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Spole¢ny ditkazni vzor

Dtikazy pro minimalni kostru, Dijkstru a A* maji spole¢nou strukturu:
1. Rozdélime stav na vyfeSenou a nevyfeSenou Cast.
2. Na jejich hranici vybereme nejlevnéjsi moznost.
3. Dokazeme, ze existuje optimalni feSeni slucitelné s touto volbou.

4. Volbu prohlasime za definitivni a hranici posuneme.

hranice proc je volba bezpecna
kostra fez vyména hrany na kruznici
Dijkstra  uzavfené vrcholy  nezapornost vah
A* uzavrené vrcholy prepocet na nezaporné wy
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