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Kde jsme: sylabus KMI/ALGO3

Co znamena navrhnout algoritmus — specifikace, invariant, slozitost
Hladové algoritmy — kdy je lokalni volba bezpecna

Hladové algoritmy na grafech — kostry, nejkratsi cesty

Rozdel a panuj — rekurence, Master theorem

Rozdel a panuj Il — chytré rozklady

Dynamické programovani | — hledani stavi

Dynamické programovani Il — vicerozmérné stavy

Toky v sitich — max-flow/min-cut jako navrhovy nastroj
Systematické prohledavani — hruba sila a backtracking
Branch-and-bound — meze presného reseni, P a NP
Adversarialni navrh — minimax, alfa-beta

Kdyz presné optimum neni realistické — aproximace, heuristiky
Randomizace a syntéza — jak si vybrat metodu

Navrh déleni
0000
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Jina strategie nez hladovost

® Hladové algoritmy budovaly feSeni po jednom rozhodnuti.
e Ted velky problém rozlozime na mensi problémy stejného typu,
vyfesime je rekurzivné a vysledky spojime.

Otazka zni, jak problém rozdélit, aby byly podproblémy jednodussi a jejich
vysledky 3ly levné slozit.

Samotné rozdéleni totiz nestaci: kdybychom po rekurzivnim volani museli
znovu Fesit skoro cely ptivodni problém, nic neziskame.

Uspésny navrh vyvazuje tfi ceny:

pocet podproblémid - jejich velikost - prace pfi skladani
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Tti otazky

1. Proc je rekurzivni algoritmus korektni?

2. Jak z jeho struktury sestavit rekurenci pro dobu béhu?

Navrh déleni
0000

3. Jak rekurenci vyresit bez hadani podle nékolika prvnich hodnot?

Struktura metody

1. Rozdel: vstup velikosti n pfevedeme na mensi podproblémy.

2. Panuj: podproblémy vyresime rekurzivné; malé vstupy resime primo

(zékladni pripady).

3. Sloz: z vysledkii podproblémi vytvorime vysledek ptivodni alohy.

Nékdy je skladani téméF zdarma (binarni vyhledavani), jindy je hlavnim zdrojem
slozitosti (mergesort), ob&as pravé pfi ném ziskame informaci, ktera nelezi

v zadném podproblému (poéitani inverzi).
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Rekurence pro dobu béhu

Schéma rozdél a panuj
Vytvari-li algoritmus a podproblémii o velikosti pfiblizné n/b a mimo
rekurzivni volani vykona praci 7(n), popisuje jeho dobu béhu

T(n)=aT(n/b)+ f(n)

doplnéna konstantnimi hodnotami pro mala n.

Tato rovnice popisuje pouze cenu vypoctu, o spravnosti algoritmu nic
nefika:

® a2 T(n/b) odpovida rekurzivnim volanim,

® f(n) zahrnuje rozdéleni, skladani i ostatni praci aktualniho volani.
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Dtikaz spravnosti sleduje strukturu programu

Duakazni sablona

Zaklad: algoritmus spravné resi nejmensi pripustné vstupy.

Indukeni predpoklad: spravnost pro visechny mensi vstupy, které miize
algoritmus vytvorit.

Indukeni krok: rozdéleni vytvari platné mensi instance a faze skladani
prevadi jejich spravné vysledky na spravny vysledek celé instance.

Zastaveni:
Kazdy podproblém musi byt skute€né mensi a po kone¢ném poctu déleni
dospét k zakladnimu pfipadu.

Rekurzivni volani se stejnou velikosti vstupu by vedlo k nekone¢nému
vypoctu.
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Binarni vyhledavani

Neklesajici pole A[1] < --- < A[n], hledana hodnota x.
Porovname x s prostfednim prvkem A[ml]:

® x = A[m] — koncime;

® x < A[m] — x miize byt jen v levé Casti;

® x > A[m] — x muze byt jen v pravé Casti.
Binarni vyhledavani
Udrzujeme interval [¢, r], na zacatku [1, n]. Je-li £ > r, hodnota v poli neni.
Jinak m = [(£+ r)/2] a podle porovnani pokracujeme v [¢, m — 1], resp.
[m+1,r].
Vzdy plati £ < m < r, takze novy interval ztraci alespon prvek A[m] — je ostre

kratsi. Po koneéné mnoha krocich tedy bud hodnotu najdeme, nebo se interval
vyprazdni.
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Korektnost a slozitost

Véta 1

Binarni vyhledavani vrati pozici x, pokud se x v poli nachazi, a jinak
spravné oznami jeji nepritomnost.

Invariant.

Pokud se x v poli nachazi, existuje jeho vyskyt v aktualnim intervalu [(, r].
Je-li x < A[m], plyne z usporadani A[i] > A[m] > x pro kazdé i > m — tuto &ast
Ize bezpecné zahodit; pripad x > A[m] je symetricky. V kazdém kroku se délka
ostfe zmensi, takze proces skonéi.

T(n)=T(|n/2])+ ©(1) = O(log n)

Zde je a = 1: rozdélit na dvé Casti neznamena vzdy resit obé.
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Mergesort: dvé poloviny a linearni spojeni

def MergeSort (A):
if |A| <1 then return A
rozdél A na levou polovinu L a pravou polovinu R
L' < MergeSort(L); R’ < MergeSort(R)
return Merge (L', R")

Hlavni ¢asti je operace merge: porovnavame prvni dosud nepouzité prvky obou
posloupnosti a mensi presouvame na vystup; po vy€erpani jedné pfipojime zbytek
druhé.

Lemma 2 (Korektnost slucovani)

Merge slouci dvé neklesajici posloupnosti o celkové délce n do jedné neklesajici
posloupnosti v ¢ase ©(n).
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Pro¢ slucovani funguje

Diikaz.

Invariant: vystup obsahuje pravé jiz zpracované prvky obou vstupii v neklesajicim
poradi a zadny z nich neni vétsi nez kterykoli nezpracovany prvek.

Nejmensi nepouzity prvek musi lezet na zacatku jedné ze dvou zbyvajicich ¢asti
— vnitfek sefazené Casti nemize obsahovat mensi prvek nez jeji zacatek.
Vybérem mensiho ze dvou zacatkd invariant zachovame.

Kazdy prvek presuneme pravé jednou, porovnani je nejvyse n — 1.
Véta 3 (Korektnost mergesortu)
Mergesort vrati vstupni prvky v neklesajicim poradi a zachova jejich

nasobnosti.

Dikaz.

Indukci podle n. Délky 0 a 1 jsou sefazené. Pro n > 1 jsou obé& poloviny kratsi,
takze je rekurze podle indukéniho predpokladu sefadi, a lemma je slouéi.
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Stabilita a pamét

T(n)=2T(n/2) + ©(n)

® \/ybirame-li pfi rovnosti nejprve prvek z levé poloviny, zachova
mergesort vzajemné poradi prvkii se stejnym klicem — je stabilni.

(Diilezité pFi postupném fazeni tabulky podle nékolika sloupci.)

® Bézna implementace pouziva pomocné pole velikosti ©(n); zasobnik
rekurze ma hloubku ©(log n).

Casova slozitost tedy neni jediny parametr navrhu: za predvidatelny ¢as
platime dodateénou paméti.
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Mergesort krok za krokem

Vstup (5,2,9,1,7,3). Nejprve se jen déli (zadna prace), teprve pfi navratu
se sluuje:

529173

/

/529 /173
5 29\ 1 73\

2 9 7 3
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Mergesort krok za krokem
Vstup (5,2,9,1,7,3). Nejprve se jen déli (zadna prace), teprve pfi navratu
se sluuje:
520173

/

529 173
RN VRN
5 29 1 73
/\ \
2 9 7 3
Zpétny chod (vysledky slucovani):

20, 259, 37, 137, 123579
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Priklad sluc¢ovani

Slucujeme L = (2,5,9) a R =(1,3,7):

krok | Celo L | ¢elo R | bereme | vystup
1 2 1 zR 1
2 2 3 zL 12
3 5 3 zR 123
4 5 7 z L 1235
5 9 7 zR 12357
6 9 — zbytek L | 123579

® Porovnani bylo 5 = n— 1 — horni mez z lemmatu.
o Kdykoli je jedna ¢ast vyCerpana, zbytek druhé se jen pripoji bez porovnavani.

® P¥i rovnosti bereme z levé Casti — pravé tim je mergesort stabilni.

Myslenku slu€ovani popsal uz roku 1945 John von Neumann na stroji EDVAC —
mergesort patfi k viibec prvnim publikovanym netrivialnim algoritmaim.
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Jak resit rekurence: 1. rozvinuti

Polozme T(1) =ca T(n) =2T(n/2) + dn.

T(n)=2(2T(n/4) + d3) + dn =4T(n/4) + 2dn

Po k arovnich
T(n) =2 T(n/2%) + k dn.

Rekurze konéi pro n/2K = 1, tedy k = log, n:

T(n) =nT(1)+ dnlogy n = ©(nlogn).
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2. Rekurzivni strom

soucet Grovné

o .
OB O
OGO e

log, n vnitrnich Grovni, kazda s praci dn, a n listdl s cenou ¢

Navrh déleni
0000

Nerozhoduje jen hloubka rekurze, ale celkova prace celé irovné. U binarniho
vyhledavani ma kazda dGroven jediny aktivni uzel; u mergesortu pocet uzli roste,

ale vstupy se zmensuji.
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3. Substituéni metoda

Navrhneme kandidatni mez a dokazeme ji indukci.
Ukazme T(n) < c nlog, n pro mocniny dvou n > 2.

Pro¢ ne uz od n =17 Prava strana je pron=1rovnac-1-log,1 =0
a nerovnost T (1) < 0 nezachrani zadné c. Asymptoticka tvrzeni ale sméji
zacinat od libovolného pevného ng.

Zaklad n = 2: prava strana je 2c; staci ¢ > T(2)/2.

Krok: pro mocninu dvou n > 4 je n/2 > 2, tedy
T(n) <2c5logy 5 4+ dn = cn(logy n — 1) 4+ dn < cnlogy n,

pokud ¢ > d. Celkem ¢ > max{T(2)/2, d}.



Binarni vyhledavani Mergesort Rekurence Master Dolni mez Inverze Navrh déleni
[o]e] 00000 00080 000 0000 00000 0000

Bachal

1. Zaklad nelze vzdy ,,03etfit zvétsenim c": prava strana mize byt
v zakladu nulova; pak je nutné indukci zacit pozdéji.

2. Musime dokazovat konkrétni nerovnost, ne jen symbolicky dosadit
O(nlog n) do rekurence.

Nékdy je navic nutné indukéni hypotézu zesilit, napfiklad na

T(n) <cnlogn—en.

Dokazujeme silnéjsi tvrzeni, protoze slabsi se v indukénim kroku neudrzi.
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Proc je zesileni hypotézy nékdy nutné

Zkusme dokazat, ze T(n) =2T(n/2) + 1 je O(n), tedy T(n) < cn:
T(n)<2cf+1=cn+1 > cn.

Indukéni krok neprojde, prestoze mez plati.
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Proc je zesileni hypotézy nékdy nutné

Zkusme dokazat, ze T(n) =2T(n/2) + 1 je O(n), tedy T(n) < cn:
T(n)<2cf+1=cn+1 > cn.
Indukéni krok neprojde, prestoze mez plati.
Zesilme hypotézu na T(n) < cn — b pro vhodné b > 0:
T(n)§2(cg—b)+1:cn—2b+1§cn—b pro b > 1.

Nyni krok projde a cn — b < cn dava pivodni tvrzeni.
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Proc je zesileni hypotézy nékdy nutné

Zkusme dokazat, ze T(n) =2T(n/2) + 1 je O(n), tedy T(n) < cn:
T(n)<2cf+1=cn+1 > cn.
Indukéni krok neprojde, prestoze mez plati.
Zesilme hypotézu na T(n) < cn — b pro vhodné b > 0:
T(n)§2(cg—b)+1:cn—2b+1§cn—b pro b > 1.
Nyni krok projde a cn — b < cn dava pivodni tvrzeni.

Selze-li tedy indukéni krok o aditivni konstantu, je namisté hypotézu
zprisnit, ne zeslabit.
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Master theorem

Véta 4 (Master theorem pro polynomialni )

Necht T(n) = a T(n/b) + ©(n9), kde a>1, b> 1, d > 0 jsou konstanty.
Potom

1. je-lia < b9, pak T(n) = ©(n?);
2. je-li a = b?, pak T(n) = O(nlogn);

3. je-lia> b?, pak T(n) = ©(n'°8s?).

® Pocet uzlii se na kazdé trovni nasobi a, prace jednoho uzlu se déli b9;
rozhoduje pomér q = a/b¢.

® g < 1: dominuje koren; q = 1: Grovné jsou vyrovnané, pfibude log n; g > 1:
dominuji listy, kterych je n'°82.

Obecnéjsi verze pro libovolné f (s podminkou pravidelnosti): skripta, véta 4.4.
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Tti pripady na prikladech

Priklad 5
Ti(n) = 2T1(n/2) + ©(n?) = ©(n?) dominuje skladani
T2(n) =2T2(n/2) + ©(n) = ©(nlogn) vyrovnané Grovné
T3(n) = 4T3(n/2) + ©(n) = ©(n?) dominuje pocet podproblémi

Zaokrouhleni. Master theorem plati i pro podproblémy velikosti |n/b] &i [n/b]
— asymptoticky Fad se nezméni.

Master theorem neni univerzalni. V tomto tvaru jej nelze pouzit na
T(n) = T(n—1) + n, na nestejné velké podproblémy, ani na rekurenci, v niz se
pocet podproblémi méni s n.



Mergesort

Binarni vyhledavani
[o]e] 00000

Rekurence
00000

Master
ooe

Navrh déleni
0000

Inverze
00000

Dolni mez
0000

Maly katalog k procviceni

rekurence a| b | d | vysledek
T(n)=T(n/2)+1 | 1| 2|0 | Oogn) (bin. wyhl)
T(n)=2T(n/2)4+n | 2| 2 | 1 | ©(nlogn) (mergesort)
T(n)=2T(n/2)+1 2 12| 0| ©(n) (prichod stromem)
T(n)=3T(n/2)+n | 3| 2| 1| ©(n'e=3) (Karatsuba)
T(n)=4T(n/2)+n | 4| 2|1 | O
T(n)=2T(n/2)+n*> | 2| 2|2 | ©(n®)
T(n)=7T(n/2)+n*> | 7| 2 | 2 | ©(n827) (Strassen)

® Posledni radek je Strassenovo nasobeni matic: sedm soucinii polovi¢ni
misto n3. Stejny princip jako
u Karatsubova algoritmu (pfisti prednaska).

velikosti misto osmi, tedy n

e Radky s a = b? (mergesort) jsou ,na hrang":

a vysledek se preklopi.

2,807...

staci drobnd zména f(n)
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Je mergesort optimalni?
Zatim umime fict ,,O(nlog n) staci”. Zajimavéjsi otazka zni:

Nemiize existovat tridici algoritmus podstatné rychlejsi?

Odpovéd zavisi na tom, co algoritmus smi délat. Omezme se na
porovnavaci tfidéni: o vstupu se dozvidame vyhradné dotazy tvaru ,je
a; < aj?“.

Definice 6 (Rozhodovaci strom)

Binarni strom, v jehoz vnitfnich vrcholech je jedno porovnani a jehoz listy
jsou mozné vystupni permutace. Béh algoritmu na konkrétnim vstupu je
cesta z korene do listu; pocet porovnani je jeji délka.

Jeden algoritmus, jedno n — jeden pevny strom. Jeho vyska je pocet porovnani
v nejhorsim pfipadé.



Binarni vyhledavani Mergesort Rekurence Master Dolni mez Inverze Navrh déleni
[o]e] 00000 00000 000 0800 00000 0000

Dolni mez Q(nlog n)
Véta 7

Kazdy porovnavaci tridici algoritmus potrebuje v nejhorsim pripadé
Q(nlog n) porovnani.

Dikaz.

Aby byl algoritmus spravny, musi pro vstupy z navzajem rtiznych prvkii umét
vydat kaZdou z n! permutaci — jinak by existoval vstup, ktery nikdy nesefadi.
Strom ma tedy alespon n! listd.

Binarni strom vysky h ma nejvyse 2" listi, takze
2h>nl = h>log,(n!).
Ze Stirlingovy formule n! > (n/e)" plyne

h > nlog, n — nlog, e = Q(nlog n).

Mergesort je tedy asymptoticky optimalni.
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Kde dolni mez neplati

Predpoklad byl ,jedina operace je porovnani dvou prvki”. Kdo jej porusi,
miize byt rychlejsi:
* Counting sort — klice z malého rozsahu {0,..., k}; misto
porovnavani indexujeme do pole. Cas O(n + k).
® Radix sort — tridi po &islicich, O(d(n+ k)) pro d-ciferné klice.

Dolni mez tedy vzdy plati vii¢i zvolenému modelu vypoctu. Zménime-li
povolené operace, zméni se i mez.

Podobné na modelu zavisi test prvociselnosti ze slajdii k prednasce 1 (velikost
vstupu vs. hodnota &isla) a nastane znovu u Karatsuby (bitové operace vs. jedno
nasobeni).
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Co se opravdu pouziva v knihovnach

Knihovni implementace nejsou Cisty mergesort ani Cisty quicksort:

e Introsort (C++ std::sort) — quicksort, ale pfi prilis hluboké

rekurzi pfepne na heapsort. Ziska rychlost quicksortu a zaruku
O(nlog n).

® Timsort (Python; Java pro pole objektd) — mergesort, ktery nejprve
najde uz sefazené Gseky (runs) a sluCuje je. Na Casteéné setfidénych
datech bézi az v O(n).

e Malé aseky se vsude fadi insertion sortem — pro n < 16 ma nejmensi
rezii, prestoze je kvadraticky.

Asymptoticka slozitost tedy urci vhodné kandidaty; o vyb&ru mezi nimi
rozhoduji konstanty, pamétova hierarchie a typicky tvar dat.
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Pocitani inverzi: informace mezi polovinami

Definice 8 (Inverze)

Pro posloupnost A[1], ..., A[n] je inverzi dvojice indexii (i, /) takova, ze
i<jaAll> A}

Napriklad (2,4,1,3) ma tfi inverze: (1,3),(2,3),(2,4), tj. dvojice hodnot
(2,1),(4,1),(4,3).

Pimé vyzkouseni viech dvojic trva ©(n?). Lze vyuzit déleni na poloviny?
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Pocitani inverzi: informace mezi polovinami

Definice 8 (Inverze)

Pro posloupnost A[1], ..., A[n] je inverzi dvojice indexii (i, /) takova, ze
i<jaAll> A}

Napriklad (2,4,1,3) ma tfi inverze: (1,3),(2,3),(2,4), tj. dvojice hodnot
(2,1),(4,1),(4,3).

Pimé vyzkouseni viech dvojic trva ©(n?). Lze vyuzit déleni na poloviny?

Kazda inverze je pravé jednoho ze tfi typi:
1. oba indexy vlevo;
2. oba indexy vpravo;
3. pricna: prvni vlevo, druhy vpravo.

Prvni dva pocty ziskdme rekurzivné.
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[o]e] 00000 00000 000 0000 0@000 0000

Zesileny navratovy (daj

Kdyby rekurzivni volani vracelo pouze pocet, neméli bychom dost
informaci. Nechame je proto vracet zaroven sefazenou polovinu.

Pocitani inverzi

Jednoprvkova posloupnost: vratime 0 a ji samotnou. Jinak rozdélime na

L, R, rekurzi ziskame c;, cg a sefazené poloviny.

Pfi slucovani: kdykoli je aktualni prvek pravé €asti mensi nez aktualni prvek
levé casti, tvofi inverzi se vsemi dosud nepouzitymi prvky levé asti —
jejich pocet pricteme.



Binarni vyhledavani Mergesort Rekurence Master Dolni mez Inverze Navrh déleni
[o]e] 00000 00000 000 0000 0@000 0000

Zesileny navratovy (daj

Kdyby rekurzivni volani vracelo pouze pocet, neméli bychom dost
informaci. Nechame je proto vracet zaroven sefazenou polovinu.

Pocitani inverzi

Jednoprvkova posloupnost: vratime 0 a ji samotnou. Jinak rozdélime na

L, R, rekurzi ziskame c;, cg a sefazené poloviny.

Pfi slucovani: kdykoli je aktualni prvek pravé €asti mensi nez aktualni prvek
levé casti, tvofi inverzi se vsemi dosud nepouzitymi prvky levé asti —
jejich pocet pricteme.

Vsechny pricteme najednou, protoZe jsou sefazené: je-li pravy prvek r mensi
nez nejmensi zbyvajici levy prvek ¢, je mensi i nez kazdy dalsi. Zadnou dvojici
nezapocitdme dvakrat, protoze ji tctujeme pravé ve chvili, kdy presouvame jeji
pravy prvek.



Inverze
00000

Vysledek a obecny princip

Véta 9

Upraveny mergesort vrati presny pocet inverzi v ¢ase ©(nlog n).

Dikaz.

Indukci podle délky: rekurzivni volani spocitaji prvni dva typy, argument vyse
ukazuje, ze sluCovani spocita kazdou pri¢nou inverzi pravé jednou. Mimo dvé
rekurzivni volani provedeme jedno linearni slouceni, tedy T(n) = 2T(n/2)+ ©(n).

Zesileny navratovy 0daj

Rekurzivni volani nemusi vracet jen odpovéd pozadovanou zadanim. Maze
vratit vic, a tim umoznit levné skladani.

Zde spolu s poétem inverzi vraci sefazenou posloupnost; diky této pomocné
informaci je spojovani linearni, a ne kvadratické.



Binarni vyhledavani Mergesort Rekurence Master Dolni mez Inverze Navrh déleni
[o]e] 00000 00000 000 0000 000e0 0000

Pocitani inverzi krok za krokem

Vstup (2,4,1,3,5); délime na L = (2,4) a R =(1,3,5).

Rekurze: L nema inverzi (¢, = 0), R také ne (cg = 0); vrati se sefazené (2, 4)
a (1,3,5).

Slucovani — actujeme, kdykoli bereme prvek z pravé Casti:

krok ‘ zbytek L ‘ zbytek R ‘ bereme ‘ pricteme | vystup

1 24 135 1zR +2 1

2 24 35 2z L 0 12

3 4 35 3zR +1 123

4 4 5 4z1L 0 1234
5 — 5 5zR +0 12345

Celkem 0+ 0 + 3 = 3 pficné inverze, konkrétné (2,1), (4,1), (4,3).



Binarni vyhledavani Mergesort Rekurence Master Dolni mez Inverze Navrh déleni
[o]e] 00000 00000 000 0000 000e0 0000

Pocitani inverzi krok za krokem

Vstup (2,4,1,3,5); délime na L = (2,4) a R =(1,3,5).

Rekurze: L nema inverzi (¢, = 0), R také ne (cg = 0); vrati se sefazené (2, 4)
a (1,3,5).

Slucovani — actujeme, kdykoli bereme prvek z pravé Casti:

krok ‘ zbytek L ‘ zbytek R ‘ bereme ‘ pricteme | vystup

1 24 135 1zR +2 1

2 24 35 2z L 0 12

3 4 35 3zR +1 123

4 4 5 4z1L 0 1234
5 — 5 5zR +0 12345

Celkem 0+ 0 + 3 = 3 pficné inverze, konkrétné (2,1), (4,1), (4,3).

Podstatny je krok 1: bereme 1 z pravé Casti, zatimco v levé zbyvaji dva prvky. Oba
jsou Vétsi, protoze L je sefazend — zapocCitame je tedy najednou, ne po jednom.



Binarni vyhledavani Mergesort Rekurence Master Dolni mez Inverze Navrh déleni
o 00000 00000 000 0000 0000e 0000

K ¢emu je pocet inverzi dobry

* Mira neusporadanosti. 0 inverzi = sefazeno, (5) = obracené poradi.

® Porovnavani poradi (Kendallovo 7). Dva recenzenti sefadi tytéz
filmy; pocet inverzi mezi jejich poradimi méfi neshodu. Odtud plyne
i jednoduchy doporucovaci systém: hledej uzivatele s malym poctem
inverzi vici mné.

® Odhad prace insertion sortu. Ten provede presné tolik vymén, kolik
je inverzi — proto je na ,,skoro sefazenych” datech tak rychly (a proto
jej pouziva Timsort).

Misto kvadratického poéitani dvojic tak dostavame ©(nlog n); stacilo
zménit, co rekurze vraci.



Binarni vyhledavani Mergesort Rekurence Master Dolni mez Inverze Navrh déleni
) 00000 00000 000 0000 00000 @000

Jak navrhovat déleni

1. Stejny typ podproblému. Rekurze ma fesit instance se stejnou specifikaci, pouze
mensi.
Pokrok k zakladnimu pripadu. Velikosti viech rekurzivnich vstupd musi klesat.

3. Uplnost rozdéleni. Kazda €ast piivodniho feseni musi byt zahrnuta v nékterém
podproblému nebo ve fazi skladani.

4. Vyvazenost. Dvé poloviny vedou k logaritmické hloubce; rozdéleni 1 a n — 1 vede
k linearni.

5. Cena skladani. Vysledky musi jit spojit levnéji nez opétovnym vyresenim pivodni
instance.

6. Dostatecny navratovy tdaj. Nékdy je potfeba vracet pomocnou informaci.
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Jak navrhovat déleni

1. Stejny typ podproblému. Rekurze mé resit instance se stejnou specifikaci, pouze
mensi.
2. Pokrok k zakladnimu pripadu. Velikosti vsech rekurzivnich vstupi musi klesat.

3. Uplnost rozdéleni. Kazda €ast piivodniho feseni musi byt zahrnuta v nékterém
podproblému nebo ve fazi skladani.

4. Vyvazenost. Dvé poloviny vedou k logaritmické hloubce; rozdéleni 1 a n — 1 vede
k linearni.

5. Cena skladani. Vysledky musi jit spojit levnéji nez opétovnym vyresenim pivodni
instance.

6. Dostatecny navratovy tdaj. Nékdy je potfeba vracet pomocnou informaci.

Priklad 10 (Nevyvazené déleni)

T(n) = T(n—1)+©(n) da po rozvinuti ©(n+ (n—1) +---+1) = O(n?).
Samotné pouziti rekurze rychlost nezarucuje.



Binarni vyhledavani Mergesort Rekurence Master Dolni mez Inverze Navrh déleni
[o]e] 00000 00000 000 0000 00000 [e] le]e}
Shrnuti

Rozdél a panuj je zptisob navrhu algoritmu, v némz mensi nezavislé
instance fesime stejnou metodou a jejich vysledky cilené skladame.
e Korektnost dokazujeme indukci kopirujici rekurzivni strukturu.
e Slozitost zapisujeme rekurenci, v niz oddélime rekurzivni volani od
prace aktualniho uzlu.
® Rekurenci chapeme rozvinutim a stromem; Master theorem je zkratka
pro pravidelné vyvazené pripady.
® Vhodné skladani dokaze zapoditat i informaci pres hranici
podproblémi (pficné inverze).

Pristé se podivame na déleni, které snizi nejen velikost podproblémi, ale
i jejich pocet.



Binarni vyhledavani Mergesort Rekurence Master Dolni mez Inverze Navrh déleni
[o]e] 00000 00000 000 0000 00000 [e]e] le}

K procviceni

1. Prepiste binarni vyhledavani na polootevreny interval [¢, r). Podminka
prazdnosti? Nové intervaly? Pro¢ se vzdy zmensi?

Rekurzivnim stromem vyfeste T(n) = T(n/2) + ©(1).

Pomoci Master theoremu: T1(n) = 3T1(n/2) + n, Ta(n) = 4T»(n/2) + n?.
Jaky je nejvétsi mozny pocet inverzi posloupnosti délky n?

Pro¢ ziistava mergesort ©(nlog n) i pro déleni na |n/2] a [n/2]?

ok N

Navrhnéte algoritmus typu rozdél a panuj pro hledani minima i maxima
s nejvyse 3n/2 — 2 porovnanimi.

7. Najdéte nejvétsi soucet souvislého aseku v case O(nlog n).

Napovéda: optimalni tsek lezi cely vlevo, cely vpravo, nebo prekracuje misto
rozdéleni.
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