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Fuzzy mnoziny

Centralnim pojmem tohoto kurzu je fuzzy mnozina.
® Fuzzy mnoziny slouzi k modelovani souborii objektdl, u nichz je
nejlepsi odpovédi na otazku, zda objekt do souboru patfi, urcity
pravdivostni stupen z vhodné usporadané skaly.
e Skala mize obsahovat vic nez dva stupné 0 a 1 (,,ne” a ,,ano") — jsou
tam i mezistupné.



Fuzzy mnozina je urcena
® universem objekti, kterych se otazka prislusnosti tyka,
® skalou pravdivostnich stupni,

® pravidlem, které stupné pfifazuje.

Dnes se budeme vénovat hlavné druhému bodu: jak ma skala vypadat a jak
se na ni pocita.



Pro¢ vlastné&?

® Protoze Elovék pouziva vagni pojmy — a ty se klasickou
dvouhodnotovou logikou modeluji patné.

Priklady vagnich pojmi:

vysoky teply mlady rychly asi pét skoro plny

Hranice neni ostra: mezi ,,urCité ano” a ,urcité ne” je plynuly prechod.
Ostré rozseknuti je nasilné — a vede k paradoxtim.



Paradox hromady

Paradox hromady (sorites paradox) je oznaceni pro skupinu paradoxi
vychazejicich z vagnosti termind.

Hromada skladajici se pouze z jednoho zrnka pisku je mala. Pokud
pridate jedno zrnko na malou hromadu, ziistane mala. Kazda hro-

mada je proto mala.

Eubulidés z Milétu (4. stoleti pt. n. |.)



Formalné: S(x) znamena ,hromada o x zrnkach pisku je mala”.
Predpoklady:

* 5(1),

® S(x) = S(x+1).

Modus ponens (MP):
p&(p =)



Ukazeme, ze S(n) plati pro libovolné n € N:
z 5(1) a S(1) = S(2) dostaneme S(2);

z 5(2) a 5(2) = S(3) dostaneme S(3);
z 5(3) a 5(3) = S(4) dostaneme S(4);

Tedy i hromada o milionu zrnek je mala?!



Kde je chyba?

® Druha premisa S(x) = S(x + 1) neni dplné pravdiva — jen skoro.

® Dvouhodnotova logika umi jen 0 a 1: ,skoro pravdivé” musi
zaokrouhlit na pravdivé.

® Nepatrna chyba se pak miliénkrat nascita.

Napad: pfipustme stupné pravdivosti a sledujme, jak se pravdivost fetézem
odvozeni prenasi.



Rozreseni paradoxu ve stupnich

Stupné ze skaly [0, 1]:
IS(1)]] =1, |S(x) = S(x + 1)|| = 0.9999.

Druhou premisu uz nezaokrouhlujeme — pfiznavame ji , skoro-pravdivost”.



Zobecnény modus ponens

Z ¢ ve stupni a a o = 1 ve stupni ¢ odvod 1) ve stupni alespon
a®c,
kde ® je vhodna , konjunkce stupna”; zde
a®c=max(0, a+c—1).

Opakovanim:

1S(n)|| > max(0, 1 — (n—1)-0.0001).



Co odhady rikaji

n dolni odhad ||S(n)||
2 0.9999
101 0.99
5001 0.5
9001 0.1
> 10001 0

® Malé hromady: skoro jistota. Stfedni: nevime nic moc. Velké: fetéz nic
netvrdi.

® Paradox zmizel: pravdivost se prenasi po kapkach, ne skokem.



Varianta: holohlavy muz

N(x): ,muz s x vlasy neni plesaty”. Vyjdéme z plné hlavy (100000 vlasii):

IN(100000)| =1,  |[N(x+1) = N(x)| = 0.999.



Po k ztracenych vlasech:

|IN(100000 — k)|| > max(0, 1 —0.001 k).

® Od k = 1000 je odhad jen trivialni > 0.

® Zavér ,muz bez vlasil neni plesaty” odvodit nelze — fetéz da jen dolni
odhad 0. v



Druhy priklad: nerozlisitelné barvy

Rada barevnych vzorkii A;, Ay, ..., Ak
® sousedni vzorky lidské oko nerozlisi,

® krajni vzorky jsou zjevné rizné.

Klasicky: ,stejna barva" = nerozlisitelnost.
Jenze nerozlisitelnost neni tranzitivni!



Fuzzy feSeni: podobnost ve stupnich ||A ~ B|| € [0, 1] a stupfovana
tranzitivita
A~ Bl @B~ C|<[A=C].

Napfiklad z ||[A; =~ Az|| = 0.9 a ||A2 = A3|| = 0.9:

A1 ~ As|| > 0.9® 0.9 = 0.8.

Podobnost po fetézci slabne — presné jak ma.



Co potrebujeme od skaly stupni

Chceme pocitat se stupni slozenych tvrzeni z jednodussich: pravdivostni
funkénost

lp &l = llell @ [l

Jaké vlastnosti ma mit operace ® na skale L?



Pozadavek 1 a 2: komutativita, asociativita

® &1 a1 & p maji mit tyz stupen:
a®b=>b®a.
® Na uzavorkovani nema zalezet:

a®(b®c)=(a®@b)®c.



Pozadavek 3: neutralita jednicky

® Konjunkce s tplnou pravdou nema nic zménit:

a®l=a

Disledek (spolu s monotonii, viz dale):
a®b<a®l=a,

tedy a® b < a A b — konjunkce nikdy nepreroste své argumenty.



Pozadavek 4: monotonie

a<bhb — a®c<b®c.

Disledek: a®0<1®0 =0, tedy
a®0=0.

Konjunkce s tplnou nepravdou je nepravda. v/



Kviz: co je dobra fuzzy konjunkce?

Které operace na [0, 1] splauji vSechny Ctyfi pozadavky?

min(a, b)

a-b

max(0, a+ b —1)
max(a, b)
(a+b)/2



Kviz: reseni

min(a, b) v

a-b v

max(0, a+b—1) | V/

max(a, b) X | neutralni prvek je 0 — , disjunkce”
(a+b)/2 X | neni asociativni ani neutralni

Priimér se ndm bude hodit pozdgji (FM11) — ale konjunkce to neni.



A implikace?

Implikaci potfebujeme kvali modu ponens: z ||p|| =aa |l = ¢|| =c
chceme zarucit
[Pl > a@e.

Jaka hodnota ||¢ = || je ta ,,spravna“?



Aby zaruceny odhad byl co nejuzitecné&jsi, ma byt a — b nejvétsi stupen c,
pro ktery a® ¢ < b:

a—b=\/{clawc<b}
Implikace = ,kolik nejvys smim pfiznat podminénému tvrzeni, aby mé

modus ponens nepodved|”.



Adjunkce

Ekvivalentné (a elegantnéji):

a®c<b pravé kdyz c<a— b

® Této vazbé mezi ® a — fikame adjunkce.

® Stane se motorem celého kurzu — vétsina diokazd je jejim obratnym
pouzitim.



Priklad: residuum minima

Zvolme ® = min na [0, 1]. Jaké je a — b?

Hledame nejvétsi ¢ s
min(a, ¢) < b.

Rozlisime dva pfipady podle vztahu a a b.



Pripad a < b:
min(a, ¢) <a<b pro kazdé c,

takze nejvétsi vyhovujici ¢ je 1:
a—b=1
Dava smysl: je-li zavér aspon tak pravdivy jako predpoklad, implikace plati

naplno.



Pripad a > b:
® proc<bjemin(a,c)=c< bV
® pro ¢ > b je min(a,c) > b X
Nejvétsi vyhovujici ¢ je tedy b.

(Godelovo residuum)



TFi zakladni volby na [0, 1]

‘ a®b ‘a—)bproa>b
tukasiewiczova | max(0, a+b—1) l1—a+b
Godelova min(a, b) b
soucinova a-b b/a

(proa<bjevzdy a— b=1)



e Kazda z trojice spliuje vSechny nase pozadavky — volba je modelovaci
rozhodnuti.

® |isi se chovanim: tukasiewicz ,séita nedostatky”, Gédel ,,rozhoduje
nejslabsim ¢lankem"™, soucin ,,nasobi rezervy".

® Vratime se k nim mnohokrat — priklady v kurzu pocitame zpravidla
nad tukasiewiczem a Godelem.



Klasicka logika jako specialni pripad

Na dvouprvkové skale L = {0,1}:
® viechny tfi volby ® splynou s klasickou konjunkci,

® viechna tfi residua s klasickou implikaci.

Fuzzy svét klasicky svét obsahuje — nic z klasické matematiky
nezahazujeme.



Kvantifikatory

Chceme také ,,pro vsechna® a ,existuje™:

Itvx) el = A oGl 1163x) ell =\ lle)Il.

® Pro viechna” = infimum: tvrzeni je tak pravdivé jako v nejhorsim
pripadé.

e Existuje” = supremum: tak pravdivé jako v nejlepsim pripadé.



Uplnost skaly

® |nfima a suprema musi existovat pro libovolné podmnoziny skaly.
e Skala ma tedy byt aplny svaz.

® [0,1] s pfirozenym usporadanim vyhovuje; konecné retézce také.



Struktury pravdivostnich stupnt

Shrnuti pozadavkid — Gplny residuovany svaz:

L=(L, A, V, ® —, 0, 1)

® ([,A,V,0,1) tplny svaz,
¢ (L,®,1) komutativni monoid,

® ® a — svazané adjunkci.

Presna definice a vlastnosti: pristi prednaska.



Kdo to vymyslel

® Specialni pripady residuovanych svazii: Ward a Dilworth (1939) — Cista
algebra, o fuzzy jesté ani zdani.

® Jako struktury pravdivostnich hodnot fuzzy logiky je identifikoval
Goguen (1969) v clanku The logic of inexact concepts.



Lotfi A. Zadeh (1921-2017)

Narozen v Baku, studia v Teheranu, MIT a Columbia; profesor

v Berkeley.

Pred ,,fuzzy obdobim" klasik teorie systémd (z-transformace, stavovy
popis).

Clanek Fuzzy sets napsal ve 44 letech (1965) — pfes sto tisic citaci.
Navazal lingvistickymi proménnymi, pfibliznym usuzovanim (1973-75)
a teorii moznosti (1978) — vie potkame.



Trocha historie: tézké zacatky

® Slovo fuzzy (,,rozmazany, chlupaty”) znélo v 70. letech nevédecky.
® R. Kalman (1972): , fuzzifikace je druh védecké permisivity".

® Senator W. Proxmire zvazoval pro fuzzy vyzkum svou ,cenu” Golden
Fleece za plytvani penézi danovych poplatnikd.



... a Stastny konec

® Japonsko predsudky nemélo: fuzzy fizeni metra v Sendai (1987),
pracky, fotoaparaty, ryzovary.

® fuzzy = japonské slovo roku 1990.

® 2017: fuzzy logika obdrzela Golden Goose Award — cenu pro vyzkum,
ktery se zprvu zdal podivny a nakonec se mnohonasobné vyplatil.



Plan kurzu

1. Struktury stupni: residuované svazy, t-normy (FM02-FMO03).

2. Fuzzy mnoziny a relace (FMO04).

3. Rela¢ni teorie: vlastnosti, uzavéry, usporadani, podobnost

(FM05-FMO7).

4. Fuzzy &isla a aritmetika (FMO08).

5. Rela¢ni rovnice; Galoisovy konexe a pojmy z dat (FM09-FM10).

6. Agregace, priblizné usuzovani, vyhled (FM11-FM13).



ok~ =

Kontrolni otazky

Kde presné selhava klasické odvozeni v paradoxu hromady?
Spoctéte dolni odhad ||S(3)|| a |S(5002)]|.

Pro¢ pozadujeme, aby 1 byla neutralnim prvkem konjunkce?
Odvodte z adjunkce, ze a — b je nejvétsi c s a® ¢ < b.

Je max(a, b) dobra fuzzy konjunkce? Pro¢ ne?

Odvodte residuum tukasiewiczovy t-normy (navod: feste
a+c—1<b).



Shrnuti

® Vagni pojmy vyzaduji stupné pravdivosti — ano/ne rozsekani vede
k paradoxiim (sorites, plesatost, barvy).

e Konjunkce ®: komutativni, asociativni, monotonni, neutralni 1.
® |mplikace —: nejlepsi odhad pro modus ponens — adjunkce.

e Kvantifikatory = infima a suprema = Gplny svaz.

[}

Dohromady: Gplny residuovany svaz.

Pristé: residuované svazy poradné. Ke Cteni: skripta, kapitola 1.



