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Minule

Vagni pojmy = stupné pravdivosti; paradoxy mizi, kdyz se pravdivost
prenasi po kapkach.

Fuzzy konjunkce ®: komutativni, asociativni, monotonni, neutralni 1.
Implikace —: nejvétsi doplnék — adjunkce.

Kvantifikatory = infima a suprema = Gplny svaz.



Dnes pozadavky shrneme do formalni definice a odvodime, co z ni plyne.

Plan:

definice Gplného residuovaného svazu,

priklady,

vlastnosti plynouci z adjunkce,

chovani ® a — vzhledem k infimim a supremiim,

® odvozené operace: negace, biresiduum.



Definice 1 (aplny residuovany svaz)

Uplny residuovany svaz je algebra L = (L, A, V,®, —,0, 1), kde
® (L,A,V,0,1) je aplny svaz s nejmensim prvkem 0 a nejvétsim 1,
® (L,®,1) je komutativni monoid,

® ® a — splhuji adjunkci:

a®b<c pravekdyz a<b—c.



Terminologie a ¢teni

® se nazyva multiplikace, — residuum — odtud residuovany svaz.
Prvky L = stupné pravdivosti; 0 nepravda, 1 pravda.
A, V: infima a suprema — kvantifikatory a ,,slabé" spojky.

®: (silna) konjunkce; —: implikace.



Residuum je uréeno nasobenim

Z adjunkce plyne
b—>c:\/{a\a®b§c}
— a tedy:

¢ residuum nelze volit nezavisle: ke kazdému (vhodnému) ® patfi pravé
Jjedno —,

® b — c je nejvétsi stupen, ktery spolu s b nepfesdhne c.



Priklad 2 (standardni tukasiewiczova algebra)

L=10,1],

a®b=max(0, a+ b—1), a— b=min(1, 1—a+b).

® Nasobeni ,,scita nedostatky”: 0.8 ® 0.8 = 0.6, 0.5 ® 0.5 =0.
® Qvéreni adjunkce: a+b—1<cpk a<l—-—b+c. vV



Priklad 3 (standardni Gédelova algebra)
L=10,1],

a® b=min(a, b), a—>b:{

Residuum jsme odvodili minule pfimo z definice.

1 a<b,



Priklad 4 (standardni soucinova algebra)
L =]0,1],
<
a®b=a-b, a— b= L asb,
b/a a>b.

Sami: ovérte, ze b/a je opravdu nejvétsi c s a- ¢ < b.



Odvozeni tukasiewiczova residua

Hledame nejvétsi ¢ s max(0, a+c—1) < b:
® podminkajea+c—1<b, tj. c<1—a+ b;
® nejvétsi vyhovujici ¢ je tedy min(1, 1 —a+ b).
a—b=min(l, 1—a+b)

Pro a < b vyjde 1; pro a > b vyjde 1 — a+ b — , jedna minus schodek".



Odvozeni sou&inového residua

Hledame nejvétsi c s a- ¢ < b (pro a > 0):

c<b/a = a— b=min(l, b/a).

® Pro a< b: podil > 1, tedy a— b=1.
® Pro a = 0: podminka plati vzdy, 0 — b = 1.



Dvouprvkova Booleova algebra

L={0,1}:
® v3echny tfi standardni struktury na ni splynou,

® ® je klasicka konjunkce, — klasicka implikace.

Klasicka logika je specialni pripad — v3e, co v kurzu dokazeme, plati i
klasicky.



Prvni disledky adjunkce: modus ponens

Véta 5
a®(a— b)<b.

Dikaz.

Z a — b < a— b da adjunkce (Ctena zprava doleva)

(a— b)®a<b. 0

Zobecnény modus ponens z LO1 tedy funguje: odhad a ® ¢ je korektni.



Prvni disledky adjunkce: porovnavani

Véta 6
a<b pravékdyz a— b=1.

Dtikaz.
a—b=1pk 1<a— bpk. (adjunkce) l®a<bpk. a<b.

Implikace ,mé&fi"”, zda plati nerovnost — plny stupen pravé pfi a < b.



Krajni hodnoty

Véta 7
1—a=a, a—a=1, a—1=1, 0—>a=1.
Dukaz.
a—a=1a—1=1,0— a=1 pfimo z pfedchozi véty. 1 — a: ,, < a"
z modu ponens (1® (1 — a) < a); ,> a" z adjunkce na a® 1 < a. O

Ex falso quodlibet (0 — a = 1) plati i fuzzy.



Monotonie nasobeni

a < b implikuje a® c < b® c.

Zb®c<b®cdaadjunkce b<c— (b®c). Tedyia<c— (b®c), a
adjunkce zpét: a® c < b® c. O




Monotonie residua

Véta 9
Necht a < b. Pak

b—c<a—c a c—a<c—b
Dakaz.
Prvni: (b — ¢)®a < (b— ¢)® b < ¢ (monotonie + MP); adjunkce.
Druha obdobné. O

— je antitonni v prvnim a izotonni ve druhém argumentu — zapamatovat!



Proca@b<aAb

Proposition 1
a® b < aAb; specialné a® b < a.

Dikaz.
ab<a®l—aaa®b=>bHRa<hb.

® Silna konjunkce je vzdy pod infimem — , tvrdi vic, plati méné".

® Rovnost ® = A jen pro idempotentni ® (Godel).



Currying

Véta 10
a—(b—c)=(a®b)—c.

Diikaz.

Pro kazdé x:
x<a—(b—c)pk x®a<b— cpk x®a®b < cpk x < (a®b) — c,

trikrat adjunkce. Obé strany maji tytéz dolni odhady, tedy se rovnaji. O

Vnorené implikace = implikace z konjunkce — budeme pouzivat neustale.



Tranzitivita implikace

Véta 11
(a—b)®(b—c)<a—c.

Dikaz.

(a—=b)b—=c)®al(b—>c)®b<c

(dvakrat modus ponens); adjunkce.

. Retézeni implikaci" — zaklad tranzitivity véech podobnosti a inkluzi
v kurzu.



Jesté jeden disledek adjunkce

Proposition 2

a<b—(a®b).

Diikaz.
Z a® b < a® b da adjunkce pfimo a < b — (a® b).

Cteni: , a staéf na to, aby z b vyrobilo a® b".
Spolu s modus ponens je to ,,obousmérny” vztah mezi ® a —.



Prehled monotonie

operace | 1. argument | 2. argument
& izotonni izotonni
A, V izotonni izotonni
— antitonni izotonni
“— ani jedno (,tvar V")

- antitonni ‘ -

Tuhle tabulku budete potfebovat snad v kazdém diikazu kurzu.



Pozor: co obecné neplati

¢ Idempotence a ® a = a: jen Gddel. V tukasiewiczové algebre
0.5®0.5=0.

® Vylouceny treti a V —a = 1: neplati (pro a = 0.5 v zadné standardni
strukture).

e Zakon dvoji negace ——a = a: jen 777

Intuici z klasické logiky je tfeba vzdy ovérit.



& a suprema

Véta 12

a®\/b;:\/(a®b;).

i€l icl

Dtikaz.

»>>"": monotonie a prechod k supremu.

Z<"istaci ;b < a— \/;(a® bj). Pro kazdé i je a® bj < \/;(a ® b)),
adjunkei b; < a — \/;(a ® bj); supremum pfes /. O



— a suprema/infima

Véta 13

(\/a;)—)b:/\(a;—)b), a—)/\b;z/\(a—)b;).
i i i i

® Residuum méni suprema v prvnim argumentu na infima a infima ve
druhém zachovava.

® Diikazy stejnym stylem jako u ® — rozmyslete si je (cvicent).

® Tyto tFi zakony ponesou skladani relaci, Sipkové operatory i relaéni

rovnice.



Priklad: tukasiewicz

a= 0.5, {bl, bg} = {0.2, 0.6}:
a®(byVby)=05®06=0.1,
(a®@b1)V(a®@b)=0Vv0.1=0.1.

(b V b)) — a=0.6— 0.5 =0.9,
(by = a) A(by — a) =1A0.9=0.9.



Co plati jen napiil

a®/\bi§/\(a®bi),
\/(a—>b,-)§a—>\/b,-,

1

\/(a,-—>b)§ (/\a;) — b.

i i

® Rovnosti obecné neplati.

® Zapamatujte si sméry — uSetfi to trapeni v ditkazech.



Negace

Definice 14
—a=a— 0.
e aimplikuje spor.”
o tukasiewicz; ma=1— a.

® Godel i sou€in: ma=0pro a>0, -0 =1 -, drastickd" negace.



Vlastnosti negace

Proposition 3
a S —|—|a7 —a = —\—|—|a’ a ® —1g = O

Dikaz.

Tteti: modus ponens s b = 0. Prvni: z a® —a < 0 da adjunkce a < ——a.
Druha: , <" je prvni vlastnost pro —a; ,>" z antitonie = na a < ——a. [

Dvoji negace nikdy ,,nezmensuje”; rovnost je zvlastnost (tukasiewicz).



Biresiduum

Definice 15
a<>b=(a—b)A(b— a).

® Biresiduum méfi shodu dvou stuphdl.
® tukasiewicz: a <> b=1—|a— b| -, jedna minus vzdalenost".

® Godel: a <> b =1 pro a = b, jinak min(a, b).



Vlastnosti biresidua

Véta 16
asra=1,
asb=b<+ a,
(acb)® (b c)<a<rc,
a<>b=1 priavé kdyz a=b.
Reflexivita, symetrie, (stuphovana) tranzitivita a ,,oddélovani” — biresiduum

je vzor viech podobnosti v kurzu.



Dtikaz tranzitivity biresidua.

Staci obé nerovnosti
(aerb)®@(brc)<a—c a ---<c—a
Prvni: a<s b<a—bab+ c<b— c, takze
(aeb)ebec)<(a—mbe(b—c)<a—c

podle tranzitivity residua. Druha symetricky; infimum obou da
<a&c



Biresiduum v jednotlivych strukturach

struktura | a+> b (proa#b)
tukasiewiczova | 1 — |a — b]
Godelova min(a, b)
soucinova min(a, b)/ max(a, b)

® { ukasiewicz méfi vzdalenost, Gdodel mensi z hodnot, soucin pomeér.

® T¥i rlizné predstavy o ,shodé stupni” — vyberte podle aplikace.



Dvé konjunkce

V kurzu budeme soustavné pouzivat obé konjunkce:

® ® tam, kde se stupné fetézi (tranzitivita, skladani relaci, modus
ponens),

® A tam, kde se bere spolecné minimum (praniky, infima, slaba
konjunkce).

Nezaménovat! Klasicky splyvaji, fuzzy nikoli.



