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Minule

o Uplné residuované svazy: tplny svaz + komutativni monoid +
adjunkce.

® Tri standardni struktury na [0, 1]; adjunkce jako motor dikazd.
® ® distribuuje pfes suprema; — obraci suprema na infima.

® Negace —a = a — 0, biresiduum <.



Obecny residuovany svaz je velmi volny pojem. Dnes:
® dodate¢né podminky a jejich vyznam,
® vyznamné tfidy residuovanych svazd,

® residuované svazy na [0, 1]: t-normy,

tfi zakladni spojité t-normy a Mostertova—Shieldsova véta.



Definice 1 (dodatecné podminky)
Residuovany svaz miize navic spliovat
(a—=b)V(b—a)=1
aANb=a®(a—b)
g = a

a®Ra=a

Probereme je jednu po druhé.

prelinearita),
délitelnost),

zakon dvoji negace),

—_~ o~ o~ —~

idempotence).



Prelinearita

(a—=b)Vv(b—a)=1

® Kazdé dva stupné jsou ,implikacné srovnatelné”.

® Algebraicky vyznam: struktura je slozitelna z fetézcd.



Proposition 1

Na retézci (napr. na [0,1]) prelinearita plati vzdy.

Diikaz.

Prvky fetézce jsou srovnatelné: a < b, nebo b < a. V prvnim pfipadé
a— b=1, ve druhém b — a =1; v obou je supremum 1.

Prelinearita je tedy na [0, 1] ,,zadarmo" — zajimava je pro obecné svazy.



Prelinearita: ekvivalentni tvary

Prelinearita je nenapadné silna — je ekvivalentni napfiklad zakontim

a—)(bl\/bg):(a—>b1)\/(a—>b2),
(a1 M a2) = b= (a1 = b) V(a2  b).

® Bez prelinearity plati jen ,>".

® Diikazy: pékné cviceni na adjunkei (viz skripta).



Délitelnost

aANb=a®(a—b)

e Vzdy plati ,>": a® (a — b) < a (monotonie) a < b (MP).

® Délitelnost zada rovnost: infimum lze ,vyrobit" nasobenim.

e Cteni: mezi aa aA b neni ,dira" — na [0, 1] odpovida spojitosti
t-normy.



Ovéreni délitelnosti: Godel

Pro ® = min a a > b:
a®(a— b)=min(a, b)=b=aAb.V/

Pro a < b:
a®(a— b)=min(a, 1) =a=aAb. v/

Sami: ovérte délitelnost pro tukasiewicze (a > b: a® (1 — a+ b) =7).



Ovéreni délitelnosti: tukasiewicz

Proa>bjea— b=1—a+ b, takze
a®(a— b)=max(0, a+(1—a+b)—1)=max(0, b)=b=aAb. V/
Proa<ba®l=a=aAb vV

Obé ,,spojité” struktury délitelnost maji — to neni nadhoda (viz dale).



Dvoji negace

g = a

® Negace je involuce: umoznuje ,klasické"” zachazeni — plné De
Morganovy zakony, kontrapozice.

® / tukasiewicz (ma=1-— a).

® X Godel i soucin (drasticka negace: =—0.4 =1 # 0.4).



ldempotence

a@Qa=a

e Konjunkce se ,,neopotfebovava‘: opakovani premisy nic nestoji.

® Cena: zadna kumulace evidence — dvé polovicaté indicie daji zase jen
poloviéatou.
Proposition 2

Jedina idempotentni t-norma je minimum.

Dikaz.

Vidy a® b < min(a, b). Pro a< b: a=a® a < a® b z monotonie, tedy
a® b= a=min(a,b). O



Dvoji negace: kontrola vypoctem

—=-0.4:
| ~0.4 | ~—0.4
tukasiewiczova | 0.6 04 v
Godelova 0 1 X
soucinova 0 1 X

® Drastickd negace ,,zapomene” vie kromé nuly — dvoji aplikaci se
informace ztrati.

® }ukasiewiczova 1 — a je involuce.



Kdo spliuje co

n

‘Luk. Godel  so

prelinearita v v
délitelnost v v
dvoji negace | v X
idempotence | X v

x % N N[5

Sami si ovérte: =—0.4 a 0.4 ® 0.4 ve viech trech.



Definice 2 (vyznamné tridy)

Residuovany svaz je
e Bl-algebra: prelinearita + délitelnost,
® MV-algebra: BL + dvoji negace,
® Godelova algebra: BL + idempotence,
® soucinova algebra: BL + podminky soucinového typu,

® Booleova algebra: viechno najednou.



TFi jména, tfi logiky

® MV-algebry (Chang, konec 50. let): algebraicky protéjsek
tukasiewiczovy logiky; MV = many-valued.

® Godelovy algebry: podle Gédelovy poznamky (1932) o logikach mezi
intuicionistickou a klasickou.

® Soucinové algebry: nejmladsi z trojice (90. léta); protéjsek logiky se
soucinovou konjunkci.



Hassetiv diagram tfid

residuované svazy

BL-algebry

T~

MV Gddelovy soucinové

-

Booleovy

® Doli pribyvaji podminky; Booleovy algebry = klasicky pranik.
® Nazvy podle logik (Lukasiewiczova, Godelova, soucinova), jejichz
algebraickymi protéjsky tyto tfidy jsou.



Definice 3 (t-norma)
T-norma je binarni operace ® na [0, 1]: komutativni, asociativni, neklesajici

v obou argumentech, s neutralnim prvkem 1.

® Presné pozadavky na fuzzy konjunkci z FMO1, specializované na [0, 1].

e Otazka: kdy Ize k t-normé doplnit residuum?



Leva spojitost

T-norma ® je zleva spojita, pokud pro kazdé a a kazdou neklesajici
posloupnost (obecné supremum)

a®\/c, \/ (a® ¢).

® Presné distributivita ® pres suprema z FM02 — omezena na [0, 1].

e Graficky: fezy ¢ — a ® ¢ nemaji skoky ,.zleva" — viz dalsi snimek.



Leva spojitost graficky

Rez ¢ — a® c pii pevném a = 0.5 u dvou t-norem, které probereme za
chvili:

0.5 o—_ 0.5 o
c c
0.5 1 1
nilpotentni minimum drasticka
v zleva spojita X neni zleva spojita

Obé maji skok. Rozhoduje, kam patfi hodnota v bodé skoku: vlevo je plny
bod dole, takze leva limita souhlasi s funkéni hodnotou. Vpravo je
Vec1(0.5®pc) =0, ale 0.5®p1=0.5.



Véta 4

T-norma ma residuum (spliiuje s néjakym — adjunkci), pravé kdyz je zleva
spojita v kazdém argumentu. Residuum je pak

a—>b:\/{c|a®c§b}.

® |dea: adjunkce zada, aby se supremum v definici residua nabyvalo — a
to je presné a® \/; ¢; = \/;(a ® ¢;), tedy leva spojitost.



Protipriklad: drasticka t-norma

a®p b= min(a, b) J:fa—li a=1nebo b=1,
0 jinak.

0 min(a, b)

a

1

® Je to t-norma (ovérte!), ale ma skok: pro a < 1 je a®p ¢ =0 pro
viechnac<1l,aa®pl=a.

e Neni zleva spojitda = nema residuum: supremum \/{c | a®p c < b}
se nenabyva.



Proposition 3 (minimum je nejvétsi t-norma)

Pro kazdou t-normu ® a vsechna a, b € [0, 1] plati a® b < min(a, b).

Dikaz.

Z monotonie a neutrality jednicky:

a@b<a®l=a a®b<1lxb=>. O



Proposition 4 (drasticka t-norma je nejmensi)

Pro kazdou t-normu ® plati Tp(a, b) < a® b.

Dikaz.

Je-li a =1 nebo b =1, obé strany davaji druhy argument. Jinak
TD(a,b) =0< a® b.

Vsechny t-normy tedy Ziji v pasu mezi Tp a min.



Proposition 5 (idempotence charakterizuje minimum)

Je-li a® a = a pro vsechna a, pak ® = min.

Diikaz.

Necht a < b. Pak z monotonie
a=a®a<a®b<min(a,b) = a,
tedy a ® b = min(a, b). O

Proto zadna jina t-norma nemize byt idempotentni — minimum je v tomto
smyslu vyjimeéné.



Na hrané: nilpotentni minimum

min(a,b) a+b>1,
a®gb=
0 a+b<1.

® Zleva spojitad t-norma = residuum existuje.

® Neni spojita (skok na pfimce a+ b =1).



Nilpotentni minimum nespliuje délitelnost

0.5®0 (0.5 —0 0.3) = 0.5®0 0.5 =0 # 0.3 = 0.5 A 0.3,
(residuum: 0.5 —¢ 0.3 = max(1 — 0.5, 0.3) = 0.5)
® Zleva spojité t-normy jsou tedy opravdu sirsi tfida nez spojité.

e Délitelnost < spojitost — viz dalsi slajd.



Véta 5
Zleva spojita t-norma spliuje délitelnost, pravé kdyz je spojita. Spojité
t-normy (s residui) jsou tedy presné BL-algebry na [0, 1].

® Prelinearita je na retézci automaticka; délitelnost = spojitost.

o  Logika spojitych t-norem" = logika BL-algeber (tzv. Hajkova teze).



Tti zakladni spojité t-normy

‘ a®b ‘ trida
tukasiewiczova max(0, a+b—1) | MV
Gédelova (minimum) | min(a, b) Godelova
soucinova a-b soucinova

® { ukasiewiczova: nilpotentni — dost dlouhy Fetézec libovolného a < 1
spadne na 0.

® Godelova: idempotentni — fetézce beze ztrat.

® Soucinova: striktni — klesa, ale nuly nedosahne.



Nilpotence

T-norma je nilpotentni, pokud pro kazdé a < 1 existuje n's a” = 0 (kde
A"=a®---®a).

® tukasiewicz: indukci
a" =max(0, na—(n—1)),

takze napf. 0.91% = max(0, 9—-9) =0. v/
® Godel a soucin nilpotentni nejsou: minimum stagnuje (a" = a), soucin
klesa k nule jen limitné.



Archimedova vlastnost

Definice 6

T-norma ® je archimedovska, pokud pro viechna a, b € (0, 1) existuje n
sa” < b.

o tukasiewicz: a” = max(0, na — (n— 1)) klesne az na 0. v
® Souéin: a" = a" klesa k 0. v/
® Minimum: a" = a se nehne. X

Opakované nasobeni ,,umofi" kazdy stupen — ozvéna paradoxu hromady.



Pro¢ , archimedovska™?

T-normy Archimedes nestudoval.
Jméno nese podminka, kterou formuloval pro velikosti:

pro kazda x, y > 0 existuje n takové, ze nx >y,

tedy ,,zadna velikost neni vici jiné nekonecné mala™.
V usporadanych grupach se ji fika archimedovska.

® U tukasiewicze je 1 — a vzdalenost a od jednicky a ® tyto vzdalenosti
sCita, nebot a” = max(0, 1 — n(1 — a)). Proto

a"<b < n(l—a)>1-b,

coz je Archimedova podminka prox =1—aay=1-—b.
® U soucinu totézs —Inamisto 1 —a: 8" < b <= n(—Ina) > —Inb.



Klasifikace spojitych archimedovskych t-norem

Véta 7 (Mostert—Shields, 1957)

Kazda spojita archimedovska t-norma je izomorfni bud’ se soucinovou
t-normou (striktni pripad), nebo s tukasiewiczovou (nilpotentni pripad).

Izomorfni = isi se jen preskalovanim intervalu [0, 1]. T¥i zakladni t-normy
tedy nejsou nahodny vybér — pokryvaji vsechny hlavni typy chovani.



Chovani retézc

n

a"=a®---®aproa=0.9:

n |1 2 5 10 20
tuk. |09 08 05 0 0
Godel |09 09 09 09 09
souc¢in | 0.9 0.81 0.59 0.35 0.12

® Dlouhé odvozovaci fetézce (sorites!) dopadnou podle volby t-normy
zcela riizné.



Véta 8 (Mostertova—Shieldsova reprezentace)

Kazda spojita t-norma je ordinalnim souctem kopii tfi zakladnich: [0, 1] se
rozpadne na systém podintervalid, na kazdém se ® chova (po preskalovani)
Jjako tukasiewiczova nebo soucinova t-norma, mimo né jako minimum.

® T¥i zakladni t-normy = stavebni kameny vsech spojitych.

® Ditkaz: delsi analytické dobrodruzstvi — ve skriptech v dodatku.



Ordinalni soucet — obrazek

min soucin

tuk. min

Ctverce na diagonale: preskalované kopie; viude jinde minimum.



Jak vybrat t-normu?

® Ma se evidence kumulovat? (dvé polovicaté indicie = skoro nic) =
tukasiewicz.

® Rozhoduje nejslabsi clanek? = Godel.

® Jsou stupné nezavislé pravdépodobnostni povahy? = souéin.

Zasada
Struktura pravdivostnich stupni je souc¢ast modelu — voli se podle povahy
vagnosti, ne podle pohodli vypoctu.



Kviz: poznej t-normu

Ktera z trojice (Luk., Godel, soucin) ma danou vlastnost?

a®a=a

——a=a

a®@b=0jenproa=0c b=0

a" = 0 pro n&jaké n (pfia < 1)

a ® b spojita, ale ne striktni ani idempotentni



Shrnuti

Dodate¢né podminky: prelinearita, délitelnost, dvoji negace,
idempotence.

Tridy: BL D MV, Gddelovy, soucinové; priinik = Booleovy.

Residuované svazy na [0, 1] = zleva spojité t-normy; spojité = BL.

Mostert—Shields: spojité t-normy jsou ordinalni soucty tfi zakladnich.

Pristé: konecné fuzzy mnoziny! Ke Cteni: skripta, kapitola 3.



