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Minule

® Dodatecné podminky a tfidy: BL, MV, Godelovy, soucinové algebry.
® Residuované svazy na [0, 1] = zleva spojité t-normy; spojité = BL.

® Mostert—Shields: tfi zakladni t-normy jako stavebni kameny.



Dnes

Struktury stupni mame — dnes konecné fuzzy mnoziny:
® definice a priklady,
® operace s L-mnozinami,
® inkluze a rovnost ve stupnich,
® fezy a reprezentace klasickymi mnozinami,
® binarni L-relace, skladani, L-ekvivalence.

V celé prednasce je L pevny aplny residuovany svaz.



Definice 1 (L-mnozina)

L-mnozina (fuzzy mnozina) na universu X je zobrazeni
A X — L

Hodnota A(x) je stupen prislusnosti prvku x do A. Mnozinu vsech
L-mnozin na X zna&ime LX.

® Zadeh (1965) pro L = [0, 1]; obecné L-mnoziny Goguen (1967).



® Podmnoziny X ztotozinujeme s {0, 1}-hodnotovymi L-mnozinami —
klasické mnoziny jsou specialni pfipad.
® Zapis vyCtem:
A= (0%, 0%/x0)
(prvky se stupném 0 vynechavame).

® Prazdna mnozina (): vsude 0; plnd mnozina X: viude 1.



Priklad: maly, strednf, vysoky

X = [100,250] (vyska v cm), L = [0, 1]:

150 200 250

S = maly, M = stfedni, T = vysoky.



® Presné tvary funkci pfislusnosti jsou modelovaci volba; podstatné jsou
plynulé pfechody.

® Otazka ,kolik presné je T(178)7" nas nemusi trapit: v FM07
ukazeme, ze na presnych hodnotach zalezi ,jen spojité” — malad zména
ma malé nasledky.



Definice 2 (operace s L-mnozinami)
Po prvcich, pomoci operaci L:

(AN B)(x) = A(x) A B(x), (AU B)(x)
(A® B)(x) = A(x) ® B(x),  (A— B)(x)

A(x) v B(x),
A(x) = B(x),

obdobné (); A;, U; Ai a pro a € L posuny

(a® A)(x) = a® A(x), (a— A)(x) =a— A(x).



A C B znamena: A(x) < B(x) pro vsechna x.

Dvé , konjunkce” (N a ®) a k nim —: bohatsi algebra nez u klasickych
mnozin.

Vlastnosti se dédi z L, napriklad

A®UB_UA®B) A®BCANB.

Pozor: AU —A = X obecné neplati (-A = A — 0).



Dédéni: LX je zase residuovany svaz

Véta 3
Pro aplny residuovany svaz L a X # () je

LX:<LX,m,u,®,—>,®,X>

aplny residuovany svaz: svazové usporadani je C, infima a suprema jsou [

alJ.

e [X je primy soucin |X| kopii L a viechny operace jsou po slozkach —
kazdy axiom se tedy ovéfi bodové, tfeba adjunkce:
ARBCC < AC(B— ().

e Kazda rovnost a nerovnost platna v L proto plati i v LX. Nic z FM02
se nedokazuje znovu.



Inkluze ve stupnich — klicova idea kurzu

Otazka ,,je A podmnozinou B?" si u fuzzy mnozin zaslouzi fuzzy odpovéd.
Slovné: |, pro kazdé x: pokud x patfi do A, pak patfi do B".

Stuphované cCtent:
® pro kazdé" ~~ infimum A,

e  pokud—pak" ~~ residuum —.



Definice 4 (stupen inkluze)

S(A,B) = A (A(x) = B(x))

xeX

® Tento recept — infimum z residui — uvidime v kurzu jesté mnohokrat.
® Prvni kontrola: S(A, B) =1 pravé kdyz A(x) — B(x) =1 pro vsechna
x, tj. pravée kdyz AC B. /



Kontrola na klasickych mnozinach

Pro ostré A, B ({0, 1}-hodnotové):
e S(A,B)=1,jeli ACB;
® S(A,B) =0, existuje-li x € A\ B (1 — 0 =0 v infimu).

Na klasickych mnozinach tedy S dava klasickou odpovéd — nova informace
pribyva jen u skutecné fuzzy vstupi. (Tenhle test délejte u kazdého pojmu
ve stupnich!)



Véta 5 (vlastnosti podmnozinovosti ve stupnich)

S(AA) =1,

S(A,B)© S(B, C) < S(A, C),
S(A, ﬂB,) /\5 (A, B:)
5<UA,, B) /\5 A;, B).



Dtikaz tranzitivity.

Pro kazdé x dava tranzitivita residua
(A(x) = B(x)) ® (B(x) = C(x)) < A(x) = C(x).

Levou stranu zdola odhadneme:
S(A,B)® S(B, C) < (A(x) — B(x)) ® (B(x) = C(x)) pro kazdé x
(monotonie ®), tedy

S(A,B)® S(B,C) < \(A(x) = C(x)) = S(A, C). O

X



Definice 6 (stupen rovnosti)
(A~ B) = S(A, B) A S(B, A)

® Obdoba ve stupnich: mnoziny jsou si rovny, pravé kdyz je kazda
podmnozinou druhé.

® Po prvcich: (A= B) = A\, (A(x) <> B(x)).
® (Ax B) =1 pravé kdyz A= B.



Maly vypocet (tukasiewicz)

X = {X17X2,X3},

A= {0.8/X17 0.5/)(2}7 B — {0'6/X1, 0.9/X27 0'3/X3}.

S(A,B) = (0.8 — 0.6) A (0.5 — 0.9) A (0 — 0.3)
=08A1A1=08.



Opacny smér:

S(B,A) = (0.6 — 0.8) A (0.9 — 0.5) A (0.3 — 0)
=1A0.6A0.7 =06,

(A~ B) =0.8A0.6=0.6.

® A je ,docela dobrou" podmnozinou B (stupen 0.8), obracené uz méné.

e Ostra odpovéd by byla dvakrat ,ne” — a zahodila by cely rozdil.



Proposition 1

S(A, B) =1 pravé kdyz A(x) < B(x) pro vsechna x, tj. pravé kdyz AC B
klasicky (po stupnich).

Diikaz.

Infimum je 1 p.k. kazdy ¢€len je 1;a a — b=1 p.k. a < b (z adjunkce). O

Plny stupen inkluze = stara dobra inkluze.
Stupné < 1 jemné odstupnuji, ,,jak moc” inkluze selhava.



Pro¢ infimum, a ne treba priimér?

® S(A, B) cte formuli ,,pro vsechna x: x € A implikuje x € B" —a
obecny kvantifikator je infimum.

® Priimér by jeden totalni protipfiklad ,rozpustil”* mezi ostatni prvky.

® |nfimum je pesimista: inkluze je tak dobra, jak dobry je nejhorsi prvek.



Minicviko: stupné inkluze

X = {x,y}, tukasiewicz:

A= {0.5/X’ 1/)/}7 B = {O.Y/Xv O.G/y}'

Spoctéte S(A, B), S(B,A) a (A= B).



Minicviko: reseni

S(A,B) = (0.5 — 0.7) A (1 — 0.6) = 1 A 0.6 = 0.6,
S(B,A) = (0.7 — 0.5) A (0.6 - 1) = 0.8 A1 =0.8,
(A~ B)=0.6 0.8 = 0.6.

Slabé misto sméru A — B: prvek y (1 vs. 0.6); sméru B — A: prvek x (0.7
vs. 0.5).



Totéz nad Godelem

S(A,B) = (05— 0.7) A (1L — 0.6) =1 A 0.6 = 0.6,
S(B,A) = (0.7 = 05) A (0.6 1) =05A1=0.5,
(A~ B)=0.6A05=0.5.

® S(A, B) vyslo stejné, S(B, A) ne: Godel u presahu vraci rovnou cilovy
stupen.

® Volba struktury je souc¢ast modelovani — vysledky se lisi, vlastnosti
(véty) plati v obou.



Definice 7 (a-fez)

Pro a € L je a-fez L-mnoziny A klasickd mnozina

A= {xeX|AKx)>a).

e 1A = jadro (kde A plati naplno).
® Vnorenost: a < b implikuje bpcap-— fezy tvofi ,,cibuli®.



Priklad rez(

Pro ,vysoky” T z obrazku:
e 09T ~ vysky nad ~ 235 cm (nesporné vysoci),
e 05T ~ vysky nad 215 cm,

e 01T ~ vysky nad ~ 195 cm (aspon trochu vysoci).

Fuzzy mnozina = cela tato ,,cibule” ostrych mnozin najednou.



Definice 8 (L-vnoreny systém)
L-indexovany systém S = { A, C X | a € L} je L-vnoreny, pokud
(1) a < b implikuje Ap C A,,

(2) pro kazdé x € X ma mnozina {a | x € A, } nejvétsi prvek.

® (1) je ta cibule: vy3 polozeny fez je mensi.

® (2) rika, ze kazdé x ma posledni mnozinu, do niz jesté patfi — a ten
nejvétsi index je presné jeho stupen prislusnosti. Odtud mimo jiné
Ay = X.

® Rezy L-mnoziny oboji splituji: nejvétsim prvkem {a | x € ?A} je A(x).



Véta 9 (o reprezentaci fezy)

L-mnozina je svymi fezy jednoznacné urcena:

Alx)=\/{aeL|xeA}.

Naopak kazdy L-vnoreny systém klasickych mnozin je systémem rezii pravé
jedné L-mnozZiny.

® Fuzzy mnoziny = vnorené systémy klasickych mnozin: most mezi
obéma svéty.

® Zasadné vyuzijeme u fuzzy Cisel (FMO08).



Rezy a operace

(ANB)=°AnB v (AUB)D>?AU’B
(AR B)#°A®°B X a<b="AC?A v

® Na fetézci plati u U i rovnost.

® ®-operace se po fezech nepocitaji — proto se u fuzzy cisel bude
pracovat s A.



Definice 10 (binarni L-relace, inverze)

Binarni L-relace mezi X a Y je L-mnozina R € LX*Y; R(x,y) je stupen,
v némz x souvisi s y.

Inverzni relace: R71(y, x) = R(x, y).

® Vse, co umime s L-mnozinami (operace, S, =, fezy), umime i
s relacemi.

® Inverze komutuje s (), U, ®, — a zachovava S i ~.



Definice 11 (skladani L-relaci)
Pro Re LX*Y a Se LY*Z:

(RoS)(x,2) = \/ (R(x,y) ® S(y,2)),

yey

(RaS)(x,2) = N\ (R(x,y) = S(y,2)),

yey

(R>S)(x,2) = \ (S(y,2) = R(x,y)).

yey



Slovni &teni skladani

® o:  existuje prostfednik y, pfes kterého to jde" — supremum + ®.
® . ,pro kazdé y: souvisi-li x s y, souvisi y se z" — infimum + residuum.

® > ,pro kazdé y: souvisi-li y se z, souvisi x s y".

Stejny vzor jako u S(A, B): suprema &tou ,existuje”, infima s residuem
.pro véechna".



Diagnostické cteni

X pacienti, Y symptomy, Z nemoci; R = kdo ma jaké symptomy, S =
které symptomy provazeji kterou nemoc.

® (Ro S)(x,z): existuje symptom, ktery x ma a ktery ukazuje na z.
® (R<S)(x,z): kazdy symptom pacienta x ukazuje na z.

® (R S)(x,z): pacient x ma vsechny symptomy nemoci z.

Pouceni

Volba skladani = volba otazky, kterou dattim klademe.



Numericky pfiklad (tukasiewicz)

Dva pacienti, dva symptomy, jedna nemoc:
1 09 0.8
R=(os 7)) 5=(03):

(RoS)(p1) = max(1® 0.8, 0.9® 0.5) = max(0.8, 0.4) = 0.8,
(RoS)(p2) = max(0.4® 0.8, 1®0.5) =max(0.2, 0.5) = 0.5.



Implikacni Cteni téhoz:

(R<S)(p1) = (1— 0.8) A(0.9— 0.5) =0.8A0.6 =06,
(R<S)(p2) = (04— 0.8) A(1—05)=1A05=0.5.

® o: optimisticka diagnéza (staci jeden symptom); <: pfisna (vechny
musi souhlasit).

® Tento priklad si zapamatujte — v FM09 ho obratime (neznamou bude

S).



Véta 12 (vlastnosti skladani o)

Ro(SoT)=(RoS)oT,
(UR,-)OS:U(R,-OS),
(RoS)'=5"1oR™

® Ve z distributivity ® pres suprema (FMO02).

® Asociativita: obé& strany jsou supremem pres dvojice prostfedniki.



Véta 13 (skladani a podmnozinovost)
S(R1, R2) @ 5(51,52) < S(R10 51, Ro0 ).

Nacrt.
Staci (Ry o 51)(x,2) ® S(R1, R2) ® S(51, 52) < (R20 S2)(x, z). Leva strana
je supremum pres y z vyrazl

Ri(x,y) ® S(R1, R2) ® S1(y,z) ® S(51,52) < Ra(x,y) ® Sa(y, 2),

dvakrat definice S + MP. O

Podobné relace maji podobna slozeni — vrati se v FMO07.



Definice 14 (L-ekvivalence)

Binarni L-relace E na X je L-ekvivalence, pokud pro viechna x,y,z € X:

E(x,x)=1 (reflexivita),
E(x,y) = E(y,x) (symetrie),
E(x,y) ® E(y,z) < E(x,2) (tranzitivita).

Je-li navic E(x,y) =1 jen pro x =y, je E L-rovnost.



® | -ekvivalence modeluji podobnost a nerozlisitelnost; jiné nazvy:
similarity, fuzzy ekvivalence.
® Stuphovana tranzitivita: podobnost po fetézci slabne (vzpomente
barvy z FMO01).
® /nami zastupci:
® ~ na LX — dokonce L-rovnost,
® biresiduum <+ na L — také L-rovnost.



Priklad (tukasiewicz)

X ={x,y,z,u}:

X 'y z u
1 09 08 1
09 1 07 09
0.8 0.7 1 0.8
1 09 08 1

= NX< X|Mm

e Reflexivita a symetrie: vidét z tabulky. v/

® Tranzitivita: nutno ovéfit viechny trojice, napf.
E(y,x) ® E(x,z) =09®0.8=0.7< E(y,z). V/



® E neni L-rovnost: E(x,u) =1, a& x # u — prvky x a u jsou plné
podobné. (Co s tim, uvidime v FMO7: slepime je.)

® Nad Godelovou algebrou by tranzitivita selhala:
min(0.9, 0.8) = 0.8 £ 0.7.

Taz tabulka, jina struktura, jiny verdikt.



Shrnuti

® | -mnoziny: zobrazeni X — L; operace po prvcich; posuny.

S(A,B) a A= B: infimum Cte ,,pro vsechna", residuum ,,pokud—pak".

Rezy: fuzzy mnozina = vnofeny systém klasickych mnozin.

Relace: inverze, skladani o, <, > a jejich slovni éteni.

L-ekvivalence: reflexivni + symetricka + tranzitivni; podobnost.

Pristé: vlastnosti relaci ve stupnich a uzavéry. Ke Cteni: skripta, kapitola 4.



