Kapitola 1

Fuzzy mnozZiny, motivace

Véagni pojmy jako ,vysoky”, ,teply” nebo ,blizko” pouzivime
bézné, ale dvouhodnotova logika si s nimi neporadi: nuti nas u kaz-
dého objektu rozhodnout ano, nebo ne. Fuzzy logika toto omezeni
odstrariuje tim, Ze mezi nepravdu a pravdu vklada dalsi pravdi-
vostni hodnoty.

Odpovida tomu pojem fuzzy mnoZziny. Fuzzy mnoZina popisuje
soubor objektil tak, Ze odpovéd na otdzku, zda objekt do mno-
ziny patfi, neni jen ano nebo ne, ale stupeni pravdivosti vybrany
z pfedem dané 8kaly. Skala obsahuje kromé hodnot o (nepravda) a
1 (pravda) i mezistupné.

Zadat fuzzy mnoZzinu tedy znamend zadat troji: univerzum objekt,
kterych se otdzka pfislusnosti tykd, skdlu pravdivostnich stupiiti a
pravidlo, které objektiim z univerza ptifazuje stupné.

Ze dvouhodnotovy popis vagnich pojmti selhavd, je nejlépe vidét
na ,paradoxu hromady” (sorites paradox).

Piiklad 1.1: Paradox hromady

Paradox hromady (téZ sorites paradox, zkrdcené sorites) je
oznaceni pro skupinu paradoxti, které vychazeji z vagnosti
termina.

Hromada sklddajici se pouze z jednoho zrnka
pisku je mald. Pokud pfidéte jedno zrnko na ma-
lou hromadu, ztistane mald. Kazd4d hromada je
proto mal4.

Eubulidés z Milétu (4. stoleti pf. n. L)

Tézké zacatky. Prijeti fuzzy
logiky nebylo zpocdtku snadné.
Anglické fuzzy Znamena
,rozmazany, chlupaty” a ma
hanlivy nadech — fuzzy thinking
je zmatené mysleni. Kritika
byla ostra: R. E. Kalmén (1972)
prohlésil, Ze ,nic jako fuzzy
pojem neexistuje” a Ze fuzzifikace
je ,druh védecké permisivnosti®;
W. Kahan (1975) oznatil fuzzy
teorii za ,Spatnou, Spatnou
a zhoubnou”, pry , kokain védy”.
Senator W. Proxmire dokonce
zamyslel udélit vyzkumu fuzzy
logiky svou proslulou anticenu
Golden Fleece (,Zlaté rouno”) za
plytvani vefejnymi penézi — Za-
deh s grantovou agenturou NSF
ho pfesvédiili, Ze jde o seriézni
védu. V roce 2017 ziskala fuzzy
logika cenu Golden Goose Award,
udilenou vyzkumu, ktery znél
zpotatku podivné, ale mél velky
spolecensky piinos.



Fuzzy v Japonsku. V japonstiné
slovo fuzzy Zadny hanlivy nddech
nemélo a Japonsko fuzzy logiku
pfijalo rychle. Od konce 8o. let #i-
dila fuzzy regulace metro v Sen-
dai a na trh piisly ,fuzzy” spo-
ttebice: ryzovary, pracky, vysa-
vale, klimatizace. Slovo fadZi (ja-
ponska vyslovnost fuzzy) v roce
1990 ziskalo zlatou cenu v japon-
ské soutdri o ,,slovo roku” (éingo—
rjikégo taisd). Stat vyzkum za-
$titil i instituciondlné: roku 1989
vznikla v Jokohamé vladou pod-
porovana laboratof LIFE (Labora-
tory for International Fuzzy Enginee-
ring Research).

Modus ponens
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Podivejme se na to formdlné. Zdpis S(x) oznaluje tvrzeni
,hromada o x zrnkdch pisku je mald”. Predpokladame, Ze
plati S(1) a S(x)=S(x +1). Slovy: plati ,hromada o jednom
zrnku je mald” a ,pokud je hromada o x zrnkdch pisku mal4,
pak je hromada o x 4 1 zrnkéch také mald”, neboli ,kdyZ pii-
ddm na malou hromadu jedno zrnko pisku, ztistane mala“.
Snadno ukdzeme, Ze za téchto pfedpokladu plati S(n) pro
libovolné ¢islo n € IN: z S(1) a S(1)=5(2) dostaneme S5(2);
z S(2) a S(2)=5(3) dostaneme S(3); ...;z S(n—1) a S(n —
1)=S(n) dostaneme S(n).

Podobné povahy jsou i nésledujici dva priklady.
Priklad 1.2: NerozliSitelnost barev

Necht A =~ B oznaluje, Ze barvy A a B se pfili§ neodlisuji.
Je intuitivné jasné, Ze pokud se A pfili§ nelisi od B a B se
prilis nelisi od C, pak se A piilis nelisiod C, tj. A~ BaB~
C implikuje A ~ C (tranzitivita ~). Nyni vezméte jakékoliv
dvé barvy A a C. Ziejmé milizeme najit posloupnost barev
Bi,...,B,tak, 72e A =~ By,By = By,...,B,_1 = By;,B, = C, t.
fetézec barev zacinajici na A a konc¢ici na C, ve kterém se po
sobé jdouci barvy pfili§ nelisi. Diky tranzitivité mdme A =~ C,
tj. jakékoliv dvé barvy se prili§ nelisi.

Piiklad 1.3: Paradox plesatého muze

Predpokladejme, Ze madme muZe, ktery postupné ztraci vlasy.
KdyZz ma plnou hlavu vlasfi, rozhodné neni plesaty. Ale co
kdyz ztrati jeden vlas? Je plesaty? NejspiSe ne, ztrata jednoho
vlasu neménti jeho stav z ,vlasaty” na ,plesaty”. Ale co kdyz
tento proces pokracuje a muz postupné ztraci vlasy jeden po
druhém? V urcitém okamZziku bychom museli uznat, Ze muz
je plesaty, i kdyZ neexistuje konkrétni pocet vlasti, pfi kterém
bychom tuto hranici pfekro¢ili.

Popsané situace jsou paradoxy v tomto smyslu: jsou nepravdivé
(v néjakém zjevném/intuitivnim smyslu), ale dostaneme se k nim
logicky korektnimi kroky.

Spole¢nou vlastnosti sorites paradoxti je to, Ze jsou formulovany
v pfirozeném jazyce a obsahuji vyrazy, které jsou oznacovany jako
vagni (,malé”, ,ne piili§ odlisné”). Pti analyze paradoxt by ter-
miny pouzité k jejich formulaci mély mit pfesny vyznam. A s vag-
nimi pojmy je problém, protoZe nemaji pfesny vyznam.



1.1 RozfeSeni paradoxi

Pfistup zaloZeny na pravdé ve stupnich umoZriuje sorites paradox
rozfe$it. Byt malou hromadou je vlastnost vyskytujici se ve stup-
nich, a tedy S(x) mtZze nabyvat vice pravdivostnich hodnot nez jen
0 nebo 1; vezméme za mnozinu pravdivostnich hodnot redlny inter-
val [0,1]. UvaZme axiomy S(1) a S(x)=-S(x +1). Hromada s jednim
zrnkem pisku je mald, tj. S(1) mé pravdivostni stupent 1. Na dru-
hou stranu S(x)=-S(x + 1) by mélo mit vysoky pravdivostni stuperi
ostfe mensi nez 1, tieba 0.999.

Ptimé zobecnéni pravidla modus ponens fika: z vyroku ¢ s pravdi-
vosti alesponi a4 a vyroku ¢=-1 s pravdivosti alesponi b odvod’ v
s pravdivosti alesponi a ® b, schematicky
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kde ® je operace odpovidajici konjunkci. Zvolme

a®b=max(0,a+b—1).

Oznatime-li || ¢|| pravdivost vyroku ¢, ddva opakovand aplikace zo-
becnéného pravidla (s ||S(x)=S(x+1)| = 0.999 v kazdém kroku):

1S2)] > [IS(1)]| ®0.999 = 1 ® 0.999 = 0.999,
1S(3)]| > 0.999 © 0.999 = 0.998,
1S(4)| > 0.998 ® 0.999 = 0.997,

15(201)]| > 0.801 ® 0.999 = 0.800.

Barvy. Pristup zaloZeny na stupnich pravdivosti také pomtize vy-
fesit paradox, Ze ,zadné dvé barvy se piilis nelisi”. Méli bychom
zamitnout pfedpoklad, Ze vztah ,nelisi se prilis” je dvouhodnotovy
(tj. dvé barvy se bud’to velmi lisi, nebo se p¥ili$ nelisi). Méli bychom
spiSe chdpat vztah =~ tak, Ze p¥ipousti pravdivost ve stupnich, coz
je docela pfirozeny pfedpoklad.

Napftiklad vezméte barvy A, B a C s vlnovymi délkami x, y a z a
pfedpoklddejte navic, Ze x < y < za |[x —y| < |y —z|. Pak je A
blizsi k B nez B k C, a tudiz pravdivostni hodnota A ~ B je vétsi
nez pravdivostni hodnota B ~ C. Kdyz vyjdeme z intuitivné pfi-
jatelného predpokladu, Ze vzorec ,pokud A ~ B a B = C, pak
A ~ C” (tranzitivita ~) by mél byt pravdivy, a opét vezmeme [0,1]
jako mnoZzinu pravdivostnich hodnot a soucin jako operaci odpovi-
dajici konjunkci, pak stupiiovany pfistup k ~ prevadi tento pfed-
poklad na podminku

|A~B[-[[B~C|| <|A=C]|

Hodnota 0.999 vlastné neni dobte
zvolend. Zjevné tak dostaneme
5(1001) = 0, tedy zhrubea tisic zr-
nek pisku tvoif malou hromadu
ve stupni 0. Jedno zrnko pisku
se jisté vejde do kubického mili-
metru a takovd hromada mé tedy
méné nez kubicky centimetr. Pro
ilustraci hodnotu ponechame. Pro
realisti¢téjsi situaci bychom mohli
zvolit jinou hodnotu.



(IIX]| oznatuje pravdivostni hodnotu X). TakZe pokud napiiklad
pravdivostni hodnoty , A a B se piilis nelisi” a ,,B a C se pfilis ne-
lisi” jsou 0,8 a 0,5, pak omezeni na A a C pomoci pravidla , pokud
A~ BaB~C,pak A =~ C”je, Ze stupeni pravdivosti ,A a C se
piili§ nelisi” je alesponi |A ~ B||- ||B~ C|| =0,8-0,5=0,4, coz je
intuitivné uspokojivé.

1.2 Struktury stupinia pravdivosti

Zatim jsme za stupné pravdivosti brali interval [0,1]. Ted’ se ze-
ptame obracené: jaké vlastnosti musi mnoZina stupiiti pravdivosti
mit, aby v ni 8lo rozumné pocitat? Jednotlivé pozadavky vyvodime
z piirozenych logickych predpokladti.

Ptistup zaloZeny na stupnich pravdivosti pfimo vede k predpo-
kladu, Ze mnozina L stupniti pravdivosti je ¢dste¢né uspofddand
(¢astecné uspofadani oznacujeme <) s 0 a 1 jako nejmensim a nej-
vétsim prvkem. Pro kazdé dva stupné pravdivosti a a b existuje
stupen pravdivosti vétsi nebo rovny a i b. Navic miizeme pozado-
vat, aby existoval nejmensi stupeni pravdivosti vétsi nebo rovny a i
b. Timto zptisobem dospivame k poZadavku na existenci suprem (a
dudlné infim) dvouprvkovych podmnozZin v L.

Necht {¢; | i € I} je mnoZina tvrzeni. Zobecnéni z klasického pii-
padu dvouhodnotové logiky vede k pfedpokladu, Ze stuperi pravdi-
vosti ,existuje i € I takové, Ze ¢;” je supremem stupiili pravdivosti
Pis 4.
| ,existuje i € I takové, ze ¢;“|| = \/ | il
i€l

(ll¢|l je stupen pravdivosti ¢). Pokud tedy chceme hodnotit ta-
kova existen¢ni (a dudlné, univerzalni) tvrzeni, méla by existovat
suprema (a infima) libovolnych podmnozin L. Timto zpfisobem do-
spivdme k pfedpokladu, Ze L by mél byt Gplny svaz.

Nyni se dostdvame k otdzce operaci na L, které modeluji logické
spojky. Obecny princip, kterého se drzime, fikd, Ze by mély rozsi-
fit klasické operace tak, Ze pokud je omezime na ,klasické stupné
pravdivosti” 0 a 1, shoduji se s klasickymi operacemi.

Dale, stejné jako v klasickém pfipadé, chceme, aby logika byla prav-
divostné funkciondlni, tj. stupen pravdivosti slozené formule za-
visi pouze na stupnich pravdivosti jejich ¢asti. Zaéneme konjunkci.
Operaci, ktera ji odpovida, oznaéme ®. ProtoZze ® by mélo rozsi-
fit operaci odpovidajici klasické konjunkci, vyZadujeme 1 ®1 = 1
al®0=0®1=0®0 = 0.Dale je pfirozené vyZadovat, aby ope-
race ® byla neklesajici. Timto zptisobem jsme dospéli k tomu, Ze
(L, ®,1) je komutativni monoid.



Implikace. V klasické logice vystupuji konjunkce a implikace ve
formulaci inferenéniho pravidla zvaného modus ponens. Modus po-
nens tvrdi, Ze pokud je ¢ platné a ¢ = ¢ je platné (kde = znadi
Limplikuje”), pak ¢ je platné. Upravme formulaci pomoci stupné
platnosti: feknéme, Ze ¢ je platné ve stupni 1, pokud je ¢ platné, a
ve stupni o, pokud platné neni. Ekvivalentni formulace modu ponens
pak zni: pokud je ¢ platné alespon ve stupni a a ¢ = ¢ je platné
alesponi ve stupni b (a,b € {0,1}), pak ¢ je platné alesponi ve stupni
a ®7 b. Toto pravidlo je platné v tom smyslu, Ze pokud ¢ a ¢ jsou
formule takové, ze a < ||¢|| a b < |9 = ¢||, pak a @, b < |||

TakZe p¥i pouziti modus ponens nemtiZe nastat situace, Ze ,,odvodime
vice, neZ je ve skute¢nosti pravda”. Proto je tloha ®; v modus po-
nens ur¢it dolni odhad platnosti odvozené formule ¢ z dolnich od-
hadt platnosti ¢ a ¢ = 1. Vidime také, Ze ®, dava nejvyssi mozny
dolni odhad za podminky, Ze pravidlo je platné. Tento pohled na
modus ponens je vhodny pro zobecnéni na ptipad pravdivosti ve
stupnich.

Znalost, ze a < ||¢|| ab < [[¢ = || (a,b € L), nds vede k pouziti
® k (1) ziskdni dolniho odhadu platnosti ¢. Navic chceme (2) zis-
kat nejvyssi mozny dolni odhad, za podminky, Ze pravidlo je stéle
platné. Ozna¢me — bindrni operaci na L, kterd odpovidd =-.

Podminka (1) v tomto pohledu ¥ikd, Ze pokud a < [|¢||ab < ||¢ =
||, potom plati a @ b < ||¢||. Diky pravdivostni funkcionalité to
znamena: pokud a < |¢|| ab < |l¢|| — [|¢|, potom plati a ®
b < ||¢||. Dosadime-li a = ||¢| a oznacime-li c = |||, dostavame
specidlni pfipad této implikace, tedy

b<a—c implikuje a®b <c.

Podminka (2): Chceme, aby odvozeni pomoci modus ponens bylo
co nejsilngjsi. Z a = ||¢|| a [[¢ = | dostdvdme dolni odhad
a® ||¢ = 9| hodnoty ¢ = ||¢||, §. a® |l¢ = ¥| < c. Pravidlo
podminky, Ze pravidlo je stdle platné, tj. dava dolni odhad ||¢]]).
Jelikoz a je dané, hodnota a ® ||¢ = || zavisi na ||¢ = ¢||. Protoze
operace ® je neklesajici, vétsi ||¢ = || vede k vétsi (nebo alespori

stejné) hodnoté a ® [|¢ = ||

Protoze ||¢ = ¢|| = |l¢|| — ||[¢| = a — ¢, pozadavek, aby modus
nejvétsi hodnotou, kterd vede k dolnimu odhadu c. Chceme tedy;,
aby kdykoliv plati a ® b < ¢ (tj. kdykoliv je b moZnym kandidatem
pro |l¢|l = |l¢]| = a — ¢ b je povaZzovan za mozného kandidata,
protoze vede k dolnimu odhadu), platilo b < a — ¢ (tj. hodnota
a — c je alespon tak dobra jako b, protoze vede k alesponi stejné
dobrému dolnimu odhadu c). Neboli

a®b<c implikuje b<a—c.
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Kombinaci podminek, které jsme odvodili z (1) a (2), dostdvame

a®b<c pravekdyz b<a—c.

Tuto podminku budeme nazyvat podminkou adjunkce. Algebraické
struktury, které spliiuji vyse vyvozené podminky, se nazyvaji iplné
residuované svazy a my je v tomto kurzu budeme pouZivat jako
struktury pravdivostnich hodnot.

Residuované svazy byly zavedeny v [WARD39] a jako struktura pro
fuzzy logiku identifikovany v [GOGUEN69].

Cviceni

1. V rozboru sorites paradoxu nahrad’te hodnotu 0.999 hodno-
tou 0.9999. Od kolika zrnek klesne pravdivostni stupeii S(n)
pod 0.5? A od kolika bude nulovy?

2. Formalizujte paradox pleSatého muze stejné, jako jsme for-
malizovali paradox hromady: zvolte predikat, axiomy a jejich
pravdivostni stupné a spoctéte, jak se stupné propaguji.

3. Mé&me ¢ty#i barvy A, B, C, D a stupné podobnosti |A ~
B|| = ||B = C|| = ||C = DJ|| = 0.9. Jaky dolni odhad stupné
||A ~ D|| déva tranzitivita s operacia ® b = max(0,a+b—1)?
Asoperacia®b=a-b?

4. Odvozeni podminky adjunkce nezédvisi na konkrétni volbé .
Vezméte a @ b = min(a,b) a z predpisu ,a — c je nejvetsi b
takové, Ze a ® b < ¢ odvod'te explicitni vzorec pro residuum
(dostanete Godelovu implikaci z Pfikladu 2.1).

5. Kde pfesné by se v odvozeni podminky adjunkce pokazila
korektnost pravidla modus ponens, kdyby operace ® nebyla
neklesajici?



