Kapitola 2

Residuované svazy

V pfedchozi kapitole jsme odvodili vlastnosti, které poZzadujeme
po struktufe pravdivostnich hodnot. Nyni je shrneme do formalni
definice.

2.1 Definice a pfiklady

Definice 2.1

(ijlny) residuovany svaz je struktura L = (L,A,V,®,—,0,1)
spliujici

e (L,A,V,0,1) je (aplny) svaz,

e (L,®,1) je komutativni monoid, tj. ® je bindrni operace,
kterd je komutativni, asociativnia a ® 1 = a pro vSechna
acl;

* ® a — splnuji podminku adjunkce, tj.

a®b < cpravé kdyz a < b — c pro v8echna a,b,c € L.

Nejdiilezitéjsi ¢asti definice je podminka adjunkce. Ta spojuje ope-
race ® a —; vSechny vlastnosti residua budeme odvozovat z ni.
Je to podminka, kterou jsme v pfedchozi kapitole vyvodili z poza-

vev s

davku, aby pravidlo modus ponens bylo korektni a co nejsilnéjsi.

My budeme uvaZovat pouze tplné residuované svazy (kdykoli je
zde psdno ,residuovany svaz”, mysli se tim ,dplny residuovany
svaz”).

Nazvoslovi pochdzi z algebry:
dvojici zobrazeni x — a®x a
y — a — y, svdzanou podminkou
adjunkce, nazyvame adjungovany
(residuovany) pér; jde o mono-
téonni obdobu Galoisovy konexe.

V tomto textu L oznaluje li-
bovolny residuovany svaz (tedy
uplny), zkracovano RS.



Residuované svazy z piifkladu 2.1
jsou specidlni pifpad residuova-
nych svazi indukovanych tzv. t-
normami (popiSeme si je v kapi-
tole 3).

U Lukasiewicze, a — b (v piipadé
b<a):

a—b=min(l—a+b1)
=1-a+b
=1-—(a—b)

Prvky nosné mnoziny L se nazyvaji pravdivostni stupné. Operace
® (multiplikace) a — (residuum) hraji roli pravdivostnich funkeci
,fuzzy konjunkce” a ,fuzzy implikace”.

0 a 1 oznacuji nejmensi a nejvétsi prvek.

Nasledujici tfi struktury na jednotkovém intervalu jsou pro fuzzy

logiku nejdtilezitéjsi a budeme je pouzivat v celém textu.

Pfiklad 2.1

vvvvvv

T¥i nejdileZitéjsi dvojice adjunktnich operaci na jednotkovém
intervalu

e }ukasiewicz

a®b=max(a+b—1,0),
a—b=min(l1—a+b,1),

e Godel

a®b=min(a,b),

<
4 h— 1 F)okuda_b,
b jinak,

* Goguen (soucinova)

a®b=ua-b,
<
a—>b:{}] '}?okudaib,
5 jinak.

Piiklad 2.2

Mgjme L = {0 = ag,ay,...,a, = 1} s linedrnim uspotadanim
ag < ap < --- < ay. Pak a; A aj = Amin(ij) A 4 Vaj= Amax(i,j)-
Nésledujici operace urcuji (tiplny) residuovany svaz na L:
(1) ax®ay = Amax(k+£—n,0)s
A = A = Amin(n—k+4,n)-
Pokud {ag,...,a,} C[0,1] aa; = %, pak jsou tyto ope-
race restrikcemi Lukasiewiczovych operaci na mnozinu
{ao,...,an}, 4. {ap,...,a,} je poduniverzum standardni
Lukasiewiczovy algebry.

(2) ax ® ag = Amin(k r),

b g — a, pokudk <Y,
£ £ a; jinak.



(Godelova struktura); pokud {a,...,a,} € [0,1] aag =
0,4, = 1, pak jsou vSechny operace restrikce Godelo-
vych operaci na mnozinu {ay, ..., a5 }.

Pro L = {0,1} obé struktury (1) a (2) z pfikladu 2.2 ndm daji tu-
téz strukturu — dvouprvkovou booleovskou algebru, tj. strukturu
pravdivostnich hodnot klasické logiky. Na mnoziné {0,1} neexis-
tuje jiny residuovany svaz.

2.2 Zdakladni vlastnosti residuovanych
svazi

V dtikazech nésledujicich vét mame k dispozici jen definici; vétsi-
nou vysta¢ime s podminkou adjunkce. U kazdé véty si lze rozmys-
let, jaké pravidlo klasické logiky zobectiuje.

Véta 2.3

Pro vSechna a,b € L:

a®(a—b)<b
b<a— (a®b)
a<(a—b)—b

Dtikaz

Toto vychazi pfimo z adjunkce:

Pripomenime: x®y <z pravékdyzx <y — z.

Polozme: x =a — b, y = a, z = b: dostaneme
(a—>b)®a<b pravekdyz a—b<a—b.

PoloZme: x = b, y =4, z = a ® b: dostaneme
boa<a®b pravekdyz b<a— (a®b).

PoloZzme: x =a, y =a — b, z = b: dostaneme

a®(a—b)<b pravekdyz a<(a—Db)—b.

Nerovnost 4 ® (a — ¢) < ¢ (prvni
nerovnost z véty, jen s b pfejmeno-
vanym na c) je vlastné to, co jsme
pozadovali, kdyZ jsme vyvozovali
podminku adjunkce.

loll ® (H(p:>l,l|7||\)H]e dolni odhad
P



Vyznam:

— | o 1
o |1 1
a 1
b 1
c 1
1 1
Vyznam:
— | o 1
o |1 1
a 1
b 1
c 1
1 |o 1
Vyznam:

® | o 1
oo 0]
a|o a
b |o b
clo o
1]|o 1

Véta 2.4

Pro vSechna a,b € L:
a<b pravekdyz a—b=1

a—a=1 a—1=1 0—a=1

Dukaz

Opét piimo z adjunkce: (pfip.: x @ y < z pravé kdyz x <y —

2)

PoloZzme: x =1, y = a, z = b: dostaneme

1®a<b pravekdyz 1<a—b.

Rovnosti na druhém fadku jsou toho pfimym diisledkem.
Podle prvni ¢asti véty je implikace plné pravdivd, tj. a — b = 1,
pravé kdyZz zavér je alesponi tak pravdivy jako pfedpoklad. Uspo-
fadani svazu je tedy urceno residuem. Rovnosti na druhém fadku
jsou specidlnimi p¥ipady; posledni z nich, 0 — a = 1, odpovidd
klasickému principu, Ze z nepravdy plyne cokoli.

Véta 2.5

Pro vSechna a € L:

1—>a=a

Diikaz

Slo by ptimo z adjunkce, ale pouZijme to, co jsme uz dokézali

a®@—b)<b
b<a— (a®b)

Dosad'me a = 1.

Véta 2.6
Pro v8echna a € L plati

a®0=0.



Dtikaz
Nerovnice 2 ® 0 < 0 je ekvivalentni (dle adjunkce) s 0 < a —

0, coz plati.

Véta 2.7

Pro vsechna a,b € L plati

a®b<a
a<b—a

Dikaz

Tyto dvé nerovnice jsou dle adjunkce ekvivalentni. Staéi tedy
dokéazat jednu z nich. Z véty 2.4 madme, Ze a — a = 1. TakZze
b<a—a atedya®b < a dle adjunkce.

Véta 2.8
Pro vSechna a,b € L:

a®@b<aAb

Dikaz

Zvéty 2.7méme, Zea®b < a. Atedyia®b < b. Dokazovand
nerovnost plyne z téchto dvou.

Véta 2.9

Pro vsechna a,b,c € L plati

(@a®@b) wc=a— (b—c)

Dikaz

",
"= .

(a®@b) »c<a— (b—c) (adjunkce)
1@ ((a®@b) —c)<b—c (adjunkce)

b (a® ((a®@b) —c))
@@b)® ((a®b) —c))

<c (asociativita a komutativita)
<c



Posledni nerovnice plati: uz jsme dokazali (x ® (x = y) < y).

—(b—c)<(a®@b) —c (adjunkce)

(a®b)® ( (b—c)) <c (asoc. a kom.)

b@®(a— (b—c))<c (adjunkce)
a®@a—(b—c)<b—

Posledni nerovnice plati: uz jsme dokazali (x ® (x — y) < y).

Véta 2.10: tranzitivita ,fuzzy implikace”

Pro v8echna a,b,c € L:

(a—=-bb—-c)<a—c

Dikaz

Dle adjunkce je dokazovana nerovnost ekvivalentni s nerov-
nostmi

aRQ@—-b)eb—rc) <
a®(a%b)§(b%c)%c

To plati, protoze a ® (a — b) < bataky b < (b — ¢) — c.
Véta zobectiuje klasické fetézeni implikaci: ze stuptita — bab — ¢

dostavame dolni odhad stupné a — c. PouZijeme ji napiiklad pfi
ditkazu tranzitivity podmnoZinovosti ve stupnich v kapitole 4.

Véta 2.11
Z tohoto vyplyvé, Ze pro ® exis- Pro vSechna a,b € L:
tuje nejvyse jedno residuum — . N
.. (a také naopak) * 1 — bjenejvétsi prvek {c | a®@c < b}

* 1® b je nejmensi prvek {c | a < b — ¢}

Diikaz

Vime, Ze a® (a — b) < b,atedya - be {c | a®c <b};a
pokud a ® ¢ < b, pak dle adjunkce ¢ < a — b. Podobné vime,



zea<b— (a®b),atedya®b e {c|a<b—c}; apokud
a <b— c, pakdle adjunkce a ® b < c.

Z véty plyne, Ze operace ® a — se navzdjem jednoznacné urcuji.
Prvek a — b lze chdpat jako ,podil” b déleno a: je to nejvetsi pr-
vek, ktery po vyndsobeni prvkem a nepfesdhne b. U Goguenovy
struktury z pfikladu 2.1 je 2 — b pro a > b p¥imo podil b/a.

Véta 2.12: monotonie ® a —
V kazdém RS plati:

b1 <b implikuje a®b <a® by,

. L Pozor, v poslednim se méni smér
by < b lmphku]e a—b; <a— by, nerovnosti.
am < ap implikuje ay —b<a; —b.

Diikaz
Dle adjunkce 2 ® by < a ® b; je ekvivalentni
l’Jl <a— (11 & bz)

a to plati, protoZze mame predpoklad by < by a vime, ze by, <
a— (a®@by).

Dikaz

Dtikazy zbylych dvou jsou analogické:
Dle adjunkce a — b; < a — b je ekvivalentni

a® (a— b)) <b
a to plati, protoze mame pfedpoklad b; < by a vime, Ze 2 ®
(a = by) < by.
Dle adjunkce 4 — b < a7 — b je ekvivalentni
a1 ® (a2 — b) <b.
A to plati: z pfedpokladu a; < a; dostdvame a1 ® (a; — b) <

1 ® (ay — b) (dle prvni — uz dokdzané — implikace v této
vété) a vime, Zze a; ® (a4, — b) < b.



To vlastné fika, Ze vysledek resi-
dua (funkce implikace) se nesniZi,
kdyZz na oba argumenty apliku-
jeme stejnou operaci.

Pozor, v poslednim se méni po-
fadi na pravé strané.

Véta 2.13

V kaZdém RS plati:
a—b<(ahc)— (bAc) (2.1)
a—b<(aVve)— (bVc) (2.2)
a—=b<(a®c)— (b®c) (2.3)
a—b<(c—a)— (c—=b) (2.4)
a—-b<(b—c)—(a—c) (2.5)
Dukaz

(2.1) Dle adjunkce je to ekvivalentni s

(anc)®(a—b) <bAc.
A to vyplyva z:

(anc)®@(a—b)<(@®(@—b))AN(c®(a—Db)) <bAc.

(2.2) Dle adjunkce je to ekvivalentni s

(ave)®(a—b) <bVe.
A to vyplyva z:

(avVe)® (a—b)

=(a®(a— b))V (c®(a—b)) (*)
<bVec

(*) tuto rovnost jesté neméme dokazanou.
DokaZeme ji v dalsi véte.
(2.3) Dle adjunkce (a asociativity a komutativity ®) je to ekvi-
valentni s
(@a®@@—=0b)®c<b®ec,

coz plati, protoze a ® (a — b) < b a ® je monotonni.
(2.4),(2.5) Oboji se dokéze stejné (ukdZeme pro prvni). Dle ad-
junkce je to ekvivalentni s

(c—=a)®((@a—b)<c—b,

coz vime, Ze plati.



2.3 Zakladni vlastnosti ® a — vzhledem
k infimtm a supreméim

Zacneme vétou, kterd je obdobou distributivnich zédkont.
Véta 2.14

Nasledujici rovnosti plati pro kazdou mnozinu indext I.

a@\/b,‘: \/(ﬂ@bl‘) (2.6)
iel iel

a— \bi= N\ —b) (2.7)
iel iel

\/ai —b= /\(ai — b) (2.8)

i€l iel

Dtikaz

(2.6): Z monotonie ® mame a ® ;e b; > a ® b; pro kazdé

i €1,atedy

a®\/bi > \/(a®bi).

i€l i€l

Oznatme t = \/;c;(a ® b;). Dle vlastnosti suprema a @ b; < t
pro vSechna i € I. Dle adjunkce je to ekvivalentnis b; < a — ¢
pro véechna i € I. A tedy Vb < a — t, a dle adjunkce
a® Vi bi < t.
(2.7): Dle monotonie — v druhém argumentu plati

a%/\big /\(Ll*)bl)

iel icl

Oznaéme t = Ajcr(a — b;). Dle vlastnosti infima t < a — b;
pro vSechna i € I. Dle adjunkce je to ekvivalentnis a ®t < b;
pro vSechna i € I. A tedy a®t < Ajc;b;, a dle adjunkce
t<a— /\iEI bi.

(2.8): Dle antitonie — v prvnim argumentu plati

\/ll,'-)bg /\({11—>b)

iel iel

Oznatme t = A;e(a; — b).

Dle vlastnosti infima t < 4; — b pro vSechna i € I. Dle ad-
junkce (2x) je to ekvivalentni s ; <t — b pro vSechna i € I.
A tedy Vicra; <t — b, adleadjunkce 2x) t < V;cra; = b.

Prvni rovnice (2.6) pro |I| = 2 je
to, co jsme potiebovali v diikazu
predchozi véty.



Véta 2.15

a® \b < \@a®b)

i€l i€l

\/(a%b,-)ga%\/b,’

icl iel

\/(ﬂi—>b)§/\a,’—>b

i€l i€l
Dikaz
Snadné; vyplyva z monotonie ®, monotonie — v druhém ar-
gumentu a antitonie — v prvnim argumentu.

Dalsi vlastnosti RS:

Véta 2.16

a—b=((a—b)—=b)—>b (2.9)
a®(a—b)=>b pravekdyz (Jc)(a®@c="0) (2.10)
a—(a®b)=>b pravekdyz (3c)(a —-c=0b) (2.11)
(b—a) »a=0b pravekdyz (3c)(c »a=0b) (2.12)

(anb)®@(aVvb)<a®b (2.13)
avVb<((a—b)—=b)A((b—a)—a) (2.14)
aANb>a® (a—b) (2.15)
a@b—c)<b— (a®c). (2.16)

Vétu uvddime bez dikazu; ¢ast vztaht je pfedmétem cviceni na
konci kapitoly. Druhy az ¢tvrty fadek fikaji, Ze rovnosti, které obecné
neplati, plati pravé pro prvky, které Ize v pfislusném tvaru vy-
jadfit. Residuovanym svaziim, v nichZ v pfedposledni nerovnosti
aAb>a® (a— b) plati rovnost (nazyvaji se délitelné), se budeme
vénovat v kapitole 3.

Dosud jsme residuum méli dané a zkoumali jsme jeho vlastnosti.
Nasledujici véta fika, kdy k multiplikaci ® na Gplném svazu s ko-
mutativnhim monoidem residuum existuje, a d4va vzorec, jak je spo-
Citat.



Véta 2.17

Necht L = (L, A, V, ®,0,1) je struktura spliujici

e (L,A,V,0,1) je tplny svaz, tj. ¢aste¢né uspofddand mno-
Zina, ve které existujf libovolnd infima a suprema (Cas-
te¢né uspofadani L se znadi <);

* (L,®,1) je komutativni monoid, tj. ® je bindrni operace,
ktera je komutativni, asociativni a a ® 1 = a pro vSechna
ael.

Pak nésledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) Existuje — splnujici adjunkci (s ®).

(2) Pro libovolna a, b md mnozina {c | a ® ¢ < b} nejvétsi
prvek.

(3) a® Vierbi = Vier(a®b;) plati v L.

(4) Definujeme-lia — b = \/{c | a®c < b}, pak - a ®
spliiuji adjunkci.

Dtikaz

Trividlné (4) implikuje (1). Dle véty 2.11 (1) implikuje (2). Dle
véty 2.14 (1) implikuje (3). Sta¢i ndm ukazat, Ze (2) implikuje
(4) a Ze (3) implikuje (4).

»(2) implikuje (4)”: UvaZujme (2) a definujme — tak jako ve
(4). Pak a — b je nejvétsi prvek {c | a ® ¢ < b}. TakZe pokud
a®c < b, pakc <a— b.Pokud ¢ <a — b, pak z monotonie
® a uvedené vlastnosti a — b,

a®@c<a®(a—b)<bh.

TakZe ® a — definované v (4) spliiuji adjunkci.
,(3) implikuje (4)”: UvaZujme (3) a definujme — tak jako ve
(4). Pokud a @ ¢ < b, pak zjevné c <a — b. Pokuda <c — b,
pak
a@c<a®(a—Db)

=a@\/{d | a®d<b}

=\/{a®d | a®d <b}

<b.

TakZe ® a — definované v (4) spliiuji adjunkci.



Podminka (3) je kritérium existence residua a podminka (4) udava,
jak residuum spocitat. Timto zptisobem budeme v kapitole 3 kon-
struovat residuované svazy z t-norem.

2.4 Odvozené operace

Z multiplikace a residua nyni odvodime dalsi operace: biresiduum,
které bude hrat roli pravdivostni funkce ,fuzzy ekvivalence”, déle
negaci a n-té mocniny. Biresiduum a negace jsou pfitom definovany
stejnymi pfedpisy, jakymi se ekvivalence a negace zavadéji z impli-
kace a konjunkce v klasické logice.

Definice 2.2
Biresiduum v L je bindrni operace <+ na L definovana
a<>b=(a—b)A(b—a).
Negace v L je undrni operace — definovana
—a=a—0.

Z Mz

Pro nezéporné celé ¢&islo n je n-td mocnina prvku a € L defi-
novana
=1 a a""'=0"®a

P¥iklad 2.18

Biresidua odpovidajici Lukasiewiczové, Godelové a soucinové
struktufe na [0, 1]:

a<>b=1—|a—Db (Lukasiewicz)
aob=4" Proa=b " (Godel)
min(a,b) jinak
_ min(a,b) ..
a<b= max(a,b) (soucdin)

(v poslednim dodefinujeme 0/0 = 1).



Piiklad 2.19

Negace odpovidajici Lukasiewiczoveé, Godelové a soucinové
struktufe na [0, 1]:

a=1-—a (Lukasiewicz)
1 =
- = proa =0 (Godel a soucin)
0 proa>0
Piiklad 2.20

Mocniny odpovidajici Lukasiewiczové, Godelové a souinové
struktufe na [0, 1]:

a" =max(0,1 —n(1—a)) (Lukasiewicz)
a" =a (Godel)
a" = obvykld mocnina (soucin)

Véta 2.21: Vlastnosti biresidua I

0<+1=1<0=0, 0-0=1<1=1
a<a=1 a<1l=a a+0=-a
a-b=b+a

a<»b=1 pravekdyz a=0»b

Dukaz

Pfimo vyplyva z definice biresidua a vlastnosti residua.

Véta 2.22: Vlastnosti biresidua II
Pro vsechna a,b,c € L plati

(acb)@(brc)<a<c



Dikaz
Pottebujeme ukazat, ze

(aeb)(bsc)<a—c,
(@a<b)@b<+c)<c—a.

Diky symetrii sta¢i dokdzat jednu z nich, vezmeme prvni.
Dle adjunkce je to ekvivalentnis a ® (a <> b) @ (b <> ¢c) <c,a
to vyplyva z
1@+ b)@(Mb+c)<a®(a—b)®(b—rc)
<b®(b—c)
<ec.

Nerovnost lze &ist takto: je-li 2 podobné b ve stupni a <+ b a b po-
dobné c ve stupni b <+ ¢, pak je a podobné c alespori ve stupni
(a < b) ® (b +> ¢). Pouzijeme ji pfi dukazu tranzitivity fuzzy ekvi-
valenci v kapitole 4.

Véta 2.23: Vlastnosti biresidua III

Pro v8echna ay,a3,by, by € L plati

(a1 <> b1) A (a2 <> bp) < (a1 Aaz) <> (b1 A ba),

(a1 <> b1) A (a2 <> ba) < (a1 Vag) <> (b1 V by),

(a1 4 b1) @ (a2 ¢ b2) < (11 @ a2) > (b1 ® b2),

(a1 > b1) ® (a2 > bp) < (a1 — ap) < (b — by).
Dikaz

Protoze x <» y = (x — y) A\ (y — x), stadi u kazdé nerovnosti
dokézat variantu s residuem — na pravé strané; opacny smér
je symetricky a obé varianty pak d4 vlastnost infima (x <y a
x < z implikuje x < y A z).

Prvni nerovnost: dle adjunkce sta¢i ukdzat

((11 /\112) X ((al — bl) A (112 — bz)) < by Aby,

aproi=1,2jelevd strana < a; ® (a; — b;) < b;.
Druhd nerovnost: dle adjunkce sta¢i (a1 Vay) ® c < by V by
pro ¢ = (a1 <> by) A (a2 > by). Dle distributivity (Véta 2.14)
je
(mqVap)®@c=(a1®c)V (13®¢)

< (a1 ® (a1 = b1)) V(a2®@ (a2 = bp)) < by V by



Tteti nerovnost: protoze a; <+ b; < a; — b;, staci
(11 = b)) R (1 = ) < (may) = (b @by),

tj. dle adjunkce a1 ® a, ® (a7 — by) ® (az — by) < by ® by, coz
plyne dvojim uZitim x ® (x — y) <y a monotonie ®.

Ctvrta nerovnost: stadi ukédzat (by — a1) ® (4 — by) < (4 —
ay) — (by — by) (symetrickd varianta se dokdze zaménou
rolf). Dle adjunkce (uZité dvakrat) to znamena

b ® (b1 — 611) ® (011 — uz) (9 (612 — bz) < by,
coz je tetéz: by @ (b — a1) < ay,déle a1 ® (a7 — a) < ap a

koneéné a; ® (az — bz) < by.

Véta 2.24: Vlastnosti biresidua IV

Nai < b) < (Nai) < (/\ bi) (2.17)
iel iel iel
/\(Cll' — bl) < (\/ ai) — (\/ b,) (2.18)
iel iel iel
a<>b=(aVvb)— (aND). (2.19)

Dukaz

Prvni nerovnost: diky symetrii stadi ukdzat A;(a; <> b;) <
(Aiai) = (A;bi), . dle adjunkce

(/\ “i) ® /\(ﬂi < b)) < Abj}
j

1 1

a pro kazdé j € I je leva strana < a; ® (a; — bj) < b;.
Druhé nerovnost: podobné staci (V;a;) ® A;(a; <> b;) < V;b;.
Dle distributivity (Véta 2.14) je levd strana rovna

V(e Aw o ) < Vi (i 80) < Vi
Ji 1

i i

(2.19): Dokédzeme a <» b < (aVb) — (a Ab). Dle adjunkce je
tato nerovnost ekvivalentni s

(aVb)®(a<b) <aAb. (2.20)
Nerovnost (2.20) plati, pravé kdyZ plati nerovnosti

(avb)@(a<«<b)<a a (aVb)®(a<+>b) <D



Vzhledem k symetrii sta¢i dokazat jednu z nich.

IN

(avb)®(a+b)<(avb)®(a—Db)

(b@(a—b)V(a®(a—D))

Opacné nerovnost plyne z monotonie residua: za < aVb a
aAb < b dostavame (aVb) — (a Ab) < a — b, symetricky
(avb) — (anb) <b—a,atedy (aVbh) — (aAb) <a<>b.

Véta 2.25: Vlastnosti negace
ProVa,a; € L,i € I:

-0=1 -1=0

a®-a=0 a < b implikuje =b < —a
agﬂ—\a —\(\/ai):/\—\ai
i€l i€l
-0 = —q ‘!(/\ al) Z \/“ﬂl
iel iel
Ditikaz
Toto jsou pfimé disledky definice negace (—a = a — 0)

a predchozich vysledki.

Zakon dvojité negace =—a = a v residuovanych svazech obecné ne-
plati; plati jen nerovnost a < ——a. Napiiklad v Godelové struktufe
jepro0 < a <1 --a =1 # a. Residuovanymi svazy, které zdkon

dvojité negace splituji, se budeme zabyvat v nasledujici kapitole.

Cviéeni

1. Ovéite rozborem p¥ipadii, Zze Godelova dvojice operaci z Pfi-

kladu 2.1 splituje podminku adjunkce.

2. Véta 2.16 byla uvedena bez diikazu. DokaZte jeji prvni tfi

vztahy. (Nédvod: u prvniho pouzijte dvakrata < (a — b) — b
a antitonii — v prvnim argumentu.)

3. Dokazte vztah (2.16), . a® (b - ¢) < b — (a®c).



4. Spottéte v Lukasiewiczové algebie na [0,1] hodnoty 0.7 «
0.4, =0.3 a =—0.3; ovéfte na nich vztahy a < —-—aaa < b =
1 —|a — b|. V Godelove algebfe najdéte asa < ~—aiasa =

—d.

5. Ctyiprvkova Booleova algebra 2 x 2 (s operacemi po sloz-
kach) je residuovany svaz. NapisSte tabulky operaci ® a —
a ovéfte, Ze svaz neni linedrné uspotfddany.

6. DokaZzte indukci vzorec pro n-tou mocninu v Lukasiewiczové
algebfe: 4" = max(0, 1 —n(1 —a)).



