Kapitola 3

T-normy a vyznamné
tfidy residuovanych
svazu

V této kapitole zavedeme nékteré dalsi podminky pro residuované
svazy. Kazda z nich md zvlastni vyznam z logického hlediska. Na-
ptiklad rovnost

a=(@a—0)—=0 (§a=-—a)

vyjadfuje, Ze struktura L pravdivostnich hodnot spliuje zndmy za-
kon dvojité negace.

Petr Hijek (1940—2016)

Narodil se v Praze, vystudoval matematiku na Matematicko-
fyzikdlni fakulté UK a své védecké ptisobeni zahdjil v seminéfi
Petra Vopénky — své prvni prace vénoval teorii mnoZzin (s Vopén-
kou rozvijel teorii polomnoZin). Vétsinu Zivota stravil v Akade-
mii véd: nejprve v Matematickém tstavu, poté v Ustavu infor-
matiky, ktery v letech 1992—2000 vedl jako feditel.

Jeho dilo ma tfi hlavni oblasti. S Tomasem Havrankem vytvo-
fil metodu GUHA - mechanizované hledani hypotéz v datech,
ranou podobu toho, ¢emu se dnes fikd dolovani znalosti z dat.
S Pavlem Pudldkem napsal standardni monografii o metamate-
matice aritmetiky prvniho faddu (1993). A od devadesétych let
se vénoval fuzzy logice: v knize Metamathematics of Fuzzy Logic
[HajEKQ8] ji vybudoval jako matematickou logiku. Zavedl v ni
logiku BL, jejiz algebraickou sémantikou jsou BL-algebry z této
kapitoly, a ukazal, Ze Lukasiewiczova, Godelova i soucinova lo-

oo

gika jsou jejimi schematickymi rozsifenimi.

Petr Héjek



Hiéjek byl také vyborny varhanik a po desetileti hraval pfi boho-
sluzbach. V roce 2006 obdrzel statni medaili Za zasluhy. Zemfel
v Praze na konci roku 2016.

3.1 Dodate¢né podminky

Definice 3.1

Necht' L je residuovany svaz.
Rekneme, Ze L spliiuje axiom prelinearity, pokud plati

(a—=b)v(b—a) =1 (3.1)
Residuovany svaz L se nazyva délitelny, pokud plati
aANb=a® (a—Db). (3.2)

Residuovany svaz L spliuje zdkon dvojité negace, pokud
plati:
a=(a—0)—0. (3-3)

Residuovany svaz L splituje idempotentnost, pokud plati:

aQa=a. (3-4)

Podminky lze ¢&ist takto. Prelinearita je oslabenou formou linea-
rity: nepozaduje, aby kazdé dva prvky byly srovnatelné, ale jen
aby supremum obou implikaci mezi nimi bylo rovno 1. Délitelnost
fika, Ze infimum lze vzdy vyjadfit pomoci multiplikace a residua —
snerovnosti a Ab > a® (a — b), kterd plati obecné, jsme se setkali
uz v minulé kapitole. Idempotentnost pak vyjadfuje, Ze opakovani

LMs N2

téhoz predpokladu nepfinasi zddnou novou informaci.

Pokud je L linedrni, zjevné spliiuje axiom prelinearity, protoZe vzdy
plati, Ze x -y =1neboy — x = 1.



3.2 Vyznamné tfidy residuovanych svazt

Definice 3.2

Integralni komutativni Girard@v monoid je residuovany svaz,
ktery spliuje zdkon dvojité negace.
Heytingova algebra je residuovany svaz spliiujici

a®@b=aANb.
BL-algebra je residuovany svaz, ktery je délitelny a spliiuje
axiom prelinearity.

MV-algebra je residuovany svaz splitujici

avb= (11 — b ) — b. Nazev BL-algebra pochdzi ze

IT-algebra (soucinovéa algebra) je BL-algebra splriujici:
(c—=0)—0< (a®c) = (b®c)) = (a—b),

an(a—0) = 0.

G-algebra (Godelova algebra) je BL-algebra, ktera spliiuje

zkratky Basic Logic, coz je
systém fuzzy logiky zavedeny
Petrem Hajkem v go.letech jako
zobecnéni  nékolika  znadmych
mnohoznaénych logik, vcetné
Lukasiewiczovy, Godelovy a
sou¢inové logiky. Algebraické
struktury ~ zvané  BL-algebry
slouzi jako sémanticky zaklad

tohoto systému — podobné jako

a®a=a. Booleovy algebry reprezentuji
klasickou logiku.
Booleova algebra je residuovany svaz, ktery je zérovenn Hey- Formalni = zavedeni ~BL-logiky

a souvisejici algebraické struk-

tlngovou a MV—algebrou. tury lze nalézt v knize [HajEK9QS].

Pro orientaci v téchto tfidach poslouzi tfi struktury z pfikladu 2.1. [HasEK98]

Ve cviceni na konci kapitoly si ovéfite, Ze Lukasiewiczova struktura P. Héjek:

je MV-algebra, Godelova struktura je G-algebra a souc¢inova struk- Metamathematics of Fuzzy Logic.

tura je Il-algebra. Booleovy algebry pak, jak uz vime, odpovidaji Elgu;g)er Academic Publishers, Dordrecht
klasické logice. '

Zkratka MV pochdzi z anglického
many-valued (mnohohodnotovy).
MV-algebry zavedl C. C. Chang
koncem 5o0. let jako ndstroj pro
algebraicky  dititkaz  tdplnosti
Lukasiewiczovy logiky.

3.3 Diusledky dodate¢nych podminek

U kazdé ze ¢tyf podminek ted” odvodime ekvivalentni pfeformulo-
vani a nékolik dasledki. V diikazech vysta¢ime s adjunkci a s vlast-
nostmi z kapitoly 2.



Véta 3.1: Prelinearita

Nésledujici podminky jsou ekvivalentni v kazdém residuova-
ném svazu:

prelinearita (3.1)
a— (Vb)) =(a—b1)V(a—b), (3:5)
(ag Nap) > b= (ay = b)V (ay = b). (3.6)

Dikaz

Necht' plati prelinearita. Pak diky ni a bindrni distributivité
® pfes V mame

a— (b1 Vby) = ((by — b2) V(ba = b1)) ® (a— (b1 Vb))
=((lh = b)®(a— (Vb))
V((by = b1) @ (a— (b1 Vb))
< (a—)bz)\/(a—>b1),

kde posledni krok plyne z rovnosti (by V bp) — by = (b —
by) A (b — by) = by — by (a symetricky pro by) spolu s tran-
zitivitou fuzzy implikace z kapitoly 2. Tedy (3.5) plati.
Podobné

= ((a1 = a2) V(a2 = a1)) ® ((a1 Aaz) — b)
= ((11 = a2) ® (a1 Naz) — b))

V ((a2 = a1) ® ((a; Aag) — b))
<(ay = b)V (a2 = D),

(611 A 612)

kde v poslednim kroku vyuzivime, Ze a1 ® (a3 — ap) < a; A
ay, takze dle adjunkce (a7 — a2) ® ((a1 ANap) = b) < a3 — b
(a symetricky pro druhy ¢len). Tedy i (3.6) plati.

Z (3.5) odvodime prelinearitu dosazenima = b; Vby (ab; = g,
bz = b)

1=(aVvb)— (avb)=((aVvb) —a)V ((aVvb)—b)
=(b—a)V(a—b),
nebot (aVb) wa=(@—=a)AN(b—a)=b—a.
Z (3.6) odvodime prelinearitu dosazenim b = a1 Aap (aa; = 4,
EZQZb):
1=(aAb) = (anb)=(a— (anb))V(b— (aAD))
=(a—=b)V(b—a),

nebot a — (aAb) = (a - a)AN(a—b)=a—b.



Poznamka

V dikazu jsme u (3.5) a (3.6) ovéfovali jen nerovnosti ,<”
— opacné nerovnosti plati v kazdém residuovaném svazu:
Vila = b)) < a — VibiaVi(a; — b) < Aja; — b jsou
specidlni pfipady Véty 2.15. Jde tedy o rovnosti.

Podle Véty 3.1 je tedy prelinearita ekvivalentni s tim, Ze implikaci
lze ,rozdélovat” pfes supremum ve druhém a pfes infimum v prv-
nim argumentu. V linedrné usporddanych svazech je prelinearita
splnéna, proto v nich tyto rovnosti plati.

Véta 3.2: Délitelnost

V kazdém residuovaném svazu jsou ndsledujici podminky
ekvivalentni:

délitelnost (. aAb=a® (a — b));
a < b implikuje existenci ¢ takového, Zea =b®c;, (3.7)

a— (bAc)=(a—=b)®((aNb) —c). (3.8)
Ditkaz Podminka (3.7) vysvétluje nazev
delitelnost: mensi prvek a l1ze vzdy
Nejprve ukdZeme, Ze (3.7) implikuje délitelnost. Necht' ¢ je ta- ,vydélit” vétsim prvkem b, t. na-
kové, Zze a AN b = a ® c (takové ¢ existuje diky (3.7)). Z adjunkce psat jej ve tvaru soudinu b ® c.

plyne, vec<a— (a A b) <a-—bte dy V dtikazu se za c bere residuum.

aANb=a®c<a®(a—Db).

Opacna nerovnost plati vZdy, takZe mdme rovnost. Tim je ové-
fena délitelnost.
Dale pfedpokladejme délitelnost a ovéfme (3.8):
a— (bAe)=(a—=b)AN(a—=c)=(@—b)A((anb) =)
=@—=b)®((anb) —c),
coZ je praveé (3.8).
Nakonec predpokladejme (3.8) a ovéfme (3.7). Necht' a < b.
Pak podle (3.8):
b ((anb) =a)=(a—b)®((aNb) —a)

=1® ((aAb) = a)

= (aAb) = gq,
a tedy:

b ((anb) —a)=a,

coz je tvar a = b®c, kde c = ((a Ab) — a). Tim je ovéfena
(37)-



Véta 3.3: Dusledky axiomu prelinearity

Pokud residuovany svaz spliiuje prelinearitu, pak zarover
plati nasledujici podminky:

(x@x)A(yey) <xey< (x®x)V(yoy), (3.9)
x®@ Y1 Ay2) = (x@y) A (x@y2), (3.10)
xA (1 vyz) (xAy1) V (x Ay2), (3.11)

=((x=y) =y Ay —=x) = x). (312

Dtikaz
(3.9) Ovétime nésledujici:

(a®a (b®b)
Ra)AbRDb))R((a—1D
a®(a—b)V (b (b —a)
(
a

((a ) (b%ﬂ))
( )
=@®b)®((a—b)V(b—a))

= ( (
<(a®

X \

® <a

V

ba®(a—b))V(@axbe (b—a))
a)V (b®@D).

(3.10) Dle Véty 2.15 je tfeba ovéfit nerovnost ,>". Plati:

(@@ b)) A (a® by)

((a@b1) @ ((b1 = b2) V (b2 = b1)))V
V((@a®by) @ ((by = b2) V (b2 — b1)))

< (@b @by = b))V (a@by® (by — b))

S (@@ (b1 Ab))A(a® (b Ab))

=a® (by Aby).

(3.11) Protoze
ﬂ/\(bl\/bz) > (aAbl)\/(aAbz)
plati vzdy, staéi dokdzat opaénou nerovnost. Mdme:

an(byVby) <((anb)V(aAby))

(

((an(by Vb)) = (anb)) —
((an (b1 Vb)) — (anby))

> (

= (

(b1 V bz) — bl) V ((bl V bz) — bz)
by = b))V (b1 —b) =1

Tim je podle Véty 2.4 opaénd nerovnost ovéfena.



(3.12) Na zakladé (2.14) zbyva ovéfit jen ¢ast ,,>*. Mdme:

((a—=b) =>b)A((b—a)—a)
=(((a—=b)—=b)AN((b—a)—a)((a—=Db)V(b—a))
(a—=b)@((a—b)=b)V((b—a)@((b—a)—a))

<
<bVa=aVb,

¢mzZ je nerovnost ovéfena.

Vsimnéme si, Ze prelinearita neimplikuje rovnost

a®/\bi:/\(a®bi).

iel i€l

Podle Lemmatu 3.6 (dokdZeme jej niZe v této kapitole) a Véty 2.15
by takova rovnost totiz implikovala spojitost operace ®. AvSak re-
siduovany svaz na [0, 1] indukovany t-normou nilpotentni minimum
spliiuje podminku prelinearity, ale ® neni spojitd (je pouze zleva
spojitd).

Véta 3.4: Dusledky délitelnosti

Necht' residuovany svaz spliiuje podminku délitelnosti. Pak
plati nésledujici vlastnosti:

a@b< (a®a)V(b®b), (3-13)
a® (b1 Aby) = (@®b)A(a®b), (3.14)
an\/bj=\/(anb), (3.15)

iel iel

a®a=a implikuyje (Vb)(aAb=a®Db). (3.16)

Dikaz

(3.13) Podle rovnosti (3.7), ktera je ekvivalentni s délitelnosti,
existuji ¢y, ¢ takova, Ze

a=(@aVb)®c, b= (aVb)®cy.
Pak ztejmé a Vb = (¢ V c) ® (a V b). Mame tedy

a@b=((aVb)®c)® ((aVb)®c)
= ®c®(@Vvb)®(aVvb)
<((@®c1)V(e2®c))@(aVh)@(aVb)
=(a®a)V(b®D).



(3.14) Nerovnost ,<” plati v kazdém residuovaném svazu
diky monotonii ®, takZe je tfeba ovéfit pouze nerovnost

a® (b1 Aby) = (a®@by) A (a®by).
Méme:
(a@b))AN(a®by)=(a®b)®((a®@b) = (a®by))
:a®b1®(b1—>(a—>bz))
=a® (b1 A (a— b))
:u®((a—>b2)/\b1) Sﬂ@((a%bz)/\bg)
=a®by® (b = b)) =a® (by Aby).

(3.15) Je tfeba ovéfit jen smér ,<“ (opatny plati v kazdém
svazu). Mame:

o= (o) () =)

=\/ (b ® (b; = a)) < \/(aNb;).

i€l i€l
(3.16) Plati:
aANb=a® (a—=b)=a®a®(a—b) <a®b.
Protoze opacna nerovnost vZdy plati, dostdvame rovnost a A
b=a®b.
Véta 3.5: Dusledky dvojité negace

Pokud residuovany svaz spliiuje zdkon dvojité negace, pak
splituje i nasledujici podminky:

a—b=-(a®-Db), (3.17)
- </\ ui> = \/ —a;, (3.18)

iel iel

a—b=-b— a, (3-19)

prelinearita je ekvivalentni s

a® (b1 Aby) = (a®@by) A (a®by). (320



Dikaz

(3.17) OkamZzité podle Véty 2.9 plati
a—b=a—((b—0)—0) = (@®(b—0)—0.

(3.18) Podle Véty 2.14 mame
(V@@ —0)—=0= A(@—=0—0) = Aa.

icel icl i€l

Odtud plyne

\/(Lll' — 0) = (/\Lli) — 0,

iel i€l
coz dokazuje tvrzeni.
(3.19) Podle (2.5) staci ovéfit nerovnost ,>“. Ta plyne pfimo
z (2.5) a ze zdkona dvojité negace:

-b—-a < ——a——-=b =a—b

(3.20) Na zakladé Véty 3.3 je tfeba dokazat pouze implikaci
,<=". Pouzijeme-li

a® (b Aby) = (a®by)A(a®by),

spolu s (3.17) a (3.18), dostdvame

a— (b Vhy) = (a® ((byVh)—0)) =0
=@®((bh = 0)A (b —0))) =0
=((a® (b1 = 0))A(a® (b —0))) =0
=((a® (b —0)) =0) vV ((a® (b = 0)) = 0)
=(a—b)V(a—by),

coZ je prave (3.5), tedy podminka ekvivalentni s prelinearitou.

Podle rovnosti (3.17) lze za platnosti zdkona dvojité negace impli-
kaci vyjadfit pomoci multiplikace a negace, podobné jako v klasické
logice, kde a — b je jiny zapis pro —(a A =b). Rovnost (3.19) je ob-
dobou obmény (kontrapozice) implikace.

3.4 Residuované svazy na [0, 1]

Ptame se ted’, které operace na [0, 1] mohou byt multiplikaci resi-
duovaného svazu. Odpovéd’ da Véta 3.8: jsou to pravé zleva spojité
t-normy. Napted ale potfebujeme dvé pomocna lemmata o vztahu
mezi spojitosti redlnych funkci a zachovédvanim infim a suprem.



Necht' f(x,y) : [0,1] x [0,1] — [0,1]. Rekneme, Ze f je neklesajici
(resp. nerostouci) v proménné x, jestlize pro libovolné aj,a;,b €
[0,1] z nerovnosti a1 < ap plyne

flar,b) < f(az, ) (resp. f(a1,b) > f(az, b)).
Analogicky se definuje funkce neklesajici (resp. nerostouci) v pro-
ménné y.

Lemma 3.6

Necht' f(x,y) : [0,1] x [0,1] — [0,1] je bindrni operace na
[0,1]. Pokud je f neklesajici v proménné x, pak je f spojitd
zleva (resp. zprava) v x pravé tehdy, kdyZ pro kazdou mno-
zinu {a; | j € J} € [0,1] a libovolné b € [0,1] plati (3.21) (resp.
(3-22)):

f (\/a]-, b) =\ f(a;,b), (3.21)

j€] j€]

f (/\ aj, b) = /\f(aj,b). (3.22)

j€] j€]

Funkce f je tedy spojitd v x pravé tehdy, kdyZz plati obé rov-
nosti (3.21) a (3.22).

Analogickd tvrzeni plati pfi zdiméné proménné x za y; dudlni
tvrzeni plati pro funkce, které jsou v dané proménné neros-

touci.
Dtikaz uvadime pro piipad spoji- Diikaz
tosti zleva u funkce, kterd je ne-
Klesajici. Pfipad spojitosti zprava Necht’ f je neklesajici a zdroveri spojitd zleva v proménné x.
je symetricky, stejné jako pfipad Polozme a = \/j¢; a; a uvaZujme dvé moznosti.

funkce, ktera je nerostouci. , « Y 12 . .
) Prvni moZnost: Pro kazdé n € IN existuje

iy € {aj |j €]} —{a}
tak, Ze a — a;(;) < % Bez tGjmy na obecnosti 1ze pfedpokla-
dat, Ze posloupnost je rostouci, fj. a;,) < aj(,1). Pak plati

limy, 0 aj(,y) = a a zaroveri a;(,) < a.
Snadno nahlédneme, Ze

! (\/ K b) = f ((Jim 4y, b) = Jim f(a;(,),0)
j€J
=V flaju,b) =\ f(a;b),

nelN j€]

kde druhd rovnost plyne ze spojitosti zleva v x, tfeti z toho, Ze
posloupnost f(aj(,), b) je neklesajici, a posledni z monotonie



spolu s tim, Ze posloupnost 4,y konverguje k supremu a
P p p j(n) gy p
vSech aj.

Dukaz: pokra¢ovani

Druha mozZnost: Existuje n € IN takové, Ze pro kazdé a; €

{aj | j € J} —{a} plati a — a; > 3. Pak nutnd a = a, pro

néjaky index ¢ € ], a tudiz !

fVab) =flanb) <\ flagb).

j€] j€]

Opac¢na nerovnost, tj.

fAVa | =V flab),

j€l jel
plati diky tomu, Ze f je neklesajici v x.

Obraceny smér: Pfedpokladejme, Ze rovnost (3.21) plati.
Chceme ukdzat, Ze f je spojitd zleva v x.
Staci ovétit, Ze pro libovolné a € [0,1] a posloupnost {a, },eN
spliiujici
an <@, ap < apiy, lima, =a
plati:
lim f (@, b) = £ ( Jim an, b) = f(a,b).

Z rovnosti (3.21) totiZ ihned plyne, Ze

Tim f(an,b) = \/ flanb),

nelN

coz je prave f(a,b).
Lemma 3.7
Necht' f : [0,1]2 — [0,1] je funkce takovd, Ze pro kazdé a €

[0,1] jsou funkce x — f(x,a) ay — f(a,y) spojité. Pak je f
spojité jako funkce dvou proménnych.

Na zédkladé Lemmatu 3.7 je tvr-
zeni, Ze t-norma je spojita (jako
redlné funkce dvou proménnych),
ekvivalentni s tvrzenim, Ze je spo-
jitd v kazdé své proménné zvlast'.



Dikaz

Musime ukdzat, Ze pro kazdé a,b € [0,1] a pro kazdé ¢ > 0
existuje 6 > 0 takové, ze pro véechna x € (a —Jd,a+d)ay €
(b—6,b+0) plati

If(x,y) — f(a,b)] <e

(Poznamka: Pokud napf. a = 1, pak interval (a — d,a + 9)
je tfeba chapat jako (1 — J,1] apod. Analogicky pro ostatni
hrani¢ni piipady.)

Pro libovolné A, B € [0,1] jsou funkce f(A,x) a f(x,B) spo-
jité na kompaktnim intervalu [0, 1], a proto jsou rovnomérné
spojité.

Existujf tedy 61,5, > 0 takové, Ze pro vSechna x1,x2,y1,y2 €
[0,1] spliiujici

lx1 — x| < 4y, ly1 —y2| < &2

plati

[f(x1,B) = f(x2, B)| < /2, |f(A 1) - f(Ay2)| <e/2.

Polozme § = min(d1,d,) a vezméme libovolné x € (a — 6,a +
d)aye (b—05,b+9).

Pak méame:

f(xy) = fab)| = |f(x,y) — fla,y) + f(a,y) — f(a,b)]
<|f(xy) = flay)|+I|f(ay) — f(ab)]
<e/2+¢e/2=c¢,

¢mz je dikaz dokoncen.

Nyni zavedeme pojem t-normy. Definice shrnuje vlastnosti, které
md multiplikace kazdého residuovaného svazu na [0, 1]: komutati-
vitu, asociativitu a neutrdlni prvek 1 pozaduje pfimo definice resi-

duovaného svazu, monotonii jsme dokazali v minulé kapitole.

Definice 3.3: t-norma
T-norma je bindrni operace

®:[0,1] x [0,1] — [0,1],



ktera splriuje nasledujici vlastnosti:

a@b)®c=a® (b®c) (asociativita)
a®b=>b®a (komumﬁVita) Nézev t-norma je zkrdcenim vy-
razu triangular norm. T-normy
b1 <bp, = a®b <a®b, (monoténnost) byly ptivodné zavedeny v rdmci
pravdépodobnostnich metrickych
a®l=a (neutrdlni prvek 1) prostorti jako zobecnéni trojthel-

nikové nerovnosti znadmé z klasic-
kych metrickych prostorti.

Priklady t-norem jsou uvedeny v piikladu 2.1. Jejich grafy jsou
zobrazeny v postrannim obrdzku v ndsledujicim pofadi (shora):
Fukasiewiczova t-norma, Godelova t-norma a soudinova t-norma.

Definice 3.4: spojitost t-normy
0.5

T-norma ® se nazyva zleva spojitd, jestlize pro kazdou ros- se===0ll,
. o0 $ 14 . RS/
touci posloupnost {a,}°° ; C [0,1] a kazdé b € [0,1] plati 0 —

Jim (@, ®b) = (lim a) ©b.

Analogicky, t-norma ® je zprava spojitd, jestlize pro kazdou
klesajici posloupnost {a,}5 ; € [0,1] a kazdé b € [0, 1] plati

lim (a, ® b) = (}}gr;oan) ®Db.

n—o00

Véta 3.8

Je-li ® t-norma spojita zleva, pak definice
a—b=\/{ce01]|a®c<b} (3.23)

uréuje residuum a struktura ([0,1], min, max, ®, —,0,1) je

aplny residuovany svaz.

Naopak, je-li struktura ([0,1], min, max, ®, —,0,1) residuo-
vany svaz, pak ® je nutné t-norma spojitd zleva.

Dikaz

Tvrzeni je pfimym disledkem Lemmatu 3.6 a Véty 2.17.

Véta tak davad vzdjemné jednoznaény vztah mezi zleva spojitymi
t-normami a residuovanymi svazy na [0, 1]: zleva spojitost t-normy
je ekvivalentni s existenci residua. Vzorec (3.23) navic umoziuje
residuum p¥imo spocitat.



Priklad 3.9: spojitost zleva neni totéZ jako spojitost

Tento piiklad ukazuje, Ze zleva spojitost t-normy neimplikuje
jeji spojitost jako funkce dvou proménnych.

UvaZujme t-normu zvanou nilpotentni minimum, oznacova-
nou symbolem ®y, kterd je definovana nasledovné:

@0 b = min(a,b), ].e—l% a+b>1,
0, jellia+b<1.

Tato bindrni operace spliiuje vSechny axiomy t-normy a navic
je zleva spojitd. Nicméné jako redlnd funkce dvou promeén-
nych neni spojitd v celém [0,1]%. K nespojitosti dochazi na
mnoziné bodt, kde a + b = 1 (s vyjimkou krajnich bodt (0,1)
a (1,0)), protoze zde nastava skokovy pfechod mezi nulovou
a nenulovou hodnotou:

lim a®ob=0, lim a4 ®yb=min(a,b) > 0.
a+b—1~ a+b—1+
Piiklad 3.10: nejmensi t-norma — drasticky soucin

Prikladem extrémni t-normy je tzv. drasticky soucin. Je defi-
novan nasledovné:

a ®d b — {mln(al b)/ ]“e'h max(ﬂ, b) = 1,
0, jinak.

Drasticky sou¢in splituje vSechny axiomy t-normy, ale neni
spojity ani zleva, ani zprava. SlouZi jako dolni mez v ¢astec-
ném uspofddani mnoziny vSech t-norem.

Snadno lze ovéfit, Ze pro kazdou t-normu T plati

x®qy < T(x,y) <min(x,y) pro vsechna x,y € [0,1].

Dle Véty 3.8 jsou residuované svazy na intervalu [0, 1] ve vzdjemné
korespondenci s t-normami spojitymi zleva. V§imnéme si vSak, Ze
protoze [0, 1] tvoii fetézec, residuované svazy na [0, 1] spliuji vlast-
nost prelinearity (viz pozndmku za Definici 3.1).

Lemma 3.11

T-norma ® je spojita pravé tehdy, kdyz struktura
([0,1],A,V,®,—,0,1)

tvoii délitelny residuovany svaz.



Dikaz

Necht' ® je spojitad. Ovéfime podminku (3.7), ktera je ekviva-
lentni s délitelnosti.

Necht' a,b € [0,1] a a < b. Zaved'me funkci f(z) = b ® z defi-
novanou na [0, 1] s hodnotami v [0, b]. Funkce f je neklesajici
a spojitd. Jelikoz a < b, z vlastnosti spojitosti plyne existence
c € [0,1] takového, Ze f(c) =a,tj.a=b®ec.

Naopak, pfedpokladejme platnost rovnosti (3.2). Pro libo-
volné b € [0,1] definujme f(z) = b ® z. Z rovnosti (3.2) plyne,
ze f je surjektivni z [0, 1] na [0, ], a protoZe f je zaroveri ne-
klesajici, je i spojita.

Véta 3.12

Residuovany svaz definovany na [0,1] t-normou ® je BL-
algebra pravé tehdy, kdyZz ® je spojita.

Diikaz

Prelinearita je vzdy splnéna v residuovaném svazu na [0, 1]

(viz pozndmku za Definici 3.1). Tvrzeni tedy plyne pfimo z
Lemmatu 3.11.

3.5 Zakladni spojité t-normy

Godelova, Lukasiewiczova a soucinova t-norma patii mezi z4-
kladni spojité t-normy. Je snadné ovéfit, Ze vSechny tfi jsou spojité
(jejich grafy jsou na strané 47).

Ukézeme, Ze kaZdou spojitou t-normu lze ziskat konstrukci popsa-
nou niZe z Godelovy, Lukasiewiczovy nebo sou¢inové t-normy.

Necht' ® je t-norma. Ozna¢me mnoZinu vsech jejich idempotent-
nich prvkt jako

E®@)={ac[01] |a®a=a}.

(Pokud je jasné, o kterou t-normu jde, piSeme jednoduse E.) Déle
predpokladejme, Ze ® je spojita.



Lemma 3.13

Je-li ® spojitd t-norma, pak mnozina E(®) je uzaviend vzhle-
dem k pfirozené topologii na [0, 1], tj. topologii indukované
standardni metrikou d(a,b) = |a — b|.

Dtikaz

Podle znamé véty je mnozina E uzaviend pravé tehdy, kdyz
kazdy limitn{ bod konvergentni posloupnosti prvkii z E né-
lezi také do E.

Necht' tedy (a,),en C E je konvergentni posloupnost a b =
lim,, 00 a5. Pak:

b= (fiman) @ (Jiman) = fim (on @) = lim an =

tedy b je idempotentni, a tudiz b € E. Tim je dokadzano, Ze E
je uzaviend mnoZina.

Predpoklad spojitosti operace ® nelze v Lemmatu 3.13 vynechat:
napfiklad pro nilpotentni minimum &y, které je sice spojité zleva,
ale nikoli spojité, plati:

E(20) = {0} U (3,1],

coz neni uzaviena mnozina.

Protoze E je uzavtend, jeji doplnék [0,1] — E je otevieny.
Lemma 3.14

Kazdé oteviend mnozina O C [0,1] je sjednocenim spocetné
mnoha navzéjem disjunktnich otevienych intervali.

Diikaz

Kazdy bod a € O je obsaZen v néjakém otevieném intervalu
O,, ktery je maximdlni mezi otevfenymi intervaly O’, pro néz
platia e O'a O’ C O.

Toto je snadné ovérit: zaved'me

Oa = { (b1, by) | a € (b, by) CO}.

Protoze O je otevfend a neprdzdnd, mnozina O, neni prazdna,
a mtiZzeme polozit O, = J O,.

Pak ziejmé plati O = (J,co Os. Navic, pokud O, # Oy, pak
0, N Oy = D, j. jednotlivé intervaly O, se nepfekryvaji.



Nakonec si vSimnéme, Ze pocet takovych intervalt O, je na-
nejvys spocetny: z kazdého intervalu O, lze vybrat jedno ra-

2 N2

ciondlni &islo (napk. stied) a mnoZina raciondlnich &isel v [0, 1]
je spocetna.

Odtud plyne, Ze mnozinu [0, 1] — E lze vyjad¥it jako sjednoceni sys-
tému otevienych intervald, ktery oznacime Z,(E).

Ozna¢me Z(E) odpovidajici systém uzavienych intervald, tj.

Z(E) = {[a,b] | (a,b) € To(E)}.

Pro kazdy interval I € Z(E) oznatme omezeni t-normy ® na I
symbolem ®|;.

Véta 3.15: Mostert—Shieldsova reprezentace

Pro kazdou spojitou t-normu & plati:

(i) Pro kazdy interval I € Z(E) je omezeni ®|; izomorfni
bud’ s Lukasiewiczovou t-normou, nebo se soucinovou
t-normou;

(i) Neexistuje-li zadny interval I € Z(E) takovy, Ze a,b € I,
pak plati a ® b = min(a, b).

Podle véty je tedy kazdé spojita t-norma slozena z ,bloki” podél
diagondly, z nichZ kazdy je (aZ na izomorfismus) Lukasiewiczova
nebo soucinova t-norma, a mimo tyto bloky je t-norma rovna mi-
nimu.

Nez pfistoupime k dlikazu, zavedeme nékteré pojmy.
T-norma se nazyvéd archimédovskd, pokud jsou 0 a 1 jeji jediné

idempotentni prvky, tj.

a®a<a prokazdé0<a <1.

Archimédovskd t-norma se nazyva strikini, pokud je 0 jejim jedi-
nym nilpotentnim prvkem, tj. pokud plati a @ a® --- ®a > 0 pro
vSechna a > 0.

Naopak, archimédovska t-norma je nilpotentni, pokud nen striktni.



Diikaz: idea

Restrikce ®|; na libovolny interval I € Z(E) je izomorfni
s archimédovskou t-normou. Kazda archimédovskd t-norma
je z definice bud’ striktni, nebo nilpotentni; striktni jsou izo-
morfni se sou¢inovou t-normou a nilpotentni s Lukasiewiczo-
vou t-normou. Kone¢né, lezi-li mezi a a b néjaky idempotent
e (4. neexistuje interval I € Z(E) obsahujici a i b), pak z déli-
telnosti plyne a ® b = min(a, b).

Uplny dtikaz véetné viech technickych lemmat je uveden
v dodatku 14.

Cviceni

1. Ovéfte, Ze nilpotentni minimum ®q spliiuje vSechny axiomy
t-normy, a odvod’te explicitni vzorec pro jeho residuum ze
vztahu (3.23).

2. UkaZte na vhodné posloupnosti, Ze drasticky soucin ®q neni
spojity zleva.

3. Sestavte tabulku: pro Lukasiewiczovu, Godelovu a soucino-
vou strukturu na [0,1] rozhodnéte, zda spliiuji prelinearitu,
délitelnost, zakon dvojité negace a idempotentnost. Které z nich
jsou tedy MV-, G- a I1-algebry?

4. DokaZzte, Ze mnoZina idempotenttit E(®) kazdé t-normy ob-
sahuje 0 a 1, a urcete E(®) pro v8echny tfi zédkladni spojité
t-normy i pro nilpotentni minimum.

5. Definujte na [0, 1] operaci ® tak, aby se na [0, 1] chovala jako
preskalovand Lukasiewiczova t-norma, na [%, 1] jako preska-
lovana soucinovd t-norma a jinde jako minimum (tzv. ordi-
ndlni soudet). Ovéite, Ze jde o spojitou t-normu, urcete E(®)
a popiste rozklad z Mostertovy-Shieldsovy véty.

6. Kde v dtikazu Lemmatu 3.11 (spojitost <> délitelnost) se vyu-
Ziva véta o mezihodnoté?



