Kapitola 4

Fuzzy mnoziny a fuzzy
relace

Ustiednim pojmem tohoto kurzu je fuzzy mnoZina. Fuzzy mnoZiny
slouzi k modelovani souborti objektti, u nichz je nejlepsi odpovédi
na otazku, zda objekt do souboru patfi, pravdivostni stupeni vy-
brany z vhodné uspofddané skaly. Fuzzy mnoZina A je tedy urcena
tfemi tidaji: universem X objektti, kterych se otdzka tyka, skdlou L
pravdivostnich stupnid a pravidlem, které objekttim ptifazuje prav-
divostni stupné.

Za 8kdalu pravdivostnich stupiitt budeme brat residuovany svaz z pred-

chozich kapitol.
Definice 4.1
Necht' L je residuovany svaz a X je neprazdnd mnozina. L- Stupen prislusnosti x do A se
mnozina v X je zobrazeni A : X — L. v literatufe ptivodné znaéil £ (x),
pozdéji p4(x); dnes se piSe prosté
A(x).
Fuzzy mnoZina je tedy zobrazeni z universa do skaly pravdivost-
nich stupiiti. Terminologie a znacenti, které ted’ zavedeme, jsou ovSem
mnozinové: hodnotu A(x) ¢teme jako odpovéd’ na otdzku, do jaké
miry prvek x do A patii.
) [ZAaDEH65]
Terminologie. Misto oznafeni L-mnoZzina se také asto pouziva L. A. Zadeh:
pojem fuzzy mnoZina nebo L-fuzzy mnozina. Hodnota A(x) pak Fuzzy sets.
pfedstavuje stupen ptislusnosti prvku x do mnoziny A. Pojem fuzzy Information and Control 8(3), 338-353
.. i s i (1965).
mnoziny zavedl L. A. Zadeh [ZADEH65]; obecnéjsi L-mnoZiny s hod-
notami v Gplném svazu uvazoval J. A. Goguen [GOGUEN67]. [GocuEney]
J. A. Goguen:
L-fuzzy sets.
Mnozinu v8ech L-mnozin v X budeme oznatovat LX. L-mnoZina Journal of Mathematical Analysis and

A bude téZ znatena zédpisem {A(x)/x | x € X}. Pokud navic pro Applications 18(1), 145-174 (1967).



v8echny prvky y odlisné od x1,xy,...,x, plati A(y) = 0, piSeme
zkracené

A={A(x1)/x1, A(x2)/x2,..., A(xn)/ X0}

L-mnoZina A se nazyvd singleton, pokud existuje pravé jedno x €
X, pro které A(x) > 0. Dale fikdme, Ze L-mnoZina A je dvouhodno-
tova (téz bivalentni), pokud pro vechna x € X plati A(x) € {0,1}.
Nakonec, vyska L-mnoziny A je definovana vztahem

hgt(A) = \/ A(x).

xeX

Obvykle nerozliujeme podmnoziny X a {0, 1}-hodnotové L-mnoziny
v X.

Lotfi A. Zadeh (1921-2017)

Narodil se v Baku v rodiné dzerbajdzanského novinare a ruské
détské lékarky; kdyz mu bylo deset, pfestéhovala se rodina do
Teheranu. Po studiu elektrotechniky na Teherdnské univerzité
odesel roku 1944 do Spojenych statti — magistersky titul ziskal na
MIT, doktorat na Kolumbijské univerzité a od roku 1959 ptisobil
na Kalifornské univerzité v Berkeley, kde katedru elektrotech-
niky pozdéji i vedl a stél u jejiho rozsifeni o informatiku (dnesni
EECS).

Lotfi A. Zadeh Difve neZ se zalal vénovat fuzzy logice, byl Zadeh znamym
odbornikem v teorii systémfi: je spoluautorem z-transformace,
zékladniho ndstroje &islicového zpracovani signdlti, a jednim
z pritkopniki stavového popisu systémii. Clanek Fuzzy sets [Za-
DEH65] napsal az ve svych ¢tyTfiactyTiceti letech. Pfes pocate¢ni
posméch (vzpomerime okrajové pozndmky v kapitole 1) se stal
jednim z nejcitovanéjSich védeckych text vsech dob — dnes ma
pfes sto tisic citaci. Zadeh na néj navazal lingvistickymi promén-
nymi a pfibliZnym usuzovdnim (1973-1975, viz kapitola 12) a
teorii moznosti (1978).

Z mnoha poct jmenujme alespori IEEE Medal of Honor (1995)
a Franklinovu medaili (2009). Védecky pracoval do vysokého
véku; zemfel v Berkeley v roce 2017, v Sestadevadesati letech.

Pfiklad 4.1

Necht' X = {kruZnice, ¢tverec, hexagon} a L je standardni Go-
delova algebra na [0,1]. Uvazuyjme mnozinu A : X — [0,1]
danou pfedpisem

A(kruznice) =1, A(¢tverec) =0, A(hexagon) = 0.5.

Intuitivné jde o mnozinu kruZnicovitych tvard.



Piiklad 4.2

X —mnozina v8ech redlnych &isel, L je Lukasiewiczova algebra
na [0, 1]. Definujme L-mnozinu A € LX takto

x—4 pro4 <x <5,
A(x)=¢6—x pro5<x<6,

0 jinak.
Pak A reprezentuje pojem ,zhruba 5"

10

Priklad 4.3

X = [100,250] je rozsah vysky lidi v em, L = [0, 1].
Nasledujici obrazky ukazuji fuzzy mnoziny S, M a T predsta-
vujici vyznamy slov ,maly”, ,stfedni” a , vysoky”.

250

Piiklad 4.4

X = [100,250] je rozsah vysky lidi v em, L = [0, 1].
Nésledujici obrdzky ukazuji fuzzy mnoziny RT, T a VT pted-
stavujici vyznamy slov ,spiSe vysoky”, ,vysoky” a ,velmi

vysoky”.



Nabizeji se dvé prirozené otazky: kde se berou stupné ptislusnosti? a
do jaké miry zdleZi na presném stupni piislusnosti?

Prvni otdzka mé ve skute¢nosti dvé ¢ésti. Zaprvé: jaké jsou stupné
prislusnosti, jaka je jejich povaha a vyznam? To je otdzka svou po-
vahou filozoficka a epistemologickd a v tomto kurzu se na ni nepo-
kousime odpovédét; predpokladdme, Ze intuitivni chdpéani pojmu
¢astetného stupné pravdy je jasné a pfijatelné. Zadruhé: jak stupné
piislusnosti konkrétné urcit? To je v podstaté otdzka odbornych
znalosti (stupné p¥islusnosti ndm sdéli expert), nebo navrhu expe-
rimentu (stupné pfislusnosti se extrahuji z dat) — podivime se na
to pozdéji.

Druhé otdzka — do jaké miry zaleZi na pfesnych hodnotach stuprit
pfislusnosti — je matematicky dobie uchopitelnd a pro tento kurz
fuzzy mnozin, které zavedeme jesté v této kapitole. Uvidime, Ze
fuzzy mnoZziny se v tomto ohledu chovaji pfirozené.

4.1 L-relace

Podobné jako v klasické teorii mnozin, kde relace neni nic jiného
neZ mnozina uspofddanych n-tic, zavedeme fuzzy relace jako fuzzy
mnoziny na kartézském soulinu. Hodnota R(xy,...,x,) pak vyja-
dfuje stuper, v némzZ jsou prvky xi,...,x, v relaci R.

Definice 4.2

Pokud X = X; x --- X X;, pak L-mnoZina na X se nazyva
(n-arni) L-relace mezi X7, Xp,... a Xj,.

Pokud X; = - -- = X;;, mluvime o n-arni L-relaci na mnoziné
Xi.



Piiklad 4.5

Necht X = R a L je libovolny RSs L = [0,1].
Definujeme E : X x X — [0,1] takto:

E(x,y) = max(0,1 — [x —y|).
Pak E je bindrni L-relace na X.

Intuitivné: E reprezentuje relaci , byt blizko sebe”.

4.2 Operace s L-mnoZinami

MnoZinu LX méizeme chapat jako p¥imy soucin |X| kopii mnoZiny
L. Proto mtiZe byt pfirozené vybavena operacemi odvozenymi z L.

Libovolnou n-arni operaci f : L — L rozsifime na n-arni operaci
f: (LX)" — LX predpisem

f(A1, ..., An)(x) = f(A1(x),..., An(x)),
tedy po slozkach (bodove).

Stejnym zptisobem jsou v LX definovéna i libovolna infima a suprema.

Konkrétné operace A, V, ®, —, 0, 1, a také \/ a A, definované na
~ v, w1 X X X X X X
L, rozsifime po slozkach na operace ALY VR @l L7 oLt L7
X X
\/L a /\L na LX.

V dal$im vsak budeme pouzivat obvyklou mnoZinovou notaci: N,
U/®/_>/®/X/mau-

Méme tedy:
(ANB)(x) = A(x) A B(x)
(AUB)(x) = A(x) V B(x)
(A®B)(x) = A(x) ® B(x)
(A — B)(x) = A(x) — B(x)
@(x)=0
X(x)=1
(MA)(x) = A\ Ai(x)
iel iel
Ua =V A
iel iel

ACB A(x) < B(x) pro vSechna x € X



pro v8echna A, B, A; € LXG(ehaxeX.
Véta 4.6
Pro libovolny RS L a mnozinu X # @ je
X = (1%,n,U,®,-,0,X)

RS, kde infima a suprema jsou () a |, a svazové uspofadani
je C.

Navic v8echny rovnosti a nerovnosti platné v L budou po zo-
becnéni platit i v LX.

Tato véta zobeciiuje dobfe znamy fakt, Ze mnozina vSech podmno-
zin dané mnoZiny tvoii tplnou Booleovu algebru — ten dostaneme
volbou dvouprvkové Booleovy algebry 2 za L.

Vse, co jsme v kapitole 2 dokdzali o residuovanych svazech, plati
tedy i pro fuzzy mnoziny — kazdd nerovnost mezi pravdivostnimi
stupni dava odpovidajici vztah mezi fuzzy mnoZzinami. Dale toho
budeme vyuzivat bez zvlastniho upozornéni.

Piiklad 4.7

Necht' L je standardni Lukasiewiczova algebra na [0, 1]:

17 AUB




Prinik a sjednocent I1ze definovat i pro systém mnozin, ktery je sim
fuzzy, tj. kazdd mnoZina do néj patii jen v jistém stupni. Rozmyslete
si, Ze pro bivalentni M dévaji nésledujici pfedpisy obvykly prinik
a sjednoceni.

Definice 4.3

Necht M je L-mnozina v Y a kazdy y € Y je L-mnoZina v X.
Tj. M e LL".
Definujeme L-mnoziny (M a [ M:

(M)(x) = A\ M(A) = A(x),

AeY

(UM)(x) = ) M(A) @ A(x).

AeY

4.3 PodmnozZinovost ve stupnich

Relace C na L¥ je bivalentni — libovolné L-mnoZiny bud'to spliiuji
A C B, nebo ne.

Z pohledu pravdivosti ve stupnich je pfirozené uvazovat podmno-
Zinovost ve stupnich:

Pro klasické mnoZiny:

A CB pravée kdyz Vx € X:x € A implikuje x € B.

P¥imé zobecndéni ndm da:

S(A,B) = N\ (A(x) = B(x))

xeX

Ptiklad 4.8
Pro bukasiewiczovu, Godelovu a soucinovou strukturu na
[0,1] mame:
(Lukasiewicz)

S(A,B) = /\{1 —A(x)+B(x) | x€ X,A(x) > B(x)}
(Godel)

S(A,B) = N\{B(x) | x € X, A(x) > B(x)}

Zjevné (WM a JM jsou zobec-
nénim priniku a sjednoceni sys-
tému mnoZzin.

Na relaci S(A, B) se mtiZeme po-
divat i z jiného tdhlu pohledu.
Uvazujme L-mnozinu A — B,
kterou lze chdpat jako soubor
pravdivostnich hodnot (A —
B)(x). Tyto hodnoty poskytuji
informaci o ,,podmnoZinovosti”
jednotlivych prvki. Tento sou-
bor muZeme interpretovat jako
pravdivostni hodnotu, protoze LX
tvofi relaéni strukturu, jejiz prvky
Ize chédpat préavé jako pravdivostni
hodnoty. Aby vSak nedochézelo
k netimérnému ristu dimenze
struktury pravdivostnich hodnot,
agregujeme tyto hodnoty pfiroze-
nym zpusobem — pomoci infima.



(soucin)

= A\{B(x) ) | xe X, A(x) > B(x)}

Véta 4.9: Vlastnosti podmnoZinovosti ve stupnich

5(A,A) =
S(A,B)® ( C) <S(A,Q)
S(A,B)=1 prave kdyz A CB
S(@,A) = S(A,X) =
S(A,(\Bi) = \S(A,By)
iel iel

S(|JAi,B) = \ S(A;,B)

icl icl

S(A,ANB)=5(A,B) =S(AUB,B)

S(A,B) < S(—B,—A)

pokud L spliiuje zdkon dvoji negace, pak
S(A,B) = S(—B,—A).

Ditikaz
Obecné budeme pouzivat fakt, Ze

ay < by (ay,by € L x € X) implikuje /\ ay < /\ by.
xeX xeX
Dtikaz k S(A,A) =1:
S(A/A) = /\xeX(A — A)(x) = /\xeX 1=1
Dukaz k S(A,B) ® S(B,C) < S(A,C):

S(A,B)®S(B,C) = ( \ A(x) = B(x)) @ ( A\ B(y) = C(y))

xeX yeX

< A\ A (A(x) = B(x)) @ (B(y) = C(y))
xeXyeX

< A\ (A(x) = B(x)) ® (B(x) — C(x))
xeX

< A\ Alx = S(A,C).
xeX

Déle S(A, B) = 1, pravé kdyz A(x) — B(x) =1 pro v8echna
x € X, tj. pravé kdyz A(x) < B(x) pro vSechna x € X, tj.
pravé kdyz A C B.



Rovnosti S(@, A) =1a S(A, X) = 1jsou pak pfimym dusled-
kem predchoziho.

S(A,(Bi) = N\ A(x) = A\ Bi(x)

iel xeX iel
= A\ A(A(x) = Bi(x))
xeXiel
= /\ /\ (A(x) = B;(x)) = /\ S(A, B;)
ielxeX iel

S(A,ANB)=S(A,A)ANS(A,B) =1AS(A,B) =S(A,B)
Méame A — B C =B — —A, takze

S(A,B) = A\ (A= B)(x) < A (=B = ~A)(x) = S(~B, = A).

xeX xeX

Spliiyje-li L zdkon dvoji negace, plati dokonce rovnost a —
b = -b — —a (kapitola 3), tedy A - B = =B — —A a obé
infima se shoduji, tj. S(A, B) = S(—B, —-A).

Stupriovand inkluze se tedy chova jako inkluze klasicka: je refle-
xivni, tranzitivni (ve fuzzy smyslu) a stejnym zptisobem souvisi
s praniky, sjednocenimi a dopliiky. Tteti vlastnost navic iika, Ze
klasickd inkluze je specidlnim piipadem S: S(A, B) = 1, pravé kdyz
A CB.

Ze stejnych ddvod@t miZeme uvazZovat rovnost L-mnoZin ve stup-
nich:

Definice 4.4

Pro A, B € L definujme stupeti rovnosti A a B:

~(A,B) = A (A(x) & B(x)).

xeX

Relaci ~ chédpeme jako binarni L-relaci na mnozing LX. Pro pre-
hlednost budeme pouZivat infixovou notaci, tedy zapisovat (A ~
B). Tento vyraz intuitivné pfedstavuje pravdivostni hodnotu tvr-
zeni:

A a B obsahujf stejné prvky.”



Ostrou rovnost = lze pak definovat pomoci relace ~, nebot” plati

~ (A,B) =1 praveé tehdy, kdyz A = B.

Pfiklad 4.10

V pfipadé Lukasiewiczovy, Godelovy a soutinové struktury
na [0, 1] méme

A~B= /\ 1—|A(x)— B(x)| (Eukasiewicz)
xeX
A~B= A min(A(x),B(x)) (Godel)
xeX,A(x)#B(x)
n . [A(x) B(x) ..
A~ B= x/e\x min (B(x) , A(x)) (soudin)

kde bereme 0/0 =1aa/0 = oo pro a # 0.

Véta 4.11

Necht' A,B,C,D € LX. Pak plati

A~ A= (4.1)
Ax~B=B~rA (4-2)
(AB)@(Bx~C)<A=xC (4-3)
A~ B=1pravée kdyz A =B (4-4)
A~B=S5(AB)AS(B,A) (4-5)
AxQD=S5(A0) (4.6)
Ax=X=85(XA) (4-7)
A~ANB=S(AB)=AUB=~B (4-8)
(A~ B)®S(B,C)®(C~D)<S(A,D) (4-9)
A~B<-B=x-A (4.10)
Pokud L spliiuje zédkon dvoji negace, pak (4.11)

A~ B=-B~-A. (4.12)

Dukaz

A~ A=1vyplyvaz A(x) < A(x) = 1.
A~ B=B=~ Avyplyvda z A(x) <> B(x) = B(x) +> A(x).



(A~ B)® (B=C)

- (/\ (A(x) & B(x))> @ N\ By < C(y>))

xeX

< A\ A(A(x) < B(x)) @ (B(y) < C(y))

xeXyeX
< A\ (A(x) & B(x)) ® (B(x) + C(x))
xeX

< N (AR) & Cx) = A~C

xeX

A~ B =1 pravé kdyz A(x) <> B(x) =1 pro vSechna x € X
praveé kdyz A(x) = B(x) pro vSechna x € X

pravé kdyz A = B.

AxB= ) (A(x) & B(x))
xeX

= A ((A(x) = B(x)) A (B(x) = A(x)))

xeX

- (/\ (A(x) — B(x)> A (/\ (B(x) — A(x)))

xeX
=S(A,B)AS(B,A)

A~ ANB=S(A, ANB)AS(ANB,A)
=S(A,B)A1=S5(A,B)

AUB~B=S(AUB,B)AS(B,AUB)
— S(A,B)A1=S(A,B)

(A= B)®S(B,C)® (C~ D) (

S(A,B) @ S(B,C) @ S(C, D)
S(A,

D)

IN A



Pokud L spliiuje zédkon dvoji negace, pak
A=~ B=-B=x-A.

Toto vyplyva z odpovidajicich (ne)rovnosti pro S( -, - ).
Rovnost A ~ B = S(A,B) A S(B, A) je stuptiovand obdoba faktu,
Ze mnoziny jsou si rovny, pravé kdyz je kazda z nich podmno-

zinou druhé. Tranzitivita relace ~ odpovida tranzitivité biresidua
(Véta 2.22).

4.4 Reprezentace klasickymi mnozinami

S klasickymi mnoZinami umime zachédzet, a tak se vyplati umét
fuzzy mnoziny pfevadét na klasické a zpét, beze ztraty informace.
Ukdzeme dva takové pfevody: prvni je zaloZen na tzv. fezech, druhy
na podmnozindch sou¢inu X x L.

Reprezentace pomoci fez

L-mnoziny v X mohou byt reprezentoviny systémy podmnoZin
mnoziny X.

Definice 4.5

Necht' A je L-mnozina v X, a € L. Pak a-fez L-mnoziny A je
podmnoZzina ?A mnoZiny X definovana

"A={xeX | A(x) > a}.
Slovy: A je mnozina prvkd, jejichZ stupen pfislusnosti do A je vétsi
nebo roven a.

Piiklad g4.12

(1) Necht X = {x1,x2,x3,%4}, L = {0, %, %,1}, a uvaZujme
L-mnoZinu A v X (s libovolnou strukturou L):

A={"x /Xz,% /xs,% /x4}

Pak OA = X,3 A =5 A = {x3, %3, x4}, A = {12}



(2) Uvazujme trojithelnikovou mnoZinu danou takto:

A

Pro a = 0.7 mame A = [5.7,6.3].

Definice 4.6

L-indexovany systém S = {A; € X | a € L} se nazyva L-
vnofeny, pokud

(1) a < bimplikuje A, C A,,

(2) pro kazdé x € X md mnozina {a | x € A;} nejvétsi
prvek.

Dva L-indexované systémy {A, | a € L} a {B, | a € L} jsou
si rovny pravé tehdy, kdyz A, = B; pro vSechna a € L. Ve L-
vnofeném systému {A, C X | a € L} navic musi platit Ag = X.

Lemma 4.13

Pro L-mnozinu A v X je {*A | a € L} L-vnofeny systém.

Dtikaz

Necht a < b. Pokud x € YA, pak b < A(x), atedyia < A(x).
A proto x € “A. Nejvétsi prvek {a | x € “A} je zjevné A(x).

Pro L-mnozinu A v X asystém S = {A; C X | a € L} podmnozin
mnoziny X definujeme systém S, C 2% a L-mnoZinu As € LX
predpisy

Sa={"A|acl}, As(x)="\/ a.

XEA,



Véta 4.14

Necht A € LX a S je L-vnoteny systém. Pak

(1) Sa je L-vnofeny systém,

(2) A=As,,
(3) S = Sa,-
Dikaz

Tvrzeni (1) vime z pfedchoziho lemmatu.

(2): Nerovnost A < Ag, vyplyvd z x € AMA € S, dle de-
finice Ag,. Nerovnost A > Ag, plati, pravé kdyZ V ciqa <
A(x), tj. pravé kdyz pro v8echna x € “A platia < A(x) —ato
plati, protoZe x € A znamend a < A(x).

(3): Musime ovéfit, Ze pro kazdé a € L plati A, = "As. Pokud
x € Ay, pak Ag(x) = Viea, b > a,atedy x € “Ag. Naopak
pokud x € "Ag, pak a < V¢4, b. Dle definice L-vnofeného
systému md mnozina {b € L | x € A} nejvétsi prvek, na-
zvéme ho b*; takze Viea, b =b*, atedy a < b*. A protoze S
je L-vnofeny systém, mame A,+ C A,, a z x € Ap+« dostaneme
x € A,

Body (2) a (3) véty 4.14 Tikaji, Ze A — S4 a S — Ag jsou vzijemné
inverzni zobrazeni mezi LX a mnoZinou vech L-vnofenych sys-
témi podmnoZin mnoZiny X. L-mnoZiny jsou tedy L-vnofenymi
systémy plné reprezentovatelné.

Reprezentace pomoci podmnozZin X x L



Definice 4.7

PodmnoZina A C X x L se nazyva (L-mnozZinové) reprezen-
tativni, pokud
(1) prokazdé x € X, (x,a) € Aab < aimplikuji (x,b) € A.

(2) pro kazdé x € X ma mnozina {a € L | (x,a) € A}
nejvetsi prvek.

Pro L-mnoZinu A € LX a podmnozinu A’ C X x L poloZime
|A| ={(x,a) e XxL|a<A(x)}

(A" ={(x,a) e XxL|a= \/ b}
(xb)eA!

Piiklad 4.15
Tento obrazek znézormuje operétor | - |.

1 A 1

Véta 4.16
Necht A € LX je L-mnozina a A’ C X x L je reprezentativni
mnoZina. Pak

(1) |A] € X x L je reprezentativni mnozina;

(2) [A’] je L-mnoZina;

3) A=[lA]TaA"=[[A"]].

Diikaz

(1) Pokud (x,a) € |[A] ab <a,pakb <a < A(x), a tedy
(x,b) € |A] dle definice. Zjevné je A(x) nejvétsi stuperi
pravdivosti a takovy, ze (x,a) € |A].

(2) Plyne pfimo z definice [A’].

(3) Protoze A(x) je nejvetsi a takové, ze (x, A(x)) € [A],
dostdvame

Ax)=\/ a=[[A]](x).

(xa)elA]



Pokud (x,a) € A’, pak [A'](x) > a, a tedy (x,a) €
L1A"].

Naopak necht’ (x,a) € |[A"]]. Paka < [A"](x), §. a <
V(xpyear b-

Protoze A’ je reprezentativni, {b | (x,b) € A’} ma nej-
vétsi prvek, feknéme b*.

Takze a < b* a (x,b*) € A'.

Protoze A’ je reprezentativni, dostaneme (x,a) € A’.

4.5 Binarni L-relace a jejich skladani

Binarni L-relace, tj. L-mnoziny v X X Y, jsou fuzzy protéjskem kla-
sickych bindrnich relaci. Zavedeme pro né dvé zakladni konstrukce
— inverzni relaci a sklddani. Oboji budeme potfebovat v kapitole

o pfibliZném usuzovéni.
Definice 4.8

Inverzni relace binarni L-relace R € LX*Y je L-relace R™! €
LY*X definovand pro x € X ay € Y predpisem

R™(y,x) = R(x,y).

Lemma 4.17

Pro R, Ry, Ry, R; € LX*Y (i € I) plati:

R = (Rfl)fl

(NR)T =R (UR) T =UR!

i€l i€l i€l icl
(RI®Ry) '=R{"®@Ry! (R > Ry) '=R{' = R;!
S(Ry,Ry) =S(R{L, Ry (Ry=Ry) = (R =Ry

Dikaz

Snadné cviceni — vSe plyne pfimo z definice inverzni relace.



Definice 4.9: skladani L-relaci

Pro L-relace R € LX*Y a § € LY*Z definujeme L-relace Ro S,
R<S, R>S a RUS v X x Z pfedpisy

(Ro8)(x,2) = V (R(x,y) ® S(y,2)),
yeY

(RaS)(x,2) = A (R(x,y) = S(v,2)),
yeY

(R>S)(x,2) = /\ (S(y,2) = R(x,y)),
yey

(ROS)(x,2) = A (R(x,y) ¢ S(y,2))-
yeY

Poznamka

Slozeni o je pfimocaré zobecnéni klasického sklddéni binar-
nich relaci: pro RC X x Y a S CY X Z mdme

(x,z) € RoS praveé kdyz existujey € Y: (x,y) € Ra (y,z) € S

a pro L = 2 dava definice o pfesné toto. Sklddani o je navic
asociativni:
Ro(SoT)=(RoS)oT.

Piiklad 4.18

Necht' X je mnozina pacientfi, Y mnozina symptomu nemoci
a Z mnoZina nemoci. L-relace R € LX*Y zachycuje, kdo ma
jaké symptomy (vysledky lékatské prohlidky), a L-relace S €
LY*? zachycuje, které symptomy souviseji s kterou nemoci
(Iékatska znalost).

Chceme zjistit, ktefi pacienti maji které nemoci — tedy ziskat
L-relaci mezi X a Z. Kazdé ze ¢tyt sloZenf na to odpovida
jinak:

* (RoS)(x,z) je pravdivostni stupeni, ve kterém existuje
symptom y takovy, Ze pacient x ma symptom y a y je
symptom nemoci z.

* (R<S)(x,z) je pravdivostni stuperi, ve kterém je pravda,
Ze pokud pacient x ma symptom y, pak y je symptomem
nemoci z.

* (R>S)(x,z) je pravdivostni stuperi, ve kterém je pravda,
Ze pacient x mé vSechny symptomy nemoci z.



e (ROS)(x,z) je pravdivostni stuperi, ve kterém je pravda,
Ze pacient x ma pravé symptomy nemoci z.

SloZeni o tedy odpovida obratu ,existuje y takové, ze ... ”, slozeni
< a > obratim tvaru ,pro kazdé y plati ... ”. Které skladani zvolit,
z&visi na tom, jaky vztah mezi x a z chceme vyjadrit.

Véta 4.19: skladani a inverzni relace

Pro € {o,<,>, 0} plati

(R¥S) '=5"1«R7L

Poznidmka
Zjevné plati ROIS = (R<S) N (R>S) a dle pfedchozi véty také

R>S = (S71aR~1)~1. Za zékladni skladani L-relaci tedy md-
Zeme povaZzovat jen dvojici o a < (nebo dvojici o a »).

Véta 4.20: skladani a podmnozinovost

S(R1,R2) ® 5(51,52) < S(R10S51,Rp08,),
S(Ra, Ry) ® §(51,52) < S(R1<S1, Ra<Sy),
S(Rl,Rz) ® S(Sz, Sl) < S(R1l>51, RzDSz).

Dtikaz: prvni nerovnost

Tato nerovnost je ekvivalentni

(Ry051)(x,2) ® S(R1,Rz) ® 5(51,52) < (R 0 S2)(x,2).



A méame

(R1081)(x,2) ® S(Ry, Ry) ® S(S1, S2)

=(V Ri(x,y) ®S1(y,2)) ® S(Ry, R2) ® 5(51, S2)
yeY

= \/ (Ri(x,y) ®S1(y,z) ® S(Ry, Ry) ® S(51,52))
yey

<V (Ri(x,y) @ (Ri(x,y) = Ra(x,¥))
yeY

(%9 51(%2) & (51(%2’) — 52(%2)))

<V Ra(x,y) ® Sa(y,2) = (Ry 0 52)(x,2).
yeY

Zbylé dvé nerovnosti se dokazi podobné (cvicen).

Véta 4.21: sklddani a distributivita

UR oS—URoS) Us =U(Res)
UR QS—ﬂRQS) ﬂS ﬂR<JS)
ﬂR DS—mRDS) US ﬂRDS)

Véta 4.22: skladani a distributivita II

(NRi) eSS (RioS) ﬂs gﬂRos
((Ri)<S 2 | J(Ri«S) US QU (R<S;)

i i

(URi)»S 2 | J(R>S) R> ﬂSi D U (R>S;)

i

Dtikazy obou vét o distributivité jsou snadnym cvi¢enim na vlast-
nosti ® a — vzhledem k infiméim a supremtm (Véty 2.14 a 2.15).



4.6 L-ekvivalence

Na zavér kapitoly zavedeme L-ekvivalence, tj. bindrni L-relace, které
modeluji podobnost a nerozliSitelnost. Podrobnéji se jim budeme
vénovat v kapitole 7.

Definice 4.10

Bindrni L-relace E na X se nazyva L-ekvivalence, pokud pro
libovolna x,y,z € X plati

E(x,x) =1 (reflexivita)
E(x,y) = E(y,x) (symetrie)
E(x,y) ®E(y,z) < E(x,z) (tranzitivita)

L-ekvivalence se nazyva L-rovnost, pokud

E(x,y) =1 implikuyje x=1y.

vvvvv

dobnost, fuzzy podobnost a nerozlisitelnost.

Poznidmka

Vlastnosti (reflexivita), (symetrie) a (tranzitivita) z pfedchozi
definice jsou pfimd zobecnéni tychz vlastnosti z bivalentniho
pripadu. Uvazujme totiZ L = 2. Pro reflexivitu a symetrii je to
zjevné. U tranzitivity: jsou-li (x,y) a (y,z) VE, . E(x,y) =1
aE(y,z)=1,pak1=1®1=E(x,y) ® E(y,z) < E(x,z), tedy
E(x,z) =1, 4. (x,z) je v E; relace E je tedy tranzitivni v biva-
lentnim smyslu. Naopak necht je E tranzitivni v bivalentnim
smyslu. Bud’ je E(x,y) = 0 nebo E(y,z) = 0, a pak (tranzi-
tivita) plati trividlng; nebo je E(x,y) = 1 a E(y,z) = 1, tedy
(x,y) a (y,z) jsouv E, z tranzitivity je (x,z) v E, tj. E(x,z) =1,
a (tranzitivita) plati také.

Jednu L-ekvivalenci uZ zndme: relace ~ na mnoZiné LX je refle-
xivni, symetricka i tranzitivni, jak jsme dokazali vySe, a protoze
A =~ B = 1 implikuje A = B, je to L-rovnost. Podobné je biresi-
duum <> L-rovnosti na mnoZziné L.

Piiklad 4.23

Necht X = {x,y,z,u}, L je standardni Lukasiewiczova alge-
bra na [0, 1] a bindrni L-relace E je ddna tabulkou



| x 'y z u

1 09 08 1
09 1 07 09
08 07 1 038

1 09 08 1

=N R|M

Snadno ovéfime, Ze relace E je L-ekvivalence, avsak nikoli L-
rovnost. Pokud bychom v8ak uvaZovali jeji restrikci na mno-
Zinu {x,y,z}, ziskali bychom L-rovnost. Naproti tomu kdyby
L byla Godelova algebra, E by jiz nebyla L-ekvivalence, pro-
toze

0.8 =E(y,x) ® E(x,z) = min(0.9,0.8) £ E(y,z) = 0.7,

a tedy E neni tranzitivni.

Cviceni

1. Necht X = {xl,xz,Xg,}, A = {0'8/X1, O'S/XZ, O/X3} aB=
{06/x1, 99/x,, 93 /x3}. Spottéte ANB, AUB, A®Q B, A — B
a ~A v Lukasiewiczové i Godelové struktufe.

2. Pro mnoziny z pfedchoziho cviceni spoctéte S(A, B), S(B, A)
a A = B v obou strukturach.

3. Pro trojahelnikovou L-mnozZinu A z Pfikladu 4.12 urcete fezy
034,05A alA a ovéfte na nich rekonstrukci A(x) = \/ycay a.

4. Dokazte lemma o vlastnostech inverzni relace (v textu pone-
chéano jako cviceni).

5. Dokazte asociativitu skladani: Ro (SoT) = (R0 S) o T. (N&-
vod: Véta 2.14.)

6. Dokazte zbylé dvé nerovnosti véty o skldddni a podmnozZino-
vosti (pro < a ).

7. Ovéfte pfepoctem vSech potfebnych trojic, Ze relace E z po-
sledniho pfikladu je tranzitivni vtic¢i Lukasiewiczové t-normeé.



