Kapitola 5

Vlastnosti L-relaci a
uzavery

V kapitole 4 jsme zavedli bindrni L-relace a jejich skladani a u L-
ekvivalenci jsme se poprvé setkali s reflexivitou, symetrif a tranziti-
vitou. Nynf se na tyto vlastnosti podivame soustavné a ve stupnich:
misto otdzky, zda je L-relace tranzitivni, se budeme ptat, do jaké miry
tranzitivni je. Druhym tématem kapitoly jsou uzavéry: jak danou L-
relaci co nejaspornéji doplnit, aby pfedepsanou vlastnost ziskala.

5.1 Reflexivita, symetrie a tranzitivita ve
stupnich

Definice L-ekvivalence z kapitoly 4 pozaduje, aby pro vSechna x pla-
tilo E(x,x) = 1, aby pro vSechna x,y platilo E(x,y) = E(y, x), a tak
déle. Obraty ,pro vSechna” a ,jestlize-pak” ale umime ¢&ist stup-
fované: univerzalni kvantifikaci vyjadfuje infimum a podminku
residuum — pfesné tak jsme v kapitole 4 zavedli stupenn inkluze
S(A, B). Stejnym zptisobem ted’ pfifadime L-relacim stupné jejich
vlastnosti. Nejprve si vSak pfipravime jednu pomocnou relaci.

Definice 5.1

Identickd relace na mnoZiné X je bindrni L-relace idx defino-
vand predpisem

1 prox=y,

idx(x,y) = {0 jinak



Definice 5.2: vlastnosti ve stupnich

Pro binarni L-relaci R na X definujeme

Ref(R) = A R(x,x),

xeX
Sym(R) = A\ (R(x,y) = R(y,x)),
x,yeX
Tra(R) = A ((R(x,y) ® R(y,z)) — R(x,z)).
x,y,z€X

Hodnoty Ref(R), Sym(R) a Tra(R) nazyvame stupen reflexi-
vity, stupeii symetrie a stupefi tranzitivity L-relace R. Rek-
neme, ze R je reflexivni (symetrickd, tranzitivni), pokud je
prislusny stuper roven 1; obecnéji je R a-reflexivni proa € L,
pokud a < Ref(R), a podobné& pro ostatni vlastnosti.

Slovy: Sym(R) je stuperi, v némzZ je pravda, Ze ,kdykoli x souvisi
s i, souvisi také y s x“, a Tra(R) je stupeny, v némz ,,ze souvislosti x
s ¥ a y se z plyne souvislost x se z”. Néasledujici lemma potvrzuje,
Ze plny stupeni dava piesné podminky znamé z kapitoly 4.

Lemma 5.1

Pro bindrni L-relaci R na X plati:
1. Ref(R) = 1, pravé kdyz R(x,x) = 1 pro viechna x € X;

2. Sym(R) = 1, pravé kdyz R(x,y) = R(y, x) pro vSechna
x,y€X;

3. Tra(R) = 1, pravé kdyz R(x,y) ® R(y,z) < R(x,z) pro
vSechna x,y,z € X.

Speciadlné L-ekvivalence jsou pfesné L-relace, jejichZ stupné
reflexivity, symetrie i tranzitivity jsou rovny 1.

Dikaz

Infimum je rovno 1, pravé kdyz jsou 1 vSechny jeho ¢leny, a
a — b =1, pravé kdyz a < b (kapitola 2). Odtud ihned ply-
nou body (1) a (3). V bodé (2) dostavdme, Ze Sym(R) = 1,
pravé kdyz R(x,y) < R(y, x) pro v8echna x, y; protoZe nerov-
nost plati i pro dvojici y, x, je to totéZ jako rovnost R(x,y) =
R(y, x).

Stupné vlastnosti 1ze vyjadfit pomoci pojmd, které uzZ mame: stup-
nované inkluze, stupfiované rovnosti, inverzni relace a skladani.



Véta 5.2: ekvivalentni vyjadfeni vlastnosti

Pro binarni L-relaci R na X plati
Ref(R) S(ldx, )

Sym(R) = S(R,R™") = (R~ R"),
Tra(R) = S(R oR,R).

Dtikaz

U reflexivity rozepisme S(idx,R) = Ayyex(idx(x,y) —
R(x,y)). Pro x # y je €len roven 0 — R(x,y) = 1, a v infimu
se tedy neprojevi; pro x = y je roven 1 — R(x,x) = R(x, x).
Zbyva tedy A, R(x,x) = Ref(R).

U symetrie je S(R,R™') = Nay(R(x,y) — R (x,y)) =
Axy(R(x,y) — R(y,x)) = Sym(R). Pfeznalenim x <> y
vidime, Ze tyZ stupeti ma i S(R™!,R), takze Sym(R) =
S(R,R"1)AS(R"L,R) = (R~R™1).

U tranzitivity vyuzijeme vztah (\/;a;) — b = A;(a; — b)
(Véty 2.14 a 2.15):

S(RoR,R) = /\((\/ny ®@R(y,z ))—>R(x,z))

xz Yy

= AA((R(x,y) ®R(y,z)) = R(x,z)) = Tra(R).

Xz Y

Poznamka

Klasicka tranzitivita se d& zapsat jako Ro R C R a véta fika,
Ze stuper tranzitivity je pfesné stupen inkluze R o R v R. Sy-
metrie je zase stuptiovana rovnost R a R~1. Stupné vlastnosti
tedy definuji L-mnoZziny na mnoZziné vsech bindrnich L-relaci
na X.

Priklad 5.3

Necht X = {x,y,z}, L je standardni Lukasiewiczova algebra
a R je déna tabulkou

Rl x y =z
X 1 0.8 03
y 1 05
z | o. 3 07 1

Zjevné Ref(R) =
R(x,y) — R(y,x) p

1. Stupen symetrie je infimum hodnot
fes vSechny dvojice; nejmensi vyjde pro



dvojice (x,y) a (z,y):
Sym(R) = (0.8 — 0.6) A (0.7 — 0.5) = 0.8.

Vypoctem R o R zjistime, Ze Ro R C R, takze Tra(R) = S(Ro
R,R) = 1: relace R je tranzitivni. Nad Godelovou algebrou by
vsak tatdZz tabulka dala jiné hodnoty — napiiklad

(RoR)(z,x) = R(z,y) ® R(y, x)
= min(0.7,0.6) = 0.6 £ 0.3 = R(z, x),

takze Tra(R) = 0.6 — 0.3 = 0.3 (Zadna dalsi trojice neda
mensi hodnotu). Stupné vlastnosti — stejné jako v pifikladu
s L-ekvivalenci v kapitole 4 — zaviseji na volbé struktury prav-
divostnich hodnot.

Poznamka: dalsi vlastnosti

Stejnym zptisobem lze stupriované zavést i dalsi vlastnosti
znamé z klasickych relaci, napfiklad ireflexivitu a asymetrii:

Irr(R) = A —R(x,x),
xeX

Asy(R) = /\ (R(x,y) = —R(y,x)).
x,yeX

Jinak je tomu u antisymetrie: jeji stupfiovand verze vyZaduje
srovnavat prvky ve stupnich, tedy L-ekvivalenci na X. Vra-
time se k ni proto az u fuzzy uspofadani v kapitole 6.

5.2 Uzavéry vzhledem k vlastnostem

Relace ziskané z dat pfedepsané vlastnosti obvykle nemaji. Zméfime-
li podobnost dvojic vyrobkti, nemusi vyjit ani symetricka (porov-
navani podle katalogu nemusi byt soumérné), natoz tranzitivni.
Ptame se, jak danou L-relaci co nejméné zvétsit, aby poZadovanou
vlastnost ziskala.

Definice 5.3: uzavér

Necht' V je vlastnost L-relaci (napiiklad reflexivita). Uzavér
L-relace R na X vzhledem k V je nejmensi L-relace R’ na X
takovd, ze R C R’ a R’ mé vlastnost V (pokud takova nejmensi
L-relace existuje).



Uzavér obecné existovat nemusi. Existuje ale vzdy, kdyZ je vlast-
nost zachovéna libovolnymi priniky a kdyZ ji ma pIna relace (kon-
stantné rovna 1): pak je uzavérem prinik vSech nadrelaci s danou
vlastnosti a tento prinik je diky plné relaci préinikem neprazdného
systému. Nase tfi vlastnosti oboji spliiuji; zachovéavani praniky fika
pfesné nésledujici véta.

Véta 5.4: vlastnosti a praniky
Pro binadrni L-relace R; (i € I) na X plati
Ref((\R;) = \Ref(R;),
i i
sym((\R;) = /\Sym(Ry),
1 1

Tra(m R;) > /\ Tra(R;).

Dikaz

Prvni rovnost je jen zdmeéna potadi infim: Ref(();R;) =
Ax Ni Ri(xrx) = NiAx Ri(xrx)'

U tranzitivity oznatme R = (); R; a t = A; Tra(R;). Podle ad-
junkce sta¢i pro libovolna x,y, z ukdzat t ® R(x,y) ® R(y,z) <
R(x,z), tedy Ze levd strana je pod R;(x,z) pro kazdé j € I. To
ale plati: t < Tra(R;), R(x,y) < Rj(x,y) a R(y,z) < R;(v,2),
takZze

t®@R(x,y) ®R(y,z) < Tra(R;) @ R;(x,y) ® Ri(y,z) < Rj(x,z2),

kde posledni nerovnost je adjunkovany tvar definice Tra(R;).
Nerovnost pro symetrii se dokdze stejnym postupem (cvi-
¢eni).

Poznamka

U symetrie a tranzitivity mtZe byt nerovnost ostrd. Vez-
méme na X = {x,y} relace Ry = {(x,y)} a Ro = {(y,x)}
(ostré, tj. s hodnotami 0 a 1). Obé jsou zcela nesymetrické,
Sym(R;) = Sym(R;) = 0, ale jejich prinikem je prazdna re-
lace, kterd je symetrickd ve stupni 1. Pro existenci uzavéra
je ale podstatny pravé dokdzany smér: prinik relaci s danou
vlastnosti ma opét tuto vlastnost.

Reflexivni a symetricky uzdvér umime napsat rovnou.

Systém L-relaci uzavfeny na libo-
volné priniky, ktery obsahuje pl-
nou relaci, je uzdvérovy systém —
a ptredpis R — Cly(R) je uzdve-
rovy operdtor (studenti pfedmétu
KMI/FKA oba pojmy znaji z ost-
rého piipadu). Uzdvérovym ope-
ratortim a systémiim ve fuzzy po-
dobé se budeme soustavné véno-
vat v kapitole 6.



Véta 5.5: reflexivni a symetricky uzavér

Uzavérem L-relace R na X vzhledem k reflexivité je RUidx a
vzhledem k symetrii R UR™L.

Ditikaz

Relace R Uidx obsahuje R, je reflexivni a kazda reflexivni nad-
relace R” relace R splituje idxy C R”, tedy RUidx C R”.
Relace R U R™! obsahuje R a je symetrickd, protoZe podle
lemmatu o inverznich relacich z kapitoly 4 je (RUR™1)~! =
R1UR. Je-li R” symetricka nadrelace relace R, pak z R C R”
plyne R~! C (R”)"! = R”, tak?e RUR™! C R".

Poznimka: stupfiované uzavéry

Vlastnosti mdme zavedené ve stupnich, a tak se miizeme ptat
i po nejmensi nadrelaci, ktera je a-reflexivni (a-symetrickd, a-
tranzitivni) pro pfedepsané a € L. Odpovédi vypadaji takto:
a-reflexivni uzavér je RU (a ® idy), a-symetricky je RU (a ®
R™1) a a-tranzitivni je R U U, (a" ® R°"+1), kde R°" jsou
mocniny zavedené v nésledujici sekci. Pro @ = 1 dostaneme
uzavéry z této kapitoly. Diikazy pfenechdvame jako naro¢néjsi
cvicend.

5.3 Tranzitivni uzavér a mocniny relaci

Zbyva uzavér tranzitivni. Jednoduchy explicitni vzorec pro néj nee-
xistuje, 1ze jej vSak vyjadfit jako sjednoceni mocnin relace. Pozoro-
vani, Ze naméfena podobnost tranzitivni obvykle neni, je staré pfes
sto let.

Henri Poincaré (1854-1912)

Francouzsky matematik, fyzik a filozof védy, roddk z Nancy,
byvéa oznacovan za posledniho univerzalistu: publikoval prace
snad ve vsech oblastech soudobé matematiky. Zalozil algebraic-
kou topologii (analysis situs), pfi studiu problému t#{ téles nara-
zil na citlivou zavislost na pocate¢nich podminkdch — zarodek

pozdéjsi teorie chaosu — a jeho préce o elektrodynamice patfi
k bezprostfednim predchtidctim speciélni teorie relativity.

Pro nés je podstatny jeho postieh z knihy La Science et I'Hypothese
(Véda a hypotéza, 1902): ve fyzikdlnim kontinuu lze naméfit

Henri Poincaré



A =BaB =C(,apfesto A < C — smyslovd nerozliSitelnost neni
tranzitivni. Tento jev modeluji L-ekvivalence; tranzitivni uzaveér
je nejmensi tranzitivni L-relace, kterd takovd naméfend data ob-
sahuje.

Poincarého jméno nese i slavnd domnénka o trojrozmérné sfére
z roku 1904, dokdzana Grigorijem Perelmanem aZ o sto let poz-
déji. Jeho bratranec Raymond Poincaré byl prezidentem Francie.
Henri Poincaré byl ¢lenem akademie véd a roku 1908 byl zvo-
len i do Francouzské akademie, tedy ,mezi nesmrtelné”, jako
spisovatel.

Definice 5.4: mocniny L-relace

Mocniny bindrni L-relace R na X definujeme induktivné:
R°! = Ra R°("*1) = R°" o R,

Protoze je skldddni o asociativni (kapitola 4), plati R°™ o R°" =
Re("+1) Rozepsdnim definice dostaneme nazorné vyjadieni

Ron<x0/ .X'n) = \/ R(xO/ xl) ® R(xl/ x2) ® e ® R(x'rlfl/ xi’l) :

Xl,...,xn_1€X
mocnina R°" méfi, jak dobte se 1ze z x( dostat do x,, fetézcem délky
n; stupen fetézce je ®-soucin stupnii jeho ¢lankd.

Véta 5.6: tranzitivni uzavér

Uzéavérem L-relace R na X vzhledem k tranzitivité je L-relace

R+ — U Ron’

n>1

zvand tranzitivni uzavér relace R.

Dukaz

Zjevné R = R°! C R Tranzitivitu Rt ovéfime ve tvaru R* o
RT C R" (Lemma 5.1 a Véta 5.2): podle véty o distributivité
skladani ptres sjednoceni z kapitoly 4 je

R*oR* = [J R™oR™" = |J RU"™ CR*,
mn=1 mn>1

Zbyva minimalita. Necht' T je tranzitivni a R C T. Indukci
ukdZeme R°" C T pro vSechna n; pro n = 1 je to pfedpoklad.
Skladéni je monotonni (z véty o sklddani a podmnoZinovosti
v kapitole 4, nebo p¥imo z definice), takZe z R°" C T plyne

RO — RMGRCToTCT,



kde posledni inkluze je tranzitivita T. Tedy R* = {J, R*" C T.

Na kone¢né mnoZiné sta¢i v tomto sjednoceni kone¢né mnoho ¢lent:

Hodnoty tranzitivniho uzavéru dost dlouhy fetézec musi nékterym prvkem projit dvakrat a vznikly

zaviseji na volbé ®: u Gode-
lova minima je stuperi fetézce ro-
ven nejmen$imu z jeho clankd,
u Lukasiewiczova ® s délkou fe-
tézce rychle klesa. Srovnejte P¥i-
klad 5.8 se cvienim 4.

cyklus lze vypustit, aniZ stupen fetézce klesne.

Véta 5.7: tranzitivni uzavér na koneéné mnoziné
Ma-li X pravé n > 1 prvka, pak

Rt =RUR°2U..-UR".

Diikaz

Staei ukazat R C RU--- U R°" pro kazdé k > n. UvaZme
fetézec xg,x1,...,x, délky k > n. Mezi jeho k+1 > n
¢leny se néktery prvek opakuje: x; = x; pro i < j. Vypus-
ténim useku x;.1,...,x; vznikne fetézec z xo do x; délky
k — (j —i) < k, jehoz stupeii je ®-soutinem podmnoziny ¢lanka
ptvodniho fetézce — a ten je alespon takovy jako soucin vSech
¢lankt, nebot’ a @ b < a A b (kapitola 2). Opakovanim této
tvahy klesneme na délku nejvyse n. Ke kazdému fetézci
délky k tedy existuje fetézec délky nejvyse n se stejnymi kraj-
nimi body a alespori stejnym stupném, a proto R°(xg, x;) <
(R U---u RO”)(xo, xk).

Ptiklad 5.8

Necht X = {x,y,z}, L je standardni Lukasiewiczova algebra
a R popisuje ,cyklus” x —y — z — x:

Rl x y =z Rt | x y z
x| o 08 o X o 08 o5
y| o o o7 y |o2 o o7y
zZ |05 O 0 z |05 03 O

Druhd mocnina mé jediné nenulové hodnoty R°%(x,z) =
08®0.7 = 05, R°%(y,x) = 0.7®05 = 0.2 a R°?(z,y) =
0.5® 0.8 = 0.3; tfetf mocnina je uz prazdnd relace, protoze
stupent celého cyklu je 0.8 ® 0.7 ® 0.5 = 0. Podle Véty 5.7 je
tedy RT = RU R°?, coz dava pravou tabulku. Sami ovéite, Ze
R™ je tranzitivni, zatimco ptvodni R jen ve stupni Tra(R) =
0.5 = 0 = 0.5. V&imnéme si také, Ze RT neni ani reflexivni,
ani symetrickd: uzavér pfidava jen hodnoty, které danéa vlast-
nost vyzaduje.



Kombinaci vSech tif uzévérti dostaneme nejmensi L-ekvivalenci ob-
sahujici danou L-relaci.

Véta 5.9: nejmensi L-ekvivalence
Pro kazdou bindrni L-relaci R na X je
Er = (RUR 'Uidy) "

nejmensi L-ekvivalence obsahujici R.

Dtikaz

Ozna¢me Q = RUR ' Uidx. Relace Ex = Q7 je tranzitivni
podle Véty 5.6 a reflexivni, protoze idx C Q C Q*. Symet-
rie: Q je symetricka (Q'=RTURUIdx = Q) a mocniny
symetrické relace jsou symetrické — podle véty o skladani a
inverzni relaci z kapitoly 4 je (Q°")~! = (Q~1)" = Q" -
a protoZe inverze komutuje se sjednocenimi, je symetrickd i
Q™. Relace Eg je tedy L-ekvivalence obsahujici R.

Je-li E libovolna L-ekvivalence s R C E, pak z reflexivity
idy C E a ze symetrie R CE! =E dohromady Q C
E. Z minimality tranzitivniho uzavéru (Véta 5.6) dostavame
Er=Qf CE.

Poznamka: na pofadi uzavéra zalezi

Ve vété se uzavéry skladaji v pofadi symetricky a reflexivni
nejprve, tranzitivni nakonec. Toto pofadi nelze zameénit: tran-
zitivni uzavér symetrii i reflexivitu zachovéava (to jsme pravé
dokazali), ale symetricky uzavér tranzitivitu zachovavat ne-
musi, protoZze symetrizace mtiZe v relaci vytvofit cyklus. Pii-
klad je ve cviceni 5.

Cviceni

1. Necht' L je standardni Lukasiewiczova algebra a Q na X =
{x,y,z} je dana tabulkou

Ql x vy z
X 1 06 o2
y|lo9 1 o5
z |02 04 1

Spocitejte Ref(Q), Sym(Q) a Tra(Q). Jak se vysledky zmeéni
nad Godelovou algebrou?



. Dokazte zbyvajici ¢ast Véty 5.4: Sym(); R;) > A; Sym(R;).

. Ukazte, Ze pro ireflexivitu a asymetrii plati obdoba Véty 5.4
(s nerovnosti >). Existuji uzédvéry vzhledem k témto vlastnos-
tem?

. Spotitejte tranzitivni uzavér relace R z P¥ikladu 5.8 nad Go-
delovou algebrou a vysledek porovnejte s Lukasiewiczovym:
co se stane s diagonalou?

. Necht R = {(x,y)} je ostra relace na X = {x,y}. Ukazte, Ze
R je tranzitivni, ale jeji symetricky uzavér R U R~! tranzitivni
neni. Kde by selhal dtikaz Véty 5.9, kdybychom tranzitivni
uzaveér provedli pied symetrickym?

. Dokazte: je-li R reflexivni, pak R C R2 C RSB C ... ana
mnoziné o n prvcich je RT = R

. Dokazte vzorce pro stupiiované uzavéry z poznamky na konci
druhé sekce (alesponi pro a-reflexivitu a a-symetrii).



