Kapitola 6

Fuzzy usporadani a
uzaverové operatory

Podobnost uz modelovat umime — L-ekvivalencemi. V této kapitole
se budeme vénovat druhému velkému typu relaci: uspofddanim,
ktera modeluji vztahy typu ,byt mensi”, ,byt horsi” ¢i ,byt ob-
sazen”. Jedno takové stupniované usporddani uz dlouho zname: je
jim inkluze S na L-mnoZindch. Na ni pak navdZeme pojmem uza-
vérového operdtoru — konstrukce z minulé kapitoly (reflexivni a
symetricky uzavér) budou jeho zvlastnimi p¥ipady a hlavni véta
kapitoly ukaze, cemu uzaveérové operatory odpovidaji: uzavérovym
systémtim.
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6.1 Fuzzy usporadani

Klasické usporfddani je reflexivni, tranzitivni a antisymetricka re-
lace. Prvni dvé vlastnosti umime stupiiované z minulé kapitoly;
zbyva antisymetrie: z R(x,y) a R(y, x) plyne x = y. Doslovné pfe-
vzeti by ale bylo ve fuzzy svété piili§ tvrdé — pozadovalo by, aby
si Zadné dva rizné prvky nebyly ,oboustranné podobné”. Pfiroze-

vev s

obéma sméry, nemuseji byt totoZné, ale museji byt podobné.
Definice 6.1: L-uspofadani

Necht' =~ je L-ekvivalence na mnoziné X. Bindrni L-relace R
na X se nazyva L-uspofddani (téz fuzzy uspotfddéni) vzhle-



dem k ~, pokud pro vSechna x,y,z € X plati

(x =y) <R(x,y) (~-reflexivita),
R(x,y) AR(y,x) < (x = y) (antisymetrie),
R(x,y) @ R(y,z) < R(x,z2) (tranzitivita).

Trojici (X, =, R) pak fikdme fuzzy uspofadana mnozina.

Protoze x ~ x = 1, plyne z ~-reflexivity oby¢ejnd reflexivita R(x, x) =
1. Podminky spolu souviseji jesté tésnéji:

Lemma 6.1

Je-li R L-uspotddani vzhledem k =, pak RN R~ = ~.

Diikaz

Nerovnost R(x,y) A R(y, x) < (x = y) je pfimo antisymetrie.
Naopak z ~-reflexivity a symetrie ~ médme (x ~ y) < R(x,y)
i(x~y)=(y~x)<R(yx) tedy (x = y) < R(x,y) A
R(y, x).

Slovy: uspotfddéni v sobé podobnost ,nese” — L-ekvivalenci ~ z néj
zpétné vycteme jako obousmérnou &dst RN R~L. To je vérna obdoba
klasického faktu, ze z uspofddani < dostaneme rovnost jako < N >.

Piiklad 6.2

(1) Stuptiovana inkluze je fuzzy uspofadani: (L%, =, S) je
fuzzy uspotfddand mnozina. Vskutku, (A ~ B) < S(A,B)
a S(A,B) AS(B,A) = (A =~ B) plati ptimo podle definice
~ z kapitoly 4 a tranzitivita S(A,B) ® S(B,C) < S(A,C) je
jednou z vlastnosti podmnoZzinovosti ve stupnich dokazanych
tamtéz.

(2) Takeé struktura pravdivostnich hodnot sama je fuzzy uspo-
fadana: (L, >, —) je fuzzy uspotfddand mnozina. Ovéfeni tii
podminek z vlastnosti residua a biresidua (kapitola 2) pfe-
nechdvdme jako cvi¢eni 1. Ostatné pfiklad (1) je , mocninou”
pfikladu (2): hodnoty (A — B)(x) agregujeme infimem do
S(A,B).

Vztah ke klasickym uspofddanim je nejtésnéjsi, kdyz ~ nedovoli
plnou podobnost rtznych prvki:



Véta 6.3

Necht’ R je L-uspofddani vzhledem k L-rovnosti ~ na X. Pak
1-tez 'R = {{x,y) | R(x,y) = 1} je (klasické) uspofddani na
X

Dikaz

Reflexivita: R(x,x) = 1. Tranzitivita:
1 plyne 1 = R(x,y) ® R(y,z) <
z R(x,y) = R(y,x) = 1 plyne (x ~
L-rovnost, je x = v.

R(x,y) = R(y,2) =
(x,z). Antisymetrie:
y) = 1, a protoZze ~ je

Pro obecné a-fezy analogie neplati — tranzitivita se mtiZe po cesté
ztratit (cviceni 6).

6.2 L-uzavérové operatory

V minulé kapitole jsme uzavéry pocitali ,po jedné relaci”. Ted  se
na tutéz situaci podivame jako na celek: uzavér je zobrazeni C: LX —
L%, které L-mnoziné ptifadi jeji uzavfenou verzi. Jaké vlastnosti od
takového zobrazeni ¢ekdme? Vysledek md vstup obsahovat, zvét-
Seni vstupu nemd zmensit vystup a opakované uzavirani uz nema
nic pfidat. Prostfedni podminku — monotonii — pfitom mtiZzeme
diky predchozi sekci vyslovit stuptiované: vzhledem k fuzzy uspo-
fadani S.

Definice 6.2: L-uzavérovy operator

Zobrazeni C: LX — LX se nazyva L-uzévérovy operétor na
X, pokud pro viechny A, B € LX plati

ACC(A) (extenzivita),
S(A,B) <S(C(A),C(B)) (monotonie ve stupnich),
C(C(A)) =C(A) (idempotence).

L-mnoziny s C(A) = A nazyvame pevné body operdtoru C;
jejich mnozinu zna&ime fix(C).

Monotonie ve stupnich fika: nakolik je A obsaZeno v B, natolik je
C(A) obsazeno v C(B). Volbou S(A, B) = 1 z ni plyne oby¢ejnd mo-
notonie (A C B implikuje C(A) C C(B)); je vSak opravdu silngjsi,
jak uvidime niZe.

S uzavérovymi operatory se po-
tkdme v celé matematice: topo-
logicky uzavér (axiomatizoval jej
Kazimierz Kuratowski, 1922), li-
nearni a konvexni obal, genero-
vana podgrupa — a v logice ope-
rétor diisledki, jimz Alfred Tarski
(1930) zachytil samotny pojem de-
dukce.



Priklad 6.4

Bindrni L-relace na X jsou L-mnoZiny na universu X X X,
takZe reflexivni a symetricky uzavér z kapitoly 5 jsou zob-
razeni LX*X — LX*X _ ajsou to L-uzavérové operatory.
U reflexivniho uzdvéru C(R) = RUidy je extenzivita i idem-
potence zfejmad a monotonie ve stupnich plyne z nerovnosti
S(A1U Ay, B1UBy) > S(A1,B1) AS(Az, By) (cvideni 3) volbou
Ay = By = idy. U symetrického uzavéru C(R) = RUR™! se
navic pouzije S(R; 1,R2_ 1Y = S(Ry,R;) z lemmatu o inverz-
nich relacich (kapitola 4).

Poznamka: tranzitivni uzavér stupiiovanou monotonii nema

Tranzitivn{ uzavér R — Rt je extenzivni, idempotentni a mo-
notonni vzhledem k C — ale monotonii ve stupnich nespliiuje.
Skladani totiz stupné inkluze nasobi (S(R1, Rp) ® S(S1,S2) <
S(Ry 0 S1,Rp 0 Sy), kapitola 4), takZe pro mocniny mame jen
S(R$",R3") > S(Rq,Rp)" a s rostoucim n se odhad zhor3uje.
Ze jde o skute¢né selhani, a nikoli jen o slabost odhadu, uka-
zuje numericky protipfiklad ve cviceni 4. Tranzitivni uzavér
je tedy uzavérovym operdtorem jen v ostrém, nikoli ve stup-
novaném smyslu.

6.3 L-uzavérové systémy a pevné body

V kapitole 5 vznikaly uzavéry vzdy stejnym receptem: uzaviené ob-
jekty byly zachovény priiniky, a uzavér byl proto pranikem vsech
uzavienych nadobjektii. Ted” systémy ,uzavienych” L-mnoZin po-
piSeme obecné. Kromé priinikti budeme potfebovat jesté jednu ope-
raci: posuny. Proa € L a B € LX oznaéme a — B L-mnoZinu danou
pfedpisem (a2 — B)(x) = a — B(x) (a podobné a @ B).

Definice 6.3: L-uzavérovy systém

Systém S C LX se nazyva L-uzavérovy systém na X, pokud

® je uzavien na priniky: pro libovolny podsystém
{Ai}ic;1 € Sje Nie1 Ai € S (specidlné pro I = @ ob-
sahuje S plnou L-mnoZinu X),

® je uzavien na posuny: pro kazdé A € Saa € Ljea —
AcS.



Uzavérovému systému ptifadime operator ,stuptiovaného priniku
vSech nadmnoZzin“: poloZme

Cs(A) = ) (S(A,B) — B).
BeS
Slovy: x patif do Cs(A) ve stupni, v némz je pravda, Ze pro kazdou
L-mnoZinu B systému plati: je-li A obsaZena v B, pak x patfi do B.
V ostrém p¥ipadé je to pfesné prinik vsech nadmnozin z S; stup-
novand verze misto vybéru nadmnoZzin vazi vSechny ¢leny systému
stupném inkluze. Nésledujici véta — hlavni vysledek kapitoly — fika,
Ze tim dostdvame presné vSechny L-uzdvérové operatory.

Véta 6.5: uzdvérové operatory a uzavérové systémy

1. Pro kazdy L-uzéavérovy operator C na X je fix(C) L-
uzaveérovy systém na X.

2. Pro kazdy L-uzavérovy systétm S na X je Cg L-
uzavérovy operdtor na X a fix(Cs) = S.

3. Pro kazdy L-uzavérovy operator C na X je Cgy(c) = C.

Ptifazeni C — fix(C) a S — Cgs jsou tedy vzdjemné inverzni
bijekce mezi L-uzdvérovymi operatory a L-uzdvérovymi sys-
témy na X.

Dtikaz

(1) Priiniky: necht A; € fix(C) a A = ; A;. Z monotonie (staci
oby¢ejna) je C(A) C C(A;) = A; pro kazdé i, tedy C(A) C A;
s extenzivitou C(A) = A. Posuny: necht B € fix(C) aa € L.
Z adjunkce je a ® (@ — B(x)) < B(x), tedy a < S(a — B, B).
Monotonie ve stupnich déava

a<S(a— B, B) <S(C(a — B), C(B)) =5(C(a — B), B),

coz adjunkci znamend a ® C(a — B)(x) < B(x), tedy C(a —
B) C a — B. Opatna inkluze je extenzivita.

(2) Extenzivita: ptimo z definice stupné inkluze je A(x) ®
S(A,B) < B(x), tedy A C S(A,B) — B pro kazdé B, a proto
A C Cg(A). Zaznamenejme si déle, ze z Cg(A) C S(A,B) —
B plyne adjunkci

S(A,B) <S(Cs(A), B)  prokazdé B € S. (%)

Monotonie ve stupnich: pro B € S déava tranzitivita stupriované
inkluze a (x)

Cs(A1)(x) ® S(A1, A2) ® S(Az,B) < Cs(A1)(x) ® S(Ay, B)
B

(x).

<
<



Dvojim uzitim adjunkce odtud S(Aj, Ap) < Cs(A1)(x) —
(S(A2,B) — B(x)); infimum ptes véechna B € S a x € X
dé S(A1, Az) < S(Cs(A1),Cs(Ay)). Idempotence: pro B € S je
podle (x)

Cs(Cs(A))(x) ® S(A,B) < Cs(Cs(A))(x) ©S(Cs(A), B)
B

(x),

kde druhd nerovnost je (x¥) pro vstup Cs(A). Tedy
Cs(Cs(A)) < S(A,B) — B pro kazdé B, a proto
Cs(Cs(A)) C Cs(A); opatnd inkluze je extenzivita. Pevné
body: pro B € S je Cs(B) € S(B,B) = B=1— B =B,
tedy B € fix(Cs). Naopak kazdy pevny bod A = Cs(A) =
Ng(S(A,B) — B) je prinikem posunt L-mnozin z S, a leZi
tedy v S.

(3) Z idempotence je C(A) € fix(C) a z extenzivity
S(A,C(A)) = 1, takze Cyyc)(A) € S(A,C(A)) — C(A) =
C(A). Naopak pro kazdé B € fix(C) je z monotonie ve
stupnich S(A,B) < S(C(A),C(B)) = S(C(A), B), adjunkci
C(A) € S(A,B) — B; prinik pfes B da C(A) C Cyiy(c)(A)-

<
<

Piiklad 6.6

Véta je stuptiovanou verzi kla-

sické korespondence uzévérovych
operatorti a uzavérovych systému
(KMI/FKA). Nové je role posunti:
bez nich by korespondence nefun-
govala — systém uzavieny jen na
priniky (jako tranzitivni relace)
uzavérovy operator se stuprniova-
nou monotonif nedava.

Reflexivni relace na X tvoti L-uzavérovy systém v LX*X: pri-
niky reflexivnich relaci jsou reflexivni (kapitola 5) a posuny
také, nebot (4 — R)(x,x) = a — 1 = 1. Ptisludny ope-
rator Cgs je presné reflexivni uzavér R — R Uidyx. Podobné
symetrické relace ((a — R)™! = a — R~!). Naproti tomu

tranzitivni relace jsou sice uzavfeny na priniky, ale nikoli na

posuny (cviceni 5) — coz odpovidd tomu, Ze tranzitivni uzavér
stupriovanou monotonii nem4.

S L-uzdvérovymi operatory se
jesté potkdme: extenziondlni obal

v kapitole 7 a sloZeniny Sipko- Cviceni

vych operatortt Galoisovych ko-

nexi v kapitole 10 jsou jejich nej-

dulezit¢jsi piirozene piiklady. 1. Dokazte, ze (L, <>, —) je fuzzy uspofddand mnoZina (uZijte
vlastnosti residua a biresidua z kapitoly 2).

2. Necht X = {x,y,z}, = je ostrd rovnost a R méd jedni¢ky na
diagondle, R(x,y) = 0.7, R(y,z) = 0.6, R(x,z) = 0.4 a jinde
nuly. Ovéite, Ze nad standardni Lukasiewiczovou algebrou je
R L-uspotddéni vzhledem k ~, zatimco nad Godelovou alge-
brou nikoli.

3. DokaZte nerovnost S(A; U A, By UBy) > S(A1,B1) AS(A3, By)
a dopliite podrobnosti Pfikladu 6.4.



. Necht X = {x,y}, L je standardni Lukasiewiczova algebra a
R1, R, maji nuly na diagondle a Ri(x,y) = Ry(y,x) = 0.9,
Ry(x,y) = Ra(y,x) = 0.6. Spocitejte S(Rq,Ry), tranzitivni
uzavéry R{, RS a S(R{, Ry ); ukazte tak, Ze tranzitivni uzavér
neni monotonni ve stupnich.

. Necht X = {x,y,z}, L je standardni Lukasiewiczova algebra
aT(x,y) = T(y,z) = 0.3, jinde 0. Ovéite, ze T je tranzitivni,
ale posun 0.5 — T nikoli. Tranzitivni relace tedy netvoii L-
uzavérovy systém.

. Najdéte L-uspofddani R vzhledem k ostré rovnosti a a € L
tak, aby a-fez ?R nebyl tranzitivni. (Ndpovéda: staci tfi prvky,
standardni Lukasiewiczova algebra a R(x,y) = R(y,z) = 0.7,
R(x,z) = 04.)

. DokaZte, Ze pro L-uzavérovy operator C a libovolné L-mnoZiny
A; € LX (i € I) plati C(N; C(4;)) = NiC(A;) - prinik uza-
vienych L-mnozin je tedy uzavieny i podle operdtoru samot-
ného.



