Kapitola 7

Podobnost a
kompatibilita

L-ekvivalence modeluji podobnost a nerozliSitelnost. V této kapi-
tole se budeme ptét, jak podobnost spolupracuje s ostatnimi po-
jmy, které jsme vybudovali: kdy L-mnozina ,respektuje” podob-
nost prvkd, jak ji na to nejuspornéji doplnit a pro¢ operace s L-
mnoZzinami zachovéavaji podobnost svych argumentti. Tim mimo
jiné splnime slib z kapitoly 4: ukdZeme, Ze na pfesnych hodnotach
stupnili pfislusnosti ,zdleZi jen spojité”“ — mald zména vstuptt zmeéni
vysledky jen mélo. Na zavér pfedvedeme, jak podobnost umoziuje
slepit plné podobné prvky a universum tim zmensit.

7.1 Extenzionalita a extenziondlni obal

Méjme na universu X L-ekvivalenci ~. Chceme-li, aby L-mnoziny
na X podobnost prvki braly vazné, mély by podobnym prvkiam
ptifazovat podobné stupné pfislusnosti: je-li x v A a y je podobné x,
mélo by i y byt v A — pfinejmensim v odpovidajicim stupni. Pfesné
to fikd nasledujici definice; jako obvykle ji vyslovime ve stupnich.

Definice 7.1: extenzionalita

Necht =~ je L-ekvivalence na X. Stupen extenzionality L-
mnoziny A € LX vzhledem k ~ je

Ext~(A) = A ((Ax)® (x~y)) = A(y))-
x,yeX



Je-li Ext~(A) = 1, tj. plati-li A(x) ® (x = y) < A(y) pro
vSechna x,y € X, nazyvd se A extenziondlni (téZ kompati-
bilni) vzhledem k .

Vzhledem k ostré rovnosti je extenzionalni kazda L-mnozZina; pod-
minka za¢ne byt zajimava aZ pro bohatsi podobnosti. UZite¢né je
nésledujici pfeformulovani: extenzionalita znamend, Ze stupen pfi-
slusnosti se mezi podobnymi prvky neméni vice, neZ dovoluje jejich
podobnost.

Lemma 7.1

A € LX je extenziondlni vzhledem k =, pravé kdyZ pro
vSechna x,y € X plati

(x~y) < (A(x) & A(y)).

Diikaz

Podle adjunkce je podminka A(x) ® (x ~ y) < A(y) ekviva-
lentni (x = y) < A(x) — A(y). Extenzionalita ji pozaduje pro
vSechny dvojice, tedy i pro dvojici y, x; se symetrii ~ dohro-
mady dostdvame pravé (x = y) < (A(x) = A(y)) A (A(y) —
A(x)) = (A(x) <> A(y)). Obréceni je zfejmé.

Pfiklad 7.2

Necht X = {x,y,z}, L je standardni Lukasiewiczova algebra
a ~ md jedni¢ky na diagondle, (x ~ y) =09, (y =~ z) = 0.7
a (x = z) = 0.6 (snadno ovéfime, Ze jde o L-ekvivalenci).
L-mnozina A = {1/x, %%/y, %4/z} extenziondlni nent:

Ax)®@ (x~=2z)=1®0.6=0.6 £04 = A(z).
Poruseni je ale jen ¢4ste¢né — nejhorsi dvojice déavaji 0.6 —

0.4 = 0.8, takZe Ext~(A) = 0.8.

Neextenziondlni L-mnoZinu miZeme extenziondlni ,dodélat”: prvku
y ptidélime vse, co si vynuti podobnost s ostatnimi prvky.



Definice 7.2: extenzionalni obal

Extenziondlni obal L-mnoZiny A € LX vzhledem k L-
ekvivalenci ~ je L-mnozina Cx (A) dand pfedpisem

Véta 7.3: 0 extenzionalnim obalu

Cx~(A) je nejmensi extenziondlni L-mnozina obsahujici A. Na-
vic je Cx L-uzédvérovy operator na X; jeho pevné body jsou
presné extenzionalni L-mnoZiny.

Dukaz

Obsahuje A: A(y) = A(y) ® (y = y) < C<(A)(y).
Je extenziondlni: distributivita ® pfes suprema a tranzitivita ~
dévaji

Nejmensi: je-li B extenziondlnia A C B, pak A(x) ® (x = y) <
B(x) ® (x ~ y) < B(y), takze C~(A) C B.

Uzdvérovy operdtor: extenzivitu uz mame. Monotonie ve stup-
nich: pro kazdé y je

C~(A1)(y) ® S(A1, Az) = \/ (A1(x) ® S(A1, A2) @ (x ~ 7))

X

< Cx(A2)(y),

nebot’ Aj(x) ® S(A;, Az) < Ay(x); adjunkce a infimum ptes
y daji S(A1, Az) < S(Cx(A1),Cx(A3)). Idempotence: C~(A)
je extenziondlni nadmnoZina sebe sama, takze z jiz doka-
zané minimality je C~(Cx(A)) = Cx(A). Pevné body: je-li A
extenzionalni, je nejmensi extenziondlni nadmnoZinou sama
sebe, tedy C~(A) = A; obrécené je kazdy pevny bod extenzi-
onélni, protoZe Cx~(A) extenzionalni je.

Podle véty o korespondenci z kapitoly 6 tedy extenzionadlni L-mnoZiny
tvofi L-uzdvérovy systém — jsou uzavieny na priniky a posuny
(pfimé oveéfeni je cviceni 3). V piikladu 7.2 vyjde obal C~(A) =
{1/x, %9 /y, 06 /z}: prvek z si stupeti 0.6 vynutil podobnosti s x.



Gottfried Wilhelm Leibniz

Poznidmka: kompatibilni relace

Stejnou myslenku pouZijeme i pro bindrni L-relace. Relace
R € LX*Y je kompatibilni s L-ekvivalencemi ~* na X a ~Y
na Y, pokud

R(x,y) @ (x &% x) @ (y =" v') < R(x,y)

pro vSechna x,x" € X ay,y’ € Y. Nejde o nic nového: pfed-
pis ({(x,y) ~ (x,y)) = (x ~X ¥) @ (y ~¥ y/) definuje L-
ekvivalenci na X x Y (cviceni 5) a kompatibilita R je pfesné
extenzionalita R vzhledem k ni. Ve z této sekce — obal i uza-
vérové vlastnosti — se tedy na relace pfenasi beze zmény.

Odkud se L-ekvivalence berou? Casto pravé z L-mnozin: mame-li
soubor vlastnosti (L-mnoZin) A C LX, miizeme prohldsit dva prvky
za podobné do té miry, do jaké se shoduji ve vSech vlastnostech
souboru.

Véta 7.4: Leibnizova L-ekvivalence
Pro A C L definujme

(x~ay)= A (Alx) < Ay)).
AcA

Pak ~ 4 je L-ekvivalence na X, kazd4d A € A je vzhledem k ni
extenziondlni a ~ 4 je nejuétsi L-ekvivalence s touto vlastnosti.

Diikaz

Reflexivita a symetrie plynou z a <+ a = 1 a symetrie bire-
sidua; tranzitivita z (a <> b) ® (b <> ¢) < (a < c) (kapi-
tola 2), protoZe infima tuto nerovnost zachovaji. Extenziona-
lita kazdé A € A plyne z Lemmatu 7.1: pfimo z definice je
(x =4 y) < A(x) <> A(y). Je-li konetné E L-ekvivalence,
vzhledem k niZ jsou vSechny A € A extenzionalni, ddva to-
téz lemma E(x,y) < A(x) < A(y) pro kazdou A € A, tedy
E Cr4y.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Rodék z Lipska, povoldnim pravnik a diplomat ve sluzbdch han-
noverského dvora, patfi k poslednim ucenctim, ktef{ obsahli vé-
déni své doby vcelku. Nezavisle na Newtonovi vybudoval infi-
nitezimdlni pocet — a je to pravé jeho zépis [ a dx, ktery po-



uzivame dodnes —, sestrojil mechanickou kalkulacku zvladajici
vSechny ¢tyfi pocetni tkony, propracoval dvojkovou soustavu a
stdl u zrodu Pruské akademie véd, jejimZ byl prvnim preziden-
tem (1700).

V logice snil o characteristica universalis, univerzalnim pojmovém
pismu, a o kalkulu, ktery by ucené spory rozhodoval vypoctem
— ,Calculemus!”, pocitejme. Symbolicka logika 19. stoleti zacala
tento sen napliiovat.

NP

Zasadu identity nerozlisitelnyjch — véci, které se nelisi Zddnou
vlastnosti, jsou totozné — formuloval v Monadologii a héjil v ko-
respondenci se Samuelem Clarkem. Leibnizova L-ekvivalence
z této kapitoly nerozliSitelnost neprohlasuje, ale méi.

Leibnizova L-ekvivalence je zdkladem mnoha aplikaci: prvky (paci-
enty, vyrobky, dokumenty) popiSeme L-mnoZinami jejich vlastnosti
a podobnost z popisu spocitdme. V kapitole 10 se s toutéz myslen-
kou potkdme u forméalni konceptudlni analyzy.

7.2 Zachovavani podobnosti

V kapitole 4 jsme si polozili otdzku, do jaké miry zaleZi na pres-
nych hodnotéch stupniti pfislusnosti. Ted’ na ni mtZeme odpoveé-
dét: operace s L-mnoZinami zachovavaji podobnost svych argu-
mentti. Nahradime-li vstupy podobnymi vstupy, budou i vysledky
podobné — a vime piesné, v jakém stupni nejméné.

Véta 7.5: operace zachovavaji podobnost

Pro Aq, Ay Bi,B, € LX a bindrni L-relace Ri,R, € LX*Y,
S1,S2 € LY*Z plati

(A1~ Ay) A (B1 = By) < ((A1NB1) = (A2NBy)), (N)
(A1 = Ay) A (By = By) < ((A1UBy) = (A2 UBy)), (L)
(A1~ A2) ® (B1 = By) < ((A1®B1) = (A2 ®By)), (®)
(A1~ A2) ® (B; ~ By) < ((A1 = By) = (A2, = By)), (=)
(R1 ® R2) ® (51~ 52) < ((R1051) = (R0 S)), (0)
(A1 = A2) ® (B; = By) < (S(A1,B1) <+ S(Az, B)). (S)

Nerovnosti (N) a (U) plati i pro priniky a sjednoceni libovol-
nych systémi s infimem A;(A; = B;) na levé strané.



Dikaz

DokéZzeme (N) a (S); ostatni pfipady jsou cviceni 2 (u (o) po-
miiZe véta o skladani a podmnoZinovosti z kapitoly 4).

(N) Polozme s = S(Aj1,A2) AS(Bq,By); zjevné s > (A1 =
Az) AN (B1 ~ Bz) Pro kazdé x je

(A1NBy)(x) ®@s < (Ar(x) @s) A (Bi(x) @s) < Ay(x) ABa(x),

tedy s < S(A; N By, Ay N By). Symetricky pro opainy smér;
obé nerovnosti daji (N).

(S) Podle tranzitivity podmnoZinovosti ve stupnich (kapi-
tola 4) je

S(Ay, A1) ® S(A1,B1) ® S(By,By) < S(Az, By),

a protoze (A; =~ Ap) < S(Az, A1) a (B = By) < S(By, By),
dostavame adjunkci

(Al N Az) (24 (Bl ~ Bz) < S(Al,Bl) — S(Az, Bz)

Zaménou rolf indext1 1 a 2 dostaneme i opac¢nou implikaci a
obé dohromady dajf biresiduum.

Véta je pfesnym vyjadfenim ,spojitosti” teorie fuzzy mnozin vici
stupiiim: jsou-li stupné pfislusnosti urceny jen pfiblizné — coz je
v praxi vZdy - 1isi se vysledky vSech dosud zavedenych konstrukeci
od ,spravnych” nejvyse tak, jak se lisi vstupy. VSimnéme si také,
Ze u operaci definovanych pomoci ® vystupuje na levé strané ®:
sklddanim se nepfesnosti mohou nasobit, pfesné jak jsme to vidéli
u mocnin relaci v kapitole 6.

7.3 Faktorizace podle podobnosti

Jsou-li si dva prvky podobné ve stupni 1, Zddna extenziondlni L-
mnozina je nerozlisi. Nabiz{ se je slepit — universum tim zmensime
a o nic nepfijdeme. Vyjdeme z pozorovani, Ze plnd podobnost je
ostra ekvivalence.

Lemma 7.6

Pro L-ekvivalenci ~ na X je 1-fez ! ~ (klasickd) ekvivalence
na X.



Dikaz

Reflexivita a symetrie jsou z¥ejmé; tranzitivita: z (x ~ y) =
(y=z)=1plynel=(x~=y)® (y~z) < (x = z).

Oznatme [x] = {y € X | (x =~ y) = 1} tfidu prvku x podle ' ~ a
X/~ = {[x] | x € X} ptislusnou faktorovou mnozinu.

Véta 7.7: faktorizace

Predpis

(K =) =(x~y)
je korektni (nezavisi na volbé reprezentant(i) a definuje L-
rovnost na X/~ Je-li ddle A € LX extenziondlni, je pfedpis
A([x]) = A(x) korektni a definuje L-mnoZinu na X /=, exten-
ziondlni vzhledem k této L-rovnosti.

Dtikaz

Korektnost: necht’ [x] = [x'] a [y] = [V/], tedy (x = x') = (y =
y') = 1. Dvojim uzitim tranzitivity

xry)=E=y)o@x=y)ey~y) < =y),

a symetricky (x" =~ y') < (x & y); hodnoty se tedy shoduji.
Reflexivita, symetrie a tranzitivita na faktoru plynou ihned
z tychz vlastnosti ~ na X. L-rovnost: je-li ([x] ~ [y]) =1, pak
(x~y) =1, tedyy € [x] a [x] = [y].

L-mnoZiny: pro extenziondlni A a (x ~ x’) = 1 déava ex-
tenzionalita A(x) = A(x) ®1 < A(x’') i obrdceng, tedy
A(x) = A(x") a pfedpis je korekini. Extenzionalita na faktoru
je pak jen prepisem extenzionality na X.

Faktorizaci se tedy kazd4 podobnost stane L-rovnosti: plné po-
dobné prvky splynou a extenziondlni L-mnoZiny pfejdou na fak-
tor beze ztraty informace. Neextenziondlni L-mnoZiny na faktor
obecné nepiejdou — pravé proto je extenzionalita tou spravnou pod-
minkou ,slucitelnosti s podobnosti”.

Piiklad 7.8
Vrat'me se k L-ekvivalenci E z pfikladu na konci kapitoly 4:

na X = {x,y,z,u} nad standardni Lukasiewiczovou algebrou
byla dédna tabulkou



| x vy z u

1 09 08 1
09 1 07 09
08 07 1 08

1 09 08 1

=N R|M

a nebyla L-rovnost, protoze E(x,u) = 1 pro x # u. Tfidy
podle 'E jsou [x] = {x,u}, [y] = {y} a [z] = {z} a indukovana
L-relace na X/E,

(A=) =09,  (K=[z]) =08  (lyl=[z])=07

uz L-rovnost je — v souladu s pozorovinim z kapitoly 4, Ze
restrikce E na {x,y,z} je L-rovnost.

Cviceni
1. Pro L-ekvivalenci ~ z Pfikladu 7.2 a L-mnozinu

A= {0.3/x, l/y’ 0.5/2}

spocitejte Ext~ (A) a extenziondlni obal Cx (A) (nad standardni
Lukasiewiczovou algebrou).

2. Dokazte zbyvajici nerovnosti Véty 7.5: (U), (®), (=) a (o).

3. Dokazte piimo (bez véty o korespondenci), Ze extenzionalni
L-mnoziny vzhledem k = tvoii L-uzavérovy systém: jsou uza-
vieny na libovolné priniky i na posuny a — A.

4. Necht X = {x,y,z} a A= {Ay, Ay}, kde
Al — {1/x, O.S/y, O'Z/Z}, A2 — {O.6/x, 0.6/]/’ 0'9/Z}.

Nad standardni Lukasiewiczovou algebrou spocitejte Leibni-
zovu L-ekvivalenci = 4.

5. Dokazte, Ze predpis ((x,y) =~ (¥/,y)) = (x =X ¥') @ (y =
y') z pozndmky o kompatibilnich relacich definuje L-ekvivalenci
na X x Y.

6. Ukazte, Ze extenzionalni obal jednoprvkové L-mnoziny {!/x}
je L-mnozina (x = - ), a odvod'te, Ze

co(4) = U (Am @ co({/x))) -
xeX
obal je sjednocenim ,tfid“ jednotlivych prvki vazenych stupni
prislusnosti.

7. Najdéte L-ekvivalenci ~ a neextenziondlni L-mnoZzinu A tak,
aby ptedpis A([x]) = A(x) z Véty 7.7 korektni nebyl.



