Kapitola 8

Princip rozsiteni, fuzzy
¢isla a fuzzy aritmetika

Jak aplikovat oby¢ejnou funkci f: X — Y na fuzzy mnozinu? Od-
povédi je Zadehtv princip rozsifeni. Na ném pak postavime fuzzy
¢isla — fuzzy mnoZiny na redlné ose modelujici neurcité hodnoty
typu ,asi pét” — a pocitdni s nimi.

A z

8.1 Princip rozsifeni

Obraz mnoziny A pii zobrazeni f je v klasické teorii mnozina
{f(x) | x € A}: prvek y do né&j patti, pravé kdyz existuje x € A

s f(x) = y. Obrat ,existuje” ¢teme stupriované supremem — a vic
neni potieba.

Definice 8.1: princip rozsifeni

Necht f: X — Y. Obraz L-mnoziny A € LX pii f je L-
mnozina f(A) € LY,

fA) )=V Al),
xeX

flx)=y

a vzor L-mnoziny B € LY je L-mnoZina f~'(B) € LX dana
predpisem f~1(B)(x) = B(f(x)).

(Supremum prazdné mnoziny je 0: prvky mimo obor hodnot f maji
v obrazu stupen 0.) Pfedpisu pro obraz se fikd princip rozsifeni
(extension principle): dovoluje libovolnou funkci ,rozsftit” z prvkl



na L-mnoziny. Nejde pfitom o nic jiného neZ o specidlni ptipad
skladani relaci z kapitoly 4: chdpeme-li f jako ostrou relaci Ry €
L¥Y s Re(x,y) = 1 pravé pro y = f(x), je f(A) = AoRy (a
f~Y(B)=R £ o B, tteme-li A, B jako undrni relace).

Véta 8.1: vlastnosti obrazt a vzort

Necht f: X =Y, A, A; € LXaB,B; € LY (i € I). Pak
1. f(Ui Ai) = Ui f(A;) a f(Ni Ai) € N f(A;), pficemZ in-

kluze mtize byt ostré;

2. f7HMiB:) = Nif'(B), fHUiB) = U
fYa— B)=a— fYB), flla®B) =
pro kazdé a € L;

3- S(A1,A2) < S(f(A1),f(A2)) a S(By,By) <
S(f~1(B1), f1(B));

4. f(*A) C “(f(A)) pro kazdé a € L; rovnost plati, je-li
supremum v definici obrazu vZdy dosazeno (naptiklad
pro konecné X).

Diikaz

(1) Prvni rovnost je zdména suprem; u prinikd mdme pro
kazdé j inkluzi f(; A;) € f(A;) z monotonie obrazu. Ost-
rost: pro f konstantni a ostré mnoziny A;, A, neprdzdné a
disjunktni je f(A1 N A) =@, ale f(A1) N f(Az) # D.

(3) Pro kazdé y je

f(A)(y) ©S(A1,A2) = \/ (A1(x) ® S(A1, Az))
fx)=y

<V Axx) = f(A2)(y),
flx)=y

coz po adjunkci a infimu pfes y dava prvni nerovnost; druhd
je zejma z £ (By)(x) = B(f(x)).

(4) Je-li x € ?A, pak f(A)(f(x)) > A(x) > a, tedy f(x) €
“(f(A)). Naopak y € (f(A)) znamend V ¢(,)—, A(x) > a; je-
li supremum dosaZeno v néjakém x,je xo € “Aay = f(xg) €

tA).

J];E)d ()2) je snadné cvi¢eni 3 — vzor je ,dosazeni”, a komutuje
proto se vSim.

Podle bodu (3) je rozsifeni f monotonni ve stupnich — podobné
vstupy davaji podobné obrazy, v souladu s kapitolou 7. Maly pfi-
klad: pro X ={1,2,3} a f(1) = f(2) =a, f(3) =bje

f({0.7/1, 0.4/2, 05/3}) _ {0'7/61, 0'5/b}.



Rozsitfovat miZzeme i funkce vice proménnych; tam se do hry do-
stava otdzka, jak skloubit stupné jednotlivych argumentti.

Definice 8.2: princip rozsifeni pro dvé proménné

Necht' f: X7 x Xp — Y. Pro Ay € LXta Ay e LX definujeme
f(Aq, Ay) € LY predpisem

f(ALA) () =\ (Ai(x1) A Az(xg)).
x1€X1, x2€Xp
f(xlrxz):y

Poznamka: pro¢ A, a ne ®?

Zadehtiv ptivodni princip rozsifeni uzivd minimum a my se
ho pfidrzime, protoZe jen s A plati véta o fezech, o kterou
celou fuzzy aritmetiku opfeme. Nad obecnym residuovanym
svazem se nabizi i @-verze (stupné argument(i se nasobi); je
mensi nebo rovna té nasi a v literatufe se s ni také pracuje.

8.2 Fuzzy ¢isla

V této a ndsledujici sekci pracujeme se standardni strukturou na
L = [0,1] a universem je redlna osa R. Chceme modelovat neu-
r¢ité hodnoty: ,asi pét”, ,zhruba mezi dvéma a tfemi”. Takova
fuzzy mnozina by méla mit alesponi jeden typicky prvek (stupen
1), jeji stupné by mély od typickych hodnot k obéma stranam kle-
sat a neur¢itost by neméla sahat do nekone¢na. Pfesné to zachycuje
nasledujici definice; formulujeme ji pomoci fezdl, s nimiZ jsme se
naucili zachazet v kapitole 4. Nosi¢em fuzzy mnoziny A rozumime
mnozinu {x | A(x) > 0}.

Definice 8.3: fuzzy ¢islo

Fuzzy &islo je fuzzy mnozina A € [0,1]R takova, Ze
e Ajenormalni: A(x) =1 pro n&jaké x € R,
e pro kazdé « € (0,1] je fez “A uzavfeny interval,
* nosi¢ A je omezeny.

Rezy budeme znatit *A = [ay, by].

Podminka na fezy ma nazorny geometricky obsah. Rekneme, Ze
fuzzy mnozina A na R je fuzzy konvexni, pokud A(Ax + (1 —



A)y) > A(x) AN A(y) pro véechna x,y € Ra A € [0,1] - mezi dvéma
body stupen nikdy neklesne pod mensi z krajnich stupniti.

Lemma 8.2

Fuzzy mnoZina A na R je fuzzy konvexni, pravé kdyz je
kazdy jeji fez “A (v > 0) interval. Uzavienost vSech fezi je
pak ekvivalentni horni polospojitosti funkce A.

Dikaz

Je-li A fuzzy konvexni, u,v € A a w lezi mezi nimi, pak
A(w) > A(u) N A(v) > w, takze fez je konvexni podmnoZina
R, tedy interval. Naopak necht’ jsou vSechny fezy intervaly;
pro x,y polozme & = A(x) A A(y). Pro & = 0 neni co do-
kazovat; jinak x,y € “A, a tedy i kaZdy bod mezi nimi lezi
v %A, coz je pfesné fuzzy konvexnost. Druhé tvrzeni je stan-
dardni fakt z analyzy (horni polospojitost = uzavfenost mno-
zin {x | A(x) > a}) a nebudeme je dokazovat.

Pfiklad 8.3

(1) Trojuhelnikové fuzzy &islo (a,b,¢), kde a < b < ¢, je dano
pfedpisem

,—, Proxe [a,b],
Alx)={c—x

——, Pproxe [b,c],

0 jinak

(krajni pfipady a = b & b = c ¢teme jako skok). Jeho Fezy jsou
“(a,b,c) = [a+a(b—a), c—a(c—1D)]

(cviteni 1). Trojuhelnikové &islo (1,2,3) je rozumny model
hodnoty ,asi 2”.

(2) Lichob&znikové fuzzy ¢islo (a,b, ¢, d) roste na [a,b], na [b, c]
je rovno 1 a na [c,d] klesd — model pro ,zhruba mezi b a c”.
V &asti literatury se mu ¥ika fuzzy interval a slovo fuzzy ¢islo se
vyhrazuje pro pfipad, kdy stupné 1 nabyvé jediny bod.

(3) Ostré &islo r ztotoznime s fuzzy &islem {!/r} = (r,r,7);
ostry interval [a, b] s lichob&Znikem (a,4, b, b). Fuzzy ¢isla tedy
zobeciiuji ¢isla i intervaly zaroveri.



8.3 Fuzzy aritmetika

Aritmetické operace jsou funkce R x R — R, a tak je princip rozsi-
fen{ pfenese na fuzzy cisla sdm od sebe:

(A@B)(z) = \/ (A(x)AB(y)),

x+y=z

a podobné A B (pfes x —y = z) a A©® B (pfes x -y = z). Po-
itat pfimo z definice je nepohodIné; nastésti se vse dd prevést na
pocitani s intervaly. Pfipomerime intervalovou aritmetiku:

[a,b) + [c,d] = [a+c, b+d],
[a,b] = [c,d] =[a—d, b—c],
[a,b] - [c,d] = [minP, maxP], P = {ac,ad,bc,bd}.

Véta 8.4: fuzzy aritmetika po fezech

Pro fuzzy &isla A, B a kazdé a € (0, 1] plati
“(A®B) ="A+"B,

a obdobné pro © a ®. Vysledky A® B, A©Ba A®B jsou
opét fuzzy &isla.

Dtikaz

Dokédzeme tvrzeni pro @; pro © a ® probiha diikaz stejné
(staci spojitost piislusné operace).

D" proxe*Aaye*Bje (A®B)(x+y) > A(x) AB(y) >
Q.

,C“: necht z € “(A® B), tedy V,(A(x) AB(z—x)) >
a. Funkce g(x) = A(x) A B(z — x) je horni polospojita
(Lemma 8.2) a mimo omezeny nosi¢ A je nulova; podle zndmé
véty z analyzy proto svého suprema nabyva v néjakém bodé
xg. Pak A(xg) > a i B(z—xg) > w, takZe z = xo + (z — x¢) €
“A+*B.

Zbytek: fezy A @ B jsou soucty uzavienych omezenych inter-
valti, tedy uzaviené intervaly; normalita plyne z fezu & = 1
a omezenost nosi¢e z omezenosti nosi¢d A a B. Vysledek je
proto fuzzy cislo.

Piiklad 8.5

,Asi dva plus asi tfi je asi pét.” Rezy trojihelnikovych &i-
sel zaviseji na « linedrné a soucet dvou linedrnich funkdi je
opét linedrni; z Véty 8.4 proto plyne (podrobny vypocet je

Intervalova aritmetika je starsi
nez fuzzy mnoziny: Ramon E.
Moore ji v 60. letech rozpracoval
pro spolehlivé odhady zaokrouh-
lovacich chyb po¢itacti (kniha In-
terval Analysis, 1966). Fuzzy &isla
ji zobectiuji —jsou to vlastné inter-
valy s mékkymi okraji, navrstvené
po fezech.



cviceni 2), Ze trojihelnikové &isla se séitaji po slozkdch:
(a1,b1,¢1) ® (a2, by, c2) = (a1+az, bi+ba, c14c2).
Speciélné (1,2,3) & (2,3,4) = (3,5,7):

(1,2,3) (3,5,7)
A n
/N
FANACERY
/ \/ \

U néasobeni uZ to neplati — soucin trojihelnikovych &isel troj-
thelnikovy neni (cviceni 5).

Poznimka: pozor, neni to grupa

Struktura @ je komutativni a asociativni a ostrd nula (0,0,0)
je jejim neutrdlnim prvkem (cviceni 6) — fuzzy ¢isla s @ tedy
tvofi komutativni monoid. Grupu vsak nikoli: napfiklad pro
A=(1,23)je

AsA=(-202),

nikoli ostrd nula - ,asi dva minus asi dva” je ,asi nula”,
s neurditosti obou operandii se¢tenou. Sitky nosi¢t se totiz
pii @ i © scitaji: neurcitost se vypoctem kumuluje a nikdy
sama od sebe nezmizi. Z téhoz dtvodu nemusi mit rovnice
A® X = BfeSeni, je-li A ,8ir$i” nez B (cviceni 7).

Na fuzzy &islech stoji Zadehovy
linguvistické proménné (1975): pro-
ménné, jejichZ hodnoty nejsou

L4 yd
¢isla, ale slova — ,mald”, ,asi CVlcenl
pét”, ,vysokd” — interpretovana
fuzzy mnozinami na &iselném
oboru. Vrétime se k nim u pfibliz- 1. Odvod’te vzorec pro fezy trojuhelnikového fuzzy &isla z P¥i-
ného usuzovani v kapitole 12. “y .

kladu 8.3 a rozmyslete, jak vypadaji fezy lichobéznikového
&isla (a,b,¢,4d).

2. Spotitejte po fezech (1,2,3) ¢ (2,3,4) a (1,2,3) ©(1,2,3).
3. Dokazte bod (2) Véty 8.1.
4. Pro f(x) = x> a A = (—1,0,1) spotitejte obraz f(A). UkaZte,

ze f(A)(y) =1— /y proy € [0,1] - obraz trojihelnikového
¢isla tedy nemusi byt trojihelnikovy, fuzzy &islo to vsak je.



5. Ukazte, Ze (1,2,3) ® (1,2,3) neni trojahelnikové fuzzy ¢islo:
spocitejte jeho fez pro a« = 0.5 a srovnejte s fezem trojtihelni-
kového ¢isla (1,4,9).

6. Ovéfte, Ze pro ostrd Cisla splyva @ s obyCejnym s¢itanim a Ze
A®(0,0,0) = A pro kazdé fuzzy &islo A.

7. Ukazte, Ze rovnice A@ X = Bmd pro A = (1,2,3) a B =
(2,4,6) feseni X = (1,2,3), zatimco pro A = (0,2,4) a B =
(1,2,3) Zadné feSeni nemd. (Napovéda: porovnejte sitky fezti.)



