


Kapitola g

Fuzzy rela¢ni rovnice

Vratme se k pifikladu s pacienty, symptomy a nemocemi z kapi-
toly 4: zndme-li symptomy pacienti a lékafskou znalost o tom,
které symptomy provézeji které nemoci, diagnézy spocitdme sloze-
nim. Zndme-li naopak symptomy pacientti a jejich diagndézy a chceme
z takovych dat ziskat lékatskou znalost, dostdvame obracenou dlohu,
ktera vede na fuzzy relacni rovnice. Zakladnim néstrojem bude ad-
junkce, tentokrat mezi skladanimi o a < z kapitoly 4.

9.1 Formulace tlohy

Budeme Fesit rovnice tvaru
AoR =B,

kde A € LX*Y a B € LX*Z jsou déany a nezndmou je L-relace R €
LY*Z. V diagnostickém &teni: X jsou pacienti, Y symptomy a Z
nemoci; A ¥ika, kdo ma jaké symptomy, B kdo ma jaké nemoci,
a hleddme lékafskou znalost R — které symptomy ukazuji na které
nemoci. (Druhd varianta, s danou znalosti R a nezndmou A, se na
tuto prevede inverzi; viz cviceni 2.)

Zatneme dvéma jednoduchymi piiklady. Necht L je standardni
Lukasiewiczova algebra a vSéechny mnoziny jsou jednoprvkové, takze
relace jsou prosté ¢isla. Rovnice 0.3 @ ¥ = 0.8 nemd feSeni: leva
strana nikdy neptesshne 0.3. ReSeni tedy nemusi existovat. A rov-

nice o jednom pacientu a dvou symptomech
max(ry, 0.9 ®ry) = 0.8

(. A = (1, 0.9), B = (0.8)) ma FeSeni celou fadu: v8echna (r1,77)
sry = 0.8, < 0.9avsechna (r1,72) sry = 0.9, 11 < 0.8. ReSeni tedy



N

nemust byt jednoznacné. VSimnéme si ale, Ze existuje nejvétsi feSeni
(0.8, 0.9) a dvé minimalni, (0.8, 0) a (0, 0.9).

v

9.2 Nejveétsi feSeni

Struktura mnoZiny feSeni z posledniho pfikladu je obecnd. Zakla-
dem je nasledujici lemma, obdoba adjunkce mezi ® a — pro skla-
dani relaci.

Lemma 9.1: adjunkce skladani

ProAe LX*Y, Re LY*Z a B e LX*Z plati

AoRCB pravekdyz R C A 'aB.

Diikaz

Inkluze Ao R C B znamend, Ze pro vSechna x,z je
Vy A(x,y) ® R(y,z) < B(x,z), coz je totéZ jako A(x,y) ®
R(y,z) < B(x,z) pro v8echna x,y,z. Podle adjunkce mezi ®
a — je to déle totéz jako R(y,z) < A(x,y) — B(x,z) pro

vSechna x,y, z, tedy jako

R(y,z) < A (A(x,y) = B(x,z)) = (A" 'aB) (y,2).

xeX

Relace R = A~'<B je tedy nejuetsi relace, jejiz sloZeni s A nepie-
sdhne B. Rozepsani

R(y,z) = A (A(x,y) = B(x,2))

xeX

ma diagnostické ¢teni: symptom y ukazuje na nemoc z ve stupni,
v némz kaZdyj pacient se symptomem y ma nemoc z. Jde o opatrny
zavér z dostupnych dat, obdobné jako u slovniho ¢teni skladani <
v kapitole 4.

Véta 9.2: Sanchezova véta
Rovnice A o R = B mé feSeni, pravé kdyZ je jejim feSenim R =

A~14B. V tom ptipadé je R nejvétsi feseni a navic s kazdym
feSenim R je feSenim i kazd4 L-relace R" s R C R" C R.



Dikaz

Je-li R feSeni, pak Ao R C B, takze R C R podle Lemmatu 9.1.
Skladani je monotonni (kapitola 4), a proto

B=AoRC AoRCB,

kde poslednl inkluze je opét Lemma 9-1 (pro R C R). Tedy
AoR = B: existuje-li fesen, je jim i R, a to nejvetsi. Ste]ny
arguments RC R’ C Rd4B=AoRC AoR' C AoR=B.

Sanchezova véta davd i prakticky postup: spocitdme R a dosadime.
Vyjde-li Ao R = B, mdme nejvétsi feSeni; nevyjde-li, feSeni neexis-
tuje a Zddné dalsi kandidaty zkouSet nemusime.

Piiklad 9.3

. Vétu o nejvétsim feSeni publiko-
Necht’ L je standardni Lukasiewiczova algebra, X = {p1, p2} val Elie Sanchez v roce 1976 [SAN-
jsou pacienti, Y = {s1,s2} symptomy a Z = {n} jedind ne- CHEZ76]; motivaci mu byla lé-
. kaiskd diagnostika. Fuzzy relatni

moc. Data: iy ;
rovnice jsou od té doby samostat-

A 1 0.9 B 0.8 nym tématem se stovkami praci.
—\04 1)’ “\05/

Nejvétsi kandidat vyjde

R(s;,n) = (1 —0.8) A (04— 05)=08A1=0.8,
R(sp,n) = (0.9 — 0.8) A (1 = 0.5) =0.9A 0.5 = 0.5.

Zkouska: (A o R)(p;,n) = max(1® 08, 09 ®05) =
max(0.8, 0.4) = 0.8 a (AoR)(py,n) = max(04® 0.8, 1®
0.5) = max(0.2, 0.5) = 0.5. Rovnice tedy fedeni mé a R je jeji
nejvétsi feSeni: symptom s; ukazuje na nemoc ve stupni 0.8,
symptom sp ve stupni 0.5.

Poznidmka: minimé4lni feSeni

Mnozina vsech feSeni ma podle Sanchezovy véty jediny nej-
vétsi prvek R a skladé se z intervalti mezi minimalnimi feSe-
nimi a R; minimalnich fe$eni mtize byt mnoho (viz jednotad-
kovy piiklad v prvni sekci). Na kone¢nych universech mini-
malni feSeni vZdy existuji a daji se najit kombinatorickym roz-
borem, kterych dvojic (v, z) je v supremech skuteiné potteba;
jejich pocet vSak miiZe s velikosti universi riist exponencidlné.
Podrobny popis najde ¢tenaf v [KLIRg5], kapitole 6.



9.3 Soustavy rovnic a pfiblizna feseni

Kazdy pacient (fddek A a B) predstavuje jednu rovnici a hledame
relaci R vyhovujici véem. Obecné: soustava rela¢nich rovnic je sys-
tém

AZ‘ORIBZ‘, 1el,

s jednou nezndmou R. Sanchezova véta se pfendsi beze zmény: staci
kandidaty jednotlivych rovnic protnout.

Véta 9.4: o soustavach
Soustava A; o R = B; (i € I) mé feSeni, pravé kdyzZ je jejim
feSenim R
R=((4A"<B)),
iel

a v tom pripadé je R jeji nejvétsi feSeni.

Dtikaz

Relace R spliiuje A; o R C B; pro v8echna i, pravé kdyz R C
A;qui pro véechna i (Lemma 9.1), tedy pravé kdyz R C R.
Zbytek je stejny jako v diitkazu Sanchezovy véty: je-li R feSeni
soustavy, pak pro kazdé i

B;=A;oRC AjoRCB,
takZe R je FeSeni, a to nejvetsi.

Vzorec pro R z minulé sekce je tohoto tvaru: infimum A, probiha
pies pacienty, tedy pfes jednofadkové rovnice.

Nemé-li soustava (&i rovnice) feSeni, ma kandidét R p¥esto vyznam:
podle Lemmatu 9.1 je Ao R C B a mezi viemi relacemi s touto
vlastnosti je A o R nejvétsi. Relace R tedy nikdy nediagnostikuje
vic, nez data pfipoustéji, a ze vSech takovych relaci se k B pfiblizuje
nejtésnéji. To vede k méfeni Fesitelnosti ve stupnich.

Véta 9.5: stuperi feSitelnosti

Polozme ¢ = S(B, AoR), kde R = A~'<B. Pak (B ~ Ao
ﬁ) = o arovnice A o R = B md feSeni, pravé kdyz o = 1.



Dikaz

ZAoRC BjeS(AoR,B) =1, takze (B~ AoR) = S(B,Ao
R)=oc.Jelic=1,pak BC AoR, dohromadonR =Ba
rovnice feSeni m4; obracené ma-li feent, je jim R (Sanchezova
véta)a o = 1.

Cislu o fikdme stupen fesitelnosti rovnice. V tvodnim piikladu
03®@r =08je7 =03 -08=1,03®1=03ac =08 —
0.3 = 0.5: rovnice je ,feSitelnd naptil”. Soustavné studium stupna
fesitelnosti a pfibliznych feSeni rozvinul zejména S. Gottwald; dalsi
metody (véetné numerickych) shrnuje [KLirg5].

9.4 Rovnice s infimovym skladanim

Dosud jsme skladali supremovou kompozici o. Diagnézu jsme ale
v kapitole 4 uméli ¢ist i implikaéné, kompozici <: pacient ma nemoc
do stupné, v némz kaZdy jeho symptom na nemoc ukazuje. I toto
&teni vede na rovnici, tentokrat

A<R =B

s nezndmou R € LY*Z. Teorie je duélni k pfedchozi: roli suprem
pfevezmou infima a roli nejvétstho feSeni nejmensi.

Lemma 9.6: dudlni adjunkce

Pro A € LX*Y, R € LY*? a B € LX*Z plati

B C AdR praveé kdyz A 'oBCR.

Dikaz

Inkluze B C A<R znamend B(x,z) < A(x,y) — R(y,z) pro
v8echna x,y,z, coZ je podle adjunkce totéz jako A(x,y) ®
B(x,2) < R(y,2), tedy jako (A~ 0 B)(5,2) — Vy(A(xy) @
B(x,z)) < R(y,z).

Véta 9.7: dudlni Sanchezova véta

Rovnice A<R = B mai feSeni, prave kdyz je jejim feSenim
R = A~1oB.V tom ptipadé je R nejmensi feseni a s kazdym
feSenim R je feSenim i kazdé L-relace R’ s RCR CR.



Dikaz

Je-li R feSeni, pak B C A<R, takze RCR podle Lemmatu 9.6.
Kompozice < je ve druhém argumentu izotonni, a proto

B C A<R C A<R = B,

kde prvni inkluze je opét Lemma 9.6 (pro R C R). Tedy
A<R = B; zbytek jako u Sanchezovy véty.

Rozepsani nejmensiho feSeni

R(y,z) = \/ (A(x,y) ® B(x,2))

xeX

méa opét diagnostické ¢teni: symptom y ukazuje na nemoc z do
stupné, v némz existuje pacient, ktery mé oboji. Nejvétsi feseni o-
rovnice bylo infimum pfes pacienty, nejmensi feSeni <-rovnice je

supremum; obé rovnice jsou navzajem dudlni.
Pfiklad 9.8

Necht’ L je standardni Lukasiewiczova algebra, jeden pacient
md symptomy v stupnich A = (1, 0.9) a nemoc ve stupni
B = (0.7). Rovnice A<R = B zni 11 A (09 — 1) = 0.7 a
nejmensi kandidat vyjde

1=1®07=07, 72 =09®0.7=0.6.
Zkouska: 0.7 A (0.9 — 0.6) = 0.7 A 0.7 = 0.7; rovnice je Fe-
Sitelna a R je jeji nejmensi feSeni. Struktura mnoZiny feSeni
je dudlni k o-pfipadu: jediny nejmensi prvek a nad nim in-
tervaly sahajici k maximdlnim ¥eSenim, zde (0.7, 1) a (1, 0.6)
(cviceni 9).

Cviéeni

1. Nad standardni Lukasiewiczovou algebrou vyieste rovnici A o

R = B pro
1 04 0.6
A<0.7 1)’ B<0.9>'
spotitejte R, proved'te zkousku a rozhodnéte o Fesitelnosti.
Poté totéZ zopakujte nad Godelovou algebrou.

2. Odvod’te feseni rovnice s nezndmou na druhé strané: ukazte,
Ze AoR C B (s nezndmou A), pravé kdyz A C B>R71,
a zformulujte obdobu Sanchezovy véty. (Ndpovéda: pouZijte
(AoR)™' =R 1oA!'alemmag.1.)



. Dokazte, Ze mnozina feSeni rovnice A o R = B je uzavfena na
libovolna sjednoceni, a odvod’te odtud jesté jednou, Ze ma-li
rovnice feSeni, ma i nejvétsi feSeni.

. Nad standardni Lukasiewiczovou algebrou najdéte vSechna
feseni rovnice max(ry, 0.6 ® ;) = 0.4 a urcete nejvétsi a mi-
nimdlni feSeni.

. Nad standardni Lukasiewiczovou algebrou uvazujte

1 09 0.9
A= (o.z 0.3>’ b= (0.8) '
Spocitejte R\, ukaZzte, Ze rovnice nemd feSeni, a urcete jejf stu-
per fesitelnosti.

. DokaZzte Vétu 9.4 podrobné: proc je priinik kandidétt jednot-
livych rovnic nejvétsim spole¢nym ,podfesenim”?

. Diagnostické relace R(y,z) = Ay(A(x,y) — B(x,z)) piipo-
mind Leibnizovu L-ekvivalenci a Sipkové operatory, se kte-
rymi se setkdme v kapitole 10. Rozmyslete si slovni ¢tend
vsech tif konstrukcf a ¢im se 1isi.

. Nad standardni Lukasiewiczovou algebrou vyfeste rovnici s in-
fimovym sklddanim

1 06 0.8
AR=B, A= <0.7 1)’ B= (0.9) :

spotitejte nejmensi kandidét R a proved'te zkougku.

. Popiste vSechna feSeni rovnice z Pf¥ikladu 9.8 a ovéfte, Ze ma-
ximalni jsou pravé (0.7, 1) a (1, 0.6).



