Kapitola o

Uvod do hlubokého uéeni

o.1 Uméla inteligence, strojové uceni a hlu-
boké ucéeni

Uméla inteligence je Siroky obor zabyvajici se konstrukei systémfi,
které vnimaji, usuzuji, u¢f se nebo jednaji. Strojové ucent je jeho Cast,
v niz se chovani systému neurcuje pouze ru¢né zapsanymi pravi-
dly, ale odvozuje se z dat. Hluboké uceni je potom &ast strojového
uceni zaloZend na neuronovych sitich s vice vrstvami naucenych
reprezentaci.

Rozdil mezi nimi je i prakticky. Klasické programovani za¢ind pravi-
dly navrZenymi ¢lovékem, zatimco neuronova sit’ dostava ptiklady
a ztratovou funkci. Trénovaci algoritmus hleda parametry, s nimiz

sit’ na pfikladech dosahuje malého chybového signilu a souc¢asné
dokaze zobecnit na dosud nevidéna data.

0.2 Uceni reprezentaci

Vstupni data obvykle nejsou ve tvaru, v némz se tloha fesi snadno.
Obraz je pole intenzit, véta posloupnost tokenti a zvuk ¢asova fada.
Model proto nejprve pfevadi vstup = na vnitini reprezentaci
h = h¢(:l:)
a teprve z ni pocitd predikci
9=2380(h),  fop=23800°he
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Parametry reprezentace ¢ i rozhodovaci ¢asti 6 1ze ucit spole¢né
minimalizaci stejné ztratové funkce. Tento princip se oznacuje jako
uleni reprezentaci (representation learning).

Klasicky systém casto oddéluje ru¢né navrzené piiznaky od na-
sledného klasifikdtoru nebo regresoru. Takovy postup mtize dobte
vyuzit oborové znalosti, ale jeho kvalita je omezena tim, co kon-
struktér dokéazal pfedem vyjadrit. Hluboka sit’ se naproti tomu
uéi transformace pfimo z dat. Jedna vlastnost nemusi odpovidat
jedinému neuronu: informace byva rozloZena mezi vice soufadnic
a jedna soufadnice se soucasné podili na nékolika vlastnostech.
Hovofi se proto o distribuované reprezentaci.

Uzite¢nd reprezentace zachovava informaci pottebnou pro cilovou
tlohu a potlatuje zmény, které pro ni podstatné nejsou. Klasifikator
objekti mé byt napiiklad malo citlivy na drobnou zménu osvétleni
nebo posun objektu. Jindy se md reprezentace ménit pfedvidatelné:
posun vstupniho obrazu ma posunout také mapu detekovanych
objektt1. Prvni vlastnost se nazyva invariance, druhd ekvivariance.
Architektura a data urcuji, které z nich se model mizZe naucit. Kon-
voluce podporuje ekvivarianci viic¢i posunu, augmentace ukazuje
Z4adouci invariance a mechanismus attention umoZnuje p¥imo mo-
delovat vztahy mezi prvky vstupu.

Vice vrstev dovoluje sklddat jednodussi transformace do hierar-
chie. U obrazu mohou ¢asné vrstvy reagovat na lokalni kontrasty
a textury, zatimco pozdéjsi reprezentace nesou informaci o ¢astech
objektd a jejich vztazich. U jazyka se pocate¢ni embedding tokenu
méni v reprezentaci zavislou na okolnim kontextu. Tato interpretace
je uZzite¢nd, neni vSak doslovnym popisem kazdé sité: jednotlivé
vrstvy nemaji pfedem pfidéleny vyznam a naucend informace mtiZze
byt rozloZena napfi¢ celym modelem.

Spole¢né uceni celé kompozice se oznacuje jako uceni end-to-end.
Jeho vyhodou je, Ze se reprezentace pfizptisobi pfimo zadanému
cili. Stejna vlastnost je také zdrojem rizika. Ztratova funkce neurcuje,
jakym signédlem ma model tlohu fesit. Pokud trénovaci data obsahujt
snadnou zkratku — napfiklad pozadi silné korelované s tfidou —
muze ji sit' zakédovat misto zamysleného pojmu. Mald trénovaci
chyba proto sama nedokazuje, Ze reprezentace zachycuje spravnou
strukturu problému.

Kvalita reprezentace se posuzuje podle chovani na novych datech,
pfenosu mezi tlohami, odolnosti viidi relevantnim zméndm a podle
chyb v jednotlivych podskupinach. Reprezentace naucend na rozsah-
lém zdrojovém souboru miiZe slouZit jako vychozi bod pro mensi
cilovou tlohu; tomuto postupu se vénuje kapitola 8. Self-supervised
cile v kapitole 16 ukazujf, Ze uZite¢nou reprezentaci lze ucit také bez
ru¢né zadaného labelu pro kazdy pfiklad.
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Skladéani diferencovatelnych transformaci je spole¢nym zdkladem
dopfednych, konvolu¢nich i rekurentnich sitf a Transformerd. Para-
metry se uci gradientnimi metodami a algoritmem backpropagation;
rozdily mezi architekturami spocivaji pfedevsim v tom, jaké vazby
a induktivni preference do reprezentace vnaseji.

0.3 Milniky oboru

Pokrok v hlubokém uceni obvykle vznikl soubéhem ¢&tyf slozek:
vhodného modelu, ucictho algoritmu, dostupnych dat a vypocetniho
prostfedi. Samotny architektonicky ndpad stacil jen ziidka. Vysledek
navic zavisel na evaluaéni tiloze; metoda tspésnd v jedné doméné
nemusela byt prakticka v jiné.

McCulloch a Pitts formulovali v roce 1943 jednoduchy matematicky
model neuronu [McCuLLocH1943]. Rosenblattiiv perceptron spojil
podobny vypocetni prvek s algoritmem uceni z oznacenych piikladi
[RoSENBLATT1958]. Perceptron vsak vytvari pouze linedrni rozhodo-
vaci hranici. Kritika jeho omezeni [MiNsky1969] pfispéla k ttlumu
z&mu o neuronové sité, soucasné ale zpfesnila otdzku: jak G¢inné
ucit vicevrstvé modely s nelinedrnimi skrytymi reprezentacemi?
Retézové pravidlo a zpétné $iteni derivaci byly znamy v rtiznych
podobéch jiz dfive, jejich pouZiti pro praktické uceni vicevrstvych
siti v8ak vyrazné zpopularizovala prace Rumelharta, Hintona a Wil-
liamse [RUMELHART1986]. Backpropagation je efektivni postup pro
vypocet gradientu sloZené funkce, nikoli architektura ani optima-
liza¢ni metoda; vlastni zménu parametri provadi naptiklad gradi-
entni sestup.

Konvoluéni sité vyuzily lokdlni vazby a sdileni parametrii pro obra-
zova data. LeNet ukazal jejich praktické pouZiti pfi rozpoznavani
znakl [LECun1998]. AlexNet pak v roce 2012 spojil hlubsi konvo-
luéni architekturu, rozsédhly dataset ImageNet a vypocty na GPU
[KrizHEVSKY2012]. Jeho tispéch neznamenal vznik hlubokého uceni
v tomto roce; pfesvédcive vsak ukdzal, Ze Skdlovani dat a vypoctu
miiZe zménit dosaZitelnou kvalitu modelu.

Sekven¢ni modely fesily odliSny problém: jak uchovat informaci
napfi¢ ¢asem. Jednoduché rekurentni sité trpi pfi uceni dlouhych
zévislosti, coz zmirnila butika LSTM [HOCHREITER1997]. Modely
encoder—decoder umoznily pfevadét jednu posloupnost na druhou
[SuTskEVER2014] a mechanismus attention odstranil nutnost stladit

cely vstup do jediného pevného vektoru [BAHDANAU2015].
Transformer nahradil sekvenéni rekurenci bloky attention; ptivodni
architekturu popsali Vaswani a kol. [VAswaN12017]. Béhem trénovani

zpracovava pozice paralelné a kazda pozice ma pfimou vypocetni
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@ 1958 perceptron
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@ 2012 AlexNet
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@ 2017 Transformer

@ 2020 difuzni modely
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a starsi metody nezanikaji.



vazbu ke vSem ostatnim. Tato architektura se stala zdkladem kontex-
tovych jazykovych reprezentaci, velkych jazykovych modeli i fady
obrazovych a multimodélnich systémfi. Jeji vyznam nelze oddélit
od skalovani predtrénovacich dat, vypocetniho vykonu a nasledné
adaptace modeld.

Soubézné se rozvijely generativni modely. Autoencodery a variaéni
autoencodery formulovaly uceni latentniho prostoru, GAN zavedly
soupefeni generatoru a diskrimindtoru [GoODFELLOW2014] a difuzni
modely postavily generovani na postupném odSumovéni [Hoz2020].
Self-supervised uceni ukazalo, Ze dohled lze vytvéret ze struktury
samotnych dat, napfiklad predikci maskovanych ¢asti nebo kontras-
tivnim porovnavanim rdznych pohledd na tentyZz ptiklad.

Milniky proto neni vhodné ¢ist jako seznam metod, které své pred-
chtidce zcela nahradily. Konvoluce zfistdvaji t¢innou induktivni
preferenci, rekurentni modely mohou byt vhodné pro proudova
data a jednodussi model byva pfi omezenych datech lepsi volbou
nez rozsahla architektura. Vykon modelu vznika ze souhry repre-

zentace, cile uceni, dat, optimalizace a evaluace.
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Kapitola 1

Perceptron

Perceptron je linedrni bindrni klasifikdtor a soucasné historicky vy-
chozi bod neuronovych siti. Jeho jednoduchost umoziuje presné
popsat rozhodovaci hranici, algoritmus uéeni i podminky konver-
gence.

Perceptron je zdkladni model neuronové sité slouzici k bindrni
Kklasifikaci. Ma jeden nebo vice vstupti, z nichz kazdy ma pfifa-
zeno redlné ¢islo — vahu. Déle ma perceptron préah aktivace 6. Per-
ceptron s n vstupy je formdlné uréen dvojici tvofenou vektorem vah
w = (wy,...,wy) a prahem excitace 6.

Perc.eptl.ro'r'l byva obvykle Zakresloyén jako u'zel s n vstupnimi hra- Frank Rosenblatt (1 9"28_' T

nami s jejich vdhami, prahem excitace uvnitt a vystupni hranou Americky psycholog a neurovédec

(obr. 1.1). formuloval perceptron a v Cornell
Aeronautical Laboratory vedl kon-
strukci jeho rané hardwarové rea-
lizace. Jeho préce spojila biologic-

\ kou inspiraci s u¢enim linedrniho
Klasifikatoru.
0.9
T——03_
-1.7
— /
0.3

/

Obrazek 1.1: Grafickd reprezentace perceptronu se ¢tyimi vstupy,
vahami a prahem excitace.

Perceptron s n vstupy pfedstavuje implicitné zadanou funkci f :
R" — {0,1}, kterd vraci 1, pokud vézeny soucet vstupnich hodnot
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dosahne prahu excitace 6, a 0 v opaéném piipadé, tj.

T
Flz) = {1 pokud w* -z > 6, (1.1)

0  jinak.

Pfiklad 1.1

Pro neuron na obr. 1.2 a vstupni vektor z = (1,0.5,0,1), vy-
chéazi

w-x=09-1+(-03)-05+ (~1.7)-0+03-1=1.05.

To je vice nez 6 a tedy f(z) = 1.

1
\0.9

05— 53>

g—1 7,

0.3

-

Obrézek 1.2: Vypocet vystupu perceptronu z ptikladu 1.1.

Funkce perceptronu je vlastné sloZeni dvou funkect:

* Agregacni funkce R" — R — v naSem piipadé vaZeny soucet
vstupnich hodnot reprezentovany skaldrnim sou¢inem w’ - z,

e Aktiva¢ni funkce R — {0,1} — nasem p¥ipadé schodkova
funkce
1 okud x > 0,
so(x) = {0 S (12)
jinak,

jejiz graf vidime na obr. 1.3 (pro 6 = 0).

Prah excitace lze zapsat jako dalsi vahu. Algoritmus uceni pak
pracuje s jedinym typem parametru a aktivaéni funkce nemusi mit
samostatny préah.

Uvazme, Ze v perceptronu nahradime aktiva¢ni funkci sy (1.2) funkci
50
1 okud x > 0,
so(x) = { p N
0  jinak,

pfiddme jednu vstupni hranu a jeji vdhu nastavime na wy = —6.
Vstupni hodnotou pro tuto hranu bude konstanta 1. Pfed touto
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Obrazek 1.3: Prahova aktiva¢ni funkce pro 6 = 0.

zménou perceptron vracel 1 pravé pro vSechny vstupy, pro které
platilo

n
Zwixi >0
i=1
neboli
n
Zwixl- —-0>0. (1.3)

i=1
Po zméné vraci 1 pravé pro vSechny vstupy, pro které plati

n

Z wix; +wo-12>0, (1.4)

i=1
coZ je totéz jako (1.3), protoZze wy = —0. Oba zapisy porovnava
obr. 1.4. Ekvivalentné lze rozsifit vstupni prostor. Ptivodni vstup
z R" se nahradi prvkem R"*!, ptesngji {1} x R". Kazdy vektor
x = (x1,...,%,) se roz8$iti na T = (xg,x1,...,x,) (striktngji T =
(1,x1,...,%,)). Nerovnice (1.3) a (1.4) jsou pak ekvivalentni s

n
Z wix;i > 0.
i=0

1.1 Geometricka interpretace a linearni sepa-
rabilita

Uvazujme perceptron se dvéma vstupy, vektorem vah w = (a,b) a
prahem excitace § = —c. Funkce tohoto perceptronu pak pro vstupni
vektor = (x,y) vraci

1 pokud ax + by +c > 0,

flxy) = {0 jinak.

Rovnice ax + by + ¢ = 0 je obecnd rovnice pfimky. Perceptron tedy
rozdéluje body (x,y) vstupniho prostoru R? podle toho, na které
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Obrézek 1.4: Ekvivalentni zdpis prahu excitace pomoci biasu a kon-
stantniho vstupu.
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stran& této piimky leZi — uréuje polorovinu ve R?. Analogicky per-
ceptron se tfemi vstupy rozdéluje R3 rovinou, perceptron se ¢tyfmi
vstupy rozdéluje R* prostorem, atd. Tento vhled davéd ptedstavu,
jaké funkce lze perceptronem reprezentovat.

Pfiklad 1.2: Rozhodovaci pfimka a dvé klasifikace

Perceptron s w = (2, —1) a prahem 6 = 1 m4 hranici 2x —y —
1= 0. Pro bod (2,1) je vazeny soucet 3 > 1, a vystup je tedy
1. Pro bod (0,1) dostaneme —1 < 1, a vystup je 0. Zména vah
otaci hranici, zména prahu ji posouva rovnobézné.

1.1.1  XOR problém

Které logické funkce lze perceptronem implementovat? Zaéneme
funkcemi dvou proménnych. Obr. 1.5 shrnuje vSech 16 Booleovskych
funkci dvou proménnych fy aZ fi5; sloupec f; udava hodnotu funkce
pro kazdou kombinaci proménnych x; a xo. Napfiklad fj je nulova
funkce a f14 je OR. Perceptronem lze spocitat pravé ty funkce, u

x1 2|fo i fo fs fa fs fo fr fs fo fio fuu fi2 f13 fua fis
0o o0jlo 1 01 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
o 1 0] o 1 1 o o 1 1 o o 1 1 o 0o 1 1
1 [0} [0} o o o 1 1 1 1 o o o o 1 1 1 1
1 1/0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

Obrazek 1.5: Pravdivostni tabulka vSech Sestndcti booleovskych
funkci dvou proménnych.

nichZ Ize body s funkéni hodnotou 0 oddélit pfimkou od bodti s
funkéni hodnotou 1. Obr. 1.6 ukazuje takové separace pro funkce
OR a AND.

Dvé funkce z tabulky takto vypocitat nelze: XOR a identita (fs a f9).
Intuitivné zadna primka pottebné oddéleni nezajisti; dokazme to i
analyticky.

Necht' wy a w; jsou vahy perceptronu se dvéma vstupy a 6 jeho prah.
Pokud perceptron pocitd funkci XOR, musi byt splnény nasledujici
¢tyfi nerovnosti:

X1 =0,x0=0 wix;1+wrx; =0 = 0<6
x1=1x =0 wix;+wixy; =wq = wy, >0
x1=0,x0 =1 wix1+ wrxy) = wp = wy > 6
x1=1Lx2=1 wix1+wrxy = w1+ wy = witw, <06
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Formule vyjadiujici pocet linedrné
separovatelnych funkci jako funkci
n neni pfes rozsahly vyzkum do-
sud zndma.

0 1
0 1
0 0

Obréazek 1.6: Linearni separace vstupniho prostoru pro funkce OR a
AND.

Podle prvni nerovnosti je 6 kladné, podle druhé a tfetf jsou tedy
kladné i wq a wyp. Nerovnost wy + wp < 6 pak nemtize platit. Tento
spor ukazuje, Ze zadny perceptron funkci XOR nepocitd. Obdobny
dtikaz plati i pro funkci fo.

Podobné jako XOR nelze prahovym prvkem vypocitat mnoho dal-
$ich logickych funkci vice proménnych. Souvisi to s geometrif n-
dimenziondlni hyperkrychle, jejiz vrcholy reprezentuji kombinace
logickych hodnot argumentti: logicka funkce rozdéluje vrcholy do
dvou tfid, a pokud body s funkéni hodnotou 1 nelze oddélit li-
nedrnim Fezem od bodd s hodnotou o, funkce neni perceptronem
vypocitatelnd. Nasledujici definice dava problému obecnéjsi ramec.

Definice 1.1

Dvé mnoziny boddi A a B v n-rozmérném prostoru se nazy-
vaji linedrné separovatelné, pokud existuje n + 1 redlnych &isel
wy, ..., Wyt1, takovych, Ze kazdy bod (x1,x2,...,x,) v A spl-
fuje Y/ w;x; > wy4q a kazdy bod (xq,x2,...,%,) v B splituje
Yl wix; < Wy

Kolik linedrné separovatelnych funkci bindrnich argumentti existuje?
Pro n = 2 je to 14 ze 16 Booleovskych funkci, pro n = 3 104 ze 256 a
pro n = 4 1882 z 65536.
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1.2 Algoritmus uceni perceptronu

Tréninkova sada se sklddd ze dvou mnozin P a N v n-rozmérném
rozsifeném vstupnim prostoru. Hleddme vektor w, ktery obé mno-
Ziny absolutné oddéli: vSechny vektory z P patfi do otevieného
kladného poloprostoru a vSechny vektory z N do otevieného zdpor-
ného poloprostoru linedrni separace.

P <« Inputs with label 1;
N < Inputs with label 0;
Initialize w randomly;

while not convergence do
Pick random « € PU N;
if x € Pand wT -z < 0 then

| w—w+ax
end
if x € Nand w’ - 2 > 0 then

| w—w—x
end
end

Algoritmus 1: Algoritmus uceni perceptronu

Tento algoritmus [MiNskyY1969] opravi vektor vah vzdy, kdyz vy-
brany vektor z P nebo N neni spravné klasifikovdn. Véta o konver-
genci perceptronu zarucuje, Ze pro linedrné separovatelné mnoziny
P a N je pocet aktualizaci vektoru w koneény. Proceduru 1ze zastavit,
jakmile jsou vSechny vektory klasifikovany spravneé; o p¥islusny test
je tieba pseudokéd doplnit.

Nerovnosti v obou podminkdach jsou neostré. Neni to nedbalost: nu-
lovy skaldrni sou¢in znamend, Ze vzor lezi pfesné na rozhodovaci
hranici, a to za spravné zafazeni nepovazujeme — zadani tlohy
z&d4 ostré oddéleni. Kdyby podminka pro P znéla w - & < 0, algo-
ritmus by z nulového vdhového vektoru viibec nevyjel; v béhu na
nésledujicich stranach je to vidét hned v prvnim kroku.

Piiklad 1.3: Jeden opravny krok perceptronu

Necht rozsiteny kladny vzor je = (1,2, —1) a aktudlni vdhy
w = (0,—1,0). ProtoZe wle = -2<0, je vzor chybné zafa-
zen. Aktualizace dava

w—w+z=(11-1).

Pro tentyZ vzor je novy skaldrni sou¢in 14+2+1 =4 > 0.
Krok opravil tento vzor, ale mohl zménit klasifikaci jinych
bodt; proto algoritmus data opakované prochézi.
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1.2.1 Ukdazka celého béhu: funkce AND

Jeden opravny krok ukazuje mechaniku, ne vsak pribéh uceni. Pro-
jdéme proto cely béh na funkci AND. PouZijeme bipoldrni kédovani,
x; € {—1,41}, arozsifeny vstup T = (1, x1, x2); mnoziny vzori pak
jsou

P={(1,1,1)}, N={(1,1,-1), (1,-1,1), (1,-1,-1)}.

Zatneme s wy = (0,0,0) a vzory prochazime cyklicky v uvedeném
pofadi.

krok T tiida | w- = akce nové w
1 (1,1,1) P 0| w+xT (1,1,1)
2 (1,1,-1) N 1| w—= (0,0,2)
3 (1,-1,1) N 2 lw-—= | (-1,1,1)
4 | (1,-1,-1)| N 3| — | (-1,11)
5 (1,1,1) P 1 — (-1,1,1)
6 (1,1,-1) N -1 — (-1,1,1)
7 (1,-1,1) N -1 — (-1,1,1)

Probéhly tfi opravy a po nich cely priichod bez jediné zmény vah;
to je zastavovaci podminka.

V prvnim kroku stoji za povSimnuti, Ze w-Z = 0: vzor leZi na
hranici, kterou nulovy vahovy vektor urtuje jen formalné, a opravuje
se pravé proto, Ze je podminka neostra.

Nez se na béh podivame geometricky, je tfeba rozlisit, co je na
obrazku vidét a co ne. Vdhovy vektor ma i slozky, w = (wg, w1, wy),
a rozhodovaci hranice je mnozina bodti, kde

w - T = wy + wyx; + woxy = 0.

Dvojice (w1, w;) je normdlou této p¥imky: uréuje jeji smeér a to, na
které strané lezi kladny vystup. Slozka wy pfimkou pouze posouvd,
aniZ by zménila jeji smér. Dva stavy uceni se proto mohou lisit,
prestoZe maji tutéZ normalu — coZ je pfesné piipad prvniho a tfettho
panelu niZe.

Obratem oprava vzorem T rozumime ten krok algoritmu, ve kte-
rém byl k tipravé vah pouzit pravé vzor z. ProtoZe se vzor pficte,
respektive odecte, po slozkéch,

wtT = (wyx1, wyx, wy£x),
méni jedind oprava oboji nardz: prvni slozka posune hranici, druhd
a tfeti oto¢i normalu. V popiskach obrazku uvadime u vzoru jen

N

soufadnice (x1,x2); prvni slozka rozsifeného vstupu je vzdy 1.

Obrazek 1.7 zachycuje tyZ béh geometricky. Zelena pfimka je aktu-
alni rozhodovaci hranice, modré $ipka normala (wq, w;). Cerveny
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bod ma cilovou hodnotu +1, modré body —1; krouzek oznacuje
vzor, kterym se v daném kroku opravovalo. Po prvni opravé lezi na
kladné strané jesté tfi body, proto opravy pokracuji; po tfeti opravé
uZ je ¢erveny bod na kladné strané sam a cely dalsi prichod daty
probéhne beze zmény vah.

* O ° o ® °
° ° L] @ L] °
po 1. opravé po 2. opravé po 3. opravé
vzor (1,1), cil +1 vzor (1,-1), cil —1 vzor (—1,1), cil —1
w=(1,1,1) w = (0,0,2) w=(-111)

Obrézek 1.7: Pritbéh uceni perceptronu na funkci AND. Zobrazeny
jsou stavy po jednotlivych opravach vah.

Nautené véhy w = (—1,1,1) odpovidaji prahu 6 = 1 a rozhodovaci
funkci

y =sign(x; +x2 —1),

tedy hranici x; + x, = 1. Kontrola na vSech ¢tyfech vzorech dava
net = 1,—-1,—1,-3, a tedy vystupy +1,—1,—1,—1; to je pfesné
funkce AND v bipolarnim kédovani.

Na ¢em pocet kroki zavisi

Na pofadi vzorti, na inicializaci a na méfitku vstupt. Taz
uloha zapsand v bindrnim kédovéni, x; € {0, 1}, potfebuje pfi
stejném poradi dvacet dva oprav misto ti{; napfi¢ vSemi 24
poradimi vzori jich je 18 aZ 22, zatimco v bipolarnim kédovani
nejvyse tii. Dtivod je ten, Ze vzor (0,0) nenese v prvnich dvou
soufadnicich Zadnou informaci, takZe z néj oprava méni pouze
préh.

1.2.2 Geometrickda vizualizace

Uceni perceptronu lze zobrazit pfimo v prostoru vstupti nebo v roz-
$ifeném prostoru, kde se hleda nadrovina prochdazejici pocatkem,
w1x1 + waxy + w3 = 0. Jejim normélovym vektorem je vektor vah
w = (wy, wp, w3). Oba pohledy ilustruji obr. 1.8 a 1.9.

Hledédme tedy vahovy vektor w s kladnym skalarnim soucinem se

vSemi rozsifenymi vektory z P a zapornym se vSemi z N. Obecnéji:
pro mnoziny P a N n-dimenziondlnich vektord hleddme vahovy
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b2

nm
n

n2

Obrazek 1.8: Separace kladnych a zdpornych vstupnich vektort
vahovym vektorem.

vektory v P

D1
vektor vah

D2

n
n
vektory v N

Obrazek 1.9: Rozhodovaci pfimka a odpovidajici oblasti tfid ve
vstupnim prostoru.
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vektor w takovy, Ze w - & > 0 pro vSechna « € Pa w-x < 0 pro
vSechna « € N.

Algoritmus za¢ind s ndhodné zvolenym vdhovym vektorem wy.
Pokud pro vektor  z mnoZiny P plati w - < 0, sviraji oba vektory
thel vétsi neZ go stupiith a vdhovy vektor je tfeba otocit smérem k
x, aby se x pfesunul do kladné poloviny prostoru definovaného
vektorem w. Toho algoritmus dosahuje pfi¢tenim « k w. Pokud x
patiido N a w - > 0, je tihel mensi neZ go stupriti a vahovy vektor
je tfeba ototit od z, tedy = odecist. Vektory z P tak otaceji vadhovy
vektor jednim smérem, vektory z N opa¢nym. Pokud feSeni existuje,
algoritmus ho najde po kone¢ném poctu krokti. Dobrou pocate¢ni
heuristikou je pramér kladnych vstupnich vektortt minus praimér
zapornych — Casto lezi blizko oblasti feSeni.

Nepracujeme nutné s normalizovanymi vektory, takze kazda aktua-
lizace w + x otaci vahovy vektor o jiny thel. Pokud « patii do P a
lz|| je mnohem vétsi neZ ||w||, je novy vahovy vektor w + a témef
roven x. Pribéh uceni ukazuje obr. 1.10: poc¢ate¢ni vahovy vektor
je aktualizovén pfi¢tenim x1, &3 a znovu x1. Vektor w se v tomto
piikladu po kazdé korekci zvétsuje, takze kazd4 dalsi korekce jej
ot4d¢i o mensi thel a algoritmus pozici vdhového vektoru ,ladi”.
Rychlost ucenti, tj. mira zmény vektoru w, se tak ¢asem zmensuje a
pfi pokracujicim trénovani se i po spravném oddéleni vektort blizi
k nule; intuitivné naucené vektory zvysuji ,inerci” vahového vek-
toru. Vektory lezici tésné mimo kladnou oblast jsou do ni pfivedeny
oto¢enim vdhového vektoru pravé jen o tolik, kolik je tfeba k opravé
chyby.

To je typicka vlastnost mnoha algoritmti u¢eni neuronovych siti: vy-
uzivaji konstantu uceni, ktera je béhem uceni sniZovana k nule, aby
se naucené konsolidovalo. Algoritmus uceni perceptronu poskytuje
jakousi automatickou konstantu uceni, jez uréuje stuperi adaptability
vah (tzv. plasticitu sité).

1.2.3 Konvergence algoritmu

Dtikaz konvergence se snéze sleduje s vizualizaci z pfedchozi sekce
na pameti.

Véta 1.4
Pokud jsou mnozZiny P a N kone¢né a linedrné separovatelné, a
pokud jsou vektory v nich testovany cyklicky jeden po druhém,

vahovy vektor w; je nalezen po konetném poctu krokd ¢, ktery
miiZze tyto dvé mnoZiny oddélit.
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Obréazek 1.10: Geometricky prbéh aktualizaci béhem uceni per-
ceptronu.
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Dikaz

MtiZeme provést tfi zjednodusSeni bez ztraty obecnosti:

e Mnoziny P a N lze spojit do jedné mnoziny P’, kde
mnozina N~ se skldda z negovanych prvki N.

e Vektory v P’ mohou byt normalizovany, protoZe pokud
je nalezen vdhovy vektor w, pro ktery plati w - x > 0, pak
to plati i pro jakykoli jiny vektor 7x, kde # je konstanta.

¢ Vahovy vektor mtiZe byt také normalizovan. Vzhledem
k tomu, Ze predpokldddme, Ze feSeni problému linedrni
separace existuje, nazveme w* normalizovanym feSenim
vektoru.

Predpoklddejme, Ze po t 4 1 krocich byl vypocitan vahovy
vektor w; 1. To znamend, Ze v Case t byl vektor p; nespravné
klasifikovan vdhovym vektorem w;, a proto w1 = w; + p;.
Kosinus tthlu p mezi w1 a w* je:

*
W - Wit

(1.5)
Twra | >

cosp =

Pro vyraz v Citateli vime, Ze
w'wp =w' - (wr+p) =w o wr+wtop > wt w46

kde 6 = min{w* -p | p € P'}. Vzhledem k tomu, Ze vdhovy
vektor w* definuje absolutni linedrni separaci mnozin P a N,
vime, ze 6 > 0.

Veli¢ina 0 md jasny geometricky vyznam: protoZe je w* nor-
malizovany, je to nejmensi vzddlenost vzoru od oddélujici
nadroviny, tedy mira toho, jak tésné fegeni data oddéluje. Rika
se ji odstup (anglicky margin). Cim je vétsi, tim rychleji roste
prava strana odhadu a tim dfive mus{ uceni skon¢it; data oddé-
litelnd jen velmi tésné naopak mohou vyzadovat velmi mnoho
krokd. Véta tedy tvrdi, Ze aktualizaci je kone¢né mnoho, nikoli
Ze je jich malo. Indukci ziskdvame

w* - wp ;> wtwy+ (E+1)6. (1.6)
Na druhou stranu pro vyraz ve jmenovateli (1.5) vime, Ze

[wia | = (we + pi) - (wi + i) = [lwe||* + 2w - pi + [|pi]| >
Protoze w; - p; < 0 —jinak by aktualizace pomoci p; nenastala
— plati

[wipa|* < Jlwil? + [lpil* < [lawoe||* + 1.
Protoze vsechny vektory v P byly normalizovany, indukci

dostavame
Jwia [[* < Jlwol|* + (¢ +1). (1.7)
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Biologicky neuron:

Biologicka inspirace
McCullochova-Pittsova neu-
ronu je pro matematicky model
perceptronu pouze volna. Podrob-
ngjsi historicky kontext uvadi
e-book Neural Networks: A Systema-
tic Introduction [ROjas1996].

[Rojas1996] Ratil Rojas
Neural Networks: A Systematic Introduction
Springer Berlin, 1996

[McCurrocH1943] W.S. McCulloch a W.
Pitts.

A logical calculus of the ideas immanent
in nervous activity.

The bulletin of mathematical biophysics 5
(1943): 115-133.

[HeBB1949] D.O. Hebb.
The organization of behavior.
New York (1949).

[RosEnNBLATT1962] E. Rosenblatt
Principles of neurodynamics: Perceptrons and
the theory of brain mechanisms. Vol. 55.
Washington, DC: Spartan books, 1962.

Z nerovnic (1.6), (1.7) a rovnice (1.5) dostdvadme nerovnost

w* w4 (t+1)6
[Jwoll* + (£ +1)

cosp >

Pravé strana roste proporciondlné k v/t a jelikoz 4 je kladna,
miize nabyvat libovolné velkych hodnot. Ale, vzhledem
k tomu, Ze cos p < 1, musi byt omezena maximéalni hodnotou.
Proto musi byt pocet aktualizaci vdhového vektoru konecny.

sy 2

Dtikaz ukazuje, Ze uceni perceptronu funguje tak, Ze p¥ibliZi poca-
te¢ni vektor w( dostatecné blizko k w* (protoZe cos p se zvétsuje a p
se proporcionalné zmensuje).

1.3 Historie perceptronu

Historie perceptronu vychazi z neurologickych studii, které vedli
predevsim Santiago Ramoén y Cajal a Sir Charles Scott Sherrington.
Ramén y Cajal pfi zkoumani struktury nervové tkané ukdzal, Ze
neurony jsou fyzicky oddélené, pfestoZe spolu komunikuji. To vedlo
k pokustim popsat, jak mohou jednotlivé neurony davat vzniknout
pozorovatelnému chovani.

V roce 1943 publikovali Warren McCulloch a Walter Pitts praci A Lo-
gical Calculus of Ideas Immanent in Nervous Activity [McCULLOCH1943],
podle niZ jsou neurony s bindrni prahovou aktiva¢ni funkci analo-
gické vétam logiky prvniho fadu. Neuron McCulloch-Pitts pracoval
s bindrnimi vstupy (1 pravda, o nepravda) a prahovou hodnotou
urcujici vystup.

V roce 1949 formuloval Donald Hebb v knize The Organization of
Behavior [HEBB1949] Hebbovo pravidlo: je-li axon buriky A dosta-
te¢né blizko, aby excitoval buriku B, a opakované ji aktivuje, dojde v
jedné nebo obou burikédch k riistu ¢i metabolické zméné, kterd zvysi
ucinnost A pii aktivaci B. Z pravidla plynulo, Ze McCulloch-Pittstiv
neuron je tfeba upravit tak, aby umoznil vdZené vstupy.

Na McCulloch-Pittstiv neuron a Hebbovy poznatky navazal Frank
Rosenblatt vyvojem prvniho perceptronu, ktery se dokazal ucit va-
Zenim vstupt; prvni popis publikoval v roce 1958 [ROSENBLATT1958]
a pozdéji jej rozpracoval v knize Principles of Neurodynamics [Ro-
SENBLATT1962]. Zdkladni perceptron vstupy vazil a sumoval v uzlu a
pfi dosazeni prahové hodnoty generoval vystup; vahy jednotlivych
vstupti pfitom nemusely byt stejné.
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Omezeni perceptronu kritizovali Marvin Minsky a Seymour Papert
v knize An Introduction to Computational Geometry [MINSKY1969]:
ukdzali, Ze perceptron fesi pouze linedrné separabilni funkce (nikoli
napf. XOR). Vyzkum perceptronti byl proto na léta pferusen a
obnoven az v 8o.letech s rozvojem komplexnéjsich neuronovych siti.

1.3.1 ReSeni XOR problému

Jediny perceptron funkci XOR nereprezentuje, sit’ vice perceptronti
v8ak ano. Funkce AND, NAND a OR (v tabulce fg, f7 a f14) jsou
linedrné separabilni a pro kazdé a,b € {0,1} plati

aXORb = (aNANDb) AND(a OR D).

(XOR by 8el poskladat i jen z funkci NAND, tato varianta je ale
prehlednéjsi.)

Dva perceptrony spocitaji NAND a OR, jejich vystupy zpracuje
treti perceptron AND, na jehoz vystupu obdrzime XOR ptivodnich

vstuptl. Linedrni separace prvnich dvou funkci jsou na obr. 1.11.

y

Obrazek 1.11: Linedrni separace vstupniho prostoru pro funkce
NAND a OR.
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