Kapitola 2

Doptedné neuronové sité

Dopiedna neuronova sit’ (feedforward neural network, FFNN) je ori-

entovany acyklicky vypocetni graf. Informace postupuje od vstupu Sit’ perceptronti fesici XOR v pred-
k vystupu bez rekurentnich vazeb a vysledna funkce vznikd sklada- chozi kapitole je nejjednodus$im
nim parametrizovanych transformaci. Tato konstrukce tvofi zaklad pHKlademFENN:
klasifikaénich, regresnich i mnoha slozité€j$ich modeld.

Definice 2.1: Dopfednd neuronova sit’ (FFNN)

FFNN je orientovany acyklicky graf s ohodnocenymi hranami.
Uzel ptredstavuje vypocetni jednotku a hrana vdZené spojent
mezi dvéma jednotkami.

* Mnozina uzl bez vstupnich hran se nazyva vstupni
vrstva,

* Mnozina uzlt bez vystupnich hran se nazyva vystupni
vrstva,

¢ Uzly, které nejsou ve vstupni ani vystupni vrstvé, se
nazyvaji skryté.

o Skryté uzly a uzly vystupni vrstvy maji danu aktivaéni
funkci f : R — R a hodnotu b nazyvanou bias.

Typické umélé neuronové sité maji strukturu zobrazenou na obr. 2.1.

Tuto sit’ 1ze povaZovat za implementaci funkce F vyhodnocované
v bodé (x,y,z). Uzly implementuji primitivni funkce fi, f2,..., fe,
jejichZ slozenim vznikd funkce F, nazyvand funkce sité. Rzné volby
vah wq, wy, ..., w1y produkuji rizné funkce sité. Kazdy model umé-
Iych neuronovych siti proto urcuji tfi prvky:

e struktura uzlq,

* topologie sitg,
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vstupni vrstva

skryté neurony

vystupni vrstva

Obrazek 2.1: Typicka architektura dopfedné neuronové sité se
vstupni, skrytou a vystupni vrstvou.

¢ algoritmus ueni pouZity k nalezeni vah sité.

Libovolna aktivacni funkce: Na rozdil od pfedchozi kapitoly, kde
perceptron pouzival schodkovou funkci, zde p¥ipustime libovolné
aktivacni funkce — v nésledujici ¢asti napf. polynomy a goniomet-
rické funkce.

2.1 Aproximace funkci

Klasickym problémem teorie aproximace je reprodukovat danou
funkci F : R — R pfesné nebo piiblizné vyhodnocenim sady primi-
tivnich funkci — typicky polynomiti nebo Fourierovych fad.
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Piiklad 2.1

Taylorova fada pro funkci F, kterd je aproximovéna kolem
bodu xy, je

F(x) = ag+a(x — xp) +as(x —x0)*> +... +an(x —x0)" +...,

kde konstanty ay, . .., a, zavisi na funkci F a jejich derivacich
Vv Xp.

Obr. 2.2 ukazuje polynomidlni aproximaci jako sit’ funkci. Uzly
potitaji primitivn{ funkce z — 1,z + z!,...,z 5 z"; jedinymi
volnymi parametry jsou konstanty ay,...,a,. Vystupni uzel
pfichozi hodnoty secte a vydd hodnotu polynomu. Vahy sité
zde 1ze vypocitat analyticky jako prvnich n + 1 ¢lent Taylorovy
fady funkce F, nebo — jak je v oblasti NN obvyklé — ucicim
algoritmem.



Obrézek 2.2: Polynomidlni aproximace realizovand siti primitivnich
funkdi.

Pfiklad 2.2

Obr. 2.3 ukazuje, jak lze Fourierovu fadu implementovat jako
neuronovou sit’. Pokud maé byt funkce F rozvinuta jako Fou-
rierova fada, ma tvar

F(x) =) (ajcos(ix)+ b;sin(ix)).

e

1

0

Sit’ se sinem jako primitivni funkci realizuje koneény pocet
¢lenti tohoto vyrazu. V obrazku:

* Konstanty ky, ..., k, predstavujfi frekvenéni skdlovaci fak-
tory pro argumenty sinusovych funkci.

* Konstanty dy,...,d, jsou fazové posuvy (pfi dy = J
dostdvame sin(x + dp) = cos(x)), takZe kosinus nemusi
byt v siti explicitné implementovan.

¢ Konstanty wy,...,w, jsou amplitudy Fourierovych
¢lend.

Sit' je v tomto piipadé obecnéjsi neZ tradi¢ni Fouriertiv roz-
vO0j, protoZe umoznuje pouZiti ne-celo¢iselnych frekvenci a
fdzovych posuvti, které nejsou jednoduchymi ndsobky 7t/2.
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Na rozdil od Taylorovy nebo
Fourierovy fady neni aproximo-
vand funkce F zaddna explicitné,
ale pouze vstupné-vystupnimi pii-
klady. Algoritmus uceni nastavuje
parametry tak, aby sit’ odpovidala
zndmym hodnotdm a zobecnila na
nové vstupy.



Obrézek 2.3: Realizace Fourierovy fady siti sinusovych jednotek.

2.2 Trénovani FFNN

Obecné aktivacni funkce a vice vystupnich jednotek umoziuji jiné
vystupy neZz bindrni hodnotu. Funkce sité méd obecné typ R" —
R™, kde n je pocet vstupnich a m pocet vystupnich jednotek. Pro
trénovani tedy nestali zadat dvé mnoziny vstupt (P a N) jako v
predchozi kapitole.

Namisto toho zaddvame trénovaci mnozinu sestdvajici z p dvojic
(xj,t;) (proi = 1...p), kde x; € R" je vstup sité a t; € R" jeji

pozadovany vystup.

Kritérium kvality predikce vyjadfuje chybova funkce, ozna¢ovand
také jako ztratova funkce. Prozatim postaci nasledujici definice:

1L )
E=2Y loj—tl?
25

kde t; je pozadovany vystup a o; je skute¢ny vystupni vektor sité
pro vstup x;.

Jeji derivace md tvar

p
E'=) loi—t.
=

Algoritmus backpropagation potiebuje v kazdé iteraci gradient ztra-
tové funkce. PouZité funkce proto musi byt v mistech vypoctu di-
ferencovatelné. ProtoZe E je sumace kvadrat rozdilti zadanych
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vektortl ¢; a vysledkll funkce sité, musi tyto vlastnosti mit funkce
sité. A protoZe funkce sité je sloZzenim funkci jednotlivych jednotek,
staci, aby spojité a diferencovatelné byly aktiva¢ni funkce téchto
jednotek.

Schodkova aktiva¢ni funkce tento poZadavek nespliiuje. Ve zbytku
kapitoly ji proto nahrazuje sigmoiddalni funkce (téz sigmoida) o :
R — (0,1)

1

7 = e

prox € R. (2.1)

Sigmoida o(x) je hladkou aproximaci schodkové funkce sy (x) z rov-
nice (1.2) v kapitole 1.

1 1
s(x) o(x)
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0,
0.2 0.2
x x
—4 -2 2 4 —4 -2 2 4

je

Pfiklad 2.3: Retézové pravidlo v siti s jednim neuronem

Pro x = 1, skrytou aktivaci h = o(wx) s w = 0,4, linedrni
vystupy = vhsv =2acilt =1vychdzi h = 05987, y =
1,1974 a E = L(y — t)%. Gradient vystupni vahy je

9E .
5o = (y—Hh=01182,

zatimco pro skrytou vahu

o _

. (y — t)oh(1 —h)x = 0,0949.

Stejny chybovy signdl se tedy zpétné nasobi lokdlnimi deriva-
cemi jednotlivych operaci.
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Ptipominka

Funkce f je spojitd v bodé a, po-
kud pro kazdé e > 0 existuje 6 > 0
tak, Ze pro vSechna x spliujici
|x —a| < é plati |[f(x) — f(a)] <e.
Funkce f je spojitd, pokud je spo-
jita v kazdém bodé svého defini¢-
niho oboru.

Funkce f je diferencovatelnd
v bodé a, pokud existuje limita

i f@ 1) = £(a)
h—0 h

a tato limita je kone¢nd. Tato li-
mita se nazyva derivace funkce f
v bodé a a znadi se f'(a). Funkce f
je diferencovatelnd, pokud je dife-
rencovatelna v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru.
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Obrézek 2.4: Rozsifeni sité pro vypocet chybové funkce
2.3 Backpropagation

Backpropagation (BP) je algoritmus pro trénovani neuronovych siti:
$if1 chybu z vystupni vrstvy zpét do skrytych vrstev a podle ni
upravuje vahy tak, aby minimalizoval celkovou chybu. Byl objeven
v 60. letech [KELLEY1960], [BRYSON1962] a znovu-objeven v 8o.letech
[RUMELHART1986].

Sada vah minimalizujici chybovou funkci je feSenim problému uceni.

Prvnim krokem minimalizace je rozsifeni sité tak, aby chybovou
funkci po¢itala automaticky (obrazek 2.4). Kazdy j-ty vystupni uzel
sité pfipojime k uzlu vyhodnocujicimu funkci 3 (0;; — t;;)?, kde 0;;
a tj; oznacuji j-tou komponentu vystupniho vektoru o; a cile t;.
Vystupy téchto pfidanych m uzlh secte dalsi uzel s vystupem E;.
Stejné rozsifeni provedeme pro kaZzdy vzor t;. Posledni uzel secte
vSechny kvadratické chyby na E1 + - - - + Ep,. Funkci takto rozsifené

sité je chybova funkce E ptivodni sité.

Mame tak sit’ pocitajici celkovou chybu pro danou trénovaci mno-
zinu. Jedinymi modifikovatelnymi parametry pro sniZeni kvadra-
tické chyby E jsou vahy. ProtoZe rozsifend sit’ pocitd E ¢isté slo-
Zenim funkci uzld, je E spojitd a diferencovatelna funkce ¢ vah
w1y, Wy, ..., wy v siti. Lze ji tedy minimalizovat gradientnim sestu-
pem, ktery vyzaduje gradient

J0E OE oE
VE— (aa]:l,au]z,...,aw).

Kazda vaha je upravena inkrementem
oE
Sw; = —’ya—wi, proi=1,...,¢,

kde ucici konstanta vy ur€uje velikost kroku kazdé iterace v opaéném
sméru gradientu.
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Cely problém se tak redukuje na vypocet gradientu funkce sité
vzhledem k jejim vahdm. Po jeho vypoctu lze iterativni aktualizaci
vah hledat minimum chybové funkce, kde VE = 0.

2.4 Derivace funkce sité

Nyni na chvili zapomerime na trénovaci mnoZiny a uceni siti a pred-
stavme metodu efektivniho vypoétu gradientu jednodimenziondlni
sité vzhledem k jejim vaham.

Sit’ je ekvivalentni fetézci sloZenych funkci, hlavni roli proto bude
hrat fetézcové pravidlo diferencidlniho kalkulu. Zohlednime to kom-
pozitni strukturou uzlt: kazdy uzel sestavé z levé a pravé strany, jak
ukazuje obr. 2.5.

Obrézek 2.5: Rozdéleni vypocetniho uzlu na hodnotu funkce a jeji
lokalni derivaci.

Tento typ reprezentace nazyvame B-diagram (jako backpropagation
diagram).

Prava strana pocita primitivni funkci pfifazenou uzlu, leva strana
derivaci této funkce pro tentyZz vstup.

Agregalni funkci (sumaci) 1ze oddélit od aktiva¢ni funkce rozdéle-
nim kazdého uzlu na dvé ¢asti, jak ukazuje obr. 2.6. Prvni uzel pocita
soutet ptichozich vstupti, druhy aktiva¢ni funkei 0. Derivace ¢ je o’
a parcidlni derivace souctu n argumentt vzhledem k libovolnému z
nich je 1. Toto rozdéleni zjednodusuje diskusi: na kazdém uzlu se
pocité jen jedna funkce, nikoliv dvé.

Obréazek 2.6: Oddéleni agregac¢ni funkce od aktiva¢ni funkce.

Sit’ je vyhodnocovéna ve dvou krocich:

¢ krok feed-forward: informace piichézi zleva a kazdy uzel vy-
hodnoti primitivni funkci f na pravé strané a derivaci f' na
levé strané. Oba vysledky se uloZi v uzlu, ale doprava se

zN 2

prenasi jen vysledek pravé strany.
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e krok backpropagation: graf se prochdzi v opatném sméru
a vyuZziva hodnoty uloZené pfi dopfedném priichodu. Staci
rozlisit tfi zdkladni p¥ipady.

Prvni pfipad: sloZeni funkci

B-diagram na obr. 2.7 obsahuje pouze dva uzly.

D

Obrazek 2.7: B-diagram sité pro sloZeni dvou funkci.

V kroku feed-forward slouzi p¥ichozi informace jako argument pro
vyhodnoceni primitivni funkce uzlu a jeji derivace; sit’ tak pocitd
sloZeni funkci f a g. Obrazek niZe ukazuje stav sité po tomto kroku.

feed-forward

X ¢ p @ f(g(x))

Vystupni jednotka vydala vysledek slozeni funkci a kazda jednotka
ma na levé strané uloZenou informaci.

V kroku zpétné propagace je vstupem z pravé strany sité konstanta 1.
Ptichozi informace do uzlu se ndsobi hodnotou uloZenou na jeho
levé strané a vysledek se pfendsi do dalsi jednotky vlevo; nazyvdme
jej prochazejici hodnota uzlu. Obrdzek nize ukazuje kone¢ny vy-
sledek kroku zpétné propagace f'(g(x))g’(x), tedy derivaci sloZeni
f(g(x)).

backpropagation

8'(x) - f'(g(x)) ¢ b @ 1

68




Druhy pfipad: s¢itani funkci

Dalsim ptipadem je s¢itani dvou primitivnich funkci. Obrazek nize
ukazuje sit’ pro vypocet souctu funkci fi a fp; s¢itdni obstarava
pridavny uzel.

feed-forward

X fi(x) + fa(x)

L A

Parcidlni derivace s¢itaci funkce vzhledem k libovolnému ze dvou
vstupt je 1. V kroku feed-forward sit’ po&itd f1(x) + f(x). V kroku
zpétné propagace je zprava pfivedena konstanta 1 a distribuuje se
vSemi pfichozimi hranami do jednotek vlevo; kde se setkaji dvé
cesty, prochazejici hodnoty se scitaji. Obrdzek niZze ukazuje vysledek
f1(x) + f3(x), tedy derivaci souctu f; + f, v bodé x. Jednoduchou
indukci 1ze stejné zpracovat soucet libovolného poctu funkci.

backpropagation

10 A

fi(x) + f(x) 1

N2
~—~
=
-

h

Tteti pfipad: vahové hrany

Vahové hrany by slo zpracovat jako sloZeni funkci, ale jde to jed-
noduseji. V kroku feed-forward je pfichozi informace x ndsobena
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vdhou hrany w; vysledkem je wx. P¥i zpétné propagaci se prochdze-
jici derivace ndsobi stejnou vahou. Oba sméry zachycuje obr. 2.8.

feed-forward
w
x O—2—Owr

backpropagation

w
w( —— )1

Obrézek 2.8: Tok hodnoty a derivace pfes hranu s vahou w.

Nasledujici formulace tplného algoritmu zaroveri umoZuje in-
dukéni diikaz pro libovolnou dopfednou sit’ s diferencovatelnymi
aktiva¢nimi funkcemi. Nejprve se uvazuje sit’ s jednim vstupnim
a jednim vystupnim uzlem.

2.5 Algoritmus Backpropagation

Necht' ma sit’ jeden redlny vstup x a sitovou funkci F. Derivace
F'(x) se potita ve dvou fazich:

Feed-forward: vstup x je zaveden do sité. Primitivni funkce
u uzlt a jejich derivace jsou vyhodnoceny na kazdém uzlu.
Derivace jsou uloZeny.

Backpropagation: konstanta 1 je zavedena do vystupniho uzlu
a sit’ je provozovana pozpatku. P¥ichozi informace k uzlu je
doplnéna a vysledek je ndsoben hodnotou uloZenou v levé
¢asti uzlu. Vysledek je pfenasen doleva od uzlu. Vysledek
shromdazdény u vstupniho uzlu je derivace sit'ové funkce F
vzhledem k x.
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Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze algoritmus je spravny.
Véta 2.4

Algoritmus Backpropagation spravné pocita derivaci funkce sité F vzhledem k vstupu x.

Dtikaz: pro zdjemce

Algoritmus jiZ byl ovéfen pro sériové a paralelni zapojeni uzlh i pro vadZené hrany. Indukéni predpo-
klad nyni fikd, Ze pracuje pro kazdou FFNN s nejvyse n uzly. B-diagram na obr. 2.9 obsahuje n +1
uzld. Po dopfedném prichodu je vystupem hodnota sit'ové funkce F(x). Necht je k poslednimu uzlu

pfipojeno m uzla s vystupy Fy(x),...,Fu(x) a necht jeho primitivni funkci oznatuje ¢. Potom
F(x) = @(w1Fi(x) + woFa(x) 4 - - - + wmFi (x)).
Derivace F v bodé x je tedy takovéto:
F'(x) = ¢'(s) (w1 F{ (x) + w2 B (x) + - + w By, (%)),
kde s = w1 Fy(x) + - - - + wp Fy(x). Podgraf vSech cest od vstupu k uzlu s vystupem F;(x) ma nejvyse
n uzld, takZe podle indukéniho pedpokladu zpétny prichod spotita F/(x). Po inicializaci posledniho
uzlu hodnotou ¢’(s) pfisp&je i-td vétev vyrazem w;F/(x)¢’(s). Soucet viech vétvi proto dava
@' (s)(w1F{(x) + waFy(x) + ... + wn F,(x)),

coZ je derivace F vyhodnocena v x. Faktory wy¢’(s),..., wn¢'(s) vzniknou tak, Ze se vystupni uzel
inicializuje hodnotou 1, ta se v uzlu vynasobi uloZenou derivaci ¢’(s) a vysledek se rozesle zpét po
hrandch s vahami wy, ..., wy. Zpétny prichod tedy provadi praveé operace pozadované fetézovym
pravidlem. Algoritmus je proto spravny i pro sit' s n + 1 uzly, ¢imz je indukéni dtikaz uzavien.

71



-

Obréazek 2.9: Posledni uzel v indukénim diikazu spravnosti backpro-
pagation.

Z ptedchozi analyzy vyplyva, Ze vSechny vstupy do uzlu jsou se-
¢teny pred vypoctem jednorozmérné aktivacni funkce. Lze uvazovat
i aktivaéni funkce f vice proménnych; levd strana jednotky pak ucho-
vavd parcidlni derivace f vzhledem ke kazdé proménné. Obr. 2.10
ukazuje ptiklad pro funkci f dvou proménnych x; a xp, dodanych
dvéma hranami. V kroku zpétné propagace se kazda uloZend par-
cidlni derivace ndsobi prochdazejici hodnotou uzlu a pfendsi doleva
vlastni hranou. Zpétna propagace tedy funguje i v tomto obecnéjsim
pripadé.

X1
oF
8x1
F
oF
ax2
X2

Obréazek 2.10: UloZeni parcidlnich derivaci v uzlu s vice vstupy.

Backpropagation funguje také pro vice vstupnich proménnych. Pro
sitovou funkci F(x1, x2) obsahuje graf vSechny cesty od obou vstupti
k vystupu. Jediny zpétny prichod pfes cely graf vrati v prvnim
vstupnim uzlu dF /dx; a ve druhém 0oF /dxp. Neni nutné spoustét
samostatny vypocet pro kazdou proménnou.

2.6 Uceni se s Backpropagation

Pfi ueni se minimalizuje chybova funkce E zavisla na vahach sité.
Dopfedny priichod proto ukldda také vystup kazdého uzlu. Zpétny
prichod rozsifenym grafem pak poskytne derivace podle vSech vah.
Pro jednu konkrétni vahu wjj, jejiz hrana vede od i-tého k j-tému
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uzlu, plati nasledujici vztah. Tuto vdhu lze povazovat za vstupni ka-
ndl podsité obsahujici vSechny cesty od w;; k jedinému vystupnimu
uzlu sité. Do podsité byla ve fazi feed-forward pfivedena informace
o;jwjj, kde 0; je ulozeny vystup jednotky i. Krok backpropagation
vypocitad gradient chybové funkce E vzhledem k tomuto vstupu,
tzn. dE/dojwjj. Protoze ve fazi zpétné propagace je o; konstanta,
dostavdme
oE oE

- =0
awi]‘ ! aO,‘ZUi]‘

Shrnuti: krok backpropagation probihd obvyklym zptsobem;
vSechny pod-sité definované jednotlivymi vahami lze zpracovat
soucasné. Navic u kazdého uzlu i ukladdme vystup o; z faze feed-
forward a kumulativni vysledek zpétného vypoctu az do tohoto
uzlu - tzv. zpétné propagovanou chybu.

Oznadi-li se zpétné sifend chyba v uzlu j symbolem ¢;, ma parcidlni
derivace E podle w;; tvar

oE

— = 0;0;.
awi]- ™

Po spocitani vSech parcidlnich derivaci provedeme gradientni sestup
korekei kazdé vahy w;; podle vztahu Aw;; = —v0;6;. Tento korekéni
krok méni algoritmus backpropagation v metodu uc¢eni NN.

Uvedeny graficky diikaz plati pro libovolné feed-forward topologie.

2.7 Vrstvené FFNN

Dtlezitym specidlnim piipadem dopfednych siti jsou vrstvené sité
s jednou nebo vice skrytymi vrstvami. Pro né 1ze odvodit explicitni
maticové vzorce pro gradienty vah. Zpétné Sifend chyba pfifazena
kazdému uzlu pfitom zabrani opakovani stejnych mezivypocta.

Definice 2.2

Vrstvend FFNN je FFNN, kde jsou skryté uzly organizovany
do tzv. skrytych vrstev Hy, H, ..., Hg.

e Hrany ze v8ech uzl vstupni vrstvy vedou pravé do
vSech uzlt prvni skryté vrstvy Hy,

¢ hrany ze vSech uzl prvni skryté vrstvy H; vedou pravé
do vSech uzll druhé skryté vrstvy Hp, atd.,

¢ hrany ze vSech uzld posledni skryté vrstvy Hj vedou
pravé do vsech uzlt vystupni O.
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2.7.1 Rozsifena sit’

Uvazme sit’ s n vstupnimi uzly, k skrytymi uzly a m vystupnimi
jednotkami. Vahu mezi vstupnim mistem i a skrytou jednotkou j

oznacime ngl), vahu mezi skrytou jednotkou i a vystupni jednotkou
@)
1

dodatecné hrany: vstupni vektory i vystupni vektor skryté vrstvy

Moy

jsou rozsifeny o komponentu 1, jak ukazuje obr. 2.11. Vdha mezi

1)
n+1,j/

j oznacime w;;’. Bias kazdého uzlu je implementovan jako vdha

konstantou 1 a skrytym uzlem j je w véha mezi konstantou 1 a

(2)

vystupnim uzlem j je w;”/; i

k skrytych uzlt

nrzn yorudnysAa w

matice W7 matice W»

Obrazek 2.11: Dvouvrstva sit’ s biasy zapsanymi jako vahy hran z
konstantniho vstupu.

Mezi vstupnimi misty a skrytymi jednotkami je celkem (n+1) x k
(1)
ij

v i-tém Fadku a j-tém sloupci; podobné W, matici (k+1) x m s
(2)
1..

fadek obou matic odpovida biastim vypocetnich uzl; matice vah
bez tohoto fadku bude pottebna ve fazi backpropagation. Rozsiteny
n-rozmérny vstupni vektor o = (01, o ,on) je transformovan na

0 = (01,...,0n,1). Excitaéni hodnota net; j-té¢ho skrytého uzlu je

vah. Necht W; oznacuje matici (n + 1) x k s komponentou w

komponentami w;;’. Zvyraznénd notace pfipomind, Ze posledni

n+1 (1)
netj = Z; wij 0;.
1=

(

Aktiva¢ni funkce je sigmoida a vystup o jl) tohoto uzlu je tedy

Excitace vSech skrytych jednotek lze vypocitat sou¢inem 6W;. Vek-
tor o) jejich vystupti je pak

o) = v(6W1),
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s konvenci, Ze sigmoida se aplikuje na kazdou slozku argumento-
vého vektoru. Excitace jednotek vystupni vrstvy se pocitd z rozsi-
feného vektoru 6(1) = (ogl), ey 0151), 1). Vystup sité je m-rozmérny
vektor

0 = (6 Wy).

Tyto vzorce lze zobecnit na libovolny pocet vrstev; tok informaci v
siti se tak poéita jednoduchymi maticovymi operacemi.

Obr. 2.12 ukazuje rozsifenou sit’ pro vypocet chybové funkce.

i-ty skryty
uzel

Obrézek 2.12: Roz$ifend vicevrstva sit’ pro vypocet chybové funkce
E.

vy

Nejprve staci jeden par vstup-vystup (o, t). Sit’ je rozsifena o vrstvu

@ _

jednotek, jejichZ pravé ¢asti pocitaji kvadratickou odchylku %(oi

t;)? pro i-tou slozku vystupu a levé &asti ukladaji derivaci ol.(z) —t;.
Kazda ptvodni vystupni jednotka i pocitd sigmoidu ¢ a produkuje
hodnotu 052). Soucet odchylek dava chybovou funkci E. Pro p tré-
ninkovych pfiklada se stejny graf pouZije na kazdy par a dil¢i chyby
se sectou.

Po ndhodné volbé vah sité provede potifebné korekce algoritmus
backpropagation, ktery lze rozlozit do ¢tyf kroki:
i) Vypocet feed-forward
ii) Backpropagation do vystupni vrstvy
iif) Backpropagation do skryté vrstvy

iv) Aktualizace vah

Algoritmus konéi, kdyZ hodnota chybové funkce je dostate¢né mala.
Prvni krok: vypocet smérem dopfedu. Vektor o je predloZen siti.

Vektory ol!) a 0(?) jsou vypotitiny a uloZeny, u kazdé jednotky i
vyhodnocené derivace aktiva¢nich funkci.
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Druhy krok: Backpropagation do vystupni vrstvy Hleddme prvni
)

vystupu sité az k vystupni jednotce j je zobrazena v B-diagramu na
obr. 2.13.

sadu parcidlnich derivaci JE/ awsz . Cesta zpétné propagace od

backpropagation

zpétné $ifend chyba do uzlu j

@ ().,
o; (1—oj )(oj —t)

i-ty skryty uzel kvadraticka chyba

j-té komponenty

j-ty vystupni uzel

N

Obrézek 2.13: Cesta zpétného sifeni chyby k vystupni jednotce j.

Z této cesty jednoduchou inspekci shromédzdime vSechny ¢initele

zpétné propagované chyby 5](2):

@) _ ;@1 _ @y, _ .
67 =0 (1 0; )(oj t

-
~—
~

a hledana parcidlni derivace je

oE

(2)
awi]-

= 0](2)(1 — 0](2))(01(2) — tj)om = (5(2)051).

2)

V tomto poslednim kroku povazujeme vihu w, j Zza proménnou a
(1)

jeji vstup o; ’ za konstantu.

Obrazek 2.14 ukazuje obecnou situaci béhem algoritmu zpétné pro-
pagace: na vstupni strané hrany s vahou w;; je ol-l , na vystupni
strané zpétné propagovand chyba (5](2) .

Treti krok: Backpropagation do skryté vrstvy. Nyni poc¢itdme par-
1) Kazda jednotka j skryté vrstvy je spojena

ij
s kaZzdou jednotkou g vystupni vrstvy hranou s vdhou w](;), pro

cidlni derivace oE /dw
g =1,...,m. Zpétné sifenou chybu az k uzlu j skryté vrstvy je

(2)

1 if 2)
3 g

v vy

Obrazek 2.14: Vstup a zpétné $ifend chyba na hrané
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nutné vypocitat pfes vSechny mozné cesty zpét, jak zndzoriuje
obr. 2.15 . Zpétné $ifend chyba je pak

6 = o0 (1 — o) 3" @,
q=1

Hledana parcidlni derivace je tedy

Stejnym zptisobem lze zpétné propagovanou chybu vypocitat pro
libovolny pocet vrstev; vyraz pro parcidlni derivace E si zachovava
stejnou analytickou formu.

zpétné Sifend chyba do j-tého uzlu

(1 1 o 42
o (1 —of)x w? o )

backpropagation

Obrazek 2.15: VSechny cesty zpétného sifeni chyby ke skryté jed-
notce.
Ctvrty krok: aktualizace vah. Po vypoitu vech parcidlnich derivaci

jsou vahy sité aktualizovany ve sméru zdporného gradientu; délku
kroku urcuje konstanta uceni y. Korekce vah jsou:

Awl) = —10{V6, proi=1,... k+1j=1,..,m,

)

a Neékteré knihy definuji zpétné pro-
(1) (1) . s pagovanou chybu se zdpornym
Awif o 7,)/015]' sproi=1....n+1j=1... K, znaménkem; rovnice pro aktuali-
. 1) . zaci vah pak zdporné znaménko
kde pouZzivdme konvenci 0,1 = 0, 1= 1. Korekce vah je nutné nemaji (je absorbovano deltami).
provést az po vypoctu zpétné propagované chyby pro vSechny Jde ¢isté o konvenci.
jednotky v siti - jinak by korekce neodpovidaly zdpornému sméru

gradientu.

2.7.2 Vice neZ jeden tréninkovy vzor

N

Pfi vice vstupné-vystupnich vzorech pocitd rozsifena sit' chybovou
funkci pro kazdy vzor samostatné. Korekce vah se pocitaji pro kazdy
vzor zvlast’; pro véhu w;; tak ziskdvame korekce

(1) (2) (p)
Awi]. ,Awi]. ,...,Awij .
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Nezbytnd aktualizace ve sméru gradientu je potom

Awfl) = dwll) + A + .+ Awlf.
Takto provadénym korekeim fikdme davkové nebo offline aktuali-
zace. Casto se vSak vahy aktualizuji po kazdém pfedstaveni vzoru
(online trénink). Korekce pak presné nesleduji smér zdporného gra-
dientu, ale pfi ndhodném vybéru tréninkovych vzort smér vyhle-
déavani osciluje kolem pfesného gradientu a algoritmus v primeéru
implementuje formu sestupu v chybové funkci. Sum piidany do
sméru gradientu navic mtze pomoci pfedejit uvaznuti v lokalnim
minimu. Pfi tisicich tréninkovych vzori je vypocet pfesného gradi-
entu nakladny — kaZd4 epocha (jedno kolo prezentace vSech vzori)

N

zahrnuje mnoho priichodt dopfedu — a online trénink je efektivnéjsi.

2.7.3 Backpropagation v maticové podobé

Pfistup oznacovani grafti v dtikazu algoritmu zpétné propagace je
zcela obecny, neomezuje se na pravidelné vrstevnaté architektury.
Tento specidlni p¥ipad vsak lze zformulovat vhodné pro vektorové
procesory ¢i specidlni stroje pro linedrné algebraické operace.

V siti s n vstupy, k skrytymi a m vystupnimi jednotkami plati 0(2) =
o(6MW3), kde o) = o(6W ). Zpétny priichod pottebuje pouze
prvnich n fadk matice W 1; tato matice rozméru n x k se oznaéi
Wj. Analogicky W, obsahuje prvnich k fadktt W5. Do konstantnich

N

vstupti odpovidajicich biasiim se gradient nesi¥i.

Derivace uloZené ve fazi feed-forward u k skrytych jednotek a m
vystupnich jednotek l1ze zapsat jako dvé diagondlni matice

ng)(l _ 052)) o 0 o e 0
e R
0 0 02 (102
a
otV (1- 051)) 0 0
1 1
D; = 0 O§)<1—0§)) O ’
: . o
0 0 0](()(1—0]&))
Vektor e uloZenych derivaci kvadratickych odchylek definujeme jako
0%2) -1
2)
0, —t
e=| 2 2
01(112) —tm
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oy

Pak m-rozmérny vektor 6(2) zpétné $itené chyby aZ k vystupnim
uzltim je
6@ =D, e

a k-rozmérny vektor zpétné sifené chyby az ke skryté vrstveé
o) = D;W,5?).
Korekce matic W1 a W3 jsou potom
AW; = 6@l 4 AWlT = —ysWa.

Jediné pottebné operace jsou vektor-maticova, maticové-vektorova
a vektorovd nasobeni. Rovnice lze snadno zobecnit na ¢ vrstev vy-
pocetnich jednotek. Ozna¢me W;, matici spojeni mezi vrstvou i

a i+ 1 (vrstva 0 je vrstva vstupnich mist). Zpétné sifend chyba do
vystupni vrstvy je pak 6() = Dye.

a zpétné Sifena chyba do i-té vypocetni vrstvy je definovana rekur-
zivné . '
6 = DW; 160D, proi=1,...,0—1.

nebo alternativné §() = DW;, .. W,_1Dy {W;Dye.

Korekce matic vah se pocitaji stejné jako pro dvé vrstvy vypocetnich
jednotek.

2.7.4 Lokalita backpropagation

Pomoci B-diagramu nyni dokdZeme, Ze sc¢itani je jedinou integraéni
funkci zachovavajici pfi zpétné propagaci lokalitu uceni.

V dosud uvedenych sitich vyuziva algoritmus zpétné propagace
pouze lokdlni informace: informace pfichozi na vstupni hranu ve
tazi feed-forward je uloZena u jednotky a odesldna zpét touz hranou
ve fazi zpétné propagace. Uvazme piiklad, kde integra¢ni funkcf jed-
notky je nasobeni a aktiva¢ni funkci f. Obr. 2.16 ukazuje rozdéleny
pohled na vypocet: dva vstupy a a b pFichazeji dvéma vstupnimi lin-
kami, integra¢ni funkce da soucin ab a ten je pfedan jako argument
funkci f.

f'(ab)b a
backpropagation b

« - *
faba b

Obrézek 2.16: Nasobeni jako integra¢ni funkce vypocetniho uzlu.
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Zpétna propagace spocité parcialni derivace f(ab) podle a a b. Hod-
nota b se vSak musfi vratit horni hranou a hodnota a spodni hranou.
Protoze kazda z nich pfisla jinou cestou, vypocet jiZ neni lokalni.
Integra¢ni funkce zachovavajici lokalitu charakterizuje nasledujici
tvrzeni.

Véta 2.5

V uzlu s n vstupy xy, ..., x, pouze integra¢ni funkce ve tvaru
I(x1,...,%0) = Fi(x1) + B2(x2) + ... + Fu(xn) + C,

kde C je konstanta, zarucujf lokalitu algoritmu backpropa-
gation v tom smyslu, Ze na hrané i # j nemusi byt explicitné
uloZena zddnad informace o x;.

Dtikaz: pro zdjemce

Necht integraéni funkci jednotky je diferencovatelna funkce I
s n argumenty. Pozadavek lokality fika, Ze derivace odeslana
po i-té hrané smi zaviset pouze na x;. Pro vhodnou jednoroz-
mérnou funkci f; tedy

ol

Frs = fi(x;), proi=1,..,n.

Integraci prvni rovnice podle x; dostaneme
I(x1,...,x0) = F(x1) + G1(x2, ..., xn).

Derivace podle x; je fo(x2), takze ¢ast G; mé tvar F(xp) +
Ga(x3,...,x,). Opakovanim téhoz argumentu pro zbyvajici
proménné plyne

I(x1,x0,...,xn) = Fi(x1) + Fa(x2) 4+ ... + Fu(xs) + C
kde F/ = f; a C je konstanta. Obrécend implikace je pfimd: pro

funkci tohoto tvaru je 01/9x; = F/(x;), a derivace po i-té hrané
tedy nepotiebuje hodnotu Zadného jiného vstupu.
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Kapitola 3

Ulohy neuronovych siti a
reprezentace dat

Typ tlohy urcuje podobu vystupni vrstvy a s ni i volbu ztratové
funkce: predikce ceny bytu md na vystupu jediné &islo, rozpoznani
jednoho z tisice druhti ptaku tisic hodnot. Na druhém konci sité
je tfeba rozhodnout, jak data viibec zapsat jako ¢isla. Tato kapitola
prochézi obé strany sité, od vstupu k vystupu.

3.1 Ulohy klasifikace a regrese v DM

Obé tlohy jsou starsi nez neuronové sité a fesi se i jinymi prostiedky.
Pfipometime si je proto nejdfiv obecné a teprve pak se ptejme, co
z toho pro sit’ plyne.

3.1.1  Klasifikace

Klasifikace je jedna z hlavnich tdloh strojového uceni a ¢asto se fesi
pomoci neuronovych siti. Spo¢iva v pfifazeni vstupnich dat (napt.
obrazkii nebo textl) do jedné z pfedem definovanych kategorif na
zékladé jejich vlastnosti.

Formalni definice klasifika¢niho problému:
Cilem klasifikace je najit funkci, kterd mapuje vstupni data na
mnozinu t¥id. Mame-li trénovaci mnozinu S s vstupnimi atributy

A = {ay,ay,...,a,} a cilovym atributem y, ikolem je vytvotit kla-
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Teoreticky odhad chyby zobecnéni
ponechdvam jinym kurztim, jako
jsou KMI/MLDM1 a KMI/MLDM2.

sifikdtor minimalizujici chybu zobecnéni na novych, neznamych
datech.

Chyba zobecnéni je procento nespravné klasifikovanych piikladd na
datech, kterd nejsou soucdsti tréninkové mnoZiny. Pro jeji vypocet
pottebujeme distribuci D, tedy rozdéleni dat v redlném svété.

Chybu zobecnénf 1ze definovat pro tréninkovou mnozinu S a klasifi-
kétor CI(S) jako:

E(CI(S),D) = ZUD(x,y) - L(y, CL(S)(x))
xX,ye

Kde L(y,Cl1(S)(x)) je ztratova funkce, definovand napf. jako:

0, pokudy = CI(S)(x),

Ly, CI(S)(x)) = {1, pokud y # CI(S)(x).

Chyba zobecnéni u neuronovych siti

Necht NN(S) je neuronova sit’ natrénovana na datové mnoziné S.
Jeji chyba zobecnéni je pravdépodobnost, Ze sit’ nespravné klasifikuje
priklad vybrany dle distribuce D z prostoru instanci; pfesnost klasi-
fikace je jedna minus chyba zobecnéni. Tréninkova chyba je procento
pfikladt z tréninkové mnoZiny, které sit’ klasifikovala nespravneé.
Formalné:

E(NN(S),s) = ZSL(y,NN(S)(x))
X, ye

kde L(y,NN(S)(x)) je ztratova funkce nula-jedna, kterd je defino-
véna jako:

0, pokudy = NN(S)(x)

L(y,NN(5) (x)) = {1, pokud y # NN(8) (x)

Skute¢nou hodnotu chyby zobecnéni vSak zndme jen ziidka (snad
v syntetickych pfipadech), protoZze distribuce D vétS§inou neni k
dispozici.

Tréninkova chyba jako odhad chyby zobecnéni byva optimisticky
zkreslend, zejména pokud se sit’ prili§ pfizptlisobi tréninkovym da-

tim (overfitting). Pfesnéjsi odhad poskytuji dva hlavni p¥istupy:
teoreticky a empirickyj. Budeme se zabyvat jen tim empirickym.

Empiricky odhad chyby
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Zakladni holdout postup déli data na t¥i disjunktni ¢asti. Na trénovact
mnoZiné se upravuji parametry sité, na validacni mnoZiné se voli
hyperparametry a okamzik zastaveni a testovaci mnozina p¥ijde na
fadu az uplné na konci. Kdo se do testovaci mnoziny divé pribézné
a podle vysledku méni postup, preudi se i na ni, jen pomaleji neZ na
trénovaci data.

Pfi malém datasetu lze pouZit k-ndsobnou kiiZovou validaci: data
rozdélime na k ¢asti, model vZdy trénujeme na k — 1 z nich a vy-
hodnotime na zbyvajici. Uvddime primeér i rozptyl metrik mezi
foldy. Samostatny testovaci soubor, pokud jej méme, do tohoto cyklu
nevstupuje.

Stratifikace priblizné zachova zastoupeni tfid. Zavislé pfiklady vsak
musi zGstat ve stejné ¢asti: snimky jednoho pacienta, véty jednoho
dokumentu nebo navazujici ¢asové zdznamy délime jako skupinu.
Jinak mtize model tutéz entitu vidét pfi trénovani i testu a vysledek
bude nadhodnoceny.

YN

Bootstrap neni zvlastnim p¥ipadem kiizové validace. Z datasetu o n
prvcich vytvafime novy vzorek o n prvcich vybérem s opakovanim.
Neékteré ptivodni piiklady se proto objevi vicekrét a jiné vtibec;
pravé nevybrané (out-of-bag) ptiklady lze vyuzit pro odhad chyby.
Podrobnéjsi rozdéleni dat a regularizacni postupy probira kapitola 5.

Piiklad 3.1: Accuracy u nevyvazenych tfid

Dataset obsahuje 990 bezvadnych a 10 vadnych vyrobkdi.
Model, ktery vzdy predikuje ,bez vady”, ma accuracy
990/1000 = 99 %, prestoze nenajde jedinou vadu. Samotna
accuracy tu o kvalité modelu nevypovidd. UZite¢ngjsi je con-
fusion matrix, precision a recall; pomtzZe i vdZend ztrata nebo
posun rozhodovaciho prahu.

3.1.2 Regrese

Regrese je dalsi hlavni tlohou v oblasti strojového uceni, ktery se
¢asto fesi pomoci neuronovych siti. Na rozdil od klasifikace, kde se
predpovidaji diskrétni tfidy, je cilem regresniho problému prediko-
vat spojité (¢islené) hodnoty. Napiiklad predikce ceny nemovitosti

na zéakladé jejich atributti, jako jsou plocha, poloha a stéfi, je typic-
kym pfikladem regresniho problému.

Formailni definice regresniho problému:

Cilem regrese je nalézt funkci f, kterd mapuje vstupni data X =
{x1,x2,...,x,} na spojité cilové hodnoty y € R. Pokud mame tré-
ninkovou mnozinu S, kterd obsahuje vstupni atributy X a cilové
hodnoty y, tikolem neuronové sité je vytvofit model f, ktery mi-
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nimalizuje rozdil mezi predikovanymi hodnotami a skute¢nymi
hodnotami v tréninkovych datech.

Ztratova funkce u regresnich problémi:
Pro regresni problémy se obvykle pouZiva kvadratickd ztratova
funkce (Mean Squared Error, MSE), ktera je definovéna jako:

z

MSE = (i — f(x))?

1

Il
-

kde N je pocet tréninkovych vzorki, y; je skute¢nd hodnota a f(x;)
je hodnota predikovana neuronovou siti. Cilem je minimalizovat tuto
ztradtovou funkci, cozZ znamend minimalizovat primeérny ¢tvercovy
rozdil mezi predikovanymi a skute¢nymi hodnotami.

Overfitting a underfitting v regresi:

Podobné jako u klasifika¢nich tiloh mtiZe neuronova sit' u regresnich
problémt trpét overfittingem nebo underfittingem. Overfitting nastavd,
kdyZ se neuronovd sit’ p¥ili§ pfizptsobi tréninkovym datéim a ne-
dokaZe dobte zobecnit na novd, nezndmé data. Naopak podfitting
znamend, Ze model neni dostate¢né sloZzity na to, aby zachytil vzory
v tréninkovych datech.

Metody hodnoceni vykonu regresnich modelu:
Pro hodnoceni vykonu regresnich modelt se kromé MSE pouZivaji i
dalsi metriky, jako napfiklad:

Mean Absolute Error (MAE):

1 N
MAE = Y lyi — f(xi)]
=

MAE méfi priimérnou absolutni chybu mezi predikcemi a skutec-
nymi hodnotami.

R-squared (R?):
Tato metrika vyjadfuje, jak dobfe model vysvétluje variabilitu v
datech. Hodnota R? se pohybuje mezi o a 1, kde 1 znamend, Ze
model dokonale vysvétluje vSechna data, a 0 znamend, Ze model
nevysvétluje nic.

N 2
R2—1_ Yisa (i — f(xi)
C (i — )2

kde 7 je primérna hodnota cilovych hodnot v tréninkové mnoziné.
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3.1.3 Dalsi dlohy pro neuronové sité

Kromé Kklasifikace a regrese existuje celd fada dalsich tloh, kde
neuronové sité nachézeji uplatnéni. Mezi tyto tlohy patfi:

1. Segmentace:
Segmentace rozdéluje vstupni data (¢asto obrazky nebo sig-
nély) na rtizné ¢asti nebo regiony. Napiiklad v mediciné se
pouziva pro identifikaci ¢asti téla nebo nddorti na MRI snim-
cich.

2. Generativni modely:
Neuronové sité mohou generovat novd data podobnd tém,
na kterych byly trénovany — obrazky, text, hudbu i video.
Nejzndméjsi rodiny jsou Generative Adversarial Networks
(GAN) a Variational Autoencoders (VAE); mimo multimédia
se stejné modely pouZivaji tfeba k ndvrhu molekul.

3. Zpracovani pfirozeného jazyka (NLP):
Strojovy pfeklad (Google Translate), sumarizace, analyza sen-
timentu, dialogové systémy i generovani textu dnes stoji prak-
ticky vyhradné na neuronovych sitich.

4. Rozpoznavani obrazu a zvuku:
Neuronové sité se vyuzivaji k rozpoznavani a klasifikaci ob-
razli a zvukt. Typickymi p¥iklady jsou rozpoznavani oblicejd,
hlast, gest nebo analyza zvukovych signdla.

5. Reinforcement Learning:
V reinforcement learningu se neuronové sité pouzivaji pro
optimalizaci akci agenttli v prostfedi za ticelem maximalizace
dlouhodobého zisku. Pouziva se v robotice, autonomnich vo-
zidlech nebo pro hrani her.

6. Rekonstrukce a restaurovani dat:
Neuronové sité mohou rekonstruovat poskozena data, napii-
klad obréazky, zvuky nebo videa. Typické aplikace zahrnuji
odstrafiovani Sumu, vypliiovani chybéjicich ¢asti nebo zlepso-
vani kvality dat.

Pro kaZdou z téchto tloh se vyvinula jind architektura — konvoluéni
sité pro obraz, rekurentni a pozdéji Transformer pro sekvence.

3.2 Aktivaéni funkce

Funkce perceptronu z kapitoly 1 se skldda z agregaéni a aktiva¢ni
funkce. Schodkovou funkci pozdéji nahradila sigmoida; tato ¢ast
porovnava dalsi béZné moznosti.
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Ve vété se mluvi o nepolynomic-
kych funkcich, ale v textu o neli-
nearnich. Je to proto, Ze véta se
tyka siti s jednou skrytou vrstvou
(pfitemz vystupni vrstva je line-
arni). Sit’ s polynomidlni aktivaci
pevného stupné a jednou skrytou
vrstvou nemtiZe s libovolnou pies-
nosti aproximovat polynom vys-
$tho stupné. Dalsi vrstvy stupert
zvysuji sklddanim polynomd, ale
neméni zakladni omezeni dané po-
lynomidlni strukturou.

[CyBENKO1989]

G. Cybenko:

Approximation by Superpositions of a
Sigmoidal Function.

Mathematics of Control, Signals and Sys-

tems 2(4), 303-314 (1989).

[HorN1K1991]

K. Hornik:

Approximation Capabilities of Multilayer
Feedforward Networks.

Neural Networks 4(2), 251-257 (1991).

[LEsHNO1993]

M. Leshno, V. Ya. Lin, A. Pinkus,
S. Schocken:

Multilayer Feedforward Networks with a
Nonpolynomial Activation Function Can
Approximate Any Function.

Neural Networks 6(6), 861-867 (1993).

Aktivaéni funkce musi byt nelinedrni: sloZenim linedrnich vrstev
vznikne zase jen linedrni zobrazeni. Nelinearita dava siti vétsi vy-
jadfovaci silu. Véta o univerzalni aproximaci fikd, Ze sit’ s jednou
nelinedrni skrytou vrstvou a linedrni vystupni vrstvou miize na
kompaktu aproximovat libovolnou spojitou funkci s libovolnou pies-
nosti.

Vét o univerzélni aproximaci bylo publikovano nékolik verzi, z nichz
jedna z nejznaméjsich je véta 3.2.

Véta 3.2: Véta o univerzalni aproximaci

Necht' C(X,R™) oznacuje mnoZinu spojitych funkci z podmno-
ziny X prostoru Euklidovského prostoru R” do Euklidovského
prostoru R™. Necht' ¢ € C(R,R).

Pak ¢ neni polynom, pravé kdyz pro kazdé n € N, m € N,
kompaktni K C R", f € C(K,R™), ¢ > 0 existuji k € N,
A e R, b e RF, C € R™F tak, ze

sup || f(z) —g(z)| <

xeK

kde g(x) =C - (po(A-x+D)).

Historie véty a jeji diikazy

Formulace uvedend ve vété 3.2 je vysledkem postupného zobec-
novani. Historicky prvni ditkaz [CYBENK0O1989] podal v roce 1989
George Cybenko, a to pro sité s jednou skrytou vrstvou a sigmoidni
aktivaéni funkci: ukazal, Ze takové sité dokazi aproximovat libovol-
nou spojitou funkci na kompaktni mnoziné s libovolnou pfesnosti.
Kurt Hornik [HorNIK1991] Vv roce 1991 tento vysledek zobecnil
a ukdzal, Ze univerzédlni aproxima¢ni schopnost neni diisledkem
konkrétniho tvaru sigmoidy, nybrz samotné vicevrstvé dopfedné
architektury — staci, aby aktiva¢ni funkce byla spojitd, omezena
a nekonstantni. Leshno a kol. [LEsaN01993] dokézali, Ze nutnou
a postacujici podminkou univerzalni aproximace je nepolynomial-
nost aktiva¢ni funkce. Tuto formulaci uvadi véta 3.2.

Dtikaz se opira o netrividlni vysledky funkciondlni analyzy; Cyben-
kova verze vyuZziva naptiklad Hahnovu-Banachovu a Rieszovu vétu.
Véta tedy zarucuje, Ze hledand sit’ existuje. Nefikd vsak, kolik bude
mit jednotek (mtzZe jich byt astronomicky mnoho) ani jak k jejim
vaham dojit u¢enim z dat. Obojf je v praxi obtiZné&j$i nez samotna
otdzka existence.
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3.3 Vstupy

Kédovani je pfimocaré tehdy, kdyz data jiZ tvofi vektory ¢iselnych
atributt.

Booleovské atributy se obvykle kodujf takto:
pravda — 1

Toto uz zname z ptedchozich lekci
nepravda > 0

alternativné

nepravda — —1.

Numerické atributy obvykle skdlujeme do zvoleného intervalu nebo
standardizujeme na nulovy primér a jednotkovou smérodatnou
odchylku. Bez této tpravy miiZe atribut s velkym ¢iselnym rozsahem
nepfiméfené ovlivnit gradienty.

Pokud se hodnoty numerickych atributti mezi jednotlivymi pfiklady
zna¢né lisi (naptiklad fadové), miize byt uzitecné zobrazit je na
logaritmickou $kalu. Tim se redukuje vliv extrémné velkych hodnot
a distribuce se stane lépe zvlddnutelnou pro modely, které ocekavaji
zhruba homogenni vstupy.

Maé-l1i veli¢ina pfirozené intervaly, 1ze ji také kvantizovat do diskrét-
nich kategorii. Ztracime tim pfesnou hodnotu i uspofaddani uvnitf
intervalu.

Obr. 3.1 ukazuje, jak zplosténi pifevede maly RGB obraz na posloup-
nost ¢isel.

(111,811, b11) | (r12, §12,b12)

(r21,821,b21) | (r22,822,b22)

l

(711,g11,b11/r12,~ ~~,h22)

Obrazek 3.1: Obraz o velikosti 2 x 2 pixely zapsany jako vektor
dvanécti ¢iselnych atributt.

Obrazek o velikosti X x Y pixeld zapisujeme jako tenzor X x Y x 3.
Zplosténim na vektor délky 3XY bychom sice hodnoty zachovali, ale
architektura by uz neméla p¥imo k dispozici informaci o sousedstvi
pixelt a spole¢né pfislusnosti barevnych kandalt k jednomu pixelu.
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Konvoluéni sité v kapitole 7 tuto prostorovou strukturu zachovavaji
pomoci lokalnich spojent a sdilenych vah.

ategoricka data kédujeme principem one-hot. Kazdé kategorii pfi-

Kat ké data koduyj hot. Kazdé kat

fadime binarni vektor s jednou jedni¢kou a ostatnimi nulami. Na-
d b kt d dnick tatn 1 N

ptiklad atribut barva s hodnotami ,,ervend”, ,zelend” a ,modra”

zakédujeme trojici vstupt:

Cervend — (1,0,0),
zelena — (0,1,0),
modré — (0,0,1).

Vsimnéme si, Ze bychom kategorie neméli kddovat jednim ¢iselnym
vstupem (napft. ¢ervend — 1, zelend — 2, modra — 3): tim bychom
do dat vnesli umélé usporadani a vzdalenosti mezi kategoriemi,
které v ptivodnich datech nejsou.

Pro maly pocet kategorii je one-hot kéd prehledny. Pi tisicich hod-

not v8ak vznikaji dlouhé fidké vektory; tehdy se ¢astéji uci kratsi
husty embedding.

Piiklad 3.3: Tfi atributy, tfi rtizna kédovani

Atribut ,barva” s hodnotami ¢ervend, zelend a modra zakodu-
jeme one-hot vektorem, nikoli ¢isly 1,2, 3, kterd by vnucovala
potadi. Vék muzeme standardizovat jako (x — u)/c. Identifi-
kétor zdkaznika naopak nesmime bezmyslenkovité pouZzit jako
¢iselny atribut: sit’ by se mohla naudit konkrétni osoby a test
po ndhodném déleni by nadhodnotil generalizaci.

3.4 Vystupni vrstvy a ztratové funkce

Na vystupu sité je problém zakédovani surovych datovych hodnot
do skute¢nych hodnot y pro vystupni uzly velmi podobny problému
kédovéani vstupt.

To by se tykalo cilovych hodnot y. Ale u predikce § to nemtizeme
zarucit. Idedlné by presné odpovidala pozadované hodnoté y, ztrata
by byla nulovd a méli bychom hotovo. Pfed za¢dtkem uceni se takové
shoda objevi jen vyjimecné.

Predchozi odvozeni gradientti pouzivalo kvadratickou chybu.

1& )
E=2Y llo—t*
25

To udrzuje algebraické vypocty jednoduché, ale neni to jedind moz-
nost. Ve skute¢nosti je pro vétsinu aplikaci hlubokého uceni béznéjsi
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interpretovat vystupni hodnoty # jako pravdépodobnosti a jako
ztratovou funkci pouzit negativni logaritmickou pravdépodobnost
(negative log likelihood, NLL).

Zaporna logaritmicka pravdépodobnost

Uceni najde vektor vah w, ktery maximalizuje pravdépodobnost
pozorovanych dat. ProtoZe je logaritmickd funkce monoténni, je to
ekvivalentni maximalizaci logaritmické pravdépodobnosti dat, coz
je zase ekvivalentni minimalizaci chybové funkce definované jako
zapornd logaritmicka pravdépodobnost.

Pro jediny pfiklad chceme zvysit pravdépodobnost spravné tfidy.
Ztratou pro j-ty ptiklad proto zvolime zdporny logaritmus pravdeé-
podobnosti, kterou ji model prifadil:

L= —1ngw(t]' | .’13])

Cim bliZe je tato pravdépodobnost jednicce, tim bliZe je ztrata nule;
naopak pravdépodobnost blizka nule vede k obrovské ztraté. Pro
celou trénovaci mnoZinu pak hleddme w*, které minimalizuje soucet
negativnich logaritmti pravdépodobnosti N piikladi:

N
— IOng(t]‘ | ZBJ)
=1

Pfiklad 3.4: Zaporna logaritmicka pravdépodobnost

Uvazujme model, ktery klasifikuje texty podle sentimentu do
tif tiid: ,negative”, ,neutral” a ,positive”. Mé&jme tfi piiklady,
jejichz skute¢na tfida je vZdy ,positive”, a model jim pfifadil
tato rozdélent:

p(,negative”) p(,neutral”) p(,positive”)

priklad 1 0.1 0.2 0.7
piiklad 2 0.05 0.15 0.8
piiklad 3 0.2 0.3 0.5

Ztratu spocitame jako soucet zapornych logaritmu pravdépo-
dobnosti pfitazenych spravné tfidé ,positive”:

L = —[log(0.7) +log(0.8) +log(0.5)] ~ 1.27.

Tuto hodnotu pfi trénovani modelu minimalizujeme.
K¥iZova entropie

v~

Dalsi moZnosti je minimalizace kiiZové entropie cross-entropy. K¥i-
Zové entropie znatend H(P,Q), je druhem miry odli$nosti mezi
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Pozniamka: Cross-entropy neni
vzdalenost, protoze H(P,P) =

H(P) #0.

Studenti toto znaji z kurzu Teorie
informace KMI/TINF.

dvéma rozdélenimi pravdépodobnosti P a Q:
H(P,Q) = =B, p(z) log Q(=)]

= —/P z logQ(z)dz pro spojité z
= - ZP z)logQ(z) pro diskrétni z

Da se ukazat, Ze:

H(P,Q) = H(P) + Dxr(P [| Q),
kde H(P) je entropie

H(P) = — /P(z) logP(z) dz pro spojité z,
=— ZP )log P(z) pro diskrétni z,

a Dxp(P || Q) je Kullback-Leiblerova divergence

P(z)
Q(=)
= Z P(z)log P(('Z)) pro diskrétni z.

Dxr(P || Q) = /P(z)log dz pro spojité z,

TakZe pro pevné P je minimalizace Q vzhledem k H(P, Q) také

minimalizaci Dgp (P || Q).

V machine learningu se pouZiva tato definice, kde P je skute¢na dis-
tribuce P(z,t) nad trénovaci mnozinou a Q je prediktivni hypotéza

Pw(t | ).

Minimalizace H(P*(x,t), Pyw(t | )) Gpravou vah w p¥iblizi model

skutecné distribuci.

Ve skute¢nosti nemtiZeme tuto funkci pfimo minimalizovat, protoze
nezndme P*(z,t), ale mame k dispozici vzorky z P*(«,t). Proto
souclet pres skute¢nd data v trénovaci mnoZiné aproximuje oc¢ekavani

na mnoziné vzorku.

Ptiklad 3.5: K¥iZova entropie

Mégjme model, ktery predikuje rozdéleni pravdépodobnosti pro
tfi tfidy ,negative”, ,neutral” a ,positive”. Skute¢né rozdélent

je
P(,negative”) = 0.0, P(,neutral”) = 0.0,
P(,positive”) = 1.0.
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model vsak predikuje

Q(,negative”) = 0.1, Q(,neutral”) =0.2,
Q(,positive”) = 0.7.

K¥iZova entropie téchto dvou rozdéleni je

H(P,Q) = —[1.0-10g(0.7) + 0.0 - 1og(0.2) + 0.0 - log(0.1)]
= —1og(0.7).

Je-li cilové rozdéleni P typu one-hot, zbude v kiiZové entropii jediny
¢len: zdporny logaritmus pravdépodobnosti spravné tiidy. K¥izova
entropie je tedy zobecnénim zdporné logaritmické vérohodnosti na
obecné cilové rozdéleni.

Multiclass

Pro pravdépodobnostni vystup s K moznymi tfidami je potieba K
vystupnich jednotek s nezdpornymi hodnotami o souctu 1.

Abychom toho dosahli, pouzivame softmax vrstvu, kterd z vektoru
K logita z = (z1,...,2k) vytvofi pravdépodobnostni vektor p =
(P1, -, pK):
— eZi
T vk zi”

Ej:1 e’

Vysledné hodnoty jsou kladné a jejich soucet je 1, takZe p; miiZeme
¢ist jako modelovou pravdépodobnost tfidy i.

pi

Softmax je navic hladky, takZe se pfes né€j da bez potizi derivovat. Ve
dvojici s kategorickou kfiZovou entropif tvoii standardni zakonc¢eni
sité pro vicetfidni klasifikaci; pfi odvozeni gradientu se navic obé
funkce podstatné zjednodusi.

Softmax jako zobecnéni sigmoidy

U binérni klasifikace 1ze o(x) interpretovat jako pravdépodobnost
prvni t¥idy a 1 — o(x) jako pravdépodobnost druhé. Softmax tuto
konstrukci zobeciiuje na vice tfid. Pro K = 2 se po vydélenti Citatele
i jmenovatele faktorem e*! prvni slozka upravi na

e 1
S eflfen  14enA

p1 =0(z1 — 22),

a symetricky pp = 0(zp —z1) = 1 — py. Pro dvé t¥idy se tedy softmax
pfesné redukuje na sigmoidu aplikovanou na rozdil obou logitti.
Intuitivné je softmax ,vicerozmérnd sigmoida“”, kterd rozdéluje
jistotu modelu mezi vice tfid.
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Softmax jako vyhlazena funkce max

Rozdil mezi maximem a jeho hladkou aproximaci ukazuje obr. 3.2.

—— LSE(x,0)
- == max(x,0)

Obrazek 3.2: Log-sum-exp jako hladka ndahrada maxima pro dva
vstupy.

Odkud se vzalo jméno softmax? Pfi samotném rozhodovani by nés
¢asto zajimal jen nejvyssi logit, tedy hodnota max; x; (respektive
index tfidy, kterd jej dosahuje). Funkce max je vSak pro trénovani
nepouzitelna: neni hladkd a jeji gradient je témét vSude nulovy

vzhledem ke vSem slozkdm kromé té vitézné, takZe by zpétné sifent
nemélo co propagovat.

Hladkou ndhradou maxima je funkce log-sum-exp:
d
LSE(x) = log } _ €.
j=1

Plati totiz odhad

m]gaxxj < LSE(z) < m]gaxxj—i-logd,

takZe log-sum-exp se od skute¢ného maxima lisi nejvyse o konstantu
log d a aproximuje jej tim lépe, ¢im jsou hodnoty x; od sebe dale. Na
rozdil od maxima je ale spojitd a diferencovatelnd, a tedy vhodna
pro gradientni metody.

Se softmaxem souvisi log-sum-exp derivovanim: parcidlni derivace
log-sum-exp podle x; je pravé i-ta slozka softmaxu:

iLSE( ) = e softmax(x);
axi )=y X T

Softmax tedy fiké, jak silné jednotlivé sloZzky x; pfispivaji k hlad-
kému ,me&kkému maximu” LSE(z). V tomto smyslu je softmax
vyhlazenou verzi funkce max — presnéji fe¢eno vyhlazenou verzi
funkce argmax, protoze jeho vystupem nenf nejvétsi hodnota, nybrz
(mékky) ukazatel na to, kterd slozka je nejvétsi.
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3.5 Skryté vrstvy

Skryté vrstvy v neuronovych sitich obvykle pouzivaji méné rtizno-
rodych aktiva¢nich funkci ve srovndni s vystupnimi vrstvami.

1985—2010: sigmoida a tanh 2010-nyni: ReLU, softplus

vz

Céstetné proto, Ze se véii, Ze pomdhaji vyftesit problém mizejicich
gradientii:

Je-li derivace mald nebo nulovd, zména vstupnich vah témér ne-
ovlivni vystup neuronu. Pfi zpétném priichodu se malé derivace
nésobi, takZe gradient ve vzdélenéjSich vrstvach mtize téméf zmizet
a jejich vahy se pfestanou udit.

Gradient vzdalené vrstvy obsahuje sou¢in mnoha derivaci. Derivace
sigmoidy a tanh maji absolutni hodnotu mensi nez 1, takZe soucin
miiZe s hloubkou exponencidlné klesat. Vrstvy blizko vstupu pak
dostéavaji zanedbatelny ucici signdl.

Problém explodujicich gradientt

Pti explozi gradientii naopak soudin rychle roste. Casta je u rekurent-
nich siti nad dlouhou sekvenci, protoZe se v soucinu opakuje tatdz
matice vah.

Velky gradient vyvola velkou zménu parametril a trénovani mtize
oscilovat nebo divergovat. Ofezdvini gradientu jej p¥i prekroceni
zvolené normy pfeskaluje na mezni velikost.

Oba jevy vznikaji ndsobenim mnoha ¢lenti: ¢initele mensi nez 1
soudin tlumi, vétsi neZ 1 jej zvétSuji. Explozi 1ze omezit ofezdvanim
gradient(; na mizeni maji vliv také aktiva¢ni funkce.

Hyperbolicky tangens

Hyperbolicky tangens (tanh) je aktiva¢ni funkce bézné pouzivana
v neuronovych sitich, zejména v dfivéjsich typech rekurentnich
neuronovych siti. Jejf matematickd definice je:

X —X

e —e

tanh(x) == m
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tanh

— f(x) = tanh(x)

Funkce tanh(x) pfevadi vstup na vystup v rozmezi [—1, 1]; sigmoida
oproti tomu vraci hodnoty mezi o a 1. Rozdil je v tom, Ze tanh je
soumérny kolem nuly, takZe zdporny vstup da zaporny vystup.
Aktivace jedné vrstvy pak nemajf systematicky kladny pramér, coz
usnadiiuje préci vrstvé ndsledujici.

Rectified linear unit

[Na1R2010] V. Nair, G. E. Hinton, Zhruba od roku 2010 se pouZzivd jako aktivaéni funkce zejména
Rectified linear units improve restric- Rectified linear unit (ReLU) [NAIR2010]:

ted Boltzmann machines.

ICML 2010

#(x) = 0 ifx<0
)x ifx>0

= max(0, x).

Funkce ReLU zjevné neni hladka kvili onomu zlomu v bodé 0. To
se fesi tak, Ze stanovime, Ze derivace v tom bodé je 0 a tedy méme:

. fo ifx<o
¢(x){1 ifx>0

Softplus
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Softplus [Ducas2001], softplus(x) = In(1 + ¢*), je hladk4 aproxi-
mace ReLU. Jeji derivace existuje vSude a neni pfesné nulova. Vy-

pocet je drazsi nez u ReLU; funkce se pouzivé také k parametrizaci
kladné veli¢iny, napiiklad rozptylu.

Softplus

ST
‘—f(x) =1In(1+eY)

2+

Leaky ReLU

Leaky ReLU ponechéava maly sklon i pro zdporné vstupy:
LeakyReLU(x) = max(ax, x),

kde byva napfiklad « = 0,01. Zaporna vétev ma derivaci «, takze
jednotka neztrati gradient jen proto, Ze jsou jeji preaktivace zdporné.

Leaky ReLU

‘—}(x) = max(0.1x; x) ’

2+

Swish

Swish [RAMACHANDRAN2017] mé tvar swish(x) = xo(x). Pro velka
kladna x se blizi identité, kolem nuly je hladka a mirné zdporné
vstupy nepotlaéi na nulu. Funkce vzesla z automatizovaného hle-

dani; pfibuznad GELU se pouZiva v Transformerech.
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[CLEVERT2016] Djork-Arne Clevert,
Thomas Unterthiner & Sepp Hochre-
iter

Fast and accurate deep network lear-
ning by exponential linear units
(ELUs)

ICLR 2016

Exponential Linear Unit

Aktiva¢ni funkce Exponential Linear Unit (ELU) [CLEVERT2016] je
nelinedrni funkce navrZend tak, aby pfekonala nékteré problémy
klasické ReLU, zejména problém nulovych gradientt pro zdporné
hodnoty. ELU je definovana jako:

f(x)—{x prox >0

a(e® —1) prox <0

kde & je hyperparametr, obvykle rovny 1. Pro zdporné vstupy tedy
ELU neklesne pod —a«, ale ani neztistane na nule: jednotka si zachovd
nenulovy gradient a nemiize trvale odumfit. Zdporna vétev navic
stahuje primérnou aktivaci vrstvy bliZ k nule, coZ ma podobny
efekt jako normalizace.

Exponential Linear Unit (ELU)

6‘
‘—f(x) = max (0,x) 4+ min (0,e* — 1) ‘
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Pocet a velikost skrytych vrstev

Hloubka dovoluje opakované sklddat jednodussi transformace. U ob-
razu mohou ¢asné vrstvy reagovat na hrany a dalsi vrstvy jejich
vystupy kombinovat do slozitéjsich tvart. Neni v8ak obecné pravda,
Ze pfi stejném poctu parametrti je hlubsi sit’ vzdy lepsi; zdlezi na
dloze, architektufe a optimalizaci.
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Hloubka a sifka nejsou jediné volby a u vétSiny z nich neumime
spolehlivé vysvétlit, pro¢ funguji.

Teorie, kterd by pro dany problém dopfedu urcila vhodnou archi-
tekturu, neexistuje. K dispozici je jen nasbirand zkusSenost, co se na
jakych talohach osvédcilo.

Navrh sité je proto z velké ¢asti empiricky. Vyplati se umét rychle
vyzkouset nékolik variant a poctivé je porovnat, spiSe nez dlouho
hledat tu jedinou spravnou.
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