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TFi vnorené pojmy

0 Uméla inteligence — systémy, které

uméla inteligence e L ; .
vnimaji, usuzuji, uci se nebo jednaji.

strojové uceni Strojové uceni — chovani se neurcuje
ruéné zapsanymi pravidly, ale odvozuje
hluboké uéeni se z dat.
neuronové sité Hluboké uceni — €ast strojového uceni

zalozena na sitich s vice vrstvami
naucenych reprezentaci.

klasicky program: pravidla + vstup — vystup

strojové uceni: priklady + méfitko chyby — pravidla
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Neuron: jednoducha vypocetni jednotka

Stavebnim prvkem neuronové sité je neuron. Vstupy vynasobi vahami, secte
a na soucet pouzije jednoduchou aktivacni funkci.

X1
w3
X3 — vazeny soucet aktivace

y = @ (wix1 + waxa + waxs)

Vahy jsou Cisla, ktera se uci; vsechno ostatni je pevné dané.
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Sit: neurony usporadané do vrstev

® Vystupy jedné vrstvy jsou vstupy
vrstvy nasledujici.

e Cela sit je tak jedina slozena
funkce: ze vstupu x pocita
Q predikci y.
® Vahy vsech neuronti dohromady
jsou parametry sité.

QOO
QOO0
QOO

vstup x skryté vrstvy vystup y ® Hluboka sit ma skrytych vrstev
vice — odtud ,,hluboké” uceni.

Jeden neuron toho umi malo; sila vznika skladanim.
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Jak se sit uci

priklad (x,y) predikce y ztrata L(Y,y)
v

~ -
~ -

gradient: jak zménit vahy, aby ztrata klesla

Ztratova funkce jedno &islo: jak moc se predikce lisi od pozadovaného vystupu.

Gradient pro kazdou vahu fika, kterym smérem a jak silné ji zménit, aby
ztrata klesla.

Uceni mala Gprava vsech vah proti gradientu, opakovana na mnoha
prikladech.
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Cil uceni

Trénovaci algoritmus tedy hleda parametry, se kterymi sit
1. dosahuje malé chyby na trénovacich prikladech,

2. a soucasné zobecni na dosud nevidéna data.

Dvé riizné otazky

Mala trénovaci chyba je otazka optimalizace.
Mala chyba na novych datech je otazka generalizace.
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000



Al, ML, DL Neuronova sit Reprezentace Milniky Perceptron Separabilita Uceni Sit
o 0000 ©00000 000 0000000 Jeterete) 0000000000000 000

Vstup neni ve tvaru, v némz se Gloha resi

Obraz je pole pixelti, véta posloupnost slov, zvuk €asova fada.

Sit proto nejprve pfevede vstup x na vnitfni reprezentaci — to je prace

skrytych vrstev —
h = hg(x)

a teprve z ni posledni vrstva (hlava) pocita predikci

y = go(h), fo.p = 80 © he.

Vahy ¢ i 0 se uci spole¢né, minimalizaci téze ztratové funkce. Tomuto
principu se fika uceni reprezentaci (representation learning).
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Ru¢né navrzené priznaky versus naucena reprezentace

rucné navrzené
asicky piiznaky klasifikator y

hluboce: naucen4 reprezentace hy >y
= -

gradient ztraty upravuje vahy obou casti

Ruéni pfiznaky umi vyuzit oborovou znalost, ale jejich kvalita je omezena
tim, co konstruktér dokazal predem vyjadrit.
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Distribuovana reprezentace

Reprezentace h je vektor vystupd neurond jedné vrstvy. Jedna vlastnost
nemusi odpovidat jedinému neuronu:

® informace byva rozlozena mezi vice souradnic,

® jedna souradnice se soucasné podili na nékolika vlastnostech.

pojem ,kocka" je kédovan celym vzorem, ne jednou slozkou

B NN e

Dasledek

Interpretovat jednotlivy neuron jako , detektor pojmu* je zpravidla zjednodusent;

vrstvy nemaji predem pridéleny vyznam.

Sit
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Invariance a ekvivariance

Uzitecna reprezentace zachova informaci potfebnou pro tlohu a potlaci
zmeény, které pro ni podstatné nejsou.

Invariance Ekvivariance

Zména vstupu nema zmeénit vysledek. Zména vstupu ma vysledek zménit

Tentyz predmét vyfotografovany za predvidatelné.

sluneéna a pod mrakem mame zaradit Posuneme-li obraz o deset pixelti

stejné. Na osvétleni nezalezi. vpravo, ma se nalezena poloha
predmétu posunout také o deset pixeli
vpravo.

Kterou vlastnost chceme, plyne z dlohy, ne z modelu: u otazky ,,co je na
obrazku" je posun nepodstatny, u otazky ,kde to je" podstatny.



Al, ML, DL Neuronova sit Reprezentace Milniky Perceptron Separabilita Uceni Sit
o 0000 000080 000 0000000 0000 0000000000000 00O

Hierarchie vrstev

Kazda vrstva stavi na reprezentaci té predchozi:

- lokalni kontrasty, ST ;
textury }—»{castl obJektuJ—{obJekty a vztahy]

U jazyka: pocatecni vektor slova (embedding) se priichodem vrstvami méni
v reprezentaci zavislou na okolnim kontextu.

Meze této interpretace

Tato interpretace je uzitecna, ale neni doslovnym popisem kazdé sité. Naucena
informace miize byt rozlozena napfic celym modelem.
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Uceni end-to-end a jeho riziko

Spole¢né uceni celé kompozice se oznacuje jako uceni end-to-end. Vyhoda:
reprezentace se pfizplisobi pfimo zadanému cili.

Taz vlastnost je zdrojem rizika. Ztratova funkce neuréuje, jakym signalem
ma model Glohu fesit.

Priklad 1 (Zkratka v datech)

Pokud je v trénovacich datech pozadi silné korelované s tfidou, mize sit
zakédovat pozadi misto zamysleného pojmu. Trénovaci chyba pFitom
klesne.

Mala trénovaci chyba tedy nedokazuje, Ze reprezentace zachycuje spravnou
strukturu problému.
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Pokrok vznika soubéhem ¢ctyr slozek

model ucici algoritmus
—
‘ | evaluaéni tloha

data 7[V)’Ipoéetni prostFedi]/

Metoda Gspésna v jedné doméné nemusela byt prakticka v jiné. Samotny
architektonicky napad stacil jen zfidka.

Backpropagation je z roku 1986, AlexNet z roku 2012 — tyz algoritmus a dvacet Sest

let. Chybéla data, vypocetni vykon a shoda na tom, co se méri.

Sit
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Vybrané milniky

1943 formalni neuron — McCulloch, Pitts
1958 perceptron — Rosenblatt
1969 kritika omezeni — Minsky, Papert

1986 backpropagation — Rumelhart, Hinton, Williams
1997-98 LSTM — Hochreiter, Schmidhuber; LeNet — LeCun
2012 AlexNet — Krizhevsky, Sutskever, Hinton

2014-15 GAN — Goodfellow; attention — Bahdanau

2017 Transformer — Vaswani a kol.

2020 difuzni modely — Ho, Jain, Abbeel

Sit
000



Al, ML, DL Neuronova sit Reprezentace Milniky Perceptron Separabilita Uceni Sit
o 0000 000000 ocoe 0000000 0000 0000000000000 000

Poznamka k milnikém

Novéjsi metoda své predchiidce zpravidla nenahradila.

Konvoluéni sité (LeNet, AlexNet) jsou pro obraz t¢inné dodnes.

Rekurentni sité (LSTM) se hodi pro data, ktera pritékaji postupné.

Pfi omezenych datech byva jednodussi model lepsi volbou nez rozsahla
architektura.

Spoleény zaklad: vrstvy neuronil sloZzené za sebe a ucené gradientem.
Architektury se lisi tim, jak jsou neurony propojeny.
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Nejjednodussi ucici model

Perceptron je neuron z Gvodu prednasky
v nejjednodussi podobé: jeden vazeny soucet
a schodkova aktivace. Je to linedrni binarni
klasifikator a historicky vychozi bod
neuronovych siti.
Jeho jednoduchost dovoluje pfesné popsat

® rozhodovaci hranici,

® algoritmus uceni,

® i podminky konvergence.

Frank Rosenblatt (1928-1971)

F. Rosenblatt: The Perceptron: A Probabilistic Model for Information Storage and Organization
in the Brain. Psychological Review 65(6), 386408 (1958). Skripta: kap. 1 Perceptron
o = = = = A

16 / 42
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Definice
Definice 2 (Perceptron)

Perceptron s n vstupy je urcen dvojici: vektorem vah w = (wy,...,w,) a
prahem excitace 6. Poéita funkci f : R” — {0,1},

1 pokud Y7 ; wix;i >0,

f(x)=
() 0 jinak.

X2 ——0,3.;

Hrany nesou vahy, uvnitf uzlu je prah excitace.
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Vypocet krok za krokem

Priklad 3 (Jeden dopredny priichod)

Pro vahy w = (0,9, —0,3, —1,7, 0,3), prah 6 = 0,5 a vstup
x = (1, 0,5, 0, 1) vychazi

w-x=09-14(=03)-05+(~1,7)-0+0,3-1=1,05.

To je vice nez 6, a tedy f(x) = 1.

Dvé funkce v jednom uzlu

Agregaéni funkce R" — R: vazeny soucet w x.
Aktivaéni funkce R — {0,1}: schodkova funkce s prahem 6.
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Perceptron déli prostor nadrovinou
Pro dva vstupy, w = (a, b) a prah § = —c, vraci perceptron

1 pokud ax + by + ¢ > 0,

Flox) = {0 jinak.

Rovnice ax + by + ¢ = 0 je obecna rovnice pfimky.

vystup 1

X
ax+by+c=0

vystup 0

Analogicky perceptron se tiemi vstupy déli R rovinou atd.
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Maly priklad

Priklad 4 (Rozhodovaci pfimka a dvé klasifikace)

Perceptron s w = (2, —1) a prahem # = 1 ma hranici 2x —y — 1 =0.
® Pro bod (2,1) je vazeny soucet 3 > 1, tedy vystup 1.
® Pro bod (0,1) dostaneme —1 < 1, tedy vystup 0.

Vliv parametrii

Zména vah ot4ci hranici, zména prahu ji posouva rovnobézné.
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Prah jako dalsi vaha

Nahradime aktivacni funkci sy funkci sp (prah v nule), pfidame vstup
xo = 1 a vahu wy = 6.
Pfed zménou perceptron vracel 1

e Po zméné vraci 1 pravé pro
pravé pro

n
n
x> 0.
Z wWiXxj > 0. Z wixi = 0
i=0
i=1
Obé podminky jsou ekvivalentni, protoze wyxg = —6.

Déivod

Algoritmus uceni pak pracuje s jedinym typem parametru a aktivaéni funkce
nemusi mit samostatny prah. Této slozce se rika bias.

Zaroven tim splyne otaceni a posouvani hranice z predchozi strany do jediné
operace: upravi-li se vahovy vektor, zméni se oboji naraz.

Sit
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Rozsireny vstupni prostor

Ekvivalentné lze rozsifit vstupni prostor: misto R” pracujeme s {1} x R”,
tedy
Xx=(x1,..., %) +——> xX=(lx1,...,Xn).

Této konvence se budeme drzet i v algoritmu uceni: prahy do vah, vstupy
rozsifené o konstantni jednicku.

Perceptron je tedy linearni model se schodkovou aktivaci. Prah neni
zvlastni parametr; Ize jej zapsat jako vahu konstantniho vstupu.

Co se tim ziskalo

Rozhodovani je jediny skalarni soucin a porovnani s nulou. Hranice sice nutné
prochazi poc¢atkem — ale v prostoru o n+ 1 rozmérech; v piivodnim prostoru je
to libovolna nadrovina.
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Které logické funkce zvladne?

Uvazujme vsech 16 booleovskych funkci dvou proménnych. Perceptronem
Ize spocitat pravé ty, u nichz lze body s hodnotou 0 oddélit primkou od
bodti s hodnotou 1.

Ze 3Sestnacti funkci jich perceptron spocita ¢trnact. Vyjimkou je pravé XOR
a jeji negace.

Modry bod: funkéni hodnota 0; erveny bod: hodnota 1.
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XOR: diitkaz sporem

Necht wy, wsy jsou vahy a 0 prah perceptronu pocitajiciho XOR.
Pak musi platit

(0,0)—0: 0<4,
(1,0) —1: wy >0,
0,1) »1: wp >0,
(1,1) = 0: wi+wp <6

Z prvni nerovnosti je 6 kladné, podle druhé a tfeti jsou tedy kladné i wy a
wy. Pak oviem wy + wy > 6, coz je spor se Ctvrtou nerovnosti.

Zavér
Zadny perceptron nepocita XOR. Obdobné pro jeji negaci — ze Sestnacti funkci
dvou proménnych jsou to pravé tyto dveé.
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Linearni separabilita obecné

Definice 5 (Linearné separovatelné mnoziny)

Mnoziny bodi A a B v n-rozmérném prostoru jsou linearné separovatelné,
pokud existuji realna ¢isla wa, ..., w,1 takova, ze

n
Z WiXj > Wpt1 pro kazdy bod x € A,
i=1

n
Z wix; < Wpi1 pro kazdy bod x € B.
i=1

Logicka funkce n proménnych rozdéluje vrcholy n-rozmérné hyperkrychle do
dvou tfid. Neni-li toto rozdéleni linearnim fezem, funkce neni perceptronem
vypocitatelna.
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S rostouci dimenzi podil rychle klesa: linearni model je ¢im dal silnéjsi
omezeni.

Otevreny problém

Vzorec pro pocet linearné separabilnich funkci jako funkci n neni pres rozsahly
vyzkum znam.

Perceptron realizuje pravé linearné separabilni funkce. XOR mezi né

Reprezentace Milniky Perceptron Separabilita

000000 [e]e]e} 0000000 oooe

Kolik funkci je separabilnich?

0000000000000

n ‘ separabilnich ‘ viech ‘ podil
2 14 16 | 87,5%
3 104 256 | 40,6 %
4 1882 | 65536 | 2,9%

Sit
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nepatfi; to byla jedna z pficin Gtlumu zajmu o neuronové sité po roce 1969.

M. Minsky, S. Papert: Perceptrons: An Introduction to Computational Geometry. MIT Press

(1969).
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Zadani tlohy

Trénovaci sada se sklada ze dvou mnozin P a N v rozsifeném vstupnim
prostoru. Hledame vektor w, ktery je oddéli:

w-x >0 provsechna x € P, w-x <0 provsechna x € N.

Totéz geometricky

Vektor vah w je normalovym vektorem oddélujici nadroviny. Podminka w - x > 0
znamena, Ze w a x sviraji ahel mensi nez 90°.

Cile vzor&i budeme od této chvile znacit +1 a —1 misto 0 a 1. Je to preznaceni dvou
tfid, rozhodovaci hranice je taz; opravné pravidlo se tim da napsat symetricky, jednou s

plus a jednou s minus.
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Algoritmus
Algorithm 1: Uceni perceptronu

Input: konecné mnoziny P a N v rozsireném prostoru
Output: vahovy vektor w oddélujici P a N
zvol wp ndhodné; t < 0;
while existuje chybné zarazeny vzor do
vyber vzor x;
if x© Paw:x<0then
| werr — we + x;
end
if xe Naw: x>0 then
| werr — we — x;
end
t+—t+1;

end

Nerovnosti jsou neostré: nulovy skalarni sou€in znamena, ze vzor lezi presné na hranici, a
to za spravné zafazeni nepovazujeme. Zastavime se, jakmile cely prichod daty probéhne
bez opravy.

Minsky, Papert: Perceptrons. MIT Press (1969); rozbor Rojas (1996), kap. 4.
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Proc pricitani a odcitani funguje

Je-li x € P zafazen chybné, sviraji w;
a x uhel vétsi nez 90°. Pricteni x
otoCi vahovy vektor smérem k x.

Pro x € N se postupuje symetricky:

x se odecte, tedy vahovy vektor se
otoli od néj.

Vektory z P otaceji vahovy vektor jednim smérem, vektory z N opacnym.
Existuje-li feSeni, algoritmus je najde po koneéném poctu kroki.
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Jeden opravny krok

Priklad 6 (Aktualizace vah)

Necht rozsifeny kladny vzor je x = (1,2, —1) a aktualni vahy

w = (0, —1,0).
® Protoze w
® Aktualizace dava w < w + x = (1,1, -1).
® Pro tentyz vzor je novy skalarni souéin 1 +2+1=4 > 0.

Tx = —2 < 0, je vzor zatazen chybné.

Pozor
Krok opravil tento vzor, ale mohl zménit klasifikaci jinych boda. Proto algoritmus

data opakované prochazi.
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Demonstrace: naucit se AND

Vezmeme bipolarni kédovani, x; € {—1,41}, a rozsifeny vstup
x = (1,x1, x2). Pak

P={(1,1,1)}, N={(1,1,-1), (1,-1,1), (1,-1,-1)}.

Zagneme s wy = (0,0,0) a vzory prochazime cyklicky.

krok X tiida | w-x | akce nové w
1 (1,1,1) 3 0| wt+x| (1,1,1)
2 | (1,1,-1) | N 1|lw—x]| (0,02
3 | (1,-1,1) | N 2 | w—x | (-1,1,1)
4 | (1,-1,-1)| N 3| — | (-1,1,1)
5 (1,1,1) P 1| — | (-1,1,1)
6 | (1,1,-1) | N ~1| — | (-1,1,1)
7 | (1,-1,1) | N ~1| — | (-1,1,1)

TFi opravy, pak cely priichod beze zmény — to je zastavovaci podminka.

Sit
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Vahovy vektor ma tfi slozky

Rozsifeny vstup je X = (1, x1, x2), vahy tedy také tfi: w = (wp, wi, wa).
Rozhodovaci hranice je mnozina bodii, kde

w-X = wy+ wixi + woxp = 0.

Dvojice (w1, w») je normala hranice —

wo = —1 urCuje jen jeji smér a to, na které strané je
kladny vystup. Modra Sipka na obrazcich
kresli prave ji.
Slozka wg hranici posouva, aniz by

1, wa) zménila jeji smér. VSechny tfi zelené

pfimky maji totoznou normalu (1,1) a lisi
se pouze v wp.

Proto nestaci sledovat Sipku: dva stavy se
mohou lisit, i kdyz Sipka mifi stejné.
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Co znamena ,,oprava vzorem"
Algoritmus prochazi vzory a u kazdého se rozhodne, zda vahy upravi:

cil vzoru | podminka | Gprava

+1 w-X <0 (je na Spatné strané) | w + w+Xx
-1 w - X > 0 (je na Spatné strané) | w < w — X
jinak (vzor je zafazen spravné) vahy se neméni

Oprava vzorem X je tedy ten krok, ve kterém algoritmus pouzil k Gpravé
vah pravé vzor x. V popiscich obrazkii uvadime jen soufadnice (xi, x2);
prvni slozka rozsifeného vstupu je vzdy 1.

Oprava méni smér i posun zaroven

Pricteni vzoru se totiz provede po slozkach:
w+ X = (W0+ 1, wi +x, W2-|—X2).

Prvni slozka posune hranici, druha a treti otoc¢i normalu. Na obrazku se proto
hranice zaroven natod€i i odsune.
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Jedna oprava podrobné

Vezméme druhou opravu z tabulky. Vahy jsou w = (1,1,1) a na fadu
prichazi vzor x = (1,1, —1), tedy bod (1,—1) s cilem —1.
Kontrola. w - Xx=1+1-1=+1. Cil
je —1, ale vystup vyjde +1 — vzor je na
Spatné strané.

Uprava. Cil je —1, vzor se tedy odecte:

N [ ) [}
Tw w (1,1,1) — (1,1, -1) = (0,0,2).
\\\ Ucinek. Hranice x; + x = —1 se
b N O, zménila na x, = 0 a normala se otocila
. z (1,1) na (0,2).

Overeni. Pro tentyz vzor je nové
carkované pred opravou, plné po ni w-x=04+40-2=-2<0 tedy
spravné.
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Prabéh uceni graficky

Zelena primka je aktualni hranice w - X = 0, modra Sipka jeji normala
(w1, wo). Cerveny bod ma cil +1, modré body —1; krouzek oznacuje vzor,

kterym se v daném kroku opravovalo.

* @ ° °
° ° . @
po 1. opravé po 2. opravé
vzor (1,1), cil +1 vzor (1,-1), cil —1
w=(1,1,1) w = (0,0,2)

po 3. opravé
vzor (—1,1), cil —1

w=(-1,1,1)

Prvni a tfeti panel: stejna normala, jina hranice — lisi se jen slozka wy.
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Vysledek
Naucené vahy w = (—1,1,1)
znamenaji prah 6 =1
a rozhodovaci funkci

y =sign(x1 + x2 — 1), N .

tedy hranici x; + x> = 1. \
x1
\ X1 +X2 =1

X1 X2 ‘ net ‘ y ° °
1 1 1| 41 -1
1 -1 -1] -1
-1 1 -1 -1
-1 -1 -3]| -1

Na ¢em pocet kroki zavisi

Na poradi vzorii, na inicializaci a na méfitku vstupi: taz aloha v binarnim
kédovani (x; € {0,1}) potfebuje pfi stejném poradi dvacet dva oprav misto tfi.
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Véta o konvergenci

Véta 7 (Konvergence perceptronu)

Jsou-Ii mnoziny P a N konecné a linedrné separovatelné a jsou-li vektory
testovany cyklicky, nalezne algoritmus po konecném poctu krokii vahovy
vektor, ktery obé mnoziny oddéluje.

|dea ditkazu
Sledujeme dhel p mezi w; a normalizovanym fesenim w™:

wowet(E+1)9 o wtp>o0.

cosp >
[woll> + (¢t +1)’ peP

Prava strana roste jako v/, ale cos p < 1. Pocet aktualizaci proto musi byt kone&ny.
Veli¢ina ¢ je odstup (margin) — nejmensi vzdalenost vzoru od oddélujici nadroviny;
kladna je pravé diky separabilité.

Dtikaz v této podobé: R. Rojas: Neural Networks: A Systematic Introduction. Springer (1996),
kap. 4.
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Dvé praktické poznamky

Inicializace

Dobrou heuristikou je primér kladnych vstupnich vektoréi minus priimér
zapornych; takovy vektor lezi asto blizko oblasti feseni.

Samovolné klesajici krok uceni

Vektory nejsou normalizované, takze kazda aktualizace otaci w o jiny ahel. Jak
|lw|| roste, otaci jej kazda dalsi korekce o méné — algoritmus polohu ,ladi".
Perceptron tak ma jakousi automatickou ucici konstantu, kterd béhem uceni klesa.
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Co kdyz data separabilni nejsou

® Algoritmus se nezastavi; vahy osciluji mezi konfliktnimi vzory.

® 7 logu uceni to pozname podle toho, Ze pocet chyb neklesa k nule, ale
kolisa kolem nenulové hodnoty.

® Redenim je jina ztratova funkce a jiny model.

Uceni perceptronu je opravné pravidlo: chybné zafazeny vzor otoci vahovy
vektor smérem k sobé (nebo od sebe). Pro separabilni data konverguje v
koneéném poctu krokii, pro neseparabilni se nezastavi.
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XOR slozenim tfi perceptroni

Funkce AND, NAND a OR jsou linearné separabilni a pro kazdé
a,b e {0,1} plati

aXOR b = (aNAND b) AND(a OR b).

aEBb
(0%

Jedina vrstva nestaci: slozenim vrstev vznika nelinearni rozhodovaci hranice.
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Skryta vrstva vyrobila novou reprezentaci
Prvni vrstva prevadi vstup (a, b) na h = (hy, ho) = (aNAND b, aOR b).

vstupni prostor prostor reprezentace
° ° (1,1) @ e (1,0),(0,1)
skryta vrstva hy,
b ? _
NAND, OR h2
. . *(0,0)
a hy

Modry bod: XOR je 0; erveny: 1. U bodi vpravo jsou vstupy, které se do nich zobrazily.

V prostoru h uz aloha linearné separabilni je — posledni perceptron (AND)
ji rozhodne jedinou pfimkou.

Uceni reprezentaci v malém

Skryta vrstva je hg, posledni neuron hlava gg. Zde jsou vahy navrzené rucné;
hluboké uceni je hledd samo.
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Pro zbytek kurzu:

Jak ale vahy skryté vrstvy naucit?

® Perceptronové pravidlo na to nestaci: skrytému neuronu nikdo
nefekne, co mél vratit, a schodkova aktivace neni diferencovatelna.

® Potrebujeme hladkou aktivaci a obecny zpisob, jak spocitat gradient
slozené funkce.

® PFisti prednaska: dopredné sité a algoritmus backpropagation.

M. Minsky, S. Papert: Perceptrons. MIT Press (1969).
D. E. Rumelhart, G. E. Hinton, R. J. Williams: Learning Representations by Back-Propagating
Errors. Nature 323, 533-536 (1986).
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