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Minule...

Perceptron je linearni model se schodkovou aktivaci.
Umi pravé linearné separabilni funkce a uci se opravnym pravidlem.

Dnes potfebujeme dvé véci navic:
1. skladat jednotky do vrstev, aby vznikla nelinearni hranice;

2. umét spocitat gradient slozené funkce, protoze opravné pravidlo na
vicevrstvy model nestaci.

Druha véc je backpropagation — efektivni postup pro vypocet gradientu,
nikoli architektura ani optimalizaéni metoda.

Skripta: kap. 2 Dopredné neuronové sité
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Definice

Definice 1 (Dopredna neuronova sit (FFNN))

Lokalita

000

FFNN je orientovany acyklicky graf s ohodnocenymi hranami. Uzel

predstavuje vypocetni jednotku, hrana vazené spojeni.

® Uzly bez vstupnich hran tvofi vstupni vrstvu.
Uzly bez vystupnich hran tvofi vystupni vrstvu.
Ostatni uzly jsou skryté.

zvanou bias.

Cviceni
o

Skryté a vystupni uzly maji aktivaéni funkci f : R — R a hodnotu b

Informace postupuje od vstupu k vystupu bez rekurentnich vazeb; vysledna

funkce vznika skladanim parametrizovanych transformaci.
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Vrstvena architektura

vystupni

O
O

QOO®

Model urcuji tfi slozky:
® struktura uzli (agregace a aktivacni funkce),
® topologie sité,

® algoritmus uceni, kterym se nastavi vahy.

Na rozdil od perceptronu pfipoustime libovolnou aktivaéni funkci —

v dal3im vykladu i polynomy a goniometrické funkce.

Lokalita
000

Cviceni
o
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Vrstvena sit

Definice 2 (Vrstvena FFNN)

Skryté uzly jsou usporadany do vrstev Hy, ..., Hy tak, ze hrany vedou ze
vech uzl vstupni vrstvy do vsech uzlt Hy, ze vsech uzlt H; do vech uzli
H; i1 a ze vsech uzli Hy do vsech uzlii vystupni vrstvy.

Pro tento specialni pfipad lze gradient zapsat maticovymi vzorci, coz
vyuzivaji vsechny knihovny. Obecnd FFNN je ale libovolny acyklicky graf —
rezidualni spojeni, vétveni i pfeskocené vrstvy se do definice vejdou.
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Bez nelinearity to nepude..
Necht jsou vrstvy linearni, tedy o(t) = xW; a 02 = o) W, Pak
0@ = x (WL Wh) =x W,
takze dvé vrstvy pocitaji totéz co jedina vrstva s matici W = Wi W..

Dasledek

Hloubka sama o sobé nepridava vyjadrovaci silu. Pridava ji az nelinearni
aktivace mezi vrstvami; hloubka pak umoznuje skladat jednodussi
transformace do slozitéjsich.

Proto se v dalsim vykladu drzime diferencovatelnych nelinearit — nejprve
sigmoidy, pozdéji ReLU a jejich pribuznych.
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Klasicka aloha teorie aproximace: reprodukovat funkci F: R — R
vyhodnocenim sady primitivnich funkci.
Priklad 3 (Taylorova rada jako sit)
F(x) = ap + ai(x — x0) + ao(x — x0)? + -+ - 4+ an(x — x0)" + - -
Uzly pocitaji z+— 1, z+> z, ..., z+> Z"; jedingmi volnymi parametry

jsou koeficienty ag, ..., a,. Vystupni uzel pfichozi hodnoty secte.

Vahy lze spocitat analyticky (Cleny Taylorovy rady), nebo — jak je
u neuronovych siti obvyklé — ucicim algoritmem.

Cviceni
o]
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Fourierova rada jako sit

o0

F(x) = Z(a; cos(ix) + bjsin(ix))

i=0

Sit se sinem jako primitivni funkci realizuje konecny pocet ¢lena:

® ko,...,ky, skaluji frekvence argumenti,

® dy,...,d, jsou fazové posuvy (pro dy = /2 vyjde
sin(x + dp) = cos(x), takze kosinus neni nutné implementovat zvlast),

® wo,..., W, jsou amplitudy.

Sit je obecnéjsi nez tradicni rozvoj: dovoluje necelé frekvence i fazové

posuvy, které nejsou nasobky 7 /2.

Cviceni
o
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V ¢em se Gloha uceni lisi

Zasadni rozdil oproti Taylorovi a Fourierovi

Aproximovana funkce F neni zadana explicitné. K dispozici jsou pouze
vstupné-vystupni priklady a algoritmus uéeni, ktery nastavi parametry tak,
aby sit odpovidala znAmym hodnotam a zobecnila na nové vstupy.

Odtud plynou dvé otazky, které nas budou provazet cely kurz:
® Jak parametry najit? (optimalizace)

® Pro¢ by mély fungovat i mimo trénovaci data? (generalizace)
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Trénovaci mnozina a chybova funkce

Funkce sité ma typ R” — R™. Trénovaci mnozina je p dvojic (x;, t;), kde
t; je pozadovany vystup.

Prozatim méfime kvalitu kvadratickou chybou

1 P
JE— PR . 2
E—2§1||O, til|”,
=

kde o; je skutecny vystup sité pro vstup x;.

Pozadavek na model

Backpropagation potfebuje v kazdé iteraci gradient E. Funkce sité proto
musi byt v mistech vypoctu diferencovatelna; protoze je slozenim funkci
jednotek, staci diferencovatelnost aktivaénich funkci.
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Cviceni
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Chybu pridame do grafu

Aby byl gradient chyby jen dalsim priichodem sité, rozsifime graf o uzly,
které chybu pocitaji:

e ()
O

Funkci rozsifené sité je pfimo chybova funkce E. Jediné modifikovatelné
parametry jsou vahy, takze E je spojita a diferencovatelna funkce vah

E—¢

Wi, ..., W a lze ji minimalizovat gradientnim sestupem
OE
Aw; = —y —.
1 ’y 8W,

Cely problém se tim redukuje na vypocet gradientu.
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Schodkovou funkci vyménime za sigmoidu

Schodkova funkce podminku nespliuje. Nahradi ji sigmoida o : R — (0, 1),

1

7= e

o'(x) = a(x)(1 = o(x)).

Modre o, Eervené o’. Derivace je nejvétsi kolem nuly a v obou chvostech se blizi k nule

— k tomu se vratime u mizejicich gradientd.
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Derivace sigmoidy a co z ni plyne

Maximum ¢’ je v nule a ma hodnotu %:
o'(0) = 0(0)(1 — J(O)) = % . % = %.

Pfi zpétném priichodu se derivace jednotlivych vrstev nasobi. Pro L vrstev
je tedy prispévek aktivaci nejvyse
1\ L
(2)"
coz pro L = 10 dava radové 107°.
Mizejici gradient
Vrstvy blizko vstupu proto dostavaji zanedbatelny ucici signal. Je to jeden

z diivodii, pro€ se od sigmoidy ve skrytych vrstvach ustoupilo; podrobné
v prednasce o reprezentacich a aktivacich.
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Retézové pravidlo v siti s jednim neuronem

Priklad 4 (Rucni vypocet obou gradienti)

Pro vstup x = 1, skrytou aktivaci h = o(wx) s w = 0,4, linedrni vystup
y =vhsv=2acil t =1 vychazi h =0,5987, y = 1,1974

aE= %(y— t)2. Pak

OE , OE :
5y =(y —t)h=0,1182, W = (y — t) v h(1 — h)x = 0,0949.

Tyz chybovy signal (y — t) se zpétné nasobi lokalnimi derivacemi
jednotlivych operaci. Backpropagation tento postup jen systematizuje pro
libovolny graf.
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B-diagram: uzel ma dvé strany

Uzel rozdélime na pravou a levou &ast:

® prava strana pocita primitivni funkci uzlu,

® |eva strana jeji derivaci pro tentyz vstup a ulozi ji.

Cviceni
o

Agregaci (sumaci) a aktivaci je vhodné rozdélit do dvou uzld: na kazdém

uzlu se pak pocita jen jedna funkce.

Grafické podani podle R. Rojas: Neural Networks: A Systematic Introduction. Springer (1996),

kap. 7.
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Dva priichody siti

Feed-forward

Informace prichazi zleva. Kazdy uzel vyhodnoti primitivni funkci f (prava
strana) i derivaci f’ (leva strana). Oboji ulozi; doprava posila jen f(x).

Backpropagation

Graf se prochazi v opaéném sméru. Do vystupniho uzlu vstupuje konstanta
1; prichozi hodnota se v kazdém uzlu vynasobi uloZzenou derivaci a posila
dal doleva.

Stadi rozlisit tfi pripady: slozeni funkci, s€itani a vazené hrany.
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Prvni pripad: slozeni funkci

—(o) @
g(X

F(g(0)e'(x)

Zpétny priichod nasobi prochazejici hodnotu ulozenou derivaci; ve
vstupnim uzlu tak vznikne derivace slozené funkce. To je fetézové pravidlo
zapsané graficky.
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Druhy a treti pripad

Scitani funkci Vazena hrana

Parcialni derivace souctu podle V dopredném priichodu se informace
kazdého vstupu je 1. Pri zpétném nasobi vahou w. Pfi zpétném priichodu
priichodu se prochazejici hodnota se prochazejici derivace nasobi toutéz
rozesle beze zmény do vech vétvi; vahou.

tam, kde se cesty setkaji, se hodnoty

sectou. X — wx, 0 — wo

(A + ) (x) = A(x) + £(x)

TFi pravidla staéi na libovolnou doprednou sit: skladani, vétveni se scitanim
a vazené hrany.



FFENN Aproximace Trénovani B-diagram Algoritmus Uceni Lokalita Cviceni
[ Je] o]

0000 000 00000 0000 00000000 [e]e]e}

Formulace

Necht ma sit jeden realny vstup x a sitovou funkci F. Derivaci F'(x)
spolteme ve dvou fazich:

Feed-forward

Vstup x se zavede do sité. Kazdy uzel vyhodnoti primitivni funkci i jeji derivaci;
derivace se ulozi.

Backpropagation

Do vystupniho uzlu se zavede konstanta 1 a sit se prochazi pozpatku. Prichozi
hodnota se v uzlu nasobi ulozenou derivaci a posila doleva. Hodnota shromazdéna
ve vstupnim uzlu je F/(x).

Pro vice vstupnich proménnych plati totéz: jediny zpétny priichod vrati
v i-tém vstupnim uzlu 9F /Ox;. Neni nutné spoustét vypocet zvlast pro
kazdou proménnou.



Algoritmus Lokalita Cviceni
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Spravnost algoritmu

Véta 5 (Korektnost backpropagation)
Algoritmus backpropagation spravné pocita derivaci funkce sité F vzhledem

ke vstupu x.

|dea dtikazu (indukci podle poctu uzld)

Necht je k poslednimu uzlu s primitivni funkci ¢ pfipojeno m uzld s vystupy
F1(x), ..., Fm(x), takze F(x) = @(wiFi(x) + - + wmFm(x)) a

F'(x) = ¢/ (s)(waF{(x) + -+ wmFp(x)), s =32 wiFi(x).
Podgraf ke kazdému F; ma nejvyse n uzld, takze podle indukéniho predpokladu

vrati F/(x). Posledni uzel se inicializuje hodnotou ¢’(s) a rozesle ji po hranach
s vahami w;; soucet vétvi dava pravé F/(x).
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Gradient podle vah

Rozsifime graf o uzly pocitajici chybu, takze funkci rozsifené sité je pfimo
E. Dopredny prichod navic uklada vystup o; kazdého uzlu.

Pro vahu w;j; na hrané z uzlu i do uzlu j plati

OE

— = O,'5'
8W,'J' 5

kde 0; je zpétné Sirena chyba v uzlu j. Sestup pak provede korekci

AW,'J' = =70 5j.

Timto krokem se z backpropagation stavd metoda uceni: samotny
algoritmus jen pocita gradient.
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Zpétné sireni do skryté vrstvy

Skryty uzel j ovliviiuje chybu pfes vsechny vystupni uzly, do nichz vede
hrana. Prispévky se proto scitaji:

/@
\k@

1 1 1 = 2 2
= o)1) S 2

q=1

Je to druhy pfipad z B-diagramu (scitani vétvi) aplikovany na uzel, z néhoz
vede vice hran dopredu.
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Vrstvena sit maticové
Pro sit s n vstupy, k skrytymi a m vystupnimi jednotkami plati

o) = (6 Wh), 0® = s (6MW,),
kde pruh znadi rozsifeni o konstantni jednicku (bias jako vaha).

Zpétny priichod pouziva diagonalni matice ulozenych derivaci Dy, Dy
a vektor odchylek e = 0(?) — t:

5(2) = Dge, 6(1) = D1 W26(2),
AWzT = —~v6@o), AWIT = —~v6Ws.
Pro ¢ vrstev plati taz rekurze
6 =pDje, D =D;wW_ 60D =1 . ¢-1.

Potfebné operace jsou jen nasobeni matice vektorem — proto se sité
pocitaji dobfe na GPU.

Cviceni
o]
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Ctyti kroky uceni vrstvené sité

1. Feed-forward: vypocitat a ulozit 01, 0(?) i derivace aktivaci.

2. Zpétny priichod do vystupni vrstvy:
@ _ @ @y (,®
6j =0; (1 -0 )(oj — tj).
3. Zpetny prichod do skryté vrstvy:
n_ @ (1) (2)5(2)
0 = 0p (L=0;7) Xgwjg dq
4. Aktualizace vah ve sméru zaporného gradientu.

Poradi operaci

Cviceni

Korekce se provadi az po vypoctu viech zpétné Sifenych chyb. Jinak by

aktualizace neodpovidaly zapornému gradientu.
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Demonstrace: jeden krok v siti 2—2—1

Vstup x = (1,0), cil t =1, ucici krok
v =0,5.

@ @ Dopredny prichod

@ net; = 0,6 hy = o(0,6) = 0,6457
@ @ net, = 0,1 hy = 0(0,1) = 0,5250

net, = 0,3249 o = 0,5805
biasy by = 0,1, b, = —0,2, b, = 0,2;

aktivace o ve vsech jednotkach Chyba je E — %(O _ t)2 = 0,0880.
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Uceni
00000800

Lokalita
000

Demonstrace: zpétny priichod a korekce

Zpétne sirené chyby

Nové vahy po kroku v = 0,5

do = (0 —t)o(1 — 0) = —0,1022 vaha pred po
vi 0,6000 | 10,6330

61 = h1(1 — h1) v1 0, = —0,0140 v | —0,5000 | —0,4732
_ - b, 0,2000 | 0,2511

92 = ha(1 = h2) v2.do 0.0127 wi 0,5000 | 0,5070
wai | —0,4000 | —0,4000

Gradienty vah do vystupu w12 0,3000 | 0,2936
Waz 0,8000 | 0,8000

OE/Ovy = 6ohy = —0,0660
8E/€)v2 = (5oh2

Vahy w1 a wao se nezménily: jejich vstup byl nulovy, takze

OE/Ow = 0;6; = 0. Nulovy vstup nenese ucici signal.

—0,0536 Chyba klesla z 0,0880 na 0,0791.

Cviceni
o]
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Davkové a online u&eni

PFi p vzorech Ize korekce secist pres celou mnozinu (davkové, offline uceni),
nebo aktualizovat vahy po kazdém vzoru (online uceni).

Davkové Online

Presny smér gradientu, ale jedna Kroky nesleduji presny gradient, ale pri
epocha znamena mnoho doprednych nahodném poradi vzorii kolem néj
priichodti pred jedinou korekci. osciluji. Sum navic mize pomoci

opustit mélké lokalni minimum.

Kompromisem je mini-batch; podrobné v pfisti pfednasce o optimalizaci.
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Jeden trénovaci krok v pseudokédu

Cviceni
o]

Algorithm 1: Krok uéeni vrstvené sité

Input: davka dvojic (x, t), vahy W, ucici krok ~

foreach dvojice (x,t) v ddvce do
dopredny priichod: spocti a uloz vystupy vrstev i derivace aktivaci;
spocti chybu E a odchylku e = 0 — t;
zpétny priichod: & ve vystupni vrstvé, pak rekurzivné vrstvy zpét;
akumuluj gradienty OE /Owj; = 0;;;

end

W« W —~VE;

Rozdil mezi davkovym a online u¢enim je jen v tom, kde stoji posledni

fadek — zda po celé mnozing, po davce, nebo po kazdém vzoru.
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Pro¢ se v uzlu s¢ita

Dosud byla informace pfi zpétném priichodu lokalni: hodnota, ktera prisla
hranou dopfedu, se toutéz hranou vraci zpét.

Zkusme integracni funkci nahradit sou¢inem, tedy f(ab) pro vstupy a a b.
Zpétny priichod pak potfebuje po horni hrané poslat b a po dolni a —
kazda hodnota pfisla jinou cestou a lokalita je pryc.

Véta 6 (Lokalita vynucuje séitani)

V uzlu s n vstupy zaruCuji lokalitu pravé integracni funkce tvaru

I(Xl, - ,Xn) = Fl(Xl) + F2(X2) —+ -+ Fn(Xn) + C.

Vazeny soucet tedy neni libovolna volba: je to (az na jednorozmérné
transformace vstupil) jedind moznost, jak udrzet uéeni lokalni.
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Cena za rychlost: pamét

Zpétny priichod potfebuje hodnoty ulozené pfi dopfedném priichodu —
vystupy uzldi a derivace aktivaci.

® Dopredny a zpétny priichod maji srovnatelnou vypocetni cenu.

® Pamét ale roste s poctem ulozenych aktivaci, tedy s davkou, hloubkou
i délkou sekvence.

® Odtud techniky jako pfepocitavani aktivaci (activation checkpointing),
o nichz bude fe€ v prednasce o praktickém trénovani.

Historicky byl algoritmus popsan nékolikrat nezavisle a pro trénovani siti jej
prosadila az prace z roku 1986.

H. J. Kelley: Gradient Theory of Optimal Flight Paths. ARS Journal 30(10), 947-954 (1960). —
A. E. Bryson: A Gradient Method for Optimizing Multi-Stage Allocation Processes (1962). —
D. E. Rumelhart, G. E. Hinton, R. J. Williams: Learning Representations by
Back-Propagating Errors. Nature 323, 533-536 (1986).
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Numericka kontrola gradientu
Implementaci gradientu ovéfime centralni diferenci: pro jednu vahu w

OE  E(w+¢e)— E(w—e¢)

— ~ 107°.
ow 2¢ ’ ¢

Porovnavame relativni rozdil

‘ganalyt - gnum|
max(’ganalyt|’ |gnum|, 1078) ’

ktery by mél vyjit fadové 107° a mensi.

Na co si dat pozor

Test provadéjte v dvojité presnosti, s vypnutym dropoutem a mimo body
nespojité derivace (napfiklad pfesné v nule u ReLU).

Cviceni
o]
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Cviceni k prednasce 2

. % Nakreslete vypocetni graf sité se dvéma vstupy, dvéma skrytymi neurony

a jednim vystupem.

. % Urcete pocet vah a bias{i sité s vrstvami 10-20-5-1.
. % Odvod'te derivaci sigmoidy ve tvaru o(x)(1 — o(x)).

%% Odvodte gradient E = %(WX — t)? podle w dvéma zptisoby

a porovnejte je.

%% Pro priklad z prednasky provedte jeden krok gradientniho sestupu
sn=0,1.

* % Vysvétlete, proc slozeni nékolika linearnich vrstev bez aktivace ziistava
linearni funkci.

. Y% Sestavte graf funkce f(a, b) = (ab + a)? a spoctéte gradienty podle a

ab.

% % % Navrhnéte numerickou kontrolu gradientu jediné vahy a zvolte
vhodné €.

% % % Porovnejte cenu dopredného a zpétného priichodu a uvedte, co musi
implementace uchovavat v paméti.
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