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Co nas dnes ceka

ProcC prosty sestup nestaci
Momentum a Nesterov
Kolik dat na jeden krok
Adaptivni uéici krok
AdaGrad, RMSProp, Adam

Co si vybrat
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Jeden radek, ktery nestaci

Backpropagation da gradient ztratové funkce podle vsech vah. Prosty
gradientni sestup pak aktualizuje parametry proti jeho sméru:

W = W1 — T]VE(Wt_]_).

U velkych siti a zasuménych gradientii je ale takto provedeny sestup bud
prilis pomaly, nebo se rozkmita. Dnesni prednaska ukazuje, ¢im se ten
predpis v praxi dopliuje:

® setrvacnosti,

® volbou poctu vzori, z nichz se gradient odhaduje,

o skalovanim kroku pro kazdou vahu zvlast.

Skripta: kap. 4 Optimalizace uceni
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Studijni priorita

Jadro

Mini-batch SGD, momentum, AdamW a vztah mezi optimalizatorem
a planem uéiciho kroku.

Kontext

Metody Silvy a Almeidy, delta-bar-delta a Rprop se dnes v hlubokém uceni
nepouzivaji. Jsou tu proto, Ze je na nich dobre vidét, jak se k dnesnim
adaptivnim krokiim doslo.

Plany uciciho kroku (warmup, kosinovy pokles) patfi k praktickému
trénovani a probereme je v Sesté prednasce.
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Pét potizi

® Pomala konvergence. Uceni vyzaduje mnoho epoch; u velkych dat je
to nednosné.

e Citlivost na 7. Malé 7 postupuje pomalu, velké preskakuje minimum
nebo diverguje. Vhodna hodnota se navic v priibéhu uceni méni.

e Oscilace v Gzkych adolich. Gradient mifi napri¢ adolim, ne podél
néj.

® Nekonvexita. Sedlové body, ploché oblasti, mnoho témér
ekvivalentnich minim.

® Plosiny a sedlové body. Gradient blizky nule zastavi postup; ve
vysokych dimenzich jsou takové oblasti Casté.

Dlouho se soudilo, ze hlavni hrozbou jsou 3patna lokalni minima. Hlubokou
sit vSak zdrzuji spiSe plocha mista a nepfiznivé zakfiveni.
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Vliv velikosti kroku

prilis maly vhodny prilis velky

® Prilis maly krok: postup je stabilni, ale trva netnosné dlouho.
® Vhodny krok: chyba klesa rychle a monoténné.

o P¥ilis velky krok: iterace preskakuje minimum a maze divergovat.

Vhodna hodnota navic neni konstantni — na zacatku uceni byva jina nez
v jeho zavéru.
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Oscilace v tzkém adoli

Priklad 1 (Kvadraticka ztrata)

Pro E(wi, ws) = (100w + w3) a bod
(1,1) je gradient (100, 1). Krok n = 0,02

<6Z;:Z§§5 da novy bod

B - (1,1) —0,02(100,1) = (—1, 0,98).

V prudkém sméru jsme preskocili na
druhou stranu adoli, v plochém se témér
nepohnuli.

trajektorie se odrazi ode stén

Mensi krok oscilaci omezi, ale jesté vice zpomali postup podél udoli.
Potfebné je rozlisit smér, ve kterém je zakfiveni velké, od sméru, kde je
malé.
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Podminénost dlohy

U kvadratické ztraty s Hessidnem H rozhoduje o rychlosti sestupu cislo
podminénosti

)\max

)\min ’
pomér nejvétsi a nejmensi kfivosti. Kruhové vrstevnice maji k = 1, tzké
protahle adoli k > 1.
Pri nejlepsi volbé kroku klesa chyba gradientniho sestupu faktorem
(k —1)/(k + 1), zatimco s momentem (\/k — 1)/(v/k + 1).

Priklad 2 (Co to déla pro x = 100)

K =

Prosty sestup zmensi chybu v kazdém kroku faktorem 0,980, momentum
faktorem 0,818. Na desetinasobné zmenseni chyby tedy potfebuje prvni zhruba
115 krokd, druhy asi jedenact.

Momentum tedy nahrazuje x za \/k. Adaptivni metody Gtoéi na tutéz
veli¢inu jinak: snazi se k zmensit pfeskalovanim soufadnic.
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Setrvacnost
Zavedeme vektor rychlosti a v kazdé iteraci pocitame
Vi =avi1 —1nVE(w;1), Wy = Wi_1 + Vi,

kde « € [0, 1), typicky 0,9.

V Gzkém adoli se slozky gradientu, které mezi iteracemi méni znaménko,
Castecné vyrusi; slozky mifici podél adoli se naopak scéitaji.

Priklad 3 (Jeden krok)

Prov; 1 =03, g¢=0,2, a=0,9an=0,1vyjde v; = 0,27 — 0,02 = 0,25. Krok
pokracuje v dFivéjsim sméru, ale novy gradient jej brzdi.
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Demonstrace: momentum na ploché dloze

E(W) = %W2’ wo = 1, n= 071' o = 0’9:

t o | 1 | 2 | 3 | 4 | 5
prosty sestup | 1,000 | 0,900 | 0,810 | 0,729 | 0,656 0,590
s momentem | 1,000 | 0,900 | 0,720 | 0,486 | 0,227 | —0,029

Prvni krok je shodny, protoze rychlost zac¢ina v nule. Od druhého se
prispévky scitaji a postup se zrychluje: po péti krocich je prosty sestup na
0,59, zatimco momentum uz minimum lehce prestrelilo.

Oboji je vidét na jednom prikladu: setrvaénost v plochém sméru urychluje,
a zaroven je pficinou prestfeleni. Nesterovova varianta pravé proto
vyhodnocuje gradient az v pfedpovézeném bodé.
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Co momentum prinasi a co stoji

Vyhody Nevyhody
® rychlejsi postup v dlouhych ® dva parametry k ladéni (7, «),
adolich,

® nahromadénéa rychlost mtize
® stabiln&jsi trénovani i pfi vétsim ). minimum prestrelit.

Nesterovova modifikace (NAG)

Gradient se vyhodnoti az v bodé, kam setrvacnost parametry posune:

Vi = Vi1 — nvE(Wt71 + avtf]_).

Pokud nas momentum Zzene pres minimum, gradient v predpovézeném bodé uz
,vidi* protisvah a zacne brzdit dFiv.

Y. Nesterov: A Method of Solving a Convex Programming Problem with Convergence Rate
O(1/k?). Doklady AN SSSR 269(3) (1983).
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T¥i strategie
® Batch: gradient z celého datasetu. Presny odhad, drahy krok;
u velkych dat se dataset nemusi vejit do paméti.

® SGD (online): gradient z jediného nahodného vzoru. Levné kroky, ale
velky sum; kolem minima se algoritmus spise potlouka.

® Mini-batch: gradient z malé ndhodné davky (desitky az stovky
vzor(i). Mensi rozptyl nez online, davku Ize paralelizovat. Bézny
zpusob trénovani hlubokych siti.

batch mini-batch SGD

Sum gradientu neni jen na obtiz: mize pomoci opustit mélké lokalni
minimum.
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Vzory se nemusi vybirat rovnomérné

Vybér |ze zvyhodnit podle aktualni chyby, aby sit Castéji vidéla priklady,
které dosud nezvlada.

Kde je hacek

Vysoka chyba miize znamenat i Sum nebo chybnou anotaci. Bez omezeni
by se trénovani soustredilo pravé na tyto pfipady a naucilo se je nazpamét.

Praktické kompromisy:
® omezit pomér, jakym se obtizné vzory zvyhodiuji,
® vyvazovat tfidy jen v davce, nikoli v metrikach,

® obtizné vzory oddélit a podivat se na né rucné.
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Jeden krok pro vsechny sméry je kompromis

Zakriveni ztratové funkce je v riiznych smérech riizné. Jediné globalni n
proto vede v plochém sméru k pomalému postupu a ve strmém k oscilacim.

Spolecny princip adaptivnich metod

® kazda vaha dostane viastni ucici krok,

® ten se pritbézné upravuje podle historie gradientii dané vahy,

® vysledkem je rychlejsi a stabiln&jsi konvergence bez ru¢niho ladéni
kroku pro kazdy smér.

Idealnim, ale nedostupnym feSenim by bylo pouzit druhé derivace.
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Sedlové body, ne Spatnd minima

V kritickém bodé rozhoduji znaménka vlastnich ¢isel Hessianu. Aby slo

o lokalni minimum, musi byt vsechna kladna — v milionu dimenzi je to
mimoradné nepravdépodobna shoda.

Typicky kriticky bod je proto sedlo: v nékterych smérech se klesa, v jinych
stoupa. Gradient je v jeho okoli maly, takze u€eni zpomali, ale nezastavi se
natrvalo.

Pro¢ to neni katastrofa

Ze sedla vede cesta ven; stai najit smér se zapornou kfivosti. Sum stochastického
gradientu k tomu obvykle staci sam, coz je jeden z davodi, pro¢ mini-batch uceni
funguje lépe, nez by se dalo cekat.

Empiricky navic mivaji rdznad minima hlubokych siti podobnou hodnotu
ztraty. Otazka ,,nasli jsme globalni minimum?" je proto méné zajimava nez
otazka, jak rychle a do jak dobfe generalizujiciho mista se dostaneme.

Y. N. Dauphin a kol.: Identifying and Attacking the Saddle Point Problem in High-Dimensional
Non-Convex Optimization. NIPS (2014).
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Kontext: Newtonova metoda

Wir1 = wi — H(wi) TV E(wy)

Ve smérech s velkou kfivosti voli mensi krok, v plochych vétsi; v okoli
minima konverguje kvadraticky.

Pro¢ se v hlubokém uceni nepouziva

Hessian vyzaduje O(n?) paméti a jeho inverze az O(n3) €asu, kde n je pocet vah.
Pro miliony parametrii je to nepraktické. Navic mimo okoli minima nemusi byt
pozitivné definitni.

Princip vsak motivuje kvazi-newtonovské metody (BFGS, L-BFGS)
i adaptivni algoritmy: ty nahrazuji Gplnou informaci o kfivosti levnym
diagonalnim skalovanim odhadnutym z historie gradientd.
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Historicka linie: znaménko gradientu

¢ Silva a Almeida (1990): kazda vaha ma vlastni krok 7;; stabilni
znaménko gradientu jej nasobi faktorem u > 1, zména znaménka
faktorem d < 1.

¢ Delta-bar-delta (1988): totéz, ale rozhoduje se podle vyhlazeného
gradientu (exponencialni pramér), aby krok nekmital se Sumem.

® Rprop (1993): velikost gradientu se Gplné ignoruje, pouziva se jen
znaménko; pfi zméné znaménka se navic provede rollback posledni
aktualizace.

Znaménko soucinu dvou po sobé jdoucich gradienti je nejlevnéjsi dostupna
informace o zakfiveni: nevyzaduje druhé derivace ani inverzi matice.
F. M. Silva, L. B. Almeida: Speeding up Backpropagation (1990). — R. A. Jacobs: Increased

Rates of Convergence Through Learning Rate Adaptation. Neural Networks 1(4) (1988). —
M. Riedmiller, H. Braun: RPROP. ICNN (1993).
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Delta-bar-delta podrobnéji

Vyhlazeny gradient je exponencialni klouzavy primér

i

_(k k _(k—1

= (1-0)g" +0g" .
Ugici krok se pak adaptuje podle souhlasu aktualniho gradientu s timto
dlouhodobym trendem:

® shoda znamének = aditivni pfiriistek v; <+ v; + u,

® neshoda = multiplikativni zmenseni v; - d~;, 0 < d < 1.

Asymetrie mezi pomalym ristem a rychlym poklesem omezuje rozkmitani.
Cenou je dalsi hyperparametr 6, jehoz vhodna hodnota silné zavisi na dloze.

Ma-li chyba v okoli kvadratickou povahu, byva optimalni § =0 —
a delta-bar-delta pak prechazi v algoritmus Silvy a Almeidy.
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Rprop: silna i slaba stranka téhoz napadu

Krok A; se adaptuje podle soucinu gi(k)gi(kfl);

e >0:A; < min(AnT, Amax),
o <0: A+ max(Ain~—,Amin) a rollback,
o — (: krok zistava.

Typicky ™ =1,2, n~ = 0,5.

Vaha se posouva jen podle znaménka gradientu; velikost posunu urcuje A;.
Rprop proto neni citlivy na méfitko nenulového gradientu.

Taz vlastnost je i slabinou

Vyjde-li gradient numericky nulovy nebo mu Sum prevrati znaménko, nema
Rprop z éeho smér rekonstruovat. Ve stochastickém rezimu s malymi
davkami proto selhava — a pravé ten je v hlubokém uceni bézny.
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AdaGrad
Akumulator ctverct gradientti a krok nepfimo imérny jeho odmocniné:
s S + g2 w, w, n _Bui
t, — St—1,i t.i t+1,i — Wti — .

o Zridka aktivni soufadnice akumuluje pomalu, takze ji zistava velky
krok — vyhodné u fidkych dat.

® Jde o levnou diagonalni nadhradu inverze Hessianu.

Krok jen klesa

Akumulator pouze roste, takze efektivni krok 1/,/s; monoténné klesa.
U nestacionarnich Gloh — a hluboké sité takové jsou — muze uceni
predcasné ustat.

J. Duchi, E. Hazan, Y. Singer: Adaptive Subgradient Methods for Online Learning and
Stochastic Optimization. JMLR 12 (2011).
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AdaGrad na fidkych datech

Priklad 4 (Dvé soufadnice s rtiznou Cetnosti)

Souradnice A dostava v kazdém kroku gradient velikosti 1, souradnice B jen
v kazdém desatém kroku, ale velikosti 3. Po sto krocich je

sa—=100, sg=10-9=090,
takze efektivni kroky jsou 17/10 a 1/1/90 = 1/9,5. Vzacna, ale silna souradnice si

udrzi srovnatelny krok, prestoze byla aktivni desetkrat méné casto.

Odtud plyne obvyklé doporuceni: AdaGrad se hodi tam, kde jsou pfiznaky

fidké — zpracovani textu, doporucovaci systémy, one-hot kédované
atributy.

Pro husté hluboké sité se ale monoténni pokles kroku stava prekazkou.
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RMSProp
Misto kumulace exponencialni klouzavy priimér:
2 8t
st =pse-1+(1—p)er, Wil = We = 1) —/—
NG
typicky p = 0,9.
x 1 — AdaGrad P¥i priblizné konstantnim gradientu
x —— RMSProp klesa efektivni krok AdaGradu jako
§ 0.5 1/4/t, zatimco RMSProp se ustali.
o Vaha starych gradientd
0 ; ; N exponencialné klesa, takze uceni
0 20 40 60

nemusi vyhasnout.
krok t

T. Tieleman, G. Hinton: Lecture 6.5 — RMSProp. COURSERA (2012), nepublikovana
prednaska.
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Adam

Spojuje setrvacnost prvniho momentu s adaptaci podle druhého:

m; = fimy_1 + (1 — [B1)8t, Ve =fovee1 + (1 — ﬁz)tha

m;
1-— lt’

Vi
=1 5’

A

m; = Vi Wil = W —

m;
VA
Doporuéené vychozi hodnoty: n = 1073, 8; = 0,9, 5> = 0,999, ¢ = 1078,

D. P. Kingma, J. Ba: Adam: A Method for Stochastic Optimization. ICLR (2015).
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Pro¢ Adam koriguje pocatecni bias
Momenty se inicializuji nulami, takze jsou na zacatku systematicky

podhodnocené. Déleni faktorem 1 — 3t to napravuje.

Ptiklad 5 (Prvni krok)
Pro g1 =2, f1 = 0,9 a 5, = 0,999 vyjde

my = 0,2, Vi = 0,004.

Po korekci ovsem

0,004

=—"— =4
1— 0,999

M = =2 0
Bez korekce by nuly z inicializace uméle zmensily oba odhady.

S rostoucim t konverguje faktor k jednicce a korekce sama vymizi.

Volba
000000
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Adam: tfi slozky, tfi role
® m; hraje roli momenta: vyhlazuje kratkodoby sum, takze smér kroku
je stabilnéjsi.
® v; je adaptace podle méritka: odhaduje typickou velikost gradientu
v kazdé souradnici.
® Bias-korekce napravuje podhodnoceni obou odhadd na zagatku uceni.
Adam tedy kombinuje ,smér" a ,méfitko”. S vychozimi hodnotami

hyperparametrii obvykle funguje bez pracného ladéni; proto patfi
k nejpouzivanéjsim algoritmiim hlubokého uceni.

Kdy naopak zklame

Piavodni algoritmus miize na nékterych konvexnich konstrukcich selhat; varianta
AMSGrad upravuje odhad druhého momentu tak, aby obnovila konvergencni
zaruku. A u nékterych dloh generalizuje SGD s momentem lépe, prestoze
konverguje pomaleji.
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AdamW a oddéleny weight decay

U SGD je pficteni L2 penalizace ke ztraté ekvivalentni nasobnému
zmenseni vah. U adaptivni metody v3ak gradient penalizace projde
soufadnicovym skalovanim, takze ekvivalence neplati.

AdamW proto provadi adaptivni krok a zmenseni vah oddélené:

m
Wil = (1—77>\) Wt—ﬁﬁi:_g-
t

® Biasy a parametry normalizaénich vrstev se z decay obvykle vyjimaji.

® Taz hodnota A znamena v SGD a v AdamW jinou silu regularizace;
Cisla z riiznych optimalizatori proto nelze srovnavat.

I. Loshchilov, F. Hutter: Decoupled Weight Decay Regularization. ICLR (2019).
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Srovnani tfi modernich metod

AdaGrad RMSProp Adam
adaptace kroku | kumulace g2 pres | exponencialni pri- | primér g i g2 s bias-
celou historii (krok | mér g2 korekci
monoténné klesa)
vyhody ridkd data, kon- |stabilni i po dlou- | robustni, rychla kon-
vexni Glohy hém trénovani vergence, funguje
i s vychozim nastave-
nim
nevyhody krok stale klesa nutno volit p vice hyperparametri;
nékdy horsi generali-
zace nez SGD + mo-
mentum

Vychozi volba

AdamW obvykle poskytne pouzitelny prvni béh bez dlouhého ladéni. U velkého,
dobFe normalizovaného datasetu se vyplati porovnat jej se SGD s momentem.
Rozhoduje validaéni vysledek pfi srovnatelném rozpoctu.
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® SGD + momentum — malo stavovych proménnych, ale vyzaduje
peclivéji nastavit uCici rychlost a jeji plan.

¢ Adam / AdamW — adaptuje krok po soufadnicich; AdamW navic
oddéluje weight decay od gradientu ztraty.

® RMSProp — exponencialni primér druhych mocnin bez momenta
prvniho Fadu.

® | -BFGS — kvazi-newtonovskd metoda s omezenou paméti, vhodna
spise pro mensi hladké alohy a velké nebo aplné davky.

Jak vybirat

U malého hladkého modelu ma smysl zkusit i L-BFGS. U velkého datasetu
porovnejte AdamW se SGD s momentem pfi stejném vypocetnim rozpoctu;
rozdily byvaji mensi, nez se ceka, a Casto je prebije volba planu uciciho kroku.
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Co konvergencni zaruky rikaji a co ne

predpoklad ‘ vysledek ‘ plati pro sité?
konvexni, hladka O(1/T) ke globalnimu minimu | ne
silné konvexni linearni konvergence ne

nekonvexni, hladka | O(1/v/T) k malému gradientu | Castecné

Pro hluboké sité plati nanejvys treti fadek, a i ten mluvi jen o tom, ze
gradient bude maly — tedy ze se dostaneme do okoli néjakého kritického
bodu. O hodnoté ztraty ani o generalizaci nefika nic.

Teorie tedy neurcuje volbu optimalizatoru; slouzi k pochopeni, pro¢
jednotlivé mechanismy funguji.

Praktické rozhodnuti ztistava empirické: stejny rozpocet, nékolik seedt
a valida¢ni metrika.
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Co adaptivni metody stoji

® Pamet. Adam si ke kazdé vaze pamatuje jesté dvé Cisla, takze stav
optimalizatoru je tfikrat vétsi nez samotny model. U sité s miliardou
parametr(i jde o podstatnou polozku rozpoctu.

® Hyperparametry. Pribyva (1, 82, € a u AdamW jesté \.

® Srovnatelnost. Férové porovnani pouziva stejny rozpocet
a samostatné naladény plan uciciho kroku pro kazdou metodu.

Zadny optimalizator neodstraiiuje nutnost hlidat uéici rychlost, numerickou
stabilitu a valida¢ni vysledek.
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Ploché a ostré minimum

Dvé minima se stejnou trénovaci ztratou se mohou lisit okolim. V plochém
minimu mala zména vah ztratu témé&r nezméni, v ostrém ano.

L 2 o
ploché ostré

Posun mezi trénovaci a testovaci ztratou se v plochém minimu projevi
méng, coz je obvyklé vysvétleni, pro¢ malé davky Casto generalizuji lépe nez
velmi velké.

Opatrné s timto vysvétlenim

,Ostrost" Ize zménit pouhym preskalovanim vah, aniz by se funkce sité jakkoli

zménila. Sama o sobé tedy generalizaci neurcuje; jde o uzitecnou predstavu, ne

o méfitelné kritérium.

N. S. Keskar a kol.: On Large-Batch Training for Deep Learning. ICLR (2017). — L. Dinh a kol.:
Sharp Minima Can Generalize for Deep Nets. ICML (2017).
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Diagnostika béhu

Ztrata diverguje Ztrata stoji

Krok je prilis velky, chybi warmup, Krok je prilis maly, gradient mizi, nebo
nebo jsou Spatné skalované vstupy. se model dostal na ploSinu. Pomize LR
Zkuste 1 o fad mensi a sledujte normu  range test a kontrola, zda se vibec
gradientu. méni vahy.

Nejprve data, potom optimalizator

Nez zaénete ménit metodu, ovérte, ze model dokaze preucit jedinou malou
davku. Pokud ne, chyba je v datech, ztraté nebo grafu — zadny
optimalizator ji nespravi.
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