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O Kurzu

Prednaska
e Aula, ¢tvrtky od 8:00

e Zkouska: Ustni
Cviceni

® Dozvite se na cviceni
Sylabus

e Datové struktury (vyhledavani)

e Zikladni grafové algoritmy
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DATOVA STRUKTURA

Systematicky zpUsob organizace dat (v paméti pocitace). DileZity aspekt programovani.

Bad programmers worry about the code. Good programmers worry about data structures and their

relationships.
— Linus Torvalds

Data dominates.
— Rob Pike, 5. pravidlo programovani
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DATOVA STRUKTURA

ZpUsob organizace dat s néjakym Gcelem (co ukladame, jak k tomu pristupujeme)
Abstraktni datova struktura

Priklady:
® Mnozina: pridavame prvky, odebirame prvky, je prvek v mnoziné?, sjednoceni, prinik atd.
e Slovnik: vazba kli¢ a data, vytvareni a rudeni vazby, vyhledavani dat ke klici, minimalni a
maximalni kli¢ atd.
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Teoretické partie:
® asymptotické sloZitosti operaci v nejhorsim, primérném pripadé SloZitosti operaci zavisi na
poctu prvkd ve strukture.
e jak nejrychleji Ize operaci udélat
® vyvazeni pamétové a ¢asové narocnosti

e vztah mezi slozitostmi rliznymi operacemi

Praktické partie
e Jak Ize strukturu naprogramovat (¢asto vice moznosti)
e Jak ji Ize optimalizovat (napr- Ize ji prizpUsobit fungovani pocitace, cache atd.)?

e Jak ji mizeme upravit, aby pro konkrétni aplikaci lépe fungovala.
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POINTER MACHINE JAKO ZAKLADNi MODEL

Struktura
® pojmenovany soubor pojmenovanych polozek: (jméno: typ)
e pristup k polozkam pres operator tecky: promenna.polozka

® referencni sémantika

struct Node
id: Key
next: Node
prev: Node
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REFERENCNiI SEMANTIKA

Instance struktury odpovida jednomu mistu v paméti, kde je ulozena.
Reference je jednoznacny identifikdtor instance struktury, neplatna reference je nil.

< Node()
< Node()
.id « 10
.id « 6

.next « vy
.prev ¢ x

< X < X < X

"
<
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POLE

e Ulozeni fixniho poctu prvk{. Tomuto poctu se rika velikost pole, zadava se pri vytvoreni pole.

e Pristup k prvkdim pomoci index( v rozsahu 0,1, ... ,n-1, kde n je velikost pole. Pristup k
prvku na indexu indexu i je pomoci A[i].

e Slozitost pristupu k prvku na indexu i je O(1), protoze nezavisi na velikosti pole.

V programovacich jazycich, kde jsou prvky v poli ulozeny v paméti za sebou, je operace
pristupu k prvku na indexu zaloZena na vypoctu

adresa zacatku + index * velikost prvku.
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A < [6]Key{5, -2, 13, 3, 10, 42} — vytvoreni pole, typ je obecné [Jtyp-prvku
B « [5]Key  — prvky inicializovany na vychozi hodnoty
len(A) — procedura pro velikost

V pointer machine maji pole referencni sémantiku. Pro objekty s referencni sémantikou mame
procedury

clone(A)
copy(dest, src)

které tvori kopii argumentu (= nové vytvorené objekty), pripadné zkopiruji hodnoty polozek &i
prvkl z src do dest (U poli se kopiruje od zacatku src na zacatek dest az do konce src nebo
dest)
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POLE A JAKO PODMNOZINA {0,1, ... ,len(A)-1}

® A[i] = 1 pokud i patfi do podmnoziny, jinak A[i] = 0

® operace vlozeni prvku
rA[i] « 1
® operace smazani prvku
'A[i] « 0

e test ¢lenstvi k v mnoziné

Alk] = 1

® operace maji konstantni slozitosti
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POLE JAKO SLOVNIK

struct Array_Dict
data: []Key
top: Int

Pro jednoduchost vkladame jenom klice. Pole je zapInéno od zacatku po index top - 1.

VlozZeni klice k do Array_Dict ar

if (ar.top < len(ar.data))
ar.datalar.top] « k
ar.top « ar.top + 1

L

Smazani prvku na indexu i

if (i < ar.top)
ar.data[i] « ar.datalar.top - 1]
ar.top « ar.top -1
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VYHLEDAVANI V POLI

Chceme zjistit, na jakém indexu se nachazi kli¢ k. (Bez Gjmy na obecnosti predpokladame, ze
prohledavame pole celé).

array-search

«— array: [lKey — prohleddvané pole

«— k: Key — hledany kli¢

— Int — index klice k nebo -1, pokud v ar neni

L

-

for i in 0..<len(array)

if (array[i] = k) then return i
return -1

L

V nejhorsim pripadé je slozitost ©(n), kde n je velikost pole.
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SLOZITOST V PRUMERNEM PRIPADE

e Potrebujeme znat frekvence vyhleddvani klict. Zavedeme

_ pocet zavolani s argumentem A[i].key

fi v —
pocet vSech zavolani

f; je tedy frekvence hledani klice na indexu i. Hned vidime, Ze plati

® Primérny polet porovndni potom je

fo-1+f1-24--4+fn7-m
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Pokud napriklad f; = % pro vSechna i, pak

T+2+3+--4+n nn+1) n+1
n - n 2

Prdmérna slozitost (Uspésného) vyhledavani je nejlepsi, pokud

fo=>f1 > =1

V extrémnich pripadech mlze byt prdmérny pocet porovnani omezen konstantou.

13/54



S~ W N R

VYHLEDAVANI V SETRIDENEM POLI

Pro vSechny indexy i,j mame ar[i]l <ar[j].

array-search-ii

«— array: [lKey — prohleddvané pole

«— k: Key — hledany kli¢

—> Int — index klice k nebo -1, pokud v ar neni

L

-

for i in 0 ..<len(array)
if (array[i] = k) then return i
if (array[i] > k) then return -1
return -1

L

Slozitost v nejhorsim pripadé zdstava linearni.
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BINARNi VYHLEDAVANI

Pri hledani klice k v poli délky n, porovname jej s prvkem na indexu
n
=13

® je-linaindexu s kli¢ mensi nez k, potom se k mlze nachazet pouze na indexech vétsich nez s.

Pokud na indexu s kli¢ k neni, pak

® je-linaindexu s kli¢ vétsi nez k, potom se k miize nachazet pouze na indexech mensich nez s.

—

k < A[s]

—

k > A[s]

n —>»
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-

L

-

L

binary-search

<— array: []lKey — prohleddvané pole

«— k: Key — hledany kli¢

— Int — index klie k nebo -1, pokud v ar neni

1 <0
p <« len(array) - 1
while (1 < p)
s « floor((l + p) / 2)
if (array[s] = k) then return s
if (array[s] > k) then p « s - 1
if (array[s] < k) then 1 ¢« s + 1
return -1

16 /54



ANALYZA ALGORITMU

(Mimo radku 8) vzdy plati array[1] < k nebo k < array[p]. Je tomu tak na zac¢atku
algoritmu, a radky 4—7 tuto nerovnost zachovavaji. (Kdy jedna z nerovnosti neplati?)

e Kazdé provedeni while zmensi p-1+1 na polovinu pivodni hodnoty nebo jesté o jedna
méng, minimalné viak o 1.

Z predchozich bodl pak plyne, Ze pokud je k v poli, na Fadku 3 jednou nastane rovnost.
Nejpozdéji v situaci, kdy p=1. Naopak, pokud k v poli neni, jednou dojde k tomu, ze 1>p.

SloZitost v nejhorsim pripadé je dana rekurenci

T(1) =0(1),
T(n) =Tn/2) +O(1),

jejimz resenim je O(logn) (napr. Master theorem).
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STROM VYHLEDANI

Pro dvojici (1, p) sestavime binarni strom
® koren: odpovidajici hodnota s,
® vlevo: strom pro dvojici (1,s-1),

® vpravo: strom pro dvojici (s+1,p).

pokud 1 > p, vysledek je bronzovy uzel.
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Lze zobecnit na jakykoliv zplsob vybéru uzlu s. Jakému principu odpovida nasledujici strom?
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ALTERNATIVNI VYBER s: INTERPOLACNI VYHLEDAVANI

PFedpoklad: kli¢e jsou ¢isla, v poli mame priblizné stejné rozdily mezi sousednimi isly.
Polozime-li

x = A[l],

Yy =Alpl,

(a mame tedy x < k < y), pak mlzeme spoditat

r=(k—x)/(y—x)

aindexsjako 1+ (p—1) * .

Slozitost: Za rozumnych predpokladi je pramérna slozitost O(lglgn)
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DYNAMICKE POLE

Resi problém s fixni velikosti pole.

struct Dynamic-Array
data: []Key
top: Int

Umoznime pfidavat a odebirat prvky, pole data se bude podle potfeby zvétsovat a zmensovat
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enlarge
«— A: [IKey
—> [IKey

L

new < [2 * len(A.data)]Key
copy(new, A.data)
return new

shrink
«— A: [IKey
— [IKey

L

new < [len(A.data) / 2]Key
copy(new, A.data)
return new
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-

L

-

Q

append
¢«— A: Dynamic-Array
«— k: Key — vklddany kli¢

if (A.data = nil) then A.data < [1]Key

if (A.top = len(A.data)) then A.data « enlarge(A.data)
A.data[A.top] « k

A.top < A.top + 1
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SLOZITOST

Mérime pocet operaci zapisu do pole provedenych béhem provedeni n operaci append, pokud

zaliname s Cerstvé inicializovanou strukturou. Pocet zapist pri i-té operaci oznacime c(1i).
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Mame tak

) i pokudjei— 1 mocninou 2,
c(i) =
1 jinak.

Dile

<n—|—2n:3n.

Na jednu operaci append tak prdmérné (rozpocitano pres n operaci) vyjdou maximalné 3
zapisy do pole. SlozZitost jedné operace je tak ©(1).

Takovému pristupu ke sloZitosti, kdy rozdélime sloZitost provedeni celé sekvence operaci na
jednotlivé operace, rikame amortizovand sloZitost (toto bereme jenom jako priklad, s
amortizovanou sloZitosti se setkate pozdéji béhem studia).
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ODEBIRANiI PRVKU

unordered-remove
¢«— A: Dynamic-Array
«— 1i: Int — index odebiraného prvku

A

A.datal[i] < A.data[A.top - 1]
A.top < A.top - 1
if (A.top < len(A.data) / 4) then A.data « shrink(A.data)

pop
¢<— A: Dynamic-Array
— Key — vrdceny prvek

ret <« A.data[A.top - 1]
A.top < A.top - 1
return ret

L
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ordered-remove
<— A: Dynamic-Array
¢— i: Int — index odebiraného prvku

L

if (A.top - 1 < len(A.data) / 4) then A.data « shrink(A.data)
for j in i..<A.top - 1

A.datal[j] « A.datal[j + 1]
A.top < A.top - 1

Q

Slozitosti

® Pokud nedojde ke zmenSeni kapacity, maji pop a unordered-remove konstantni sloZitost,
jinak linearni. Amortizovanou slozitost spolu s append maji konstantni.

® ordered-remove ma slozitost linearni, i kdyz nedojde ke zmenseni kapacity.
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DALSi UPDATY

assign-at

¢<— A: Dynamic-Array

«— 1i: Int — index, kde ménime obsah
«— k: Key — vklddand hodnota

cap « len(A.data)
while (i > cap) do cap « cap * 2
if (cap > len(A.data)

new < [caplKey

copy(new, A.data)

A.data ¢« new
A.datali] « k
for j in A.top..<k do A.datal[j] < ©
if (A.top < k) then A.top « k + 1

A

® na radcich [-6 zajistime dostatecnou velikost A.data pro vlozeni prvku na index k
¢ na radku 8 nastavime hodnoty mezi koncem plvodniho obsahu a nastavenym prvkem na
defaultni hodnotu klice.
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Pokudjei > A.top jesloZitost assign-at linearni. Mlze totiz dojit ke zvétSeni A.data, a

dojde k vynulovani prvkd na radku 8.

Analogii assign-at je operace inject-at, pfi které se vSechny prvky na indexech vétsi nez i

na o jedna vétsi index. (Operace je dudlni k ordered-remove).
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CYKLICKY BUFFER

Plvodni Gcel: mezipamét mezi producentem a konzumentem.
Lze zapisovat a ist, Cte v poradi, ve kterém bylo zapsano.
lluze kruhovosti pomoci modulo aritmetiky s indexy.

struct Buffer
data:[] Key
head: Int — index pro ¢teni
tail: Int — index pro zdapis

! f !

head tail tail

head
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Test prazdného bufferu Q

[Q.head = Q.tail

Test plného bufferu qQ

[(Q.tail + 1) mod len(Q.data) = Q.head

! U

head, tail tail head
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write
¢«— Q: Buffer
«— k: Key

L

if (Q.tail + 1) mod len(Q.data) = Q.head then quit — buffer je plny
Q.datal[Q.tail] « k
Q.tail « (Q.tail + 1) mod len(Q.data)

L

enqueue (5) 5
—_

! ! P 1

head tail tail head
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-

Q

-

L

read
¢<— Q: Buffer
—> Key

X ¢ Q.data[Q.head]
Q.head « (Q.head + 1) mod len(Q.data)
return x

! !

head tail

f

head

f

tail
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SPOJOVY SEZNAM

® V pointer machine: posloupnost uzll spojenych pomoci pointer.

e Zikladni déleni: jednosmérny (pointer pouze na nasledujici uzel), obousmérny

® Pamatujeme si prvni uzel seznamu (ten pri pohledu zvnéjSku reprezentuje cely seznam)
® Prazdny seznam je nil

Pokud nasledujici nebo predchozi uzel neexistuje, je pfislusna polozka nil.

struct Node
id: Key
next: Node — dalsi uzel v seznamu
prev: Node — predchozi uzel v seznamu, pouze o obousmérnych seznamdi

1] A2 {3 [m]

—{L[m] {2 >3] [m]
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® mame-li uzel v seznamu, je to vlastné podseznam (az do konce seznamu)

® |diom prochdzeni seznamu: x < x.next

Pr. Délka seznamu:

r—> 1

2
[\]
¥
w
H

1=0 1=1 1=2 1=3
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JEDNOSMERNE SEZNAMY

search

<— r: Node — prvni uzel seznamu
«— k: Key — hledany kli¢

—> Node — uzel s klicem k nebo nil

A

X & r

while (x = nil and x.id = k)
X ¢ x.next

return x

Slozitost

® V nejhorsim pripadé linearni vzhledem k délce seznamu r.

® |ze pouZit analyzu analogickou sekvencnimu vyhledavani v poli (véetné primérného

pripadu).
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PRiSTUP K N-TEMU PRVKU

-

element-at
<— r: Node — prvni uzel seznamu
<— n: Int — index hledaného uzlu

—> Node — nalezeny uzel nebo nil

L

m < 0

X & r

while (x = nil and m < n)
X ¢ x.next
me<m+ 1

return x

Slozitost

e Slozitost je linearni, odpovida minimu z délky seznamu r a n.

® Tady je rozdil oproti polim: nemame pfistup k n-tému prvku v konstantnim case.
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VLOZENI UZLU ZA UZEL

-

L

-

insert-after
<— r: Node — uzel, za ktery vkladame
<— added: Node vkladany uzel

added.next ¢« r.next
r.next ¢ added

DESAEEEL

added
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ODSTRANENI NASLEDUJICiHO UZLU

-

L

-

remove-after

<— r:node — uzel, jehoz ndslednika odstranime
— node — odstranény uzel

ret < r.next

if (r.next = nil) then r.next ¢« r.next.next
return ret

ret

Y
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PRIDAVANI UZLU

® Procedury, které by mohli zménit prvni uzel, musi vracet pointer na prvni uzel seznamu

® Pouziti je potom x < operace(x, ...)

insert-at

«— r: Node — zaldtek seznamu
<— added: Node — pridany uzel
<— n: Int — index pfidaného uzlu
—> Node — zacdtek seznamu

if (n = 0)
added.next ¢« r
return added
x ¢« element-at(r, n - 1)
if (x # nil) then insert-after(x,added)
return r
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ODSTRANENI UZLU

Odstranéni prvniho uzlu je specialni pfipad. V ostatnich pfipadech musime nejdfiv najit uzel
pred ostranovanym uzlem.

remove-at

«— r: Node — zaldtek seznamu

<— n: Int — index odstranéného uzlu
—> Node — odstranény uzel

—> Node — novy zaldtek seznamu

if (r = nil) then return nil, nil

if (n = 0) then return r, r.next

X <« element-at(r, n-1)

if (x % nil) then x ¢« remove-after(x)
return x, r
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-

remove

<— r: Node — zaldtek seznamu

<— d: Node — odstrariovany uzel, vime Ze je v seznamu
— Node — novy zacdtek seznamu

if (d = r) then return r.next
X & r

while x.next = d do x ¢« x.next
remove-after(x)

return r
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SPOJENi SEZNAMU

-

concatenate
«— r: Node — prvni uzel prvniho seznamu
<— s: Node — prvni uzel druhého seznamu

—> Node — prvni uzel seznamu vzniklého spojenim r a s

if (r = nil) then return s
if (s = nil) then return r
X & r

while (x = nil) do x ¢« x.next
X.next ¢ s

return r
r—> 3 > 2 > 10 s —> 1 >
r——> 3 > 2 > 10 > 1 >
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ADAPTACE ALGORITMU PRO POLE K PRACI NA SEZNAMU

Pole a seznamy uchovavaji poslopnosti prvkd, algoritmické myslenky Ize prenaset. Jsou nutné
drobné adaptace.

Neni obtizné si predstavit, Ze v seznamu uchovavame uzly setridény (vzestupné) podle klicd (4.
podle polozky id) a Ze mame k dispozici algoritmus

ordered-insert

<— r: Node — prvni uzel seznamu

¢<— added: Node — pfidany uzel
—> Node — prvni uzel seznamu po pridani

ktera prida uzel do usporadaného seznamu na spravné misto tak, aby z(stal usporadany.
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N oo g W N

insert-sort
«— r: Node — prvni uzel seznamu
— Node — prvni uzel setfizeného seznamu

result < nil
remainder « r
while (remainder = nil)
X ¢ remainder
remainder ¢ remainder.next
result ¢« ordered-insert(result, x)
return result

Y
|
v

rem ——>| 3

Y
|
v

res ——>»| 1

rem ——»

Y

res —»

Y
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Jany
S

-

partition

<— r: Node — zaldtek déleného seznamu (pfedpoklddame, Ze je neprazdny)
— Node — uzel's pivotem

—> Node — zacdtek seznamu s klic¢i mensimi nez pivot

—> Node — zaldtek seznamu s klici vétSimi nez pivot

pivot « r
remainder ¢ r.next
left « nil
right « nil
while (remainder = nil)
X ¢ remainder
remainder ¢ remainder.next
if (x.id < pivot.id) then left ¢« insert-at(left, x, 0)
else right « insert-at(right, x, 0)
return pivot, left, right
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-

quicksort
<— r: Node — zaldtek seznamu k setridéni
—> Node — zacdtek setfizeného seznamu

pokud if (r = nil or r.next = nil) then return r
pivot, left, right « partition(r)

left ¢ quicksort(left)

right < quicksort(right)

insert-at(right, pivot, 0)

return concatenate(left, right)
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SLOZITE)Si KONSTRUKCE

Napriklad vice seznamd mUze sdilet konce. Pouziti ve specifickych pripadech (napf. seznamy
jenom ¢teme, operace ménici seznam vytvari novou kopii seznamu, atd.)

3 > 8 > 9
6 > 10 > > 11
1 > 2
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ZARAZKA

e Specialni uzel na zacatku seznamu. Ignorujeme jeho kli¢, udrzujeme jej jako predstavitele
seznamu. Samotny seznam zacina az jeho naslednikem.

® Vyhoda: funkce, které modifikuji seznam, nemusi vracet novy uzel.

® Nevyhoda: ztratime flexibilitu v praci s podseznamy.

PF.

insert-at

<— r: Node — zardzka

<— added: Node — pfidany uzel
<— n: Int — index pfidaného uzlu

L

-

1] x « element-at(r, n)
if (x = nil) insert-after(x,added)
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OBOUSMERNY SEZNAM

® |ze prochazet obéma sméry (x ¢« x.next ataké x < x.prev)

® Zjednodusi se operace pridani a mazani (nemusime hledat predchozi uzel od zacatku
seznamu, mame-li sentinel, nepotfebujeme jej predavat procedure)

PF.

remove
<— r: Node — mazany uzel, ktery neni sentinelem

r.prev.next ¢ r.next
if (r.next  nil) then r.next.prev « r.prev
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Pokud dame sentinel (ze zacatku seznamu) i na konec seznamu, dostaneme cyklicky seznam.

Operace nad nim jsou pak velmi jednoduché, vypadnou i testy na nil na radku 2.

\1
sness [y WIS IS LS

3>
=

1
sentinel—){ ‘.‘ _l(_:I— ‘ 1 “

l‘
\

L
]

\

—l2]

Pozn: Odebrany uzel snadno do seznamu vratit, pokud tam zdstanou jeho byvali sousedi ve

stejném poradi hned za sebou.
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ZASOBNIK

Princip LIFO (last in, first out)

Hlavni operace
® push — vkladani prvku

® pop — vrati naposled pridany prvek, a odstrani jej

Lze implementovat pomoci pole (viz slovnik pomoci pole), pomoci dynamického pole (append,
pop), pomoci seznamu (insert-at, remove-at pro n=0).

Dalsi operace (napr. size, empty?, full?)
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PRIKLAD: VYHODNOCENI ARITMETICKYCH VYRAZU

Dobre uzavorkovany vyraz: (opl operator op2), kde op1l a op2 jsou také dobre
uzavorkované vyrazy, nebo Cisla.

Pr.(1 + ((2 + 3) * 4))

Algoritmus pro vyhodnoceni takového vyrazu. Mame dva zésobniky, Q1 pro operatory, Q2 pro
Cisla.
Cteme vyraz zleva doprava

® ( preskocime

® narazime-li na Cislo, vlozime jej do zasobniku Q2

® narazime-li na operator, vlozime jej do zasobniku Q1

® narazime-li na ), potom odebere z Q1 operator a z Q2 dva operandy, na né operator

aplikujeme a vysledek vlozime do Q2

Po precteni vyrazu obsahuje Q2 vysledek.
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FRONTA

Princip FIFO (first in, first out)

Hlavni operace
® enqueue: — vlozeni prvku

® dequeue: — odebrani prvku

Lze implementovat pomoci (dynamického) cyklického bufferu (write, read), pripadné
obousmérného seznamu se sentinelem (pridavame pred a odebirame za sentinelem).
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