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Staci nam pouze operace vkladani a vyhledavani (pripadné mazani). (tedy ne dotazy na
mininimum, maximum atd.)

zobecnéni pole: rozdil je ve zplsobu adresovani. Misto mnoziny kli¢t {0, 1,2, ..., m — 1},
které jsou vlastné indexy do pole, mame obecnou mnozinu kli¢d U (které musime umét
porovnat na rovnost).

Hlavni idea: hasovaci funkce
h:U—{0,1,2,...,m—1},

pro prepocet obecného klice na index v tabulce.

Casto se vyskytuje v programovacich jazycich dict v Pythonu, hash-table v CommonLispu,
map v Golangu.

V nejhorsim pripadé linearni slozitost vyhledavani, v prdmérném pripadé konstatni sloZitost.
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struct Table
data: []Key — pole klict
hash-function: (Key) — Int — hasovaci funkce

Kostra pristupu k mistu, kde je v tabulce T kli¢ k
@ spoditame index: i « T.hash-function(k)

@ pristoupime k prvku: T.data[i]

SloZitost je konstantni (vzhledem k poctu klich v tabulce).

Problém: m(ize byt potreba vlozit kli¢ na jiz obsazené policko
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KoOLIZE

Pro mnozinu kli¢d U, velikost tabulky m a hasovaci funkci h kolize nastane pokud

existuji x,y € U tak, ze x # y, ale h(x) = h(y).

e Pokud [U| > m, pak nelze navrhnout h tak, aby kolize nikdy nenastala. (Dirichletliv princip.)

® Pravdépodobnost toho, Ze nastane kolize v ramci podmnoziny kli¢i (s méné nez m prvky)
Ize nékdy odhadnout.
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PRIKLADY

Predpokladejme koneénou mnozinu U. Oznacime

by =[{x € U h(x) =1}

Pocet kolizi v ramci indexu i je
by - (by—1)
—
Moznych kolizi celkem je
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Polozime |U| = 300 a m = 3.
0 by =b; =by =100.
Potet kolizi je 3 - 12922 = 14850

® bo = 300,b; =by =0

Poet kolizi je 399272 = 44850

© by = 200, by = 80, bz = 20

Pocet kolizi je 200192 4 8077 4 2012 — 23250

Minimum: pokud pro kazdé i # j je [b; — b;| < 1.
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PRAVDEPODOBNOSTNi POHLED

Pro x € U je dana pravdépodobnost p(x), Ze x vybereme.
Pokus: vzorkujeme x € U a vypocitdme h(x).

Pravdépodobnost, ze vysledek pokusu je i, je

Pokud plati, ze pro kazdé 0 < i < mje Plh(x) = i] & 1/m, pak h oznacujeme jako uniformni
hashovaci funkci.

Za predpokladu p(x) = |u\ je na predchozim slajdu funkce z pripadu | uniformni.
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NAROZENINOVY PARADOX

Predpokladejme uniformni hashovaci funkci h a dostatecné velkou mnozinu klicd.

Jaka je pravdépodobnost, vybereme-li n < m kli¢d, Ze dojde ke kolizi (= existuje alespon jedna
dvojice vybranych kli¢d tak, ze dojde ke kolizi).

Pravdépodobnost, ze nedojde k zadné kolizi je

_ 1 2 n—1
P =1-(1——)- (1= =)o (1= B
m m
Po Upravach dostaneme
_ m!
pn) =

Odpovéd na nasi otazku je 1 —p(n).
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m/n 2 3 5 10 20 30

3 033 077
[00 0.0 0.02 0.09 037 086 0.99
200 0.00 0.0l 0.04 020 0.62 0.89
365 0.00 0.0l 003 0.1l 041 0.71

pst/m 10 50 100 200 500
0.1 2 4 6 7 1l
0.2 3 6 8 10 6
0.5 5 9 13 \7 27
0.7 6 12 16 23 35
0.9 7 15 22 31 48
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RESENi KoLIZi PoMOCi RETEZENI

Klice, které se zahasuji na stejny index ukladame do seznamu (naprt. oboustranného se zarazkou,
Ize upravit i pro jiné seznamy).

/] T2 [kl

ks T o] T2 [kl

1/ k] T (K] /]
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insert
«— T: Table
< k: Key

i ¢« T.hash-function(k)
list-insert(T.datal[i], k)
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search
«— T: Table
< k: Key

i ¢« T.hash-function(k)

return list-search(T.data[i], k)

delete
«— T: Table
<— k: Key

i ¢« T.hash-function(k)
list-delete(T.datal[i], k)
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SLOZITOST V NEJHORSIM PRIPADE

Klicova je operace search. Ostatni je v konstantnim ¢ase (za predpokladu, Ze list-insert
pridava na zacatek seznamu)

V nejhorsim pripadeé je slozitost O(n), kde n je pocet klich v tabulce. Nejhorsi pripad:
® Vsechny klice v tabulce jsou v jednom seznamu.
® Vyhledavany kli¢ vyhledavame v tomto seznamu.

e Hledany kli¢ se v tabulce nenachazi (nebo je v seznamu posledni).
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SLOZITOST V PRUMERNEM PRIPADE

r

O tabulce velikosti m obsahujici n klich Fikdme, ze ma faktor zapInéni 1.
Véta
Pokud je T.hash uniformni hasovaci funkce, je primeérna slozitost vyhledavani v tabulce T

obsahujici n kli¢h ©(1 + -).

Kostra diikazu Délku seznamu T.data[j] oznacime n;.
Ocekavana délka tohoto seznamu je
n
1 n
2 1. - —
m m
i=1

Pro vSechny indexy j plati, Ze se do nich hledany kli¢ zahaSuje se stejnou pravdépodobnosti.
Pri nedspésném vyhledavani se musi prohledat cely seznam. Pri UspéSném vyhledavani musime
v priméru prohledat pdlku seznamu. O
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Vidime tedy, ze pokud mame n = O(m) (tj. ex. konstanta c tak, Ze n < cm), pak je primérna
sloZitost vyhledavani konstantni.

Pro navrh tabulky s Fetézenim to znamena nasledujici:
® Vybereme konstantu c. To odpovida délce seznamu, kterou jsme jesté ochotni snést.
® Tabulka pak ma kapacitu cm a vice prvkd do ni nepridavame (je to podobné fixnimu poli).

e Alternativné pri pridani kli¢e do tabulky, ktera obsahuje cm kli¢d, tuto tabulku zvétSime a
vSechny jeji klice znovu pridame (je to analogie dynamického pole). Amortizovana slozitost
pridani bude porad konstantni.
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KKONSTRUKCE HASOVACICH FUNKCI

e Hadovaci funkce zavisi na typu klice
® Typicky obsahuje process prevodu kli¢e na ¢islo v néjakém rozsahu

PFiklady

e Klice jsou desetinna Cisla z intervalu [0, 1): x — |x - m] Napriklad pro m = 97 mame
0.1— |0.1-97] =9.

* Klice zintervalu [s, t): x — [{=¢ - m]

® w-bitova celd Cisla: x — [ 5% - m]
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OBECNE]Si POSTUP

O Kili¢ k bereme jako posloupnost €islic v néjaké Ciselné soustavé (napr-. jako posloupnost bajtd
= Cislic v soustavé o zakladu 256)

® Tuto posloupnost transformujeme na ¢islo v rozumném rozsahu (typicky dano velikosti
prirozeného slova v pocitaci).
© Cislo ziskané v predchozim pfipadé transformujeme na index z mnoziny {0, ..., m — 1}.
® Délici metoda: x — x mod m
® Metoda ndsobeni: x — |m - (xA — [xA])] pro0 < A < 1.
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PRIiKLAD

Klice jsou tripismenné ASCII retézce, které interpretujeme jako ¢islo o zdkladu 128.
now ~ 110 111 119 — 1194 (111 % 128) + (110 % 128%) = 1816567

Pouzijeme délici metodu a m = 64, m = 31.

64 3l
now 55 29
for 50 20
tip 48 |
ilk 43 18
dim 45 2]
tag 39 22

64 3l
sob 34 26
nob 34 8
cab 34 24
sky 57 2
jay 57 4
joy 57 29
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U délici metody neni dobré, kdyz je velikost tabulky mocnina 2, protoze pak vysledek zalezi
pouze na hodnoté spodnich bitd (jejich pocet odpovida exponentu).

Chceme, aby hodnota zavisela na celém klic¢i (ne jenom na vybranych bitech).

Proto je dobra volba velikosti tabulky prvocislo. Typicky se vybira nejvétsi prvocislo mensi nez

mocnina 2.

26
27

29
211
216

53

97

193
389
[543
49157
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Priklad prvni ¢asti (realné pouzivana funkce, v jazyce C)

unsigned long leeroy_jenkins(unsigned char +r, int n) {

|

2 unsigned long h = 0;

3 int cursor = 0;

4

5 while (cursor < n) {

6 h += r[cursor]; // prictu k h hodnotu bajtu

7 h += h << 10; // posunu h @ 10 bitu doleva

8 h *=h >> 6; // prixorujici h posunute o 6 bitu doprava
9

10 cursor += 1;

Il

12 }

13 h += h << 3; // prictu k h, h posunute o 3 bity doleva
14 h %= h > 11; // prixoruji h posunute o 11 bitu doleva
I5 h += h << 15; // prictu h posunute o 15 bitu doleva

16

17 return h;

18}
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unsigned int crc32b(unsigned char *message) {
int i, j;
unsigned int byte, crc, mask;

i=0;
crc = OXFFFFFFFF;
while (message[i] !'= 0) {
byte = message[il; // Get next byte.
crc = crc " byte;
for (j =7; j>=0; ) { // Do eight times.
mask = -(crc § 1);
crc = (crc >> 1) " (OxEDB88320 & mask);
}
i=1+1;
}
return ~crc;

}
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OTEVRENE ADRESOVANI

Kli¢e jsou v samotné tabulce, prazdné policko obsahuje hodnotu nil. Faktor zaplnéni tabulky
tak nem(ize byt vétsi nez |.

Pro Ucely vyhledavani a vkladani pouzivame priazkumné posloupnosti. Predp. prizkumnou
funkci

g:uUx{0,1,....m—1}—{0,1,...,m—1},
Pro kli¢ k € U je prizkumna posloupnost

g(k,O),g(k,]),,g(k,m—])

Rekneme, Ze prizkumné funkce projde pro k celou tabulku, pokud je priizkumna posloupnost
klice k permutaci posloupnosti 0,1,...,m — 1.

21/30



PRINCIP OTEVRENEHO ADRESOVANI

Pri vyhledavani indexu odpovidajiciho kli¢i k prohledavame tabulku v poradi odpovidajicim
prizkumné poslouposti pro k.

e Pokud je na aktudlnim indexu kli¢ rdzny od k, pokracujeme v prizkumné posloupnosti dal.

® Pokud je na aktualnim indexu nit, kli¢ se v tabulce nenachazi.

® Pokud projdeme celou priizkumnou posloupnost, kli¢ se tabulce nenachazi.

Analogicky postup pouzijeme pro pridavani uzlu: uzel pfidame na prvni index z prdzkumné
posloupnosti, na kterém je nil.
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g B W N R

struct table
data: [ ]Key
g: (Key, Int) — Int— prizkumnd funkce

search

<— T: Table

«— k: Key

—> Int — index, na kterém se nachdzi k nebo nil

L

for i in 0..<len(T.data)
j « T.g(k,i)
if (T.data[j] = k) then return j
if (T.data[j] = nil then return nil
vrat' nil

L

Pridavani klice je analogické
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MAZANI

Odstranéni prvku z tabulky by zpUsobilo preruseni prizkumné posloupnosti pri vyhledavani.
Prvky v tabulce proto musime ponechat, ale dat jim priznak, Ze jsou smazany. Potom musime
prislusnym zplsobem upravit procedury pro pfidavani (pridavame i na misto, kde je smazany
prvek) a prohledavani (smazané prvky preskakujeme).

Slozitost téchto operaci pak ale nezavisi pfimo na faktoru zapInéni tabulky. Pokud potirebujeme i
operaci mazani, je lepsi pouzit rFetézeni.
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LINEARNi PROZKOUMAVANI
Predpokladejme, Ze mame hasovaci funkci h. K ni vytvorime prizkumnou funkci

g(k,i) = (h(k) +1) mod m

Prézkumna posloupnost tedy zacind h(k) a pak kontrolujeme polickou s o | vétsim indexem
(mod m). Napriklad pro h(k) = 3 a m = 7 je prdzkumna posloupnost

3,4,5,6,0,1,2

Primarni shlukovani
e vzniknou dlouhé Useky obsazenych policek, které tak zvySuji prdmérny cas nutny k
vyhledavani.
® Duvod vznikani shlukd: prazdné policko, které je za Usekem i obsazenych policek, bude jako

dalsi zaplnéno s pravdépodobnosti (i 4+ 1)/m. Dlouhé obsazené Useky tak maji tendenci se
prodluzovat.

Existuje m rlznych prizkumnych sekvenci. Pro kazdy kli¢ projde prizkumna funkce celou

tabulku.
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KVADRATICKE PROZKOUMAVANI
Predpokladejme, Ze mame hasovaci funkci h. K ni vytvorime prizkumnou funkci
g(k,i) = (h(k) +c1i+c2i?) mod m,

c1, ¢2 jsou vhodné zvolené konstanty (jsou-li necelocisiné, pak pred operaci mod
zaokrouhlime dold.)

Pro nékterou kombinaci hodnot ¢, ¢, a m nemusi g prozkoumat celou tabulku (mame i # j
takové, ze g(k, 1) = g(k,j)). Pokud je napf. m prvocislo, pak vétsina voleb ¢y, ¢, (napr. I, |
nebo 0,1). vede k tomu, Ze délka prizkumné posloupnosti pred tim, nez narazime na opakujici

se hodnotu, je priblizné m/2.

Sekundarni shlukovani
® pokud mame ky # k3, ale h(ky) = h(kz), maji ky a k; stejné prizkumné sekvence.

Existuje m rlznych prizkumnych sekvenci.
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PRIKLADY PRUZKUMNYCH POSLOUPNOSTI

Predpokladejme, ze h(k) = 0.

* m=7,c1=0,cp =1
0,1,4,2,2.4,1
°* m=11l,ci=1,c2 =1
0,2,6,1,9,8,9,1,6,2,0
* m=7,¢c1=13,co =15
0,0,5,1,2,1,5
* m=16,c1 =05,c, =0.5

0,1,3,6,10,15,5,12,4,13,7,2,14,11,9,8
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DVOJITE HAS10VANI

Pro hasovaci funkce hy, h, zavedeme prizkumnou funkci
g(k,1) = (hq(k) +ihz(k)) mod m

Hasovaci funkce hy urcuje pocatecni pozici, hasovaci funkce h;, urcuje offset, o ktery se
posouvame.

Aby g prohledala celou tabulku, musi byt h, (k) a m nesoudélné. Napriklad zvolime m jako
prvocislo a

hi(k) =k mod m

hy(k) =1+ (k mod m—1)

Pro prvodiselné m existuje 8(m?) prizkumnych posloupnosti, protoze kazd4 mozné dvojice
hy(k), ha(k) vede k rozdilné prizkumné posloupnosti.
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PRIKLAD PRO m =5

=
=

—_—

=
N
=
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0,1,2,3,4,
1,3,0,2,4,
2,0,3,1,4,
3,2,1,0,4,
4,0,1,2,3,
0,2,4,1,3,
1,4,2,0,3,
2,1,04,3,
3,40,1,2,
4,1,3,0,2,

k  hy(k) ha(k)

0] 0 3 0,3,1,4,2,
|l | 4 1,0,4,3,2,
12 2 | 2,3,4,0,1,
I3 3 2 3,0,2,4,1,
|4 4 3 420,31,
|5 0 4 0,4,3,2,1,
16 | | [,2,3,4,0,
|7 2 2 2.4,1,3,0,
|18 3 3 3,1,4,2,0,
|19 4 4 43,2,1,0,
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IDEALIZOVANA ANALYZA SLOZITOSTI

Predpoklad: kazda prizkumna sekvence je stejné pravdépodobna (tj. kazda permutace
posloupnosti 0,1..., m — 1 je stejné pravdépodobna, kdyz ndhodné vybirame klice). To je
velmi silny predpoklad, ktery zadna z vySe popsanych metod nezarucuije.

Véta
V tabulce s otevienym adresovanim s faktorem naplnéni « je prdmérna délka casti prazkumné
posloupnosti, kterou projdeme pri nedspésném prohledavani, nejvyse ]l—o(

Empiricky se tomuto idealnim pripadu blizi dvojité hasovani.
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