Algoritmy 2 - grafove algoritmy

Petr Osicka

\

KATEDRA INFORMATIKY
UNIVERZITA PALACKEHO V OLOMOUCI


http://www.inf.upol.cz
http://www.inf.upol.cz
http://www.inf.upol.cz

REPREZENTACE GRAFU V POCITACI

Budeme predpoladat, ze V. ={0,1,...,n— 1}

Seznamy soused(i

pole adj majici n prvkd. Prvek adj[u] je seznam vrchold, obsahuijici pravé vrcholy z
mnoziny {v | (u,v) € V}.

Suma délek vSech seznam0 adj[u] (s¢itame pres u € V) je omezena O(|H|).

Dalsi informace ke hranam (napr- vahy), Ize do seznamt pridat. Informace ke hrané (u, v)
pridame k vrcholu v do seznamu adj[ul.

Tato reprezentace se hodi pro Fidké grafy (kde je |[H| mnohem mensi nez n?, protoze jeji

velikost zavisi na poctu hran). Jak uvidime pozdéji, reprezentace matici sousednosti ma
velikost zavislou na n?.
Nevyhodou je to, Ze nemizeme v konstantnim case testovat, jestli graf obsahuje konkrétni

hranu.
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Matice sousednosti
® matice A velikosti n x n (budeme ji brat jako dvourozmérné pole).
Afullv] = 1 pokud (u,v) € H,jinak Afullv] = 0

® V konstantnim case Ize testovat existenci hrany.

Zabira ©(n?) paméti.

® Matice neorientovaného grafu je symetricka pres hlavni diagonalu.

Pridavné informace ke hrané (u,v) Ize pridat primo k prvku A[u][v].
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V nasledujicim uvazujeme reprezentaci pomoci seznamll sousedd, zachycenou ve strukture

struct Graph
n — pocet vrcholi
adj — seznam sousedl
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PRUCHOD GRAFEM OBECNE

Uvazujeme datovou strukturu M pro uchovani mnoziny vrcholl. Operace:
® insert(M, x).Vlozivrchol x do M.

® pop(M). Odebere jeden vrchol a vrati jej jako vysledek. (Nespecifikujeme ktery vrchol, v tom je
obecnost z nadpisu slajdu.)

e empty(M). Test prazdnosti M.
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graph-search
«— g: Graph — reprezentace pomoci matice sousednosti
«— s: Int — pocatecni vrchol

X < [g.n]lBool — prvky inicializovany na false
vytvorime prazdnou strukturu M
insert(M,s)
X[s] « true
while (not empty(M))
u < pop(Mm)
visit(u)
foreach w in g.adj[u] such that X[w] = false
X[w] « true
insert(M,w)
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VLASTNOSTI
Vrchol v je dosazitelny z s, pokud existuje cestaz s do v.

Véta
Volani graph-search(G, s) navstivi kazdy vrchol dosazitelny z vrcholu s pravé jednou. Vircholy,
které dosazitelné nejsou, toto volani nenavstivi.

Dukaz.

Vrchol je navstiven poté, co je odebran z M. Vrchol je vlozen do M pouze pokud je jeho priznak v
poli X nastaven na false. Protoze po vlozeni vrcholu do M nastavime tento pfiznak na true, je
vrchol vlozen do M nejvyse jednou, a tedy navstiven nejvyse jednou.

Kazdy vrchol, ktery je vloZzen do M je eventualné navstiven: Z predchoziho vime, Ze kazdy vrchol
je vlozen nejvyse jednou, pocet vrcholl je koneény a v kazdé iteraci cyklu while jeden vrchol z
M odebirame. Pokud se tedy vrchol v béhem béhu algoritmu ocitne v M, ocitnou se tam i jeho
potomci. Bud jsou pridani pred iteraci cyklu while, ve které je v navstivenym vrcholem, nebo
jsou pridani v cyklu foreach. Vidime tedy, Ze s kazdym navstivenym vrcholem jsou navstiveni i
vSechny vrcholy, které jsou z néj dosazitelné. Soucasné z predchoziho plyne, ze vrchol, ktery

neni dosazitelny z s, se nem(ze dostat do M a tim padem nebude navstiven. O
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Predpokladejme, Ze sloZitost operace insert je dana funkci fi, sloZitost operace pop funkci f,,
a sloZitost empty funkci f..

V nejhorsim pripadé je tedy slozitost jednotlivych volani procedur omezena aplikaci téchto
funkci na pocet vrcholtd grafu, protoze v M mlze byt kazdy vrchol nejvyse jednou.

Véta
SloZitost graph-search pro graf G = (V, E) je dana

O(IVI- (fi(IVD) + fp (IVD) + fe(IVD) + [EI).

Dukaz.

Kazdy vrchol je vlozen ¢i odebran nejvyse jednou, cyklus while probéhne nejvyse [V|-krat
(kazdy vrchol je do M vloZen nejvyse jednou, viz dikaz predchoziho tvrzeni). Pocet iteraci cyklu
foreach je dan souctem délek seznami v poli g.adj, pro kazdy vrchol totiz prochazime
seznam jeho sousedd nejvyse jednou. Tento soucet je O([E|). O
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PRUCHOD SESTAVUJE STROM

graph-search
<— g: Graph — reprezentace pomoci matice sousednosti
«— s: Int — podcatecni vrchol

L

X ¢« [g.n]Bool — prvky inicializovdny na false
P < [g.nlInt — prvky inicializovany na -1
vytvorime prazdnou strukturu M
insert(M,s)
X[s] « true
while (not empty(M))
u ¢ pop(M)
visit(u)
foreach w in g.adj[u] such that X[w] = false
X[w] « true
Plw] < u
insert(M,w)
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Uvazujme béh graph-search pro graf G a vrchol s, obsah P na jeho konci a graf T = {Vr, E1},
kde

V1 ={v|vje dosazitelny z s},
Er ={(w,v) [P[v] = u}
Véta
® T je podgraf G.

® Povazujeme-li Et za neorientované hrany, pak je T strom (vrchol s bereme za jeho koren).

Dukaz.

(a) Z kédu algoritmu vidime, ze kazdy vrchol i hrana (modulo orientace), které jsou v T se
museli nachazet i v G. U vrcholl je to zrejmé, u hran si stadi vSimnout, Ze na radku | | musiwa u
sousedit.

(b) Absence cyklu. Vrchol v se nemUze stat potomkem vrcholu v/, ktery je navstiven pozdéji nez
Vv, protoze v ten moment ma jiz v nastaven priznak v poli X. Nelze tedy sestavit kruznici.
Souvislost. Indukei snadno dokazeme, ze v momenté, kdy je na radku 12 vlozen vrchol w do M,
existuje v (tomuto kroku odpovidajici ¢asti) T cesta z s do w. Plati to totiz pfed prvni iteraci
cyklu while, a cyklus tento invariant zachovava. Nastavujeme-li totiz na fadku | | u jako rodice

w, jsou u a w sousedi. ]
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POUZIVANE PRUCHODY

Rézné volby M daji prichody s dals$imi vlastnosti (to pak urcuje jejich poufziti). V prednasce
projdeme

® Prichod do sitky, kde je M frontou,

® Priichod do hloubky, kde je M zasobnikem.

Za (celem analyzy a pro vyuZziti v aplikacich, algoritmy rozsifime (analogicky rozsireni pomoci
pole P vyse).
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bfs — priichod do Sitky
«— g: Graph — reprezentace pomoci matice sousednosti
«— s: Int — podcatecni vrchol

X ¢« [g.n]Bool — prvky inicializovdny na false
P « [g.nlInt — prvky inicializovdny na 0
D < [g.n]Int — prvky inicializovany na w, w > m pro vSechna redlnd m
vytvorime prazdnou frontu Q
enqueue(Q,s)
X[s] « true
D[s] < 0
while (not empty(Q))
u < dequeue(Q)
visit(u)
foreach w in g.adj[u] such that X[w] = false
X[w] « true
Plw] < u
D[w] ¢ D[u] + 1
insert(M,w)
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Nejkratsi vzddlenost &(u, v) z vrcholu u do vrcholu v je nejmensi pocet hran, které ma néjaka
cesta z u do v. Pokud cesta z u do v neexistuje, pak 6(u,v) = w. Cesta zu do v, ktera ma
d(u,v) hran je nejkratsi cesta z w do v.

Dokazeme nasledujici vétu

Véta (bfs hleda nejkratsi cesty)
Na konci béhu bfs(G,s) pro kazdy vrchol v plati
© dlv] =6(s,v).

@ Existuje-li cesta z s do v, je cesta, kterou sestavime tak, ze vezmeme nejkratsi cestu z s do
PLv] a pfipojime k ni hranu do vrcholu v, nejkratsi cestou z s do v.
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Lemma
Necht' G = (V, H) je graf a s je jeho vrchol. Potom pro kazdou hranu (w,v) € H plati,
d(s,v) < &(s,u) + 1.

Dukaz. Pokud existuje cesta z s do u, pak existuje i cesta z s do v, kterou dostaneme
prodlouzenim nejkratsi cesty z s do u o hranu (u, v). Cestu tak prodlouzime o | hranu. Pokud
cesta z s do v neexistuje, pak neexistuje ani cesta z s do u. V obou pripadech dokazovana
nerovnost plati. O
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Lemma
Po skonceni béhu bfs(G,s) plati pro kazdy vrchol v nerovnost D[v] > 6(s, v).

Dukaz. Indukci pres pocet provedeni enqueue. Vime, Ze Ze libovolny vrchol x je do fronty
vlozen maximalné jednou a tedy D[x] je zmé&néno maximalni jednou.

Pri prvnim provedeni operace tvrzeni plati, protoze vkladame vrchol s, kterému predtim
nastavime D[s] <« o.

V obecném kroku predpokladejme, Ze do fronty vkladame vrchol w, ktery jsme nasli pri
prochazeni seznamu soused vrcholu u. Vrchol u tak musel byt viozen do fronty pred w a plati
pro né&j indukéni predpoklad, tedy b[ul > 6(s, u). Na Fadku |12 nastavime D[w] < D[u] + 1.
S pouzitim predchoziho lemma tak mame

Dlwl =D[ul+1 > &(s,u)+1 = 8(s,w).

Graf totiz musi obsahovat hranu (u,w), protoze w je obsazen v G.adj[u]. O
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Lemma

Je-li béhem béhu bfs obsah fronty Q usporddany od nejdrive vlozeného vrcholu roven vi,va, ... vy,
pak

® D[v.] <D[vi1+1,

® proi=1,2,...,7r— 1 mdmeD[v;] < D[vii1]

Dukaz. Indukci podle poctu operaci s frontou. Po prvni operaci tvrzeni ocividné plati, protoze
obsahuje pouze jeden prvek.

Pokud v obecném pfipadé provedeme odebrani vrcholu z fronty, fronta nove zacina od vrcholu
vy a tvrzeni ocividné plati.

Uvazme prvni operaci vlozeni vrcholu (oznacime jej vy4.1) v ramci cyklu na radcich 8 az 15.
Predchozi operace musela byt odebrani vrcholu (pred kterym tvrzeni podle indukéniho
predpokladu tvrzeni platilo). Oznaéme odebrany vrchol u. Mame tak

D[u] < D[vylaD[v,] <D[u]+ 1. Diky radku 14 mame

D[v;1 < (D[vry1]1=D[ul +1) <D[vy1+1.

a tvrzeni tedy plati. Dal$i operace pfidani ve stejné iteraci vyreSime analogicky. L]
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Véta (bfs hleda nejkratsi cesty)
Na konci béhu bfs(G,s) pro kazdy vrchol v plati
© plv] =6(s,v).

@ Existuje-li cesta z s do v, je cesta, kterou sestavime tak, ze vezmeme nejkratsi cestu z s do
P[v] a pfipojime k ni hranu vrchol v, nejkratsi cestou z s do v.

Dukaz (1) Sporem. Predpokladejme, ze existuje vrchol v, pro ktery tvrzeni neplati a ma mezi
vrcholy, pro které tvrzeni neplati, minimalni délku nejkratsi cesty z vrcholu s. (Ocividné, v # s.)
Z predchozich lemmat mame D[v] > §(s, V), a tedy musi byt

D[v] > &(s,Vv).

Plati tak 6(s,Vv) # w a existuje cesta z s do v. Vybereme vrchol u, ktery lezi na nejkratsi cesté z
s do v tésné pred vrcholem v. Pro u tvrzeni musi platit (protoze &(s,u) < &(s,v)) mame tak
D[u] = 6(s,u). Odtud dostaneme

D[v] > &(s,v) =0(s,u) +1=D[ul +1 )
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Zamérime se na moment, kdy algoritmus odebral vrchol u z fronty. Pro vrchol v mame dvé
moznosti:

O X[v] = true.
Vrchol v je bud ve fronté, nebo uz ve fronté v minulosti byl. Z predchoziho lemmatu pak
plyne D[v] < D[u] + 1, coz je spors ().

® X[v] = false.

Vrchol v jesté nebyl ve fronté a na radku 12 algoritmu nastavime D[v] « D[u] + 1, cozZje
opét spor s (1).

(2) je dlsledkem (1) a toho, Ze bfs sestavi strom, ktery je podgrafem G.
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IDEA BFS V DIJKSTROVE ALGORITMU

Problém nalezeni nejkratsi cesty
Vstup: (orientovany) graf G = (V, H), vrchol s, funkce ¢ : H — R (ohodnoceni hran)
Vystup: pro kazdy vrchol t € V spocitame délku nejkratsi cesty z s do t

Mame specialni hodnotu w takovou, ze
® pro kazdé r € R plati r < w,
® prokazdére Rplatiw+r=1r+w = w,

*C wtw=w

Tato hodnota pro nas hraje roli dostatecné velkého Cisla, pokud neexistuje cesta z s do t, je délka

nejkratsi cesty z s do t rovna w.
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DIJKSTRUV ALGORITMUS

© inicializace

® nastavime d(s) « 0

® nastavime A « V

® prou €V —{s} nastavime d(u) + w
@ nalezneme minimalni vrchol

® pokud A = (), algoritmus kon¢i

® nastavime m ¢ argmin, ., d(u)

® pokud d(m) = w, algoritmus kondi
© update nalezenych cest

® pro vSechny sousedy u vrcholu m spocitame x «— d(m) 4 c¢(m, v) a nastavime

d(u) ¢ min(d(u), x).
® nastavime A «— A —{m}
® Pokracujeme krokem 2.

Algoritmus |ze zastavit i drive, pokud hledame cestu z s do t. Staci v kroku 2 otestovat, jestli
m=t.
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PRIORITNI FRONTA

Ulozeni dvojic priorita, data.

Hlavni operace
® insert. Vlozeni dvojice.
® extract-min. Odebrani dvojice s nejmensi prioritou.

® decrease-key Zmenseni priority u dvojice, ktera je v prioritni fronté.

Prioritni frontu Ize vytvorit napriklad pomoci vyhledavaciho stromu (kde povolime vice
shodnych klicd):

® priority jsou klice,

® insert délame pomoci tree-insert,

® extract-min pomoci operaci tree-min a tree-remove ve stromu,

® decrease-key pomoci tree-remove a tree-insert.

Pro prioritni fronty existuji i specializované struktury. Napr. binarni halda z algoritmu heapsort.
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dijkstra

<— g: Graph — souddsti je i ohodnoceni hran g.c
«— s: Int — pocdtecni vrchol

—> []Float — pole vzddlenosti od s

Y « [g.n]Bool — navstiven? Inicializovano na false

X « [g.n]Bool — je v prioritni fronté? Inicializovdno na false
D « [g.n]Float — inicializovano na w

vytvor prazdnou prioritni frontu Q

insert(Q, s, 0)

D[s] «< o

X[s] « true

Y[s] « true

21 /44



while (not empty(Q))
u, d « extract-min(Q)
Y[ul « true
D[u] « d
foreach w in g.adj[u] such that Y[u] = false

if (not X[w])
insert(Q, w, d + g.c(u,w))
X[w] ¢ true
else
decrease-key(Q, w, d+g.c(u,w))
return D

Pro operaci decrease-key mize byt nutny mechanismus navic, viz tabule.
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SROVNANI S bfs

Vidime tedy, Ze na Dijkstriv algoritmus se mizeme divat jako na variantu prichodu do $irky,
kde pouzivame prioritni frontu a operaci decrease-key.

Pokud jsou ohodnoceni hran v grafu rovna | (nebo jsou ohodnoceni vSech hran stejnd), pak
Dijkstrdv algoritmus je prichodem do Sifky. Zména priority na 1. 18 totiz nevede ke zméné
poradi v prioritni fronté. Prioritu tak vrcholu prifazujeme nejvyse jednou, a to pri vkladani do
prioritni fronty, tedy presné tak, jak se to déje v algoritmu bfs. Jako u bfs pak Ize ukazat, ze
pokud vkladame vrchol do prioritni fronty, nema mensi prioritu, nez je maximalni priorita mezi
vrcholy jiz v prioritni fronté obsazenymi.
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PRUCHOD DO HLOUBKY

Pro analyzu a aplikace upravime zékladni algoritmus nasledovné.

Pridame globdlni data
® Proménnd time, inicializovana na o,
® Pole D a F velikosti g.n, prvky inicializovany na 0.
® Pole P velikosti g.n, prvky inicializovany na nil.

® Pole X velikosti g.n, prvky inicializovany na false.

Prepiseme do rekurzivniho tvaru

Navstivime vSechny vrcholy, ne jenom ty dosazitelné s pocatecniho vrcholu.
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dfs-visit
¢<— g: Graph
— t: Int

time « time + 1

D[t] « time

X[t] « true

foreach u in g.adj[t] such that X[u] = false
Plul « t
dfs-visit(g, u)

time « time + 1

F[t] « time

dfs-all
¢«— g: Graph

for u in 0..<g.n
if (X[u] = false) then dfs-visit(g, u)
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Véta
Volani dfs-all(g,t) sestavi les. (Podle pole P.)

Diikaz
Predpokladejme, ze dfs-all vola dfs-visit postupné pro vrcholy t1, t2,

Uz vime, ze dfs-visit(g, t1) sestavistrom s korenem t1, jehoz vrcholy jsou vSechny
vrcholy dosazitelné z t1. Diky poli X pak dfs-visit(g, t2) sestavi strom s kofenem t2
obsahuijici vrcholy dosazitelné z t2 mimo téch, které jsou dosazitelné z t1.

Obecné volani dfs-visit(g, ti) sestavi strom s korenem ti obsahujicim vrcholy dosazitelné
z ti mimo téch, které jsou dosazitelné z tj pro j < 1i.
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Véta (Uzavorkovaci)

Po provedeni dfs-all plati pro libovolné riizné vrcholy u, v a les vytvoreny dfs-all prave jedna
z nasledujicich moznosti.

® (D[ul,Flul) N (D[Vv1, FIv]) =0, vrcholy u a v nejsou ve vztahu nasledovnik/predek;

O (D[ul,Flul) C (D[V], F[v]), vrchol u je nasledovnikem vrcholu v;

® (D[v1,F[v]) C (D[ul, F[ul), vrchol v nasledovnikem vrcholu .

Dukaz. Z algoritmu vidime, Ze D[u],D[v],F[u],F[Vv] jsou po dvojicich rdzné a D[u] < F[u] a
D[v] < F[v]. Predpokladejme D[u] < D[Vv].

Pokud D[v] < F[ul, pak celé rekurzivni volani dfs-visit pro vrchol v probéhlo v ramci volani
pro vrchol u a tedy F[v] < D[u]. Oba vrcholy jsou tedy ve stejném stromu a u predkem v.
(Pripomenme si dliikaz toho, Ze obecny priichod vytvori strom.)

Pokud naopak plati, Ze D[v] > F[u], tak dostaneme D[u] < F[u] < D[v] < F[v] aintervaly
jsou disjunktni. Volani dfs-visit pro u skoncilo pred tim, nez zacalo volani pro v. Vrcholy tedy
leZi v rlznych podstromech. L
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Véta (O nenavstivené cesté)

Necht' T je les sestaveny dfs-all pro graf G. Potom pro libovolné riizné vrcholy u, v jsou
nasledujici podminky ekvivalentni:

® v je naslednikem wv lese T,

® v case D[u] (tj. v momenté, kdy algoritmus nastavoval hodnotu D[1]) existovala cesta v
grafu z vrcholu u do vrcholu v takova, Ze pro kazdy vrchol w # 1 na této cesté plati
X[w] = false.

Dikaz

(a) implikuje (b): Pokud je vrchol w néslednikem vrcholu u, pak z véty o uzavorkovani plyne
D[ul < D[w], ze v ¢ase D[u] tedy muselo byt x[w] = false. Dale musi z u do w existovat v
grafu cesta, jinak by se w nemohl stat naslednikem w.

(b) implikuje (a): Sporem. Pred. ze w # u je prvni vrchol na cesté z u do v, ktery neni
naslednikem wu. Necht z je vrchol, ktery je na této cesté tésné pred w. Z uzavorkovaci véty
plyne F[z] < F[ul (mdze byt z = u). Vrchol w neni navstiven drive nez vrchol u, proto

D[u] < D[w].V grafu je hrana (z,w), proto je vrchol w navstiven nejpozdé&ji béhem volani
dfs-visit pro vrchol z, odtud D[w] < F[z]. Dohromady tedy D[u] < D[w] < F[z] < F[ul.

Z uzavorkovaci véty ale plyne, ze Flw] < F[u] a w je potomek . L]
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KLASIFIKACE HRAN GRAFU

Uvazujme graf G a les T sestaveny procedurou dfs-all spusténou pro G.
Hrana (u,v) je

© stromovd, pokud u je v lese T rodicem v,
@ zpétnd, pokud v je v lese T predchidcem u,
® doprednd, pokud neni stromova a v je v lese T naslednikem w,

@ kfizovad, jinak.

Neorientované grafy:

® Pro neorientované grafy musime doplnit podminku urcujici, jestli je hrana {u, v} zpétna nebo
dopredna (podle predchozi definice miize byt oboji).

o Rekneme, Ze dfs-all zkouma hranu {u, v} p¥i volani dfs-visit pro u, pokud v tomto
zavolani pri prichodu adj[u] narazime na vrchol v.

® Hranam priradime smér. Pokud dfs-all nejdrive zkoumal hranu {u, v} ze zavolani
dfs-visit pro u, bereme hranu orientovanou jako (u,v). Jinak je orientace opacna.
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Véta
Kazda hrana v neorientovaném grafu je bud' stromova nebo zpétna.

Duikaz.

Uvazme libovolnou hranu {u, v} a predpokladejme D[u] < D[v]. Protoze v je v seznamu
adj[ul, musi dfs-visit pro v skondit dfive, nez to pro u. Mame tak F[v] < F[u] a podle
uzavorkovaci véty je v naslednikem .

Pokud algoritmus poprvé zkouma hranu {u, v} pri volani dfs-visit pro u, musi byt X[v] =
false, vrchol v se stane potomkem u a hrana je stromova.

Pokud naopak na tuto hranu narazime poprvé az béhem volani pro v, priradime ji orientaci
(v,u) aje tak zpétna. O
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SLOZITOST ALGORITMU dfs-all, bfs

SloZitost operaci se zasobnikem a frontou je konstantni. Z popisu obecného prichodu pak
plyne, ze slozitost je O(|V| + [H]). (Nase rozsireni pridalo pouze konstantni pocet operaci
provedenych pro kazdy vrchol).
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TOPOLOGICKE USPORADANI

Orientovany graf bez cyklld budeme nazyvat dag. (To je zavedena anglicka zkratka pojmu
directed acyclic graph).

Topologické usporadani dagu G = (V, E) je linearni usporadani vrchold grafu takové, ze pokud
(u,v) € E, pak u je v tomto usporadani pred v.

(Jinak feceno: hrany G vedou v tomto usporadani dopredu.)
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Algoritmus topol
e Inicializujeme prazdny seznam vrchol(,

e Spustime upraveny priichod do hloubky. Uprava spociva v tom, Ze vzdycky, kdyz
nastavujeme F[u] pro vrchol u, pfipojime u na zac¢atek seznamu

® Po skonceni prichodu obsahuje seznam vrcholy usporadané sestupné podle hodnot
polozky F. Topologické usporadani je dano poradim v tomto seznamu.

Slozitost: Vkladani vrcholu na zacatek seznamu je v konstantnim Case a vkladame [V/| vrchold. To
je jedina prace navic oproti prichodu do hloubky. Proto je sloZitost O(|V| + |E|).

33/44



Véta
Orientovany graf G obsahuje cyklus, pravé kdyz dfs-al1(G) vytvori zpétnou hranu.

Dukaz. Pokud dfs-all vytvori zpétnou hranu (u, w), pak vrchol u musi byt potomkem w v
prislusném stromu. Cesta zw do u v grafu G (ktera odpovida cesté mezi témito vrcholy ve
stromu vytvoreném dfs-all) prodlouzend o hranu (u, w) je kruznice.

Necht G obsahuje cyklus ¢ a w je prvni vrchol na tomto cyklu, pro ktery je zavolano dfs-visit.
Vrchol, ktery w na cyklu predchazi oznaéme u. V ¢ase D[w] tvor{ ¢ast ¢ bez w nenavstivenou
cestu. Podle véty o nenavstivené cesté pak musi byt vrchol u naslednikem vrcholu w ve stromu
sestaveném dfs-all. Hrana (u, w) je proto zpétna. O
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KKOREKTNOST ALGORITMU

Véta J

Algoritmus topol nalezne topologické usporadani.

Dukaz. UkdZeme, ze pro kazdou hranu (u,v) plati, ze F[ul > F[v].

V momentg, kdy dfs-all zkouma hranu (u,v) (v rekurzivnim zavolani dfs-visit pro u),
mame dvé moznosti:
® X[v] = true
Potom algoritmus jiz nastavil D[v] a tak musi platit D[v] < F[u]. Pokud bychom méli
Flul < F[v], tak v disledku véty o uzavorkovani mame D[v] < D[u] < F[u] < F[v], a
hrana (u,v) je zpétna. To je ovsem podle predchozi véty spor, a proto musi plati
Flv]l < Flul.
® X[v] = false
Potom volani dfs-visit pro v probéhne v ramci volani dfs-visit pro u, a mame tak
Flvl < Flul. L]
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SILNE SOUVISLE KOMPONENTY

Zafixujeme orientovany graf G = (V, H).

Zavedeme znaceni pro existenci cest v grafu:
® u ~~» v znadi, Ze cesta z u do v existuje

® u -~ v znadi, Ze cesta z u do v neexistuje

Mnozina vrcholl C v orientovaném grafu je silné souvisld, pokud libovolné rdzné vrcholy
u,ve Cmameu~»vav~~u
Mnozina vrcholl C v orientovaném grafu je silné souvisld komponenta, pokud
® je silné souvisla,
® neexistuje vrchol, ktery bychom mohli do C pfidat tak, abychom po pridani dostali silné
souvislou mnozinu.
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Necht' C a C’ jsou rizné silné spojité komponenty. Pro libovolné u,v € C, u/,v' € C’ pak
u ~~ u’ implikuje v/ 4 v.

Diikaz.

u ~ u’ implikuje, ze pro kazdé x € C,y € C’ mame x ~> y. Pokud bychom méli v/ ~~ v, pak
pro kazdé z € C’;w € C mame z ~» w. Tedy C a C’ by nemohli byt riizné silné spojité
komponenty. O
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Dusledkem predchozi véty je, Ze mnozina silnych komponent v grafu je rozkladem mnoziny
vrcholl grafu. Mnozina tvorena jednim vrcholem je totiz silné souvisla a proto je kazdy vrchol v
néjaké silné souvislé komponenté.

MUlzZeme sestavit graf komponent G = (V, H):
® V je mnozina viech silné souvislych komponent v G
® (C,C’) € Hkdyz existujiu € C,v € C’ tak, Ze (u,v) € H.

Z pfedchozi véty plyne, Ze G je dag.
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KLiCoVA VETA

Predp. Ze jsme pro G provedli dfs-all a mame k dispozici pole X, D, F.
Pro W C V zavedeme: FIW] = max,cw F[V].

Véta

Pro libovolné riizné silné souvislé komponenty C, C’ plati: Pokud existuje hrana (u, v) takova,
zeue C,ve C/,pak F[IC] > FIC'].

Dukaz. Pro W C V zavedeme: D[W]1 = min,cw D[V].

Pripad I: D[C] < D[C’]

Vybereme vrchol x € C, pro ktery D[C] = D[x]. Potom pro libovolny y € C U C’ rizny od x
mame D[x] < D[y] (protoze x ~~ y). V Case D[x] (tedy na zacatku volani dfs-visit pro
vrchol x) tedy existuje nenavstivena cesta z x do y a tedy y je ve stromu sestaveném dfs-all
potomkem vrcholu x. Z uzavorkovaci véty potom plyne, ze F[x] > F[y]l.
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Pfipad 2: D[C1 > D[C’]

Vybereme vrchol x € C’, pro ktery D[ C] = D[x]. Potom pro libovolny y € C’ mame

D[x] < D[yl av Case D[x] existuje nenavstivena cesta do y, vrchol y je tak ve stromu
sestaveném dfs-all potomkem x a podle uzavorkovaci véty tak mame F[x] < F[y] a tedy
F[x] = F[C']. Protoze x -+ z pro libovolny vrchol z € C, mame D[C] > F[C'] a tedy

FICI > FIC']L. O
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Dusledek predchozi véty: Pokud bychom v grafu komponent prochazeli vrcholy podle
pfislusnych hodnot F[ ], projdeme je v topologickém usporadan.

Idea algoritmu:
© Najdeme vrchol u s maximalnim F[1 v celém grafu.
® Nalezneme silné souvislou komponentu, ve které se u nachazi.

©® Odstranime tuto komponentu z grafu a pokracujeme od | kroku, dokud je graf neprazdny.

Krok 2 Ize realizovat pomoci dfs-visit, pokud dokazeme zajistit, aby dfs-visit nenavstivil
vrcholy z jinych komponent. Toho Ize dosdhnout obracenim smér hran!

V kroku 3 potom nemusime z grafu nic odstranovat, odstranéni supluje prace s polem X v
algoritmu dfs-visit.
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TRANSPONOVANY GRAF

Transpozici orientovaného grafu G = (V, H) je orientovany graf GT = (V, HT), kde
HT ={(u,v) | (v,u) € H}.

G a G" maji stejné mnoziny silné souvislych komponent. I

Diikaz. Pro libovolné vrcholy méme u ~~ v v grafu G, pravé kdyz v ~» wv grafu G'. O

Dasledek: (G)T = (GT)
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Algoritmus strong-components
© Spocitame topologické usporadani pomoci (dfs-all) pro graf G.

@® Zavolame dfs-all pro graf G' s tim, Ze v hlavni smyéce dfs-all prochazime vrcholy v
poradi podle usporadani ziskaného v prvnim kroku.

© Silné souvislé komponenty pak odpovidaji stromim v lese sestaveném dfs-all.

Slozitost: Kroky | a 2 jsou v ¢ase O(|V| + |E|), sestaveni G je v ¢ase O(|E|), celkem tedy
o(VI+ [E]).
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KKOREKTNOST ALGORITMU

Véta
Algoritmus strong-components nalezne pravé vsechny silné souvislé komponenty grafu.

Dukaz

Znaceni: F[1, D[] patfi k dfs-all radku | algoritmu. F[1’, D[ 1’ k prichodu na radku 2.
Indukci pres pocet spusténi dfs-visit v hlavni smycce algoritmu dfs-all z Fadku 2 ukazeme,
Ze doposud vytvorené stromy odpovidaji praveé silné souvislym komponentam.

Pro O spusténi je tvrzeni trividlné pravdivé.

Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro prvnich k spusténi, a Ze dalsi spusténi dfs-visit je pro
vrchol x patfici do silné souvislé komponenty C.

V Case D[x]’ existuje nenavstivena cesta z vrcholu x do libovolného jiného vrcholu v
komponenté C (z indukéniho predpokladu plyne, Ze Zadny vrchol v C dosud nebyl navstiven).
Vsechny vrcholy v C tedy patfi podle véty o nenavstivené cesté do jednoho stromu.

Zbyva ukézat, Ze do tohoto stromu nepatif vrchol mimo C. To plyne z toho, Ze v grafu G pro
vSechny hrany (u,v) takové, ze u € C,v ¢ C plati, Ze v patfi do komponenty C’ s

F[C’]1 > F[CI, tzn. v éase D[x]’ uz byl vrchol v navstiven. L]
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