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Nejdrive o binarnich vyhledavacich stromech (BVS).
Uvazujeme mnozinu U vrchold s raznymi klici, [U| = n.
Permutace U je posloupnost
Ui, ..., Up
prvkd U takova, Ze kazdy prvek z U se v ni nachazi pravé jednou. Takovy posloupnosti existuje

nl.

Sestaveni BVS metodou nahodnych klicl

© Navzorkujeme permutaci vrcholl (s uniformni pravdépodobnosti, kazda permutace ma
] ) p p )
pravdépodobnost vybéru rovnu %)

@ Vezmeme prazdny BVS a vlozime do néj operaci insert vrcholy z U v poradi daném
permutaci z predchoziho bodu.
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PODMINKA KORENOVE UNIFORMITY BVS

(= podminka, kterou néjaka metoda vzorkovani BVS bud spliuje nebo nespliuje)

© pro kazdy vrchol x € U plati, ze pravdépodobnost, ze vrchol x € U je korfenem
navzorkovaného stromu, je rovna \1@
@ Je-li x korenem stromu, potom korfenova uniformita plati i pro

® levy podstrom a mnozinu L = {y € U | y ma mensi kli¢ nez x}
® pravy podstrom a mnozinu R = {y € U | y ma vétsi kli¢ nez x}

Pozn: jde o induktivni definici. Koncem rekurze je situace, kdy [U| = 1 nebo [U| = 0, kdy je
podminka trivialné splnéna.
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Véta

Vzorkovani metodou sestaveni z nahodnych klicli je korenové uniformni.

Dukaz (kostra). Prep. [U| =n > 1.

Uvazime-li posloupnost uy, . .., u,, pak se kofenem stane vrchol uy, korenem levého
podstromu se stane prvni prvek v posloupnosti s mensim klicem nez uy, korfenem pravého
podstromu pak prvni prvek v posloupnosti s vétsim klicem nez uy.

Protoze permutace vzorkujeme uniformné, je pravdépodobnost, ze x € U se stane korenem (tj.
stane se u7), rovna

-1 1
nqul

Pripomenme, Ze pro kofen x, mame mnoziny

L ={y € U |y ma mensi kli¢ nez x}
R ={y € U |y ma vétsi kli¢ nez x}
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(pokracovani dikazu)

Déle vidime, Ze levy podstrom zavisi pouze na podpermutaci permutace uy, ..., Uy, ve které
uvazujeme pouze prvky z L. Pfitom kazda takova konkrétni podpermutace ma stejnou
pravdépodobnost vyskytu (bereme-li pst pres navzorkované permutace prvk z U — {x}).

Tady ovSem plati, ze y € L je korfenem levého podstromu, pokud je v této podpermutaci na
prvnim misté. To je ovSem s pravdépodobnosti

(L-n_ 1
[T

Podobné bychom dokazali i pravdépodobnost pro pravy podstrom a R.
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PRUMERNA SLOZITOST USPESNEHO VYHLEDAVANIi

Predpoklad: pravdépodobnost, ze vyhledavame vrchol x je rovna 1/n, fixni BVS t s n uzly.
Oznacime h¢(x) hloubku vrcholu x ve stromu t.

Prdmérna sloZitost (= potrebny pocet porovnani) je potom

ave(t) = = 3 n() +1
xet

Znaceni x € t je pres vSechny uzly x ve stromu t.
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PRUMERNA SLOZITOST NEUSPESNEHO VYHLEDAVANI

Predpoklad: pravdépodobnost, Ze vyhledavani skonéi ve vrcholu x je % kde m je pocet vrcholl
s méné nez 2 potomky, fixni BVS t s n vrcholy.

1
avg(t) = — Z he(x) 41
x et
x nema 2 potomky
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OPRAVDOVE PRUMERNE SLOZITOSTI

Uvazujeme vzorkovani stromd s n vrcholy. Pro kazdy strom t tedy navic mame
pravdépodobnost P(t), s jakou byl navzorkovan.

Znaceni t : [t| = n — suma je pres stromy t s n vrcholy.

Véta
Pokud vzorkujeme metodou, ktera je korenové uniformni, pak plati avg(n) ~ 2In(n) a
avg(n) ~ 21n(n).
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N o B W N R

RANDOMIZOVANY STROM

Zdroj nahodnosti u stromu sestaveného z ndhodnych kli¢d je ve vzorkovani permutace.
Presuneme jej dovnitr algoritmu pro pridavani/mazani prvku do/z BVS.

random-insert

<— r: Node

<— x: Node

—> Node
if (r = nil) then return x
if (random(@, r.count) = @) then return root-insert(r,x)

if (x.id < r.id)
set-left-child(r, random-insert(r.left, x))

else
set-right-child(r, random-insert(r.right, x))
return r
Procedura random(a,b) vraci nahodné ¢islo z mnoziny {a, a + 1,. .., b} (s uniformni
pravdépodobnosti).
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Mazani uzlu x
® Pokud ma x 2 potomky, s pravdépodobnosti
x.left.count
X.count-1

jen nahradime poradkovym predchlidcem. Jinak je nahradime poradkovym naslednikem

e Zbytek algoritmu je nezménén.

Véta
Pokud se na fixni posloupnost randomizovanych operaci insert a delete divame jako na
vzorkovani, je toto vzorkovani korenovée uniformni.
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SKIP=-LIST

Analogie seznamu (pro ted uvazujme jednosmeérné seznamy)

Kazdy uzel mize byt zapojen do | a7 t seznamu a obsahuje tedy odpovidajici pocet pointer( na
dal3i uzel (ty jsou organizovany napf. do pole). Cislo t chdpeme jako konstantu, ktera
parametrizuje skip-list (podobné jako u B strom0).

V kazdém seznamu jsou uzly usporadany vzestupné podle klicd

| samotné seznamy jsou usporadany do hierarchie
® seznam na Urovni O obsahuje viechny uzly

® seznam na Urovni i > 0 je podseznamem seznamu na Urovni i — 1.

Na zacatku seznam( mame specialni prvek — sentinel.
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PRIKLAD
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VYHLEDAVANI

Idea hledani klice k

® Prohledavame nejvyssi seznam dokud nenalezneme uzel s jehoz soused je nil, nebo
neobsahuje kli¢ vétsi nez k.

® Posuneme se na seznam, ktery je o Uroven nize a pokracujeme obdobné.
e Pri navstévach uzll kontrolujeme shodu jejich klice s k.

® Vyhledavani konci netspéchem, pokud kli¢ nenajdeme na levelu O.

Slozitost je dana souctem délek Usekl seznamd, z jednotlivych levell, které projdeme.

13/17



\4

\4

\4

Y

Y

\4

Y

Y

A\

\

\

\J

Y

\
Y
.

Y

14/17



VKLADANI
Vkladame uzel x
® Oznacme s délku seznamu na urovni i, ktery se nachazi mezi dvéma prvky seznamu na
Urovni i+ 1.
® s chapeme jako jeden z parametr( skip-listu, podobné jako t. Musime si ovSem uvédomit,
Ze s a t nejsou nezavislé na poctu prvkd, které chceme do skip listu vloZit.

® Pro vkladany uzel vybereme maximalni Groven, do které bude zapojen. Udélame to s
pouzitim ndhody. Predpokladame, ze mame proceduru

j s pravdépodobnosti 1/s), pokud t >j >0

rand(s,t) = Y . t—1
0 jinak, tj. s pravdépodobnosti 1 — Y | _; 1/s*

Nastavime x.sz < rand(s,t)+1

® Provadime proceduru search s modifikacemi: jsme-li na Grovni 1 < x.sz a ve vyhledavani
klesame o Uroven nize, nebo jsme na Urovni 0 a doslo k nedspésnému vyhledavani, zapojime
x do seznamu na Urovni 1 za aktudlné testovany uzel.
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PRIKLAD, t =3, s =2

insert (1)
rand -> 0
—
1
insert (3)
rand -> 1
|
|
1

insert (6)

rand -> 2

insert(5)

rand -> 0
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SLOZITOST

Vyhledavani a vkladani do skip-listu s parametrem s vyzaduje prdmérné O(s log, n)/2
porovnani.

Ale nezapomenout na vztah mezi s,n,t!
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