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1 Zakladni slozitostni tridy a jejich vlastnosti

Nejdiive definujeme ¢asovou a prostorovou slozitost T'S (pfitom se omezime na TS, které vzdy zastavi).
e TS M bézi v éase T(n), pokud pro vechny vstupy x plati, ze M pro x provede méné nez T(|x|) kroki.

e TS M bézi s paméti S(n), pokud vSechny x plati, Ze M béhem vypoctu se vstupem x navstivi nejvyse
S(Ix|) ruznych policek pésky.

e Pro NTS jsou definice analogické, pouze bereme v ivahu vsechny vypocetni vétve (tedy omezeni pomoci
T(n) a S(n) plati pro kazdou vypocetni vétev)

Dale pak zavedeme zékladni slozitostni tiidy, které jim odpovidaji.

DTIME(T(n)) ={L(M) | M je TS bézici v ¢ase z O(T(n))}

NTIME(T(n)) ={L(M) | M je NTS bézici v ¢ase z O(T(n))}
DSPACE(S(n)) ={L(M) | M je TS bézici s paméti z O(S(n))}
NSPACE(S(n)) ={L(M) | M je NTS beézici s paméti z O(S(n))}

V definicich je skryt tzv. linear speedup theorem, ktery iikd, ze k TS bézicimu v case cT(n) (kde ¢ je
konstanta) existuje TS rozhodujici stejny jazyk bézici v ¢ase T(n). Véta se dokazuje pomoci komprese paskové
abecedy, kdy c policek pasky reprezentujeme jednim a c kroku prvniho TS pak odpovidd jednomu kroku
druhého TS (dostaneme tak TS s vétsi paskovou abecedou). Analogickd véta plati i pro pamétovou slozitost a
i pro nedeterministické T'S.

Funkce f : N — N je prostorové zkonstruovatelnd, pokud existuje TS tak, ze pro vstup n € N (reprezentovany
Fetézcem O™) na pasce vyznaci prvnich f(n) policek pésky a zastavi. Pfitom mé pamétovou slozitost f(n).

Véta 1: Vztahy mezi zakladnimi tifidami
Pro funkce s(n) > log(n) a t(n) > n plati:
(i) DTIME(t(n)) € NTIME(t(n)) a DSPACE(s(n)) C NSPACE(s(n))
(ii) DTIME(t(n)) € DSPACE(t(n)) a NTIME(t(n)) € NSPACE(t(n)).

)
)
(iii) DSPACE(s(n)) € DTIME(2°6M™)) 3 NSPACE(s(n)) C NTIME(2°6(m))
(iv) NTIME(t(n)) C DSPACE(t(n))

)

(v) NSPACE(s(n)) C DTIME(20((m))

Dukaz. (i) Deterministicky TS muzeme chapat jako spec. piipad nedeterministického TS.

(ii) TS (a NTS v kazdé své vypocetni vétvi) mize pomoci jednoho kroku navstivit nanejvys jedno nové
policko pasky.



(iii) Nerovnosti plynou z (i), (iv) a (v). Lze je ovsem dokédzat i pomoci pocitani kroku (viz poznamka za
dukazem).

(iv) Ukézeme, jak NTS M s ¢asovou slozitosti f(n) mizeme simulovat pomoci TS N s pamétovou slozitosti
z O(f(n)).

N provede prichod do hloubky vypocetnim stromem M, pficemz pokud narazi na piijimaci konfiguraci,
tak také prijima. N funguje rekurzivné, pficemz jedno rekurzivni zavolani probiha takto: Predpokladejme, ze
se simulovany stroj M nachézi v konfiguraci ¢ (tuto konfiguraci ma N ulozenu nékde na pésce, jeji velikost je
seshora omezena O(f(n))), pak

e pokud je ¢ prijimaci, N pfijima
e pro kazdou konfiguraci ¢’ dostupnou z ¢ (v TS M) pomoci jednoho kroku spusti nové rekurzivni voldni.

Prvni zavoldni spustime s pocatecni konfiguraci. Hloubka rekurze je omezena f(n), pii naivni implementaci si
musime v kazdé drovni rekurze pamatovat aktualni konfiguraci ¢, coz by vedlo k pamétové slozitosti O(f(n)?).
Misto toho tedy pouzijeme nasledujici trik.

Necht k je maximdlni poéet nedeterministickych voleb, které ma M k dispozici. Tyto volby muZzeme né&jak
linedrné usporddat (napi. lexikograficky) a tim pddem konkrétni volbu muzeme reprezentovat symbolem z
vhodné k-prvkové abecedy. Kazda vypocetni vétev M si prirozené odpovida s fetézcem nedeterministickych
voleb, a tedy i s Tetézcem nad zminovanou k-prvkovou abecedou. N si proto v rekurzivnich volanich nemusi
pamatovat aktualni konfiguraci. Misto toho si globalné pamatuje Fetézec w nedeterministickych voleb takovy, ze
kdyz stroj M simuluje z pocatecni konfigurace a nedeterministické volby vybira podle w, dostane se do aktudlni
konfigurace (kterou zrovna navstévuje ve stromu konfiguraci stroje M). Rekurzivn{ voldni pak N provadi tak, ze
w rozsiii o dalsi symbol odpovidaji pravé zkoumané nedet. volbé. Uvniti tohoto rekurzivniho volani si spocita
aktudlni konfiguraci M tak, ze jej simuluje a idi se pfitom takto rozsifenym w. Pt#i ndvratu z rekurzivniho
zavolani pak w zase o jeden symbol zkrati.

Pamétova slozitost je nové O(f(n)), protoze ndm staéi misto pro w a jednu konfiguraci stroje M.

(v) K nedeterministickému TS M s pamétovou slozitost{ f(n) vytvoiime determinitisticky TS N s ¢asovou
slozitost{ 200FW) tak, ze L(M) = L(N). Nejdifve predpoklddejme, Ze f(1n) je prostorové zkonstruovatelns. Tento
predpoklad pozdéji odstranime.

TS N na pasku zapiSe vSechny konfigurace stroje M, které odpovidaji f(n) polickum pésky (velikost jedné
konfigurace je v O(f(n)), konstanta uvniti asymptotické notace zavisi na poc¢tu stavu stroje M a na velikosti
paskové abeced stroje N). K tomu potfebuje umét zkonstruovat f(n) a je tedy potieba, aby tato fce byla
prostorové zkonstruovatelnd. Pocet konfiguraci, které zapise je omezen 2°0M) (jejich pocet je totiz omezen
df™ pro néjakou konstantu d, kterd zavisi na M). Zapsat vechny tyto konfigurace na pasku proto trva také
nejvyse 0200 kroka.

Poté N opakované prochézi viechny konfigurace a znaci si k nim, jestli jsou dosazitelné z pocatecni kon-
figurace. Na zacatku jsou vSechny konfigurace, mimo pocatecni, oznaceny jako nedosazitelné. Pak v jednom
pruchodu N oznaé¢i vSechny doposud neoznacené konfigurace, ke kterym se 1ze dostat jednim vypocetnim kro-
kem M z jiz oznacené konfigurace, také jako dosazitelné. V momenté, kdy N narazi na dosazitelnou pfijimaci



konfiguraci, pak pfijima. Pokud pfi priuchodu konfiguracemi neoznaci jako dosazitelnou zadnou novou konfigu-
raci, zamité. Jeden pruchod konfiguracemi lze provést v ¢ase polynomicky zévislém na O(2°0f™)) a prichoda
je nejvyse 0200 proto je celkova slozitost také O(20(F(n)),

Zbyva odstranit predpoklad prostorové zkonstruovatelnosti f(n). Tento pfedpoklad muzeme odstranit tak,
ze budeme vyse popsany algoritmus spoustét postupné pro hodnoty f(n) =1,2,3.... Vzdy, kdyz pfi pruchodu
konfiguracemi M pozname, ze je mozné dostat se jednim krokem M z dosazitelné konfigurace do konfigurace,
ktera potfebuje vice paméti, tak restartujeme cely algoritmus s hodnotou f(n) o jedna vyss.

O

TS, ktery si pocitd pocet kroka TS (nebo NTS) s pamétovou slozitosti f(n) lze upravit tak, aby pocital
pocet kroku, které jiz provedl a pfitom mél pamétovou slozitost O(f(n)). Protoze pocet konfiguraci odpovidajicich
f(n) policki paméti je seshora omezen d'™ pro vhodnou konstantu d. Pokud tedy TS provedl jiz vice nez
df™ krokut, musel nékterou konfiguraci navstivit vicekrat a tedy cykli. V takovém piipadé muzeme zamitat a
nezménime tim pfijimany jazyk (samoziejmé, pokud TS vzdy zastavi, pak nikdy neprovede vice arm kroku).
Pocet provedenych kroki poéitdme v proménné, jejiz hodnota je nejvyse df™ a pro jeji ulozeni staci log df™ =
O(f(n)) policek pasky. Takto upraveny stroj také zastavi po nejvyse df™ krocich, a tedy jeho existence je
alternativnim dukazem bodu (iii) pfedchozi véty.

1.1 (Deterministické) hierarchické véty

Veéta 2: O separaci DSPACE
Nechf s(n) je prostorové zkonstruovatelnd funkce. Potom existuje L € DSPACE(s(n)) tak, ze L ¢
DSPACE(s’(n)) pro vSechny s’(n) € o(s(n)).

Dukaz. Najdeme TS M s pamétovou slozitosti f(n) (kde f je prostorové konstruovatelnd) tak, ze pro kazdy TS
N s pamétovou slozitosti v o(f(n)) plati L(M) #£ L(N). Udéldme to diagondlni metodou.
Vyuzijeme nésledujicich predpokladi o Turingovych strojich (bez ztréty na obecnosti).

e zafixujeme abecedu ~ = {0, 1}.

e kazdy fetézec w € {0, 1}" kéduje néjaky TS: o fetézcich, které neodpovidaji dohodnutému zakédovani TS
predpokladame, ze kéduji TS, ktery v prvnim kroku zamita.

e v kédovani TS ignorujeme 0 na zacatku. Kazdy TS mé tedy nekoneéné mnoho ruznych zakédovani, které
se lisi poc¢tem O na zacatku retézce.

Pro w € {0, 1} oznacujeme #w ¢islo, jehoz je w bindrnim zdpisem (vSimnéte si, ze zde se také ignoruji 0
na zac¢atku w). Pomoci M; znacime TS, jehoz zakédovanim je w a #w = 1.
Nyni vytvoiime pozadovany TS M. Ten pro vstup x délky |x| =n

1. Oznaéi f(n) policek pasky (f je prostorové konstruovatelnd).



2. Simuluje My, pro i = #%, na vstupu x

e pokud by pii simulaci potieboval vice nez f(n) policek pédsky, tak zamita.

e pokud simulace zastavi (viz poznamka nize), tak pokud M; piijiméd, M zamita. Jinak M pfFijima.
Komentéafe k simulaci u bodu 2:

e Nemusime se obavat toho, ze M; pro x cykli (a tim padem by cyklil i M). M totiz muze pocitat pocet
kroku, které uz M; pii simulaci provedl a detekovat zacykleni.

e Pro kazdy TS M; bézici s pam. sloz o(f(n)) plati, Ze existuje jeho dostateéné dlouhé zakédovani x tak, ze
pfi simulaci stroji M nedojde pamét. Zakédovani TS totiz muZeme na zacdtku vycpat nulami.

M pracuje o¢ividné s pamétovou slozitosti f(n). Pro kazdy TS N s pamétovou slozitosti v o(f(n)), existuje
jeho dostatecné velké zakédovani x (vycpané 0 na zacatku) tak, ze se M a N v pfijimani/zamitéani x 1isi.

Zavéreéna poznamka: M potiebuje k simulaci N navic log|N| paméti, kde |N| je délka zakédovani N. Pro
ucel simulace ovsem bereme zakédovani N bez 0 na jeho zacatku a mizeme se tak na jeho délku brat jako
na konstatu (respektive vime, ze muzeme zakédovani N na zacatku dostateéné vycpat 0 tak, aby mél M pro
simulaci dostatek paméti).

O
Véta 3: O separaci DTIME
Nechtf t(n) je ¢asové zkonstruovatelnd funkce, t(n) > n. Potom existuje L € DTIME(t(n)) tak, Ze
L ¢ DTIME(t'(n)) pro vSechna t’(n) takova, ze t’'(n)logt’(n) = o(t(n)).
Dukaz. Analogicky predchozi vété. Logaritmicky faktor je cena, kterou platime za simulaci. O

1.2 Savitchova véta

Véta 4: Savitchova

Necht s(n) je funkce takovd, ze s(n) > n. Potom plati

NSPACE(s(n)) € DSPACE(s(n)?).

Diikaz. Vezmeme L € NSPACE(s(n)) a dokdzeme, ze L € DSPACE(s(n)?). Protoze L € NSPACE(s(n)) existuje
NTS M s pamétovou slozitosti f(n) € O(s(n)). Sestavime TS, ktery bude rozhodovat L s pamétovou slozitosti
v O(f(n)?), a tim padem i v O(s(n)?).

Navrhneme deterministicky algoritmus CAN-YIELD, ktery ma vstup «, 3 a t, kde o,  jsou konfigurace
stroje M obsahujici f(n) policek pasky (ve skutecnosti jsou tedy konfigurace dlouhé f'(n) = f(n) + c, kde ¢
je konstance zavisejici na M, zejména na poctu jeho stavu) a t je pocet kroku. Algoritmus rozhodne, zdali se
M miuze dostat z konfigurace o do konfigurace 3 s pomoci maximélné t kroku (pficemz predpokladame, ze M
nebude pottebovat vice nez f(n) paméti).



Algoritmus CAN-YIELD pro vstup («, 3, t):
1. pokud t = 0 zkontrolujeme & = 3. Pokud ano, pfijimame, jinak zamitame

2. pokud t = 1 zkontrolujeme, jestli z & umi M ptejit do 3 pomoci jednoho kroku (to lze zjistit z prechodové
funkce M, kterou méme zadratovanou napevno v algoritmu).

3. Jinak iterujeme pfes vSechny konfigurace y (obsahujici f(n) policek pédsky) a pro kazdou z nich rekurzivné
zavoldme CAN-YIELD(«,7, [t/2]) a CAN-YIELD(Y, 3, [t/2]). Pokud obé volani pfijimaji, tak pfijimame (a
cyklus konci).

4. Zamitame.

Nyni si uvédomime, ze bez ztraty na obecnosti muzeme predpokladat, ze M mé unikétni ptijimaci konfiguraci
ACCEPT (napi. M pfed piijetim smaze pasku, piejede s ¢teci hlavou nad jeji zacatek a a prejde do unikdtniho
prijimaciho stavu). Protoze délka konfiguraci M (pro vstup x délky |x| = n) je omezena f’(n), maximaln{ délka
vypoctu M je ar’m pro vhodnou konstantu d (ktera zavisi pouze na M). Pokud tedy pro vstup x (pfislusnou
pocatecni konfiguraci oznacime START) zavoldme CAN-YIELD(START, END, df' (W), a prijiméme prave kdyz toto
zavolani piijiméd, mame TS, ktery rozhoduje L.

Pro jedno zavolani CAN-YIELD potifebujeme O(f(n)) paméti (ukldddme pouze konstantni pocet konfiguraci,
jejichz velikost je omezena O(f(n))). Diky tomu, Ze pfi rekurzivnim voldni pulime tfeti argument, je maximaln{
hloubka rekurze rovna log, df’™ e O(f'(n)) C O(f(n)), celkové tedy potiebujeme O(f(n)?) paméti.

Poznéamka na zavér: TiSe jsme predpoklddali, ze f(n) je prostorové zkonstruovatelna. Tento piedpoklad
muzeme odstranit tak, ze budeme vyse popsany algoritmus spoustét postupné pro hodnoty f(n) = 1,2,3....
Vzdy, kdyz v CAN-YIELD pozname, ze bychom potfebovali vice paméti pro konfigurace (napiiklad mame
dosazitelnou konfiguraci M s hlavou na poslednim policku vpravo a podle pfechodové funkce M se s ni lze
posunout jesté vice doprava), tak restartujeme cely algoritmus hodnotou f(n) o jedna vyssi. O

1.3 Immermanova-Szelepcsenyiho véta

Pro tifdu problému K definujeme tiidu coK pomoci: L € coK prave kdyz L € K.

Véta 5: Immermanova-Szelepcsenyiho véta

Necht s(n) > logn. Potom NSPACE(s(n)) = coNSPACE(s(n)).

Diikaz. Vezmeme L € NSPACE(s(n)) a dokidzeme, ze L € coNSPACE(s(n)). Protoze L € NSPACE(s(n))
existuje NTS M s pamétovou slozitost f(n) € O(s(n)). Sestavime NTS N, ktery bude rozhodovat L s pamétovou
slozitosti v O(f(n)), a tim padem i v O(s(n)).

Vyuzijeme nésledujicich pozorovani.

e Muzeme predpokladat, ze M pred prijetim smaze obsah pasky, posune hlavu na prvni policko pasky
a prejde do unikétniho pfijimaciho stavu. Ziskdme tak unikatni pfijimei konfiguraci, kterou oznacime
ACCEPT.



e Konfigurace M jsou dlouhé maximalné f'(n) € O(f(n)) (f(n) policek pasky plus navic je potieba zazna-
menat aktudlni stav, ale k tomu staci Fetezec konstantni délky). M se muze dostat do maximélné ar’m
konfiguraci, pro vhodnou konstantu d, kterd zavisi na M (poctu stavu, velikosti abeced atd.). Z toho
plyne, ze pii piijiman{ provede M maximélné df' ™ krok.

Predpokladejme vstup x o velikosti [x| = m, oznaéme pocdteéni konfiguraci M (pro x) START. Uvazme
mnozinu

A ={a| « je konfigurace dosazitelné ze START pomoci maximalné m krokt}.

Vidime, ze Ay = {START} a tedy |Ao| = 1. Nésledujici nedeterministicky algoritmus spocita |An 1|, pokud
zndme |Anl.

1. Proméné result a counter inicializujeme na 0.
2. Pro kazdou konfiguraci « stroje M (odpovidajici f(n) polickum pasky) provedeme nésledujici:

(a) proménou reachable inicializujeme na 0.
(b) Pro kazdou konfiguraci § stroje M (odpovidajici f(n) polickum pasky) provedeme nésledujici:
e nedeterministicky vybereme a simulujeme maximalné m kroku dlouhy vypocet stroje M z kon-
figurace START, oznaéme konfiguraci, ve které tento vypocet konéi y.
e pokud (3 =, pak inkrementujeme proménnou counter o 1.
e pokud se lze jednim vypocetnim krokem stroje M dostat z konfigurace 3 do konfigurace «,
nastavime proménnou reachable na 1.
(c) Je-li hodnota proménné counter ruznd od |Ay|, zamitdme. (Toto je koncepcné dilezity test, viz
vysvétlend nize.)

(d) Je-li hodnota proménné reachable rovna 1, inkrementujeme proménnou result
3. Vysledek je v proménné result.

Idea algoritmu je nasledujici: pro kazkou konfiguraci « testujeme, jestli je dosazitelnd pomoci max m + 1
krokt z konfigurace START. Déldme to tak, Ze iterujeme pres vSechny konfigurace B dosazitelné pomoci max m
krokt. Zde ale jejich dosazitelnost testujeme tak, ze se nedeterministky vybereme vypocet s max m kroky a
provedeme ho. Existuje tak nebezpeci, ze tento vypocet nevybereme spravné (nevede k f, i kdyz je f pomoci
max m kroku dosazitelnd). K predejiti tohoto slouzi proménné counter, ve které si poc¢itame, kolik vypoétu
jsme nedeterministicky vybrali spravné. Pokud se tato hodnota nerovna |An|, pak vime, zZe jsme nékde vybrali
$patné a zamitame. Algoritmus potiebuje O(f(n)) paméti, protoze uchovava dvé konfigurace stroje M, simuluje
vypocet M, a uchovéva dvé &isla omezens seshora df' ™ kterd lze (ve vhodné abecedé) reprezentovat pomoci
O(f'(n)) znaku.

Predpokladejme nyni, ze mame k dispozici |A j¢/(n) |, které jsme s pamétovou slozitosti O(f(n)) spocitali po-
moci opakované aplikace predchoziho algoritmu. Nasledujici algoritmus pak otestuje, jestli je ACCEPT dosazitelna
pomoci max d”' ™ krokii ze START, a pokud neni, tak piijim4 (jinak zamitd). Algoritmus tak rozhoduje L. Al-
goritmus funguje néasledovné:



1. Proménnou counter inicializujeme na 0.
2. Pro kazdou konfiguraci « stroje M (odpovidajici f(n) polickum pasky) provedeme nésledujici:

(a) nedeterministicky vybereme a simulujeme maximélné df’ ™ krokd dlouhy vypocet stroje M z konfi-
gurace START, ozna¢me konfiguraci, ve které tento vypocet konéi y.

(b) pokud se y a « rovnaji, inkrementujeme counter o 1. Pokud se navic & rovnd ACCEPT, zamitame.
3. Pokud se proménnd counter nerovnd |A df/(n]|, zamitdme.
4. Pfijimame.

Vidime, Ze v algoritmu se opakuje trik z piedchoziho algoritmu zajistujici spravnost nedeterministickych
voleb. V kroku 2 opravdu musime projit vSechny konfigurace (a nestaci jenom pfijimaci), protoze pokud v kroku
2 nezamitneme, musime jesté v kroku 3 zkontrolovat, ze se to nestalo jen kvuli tomu, Ze jsme nedeterministicky
vybrali vypocty M nevedouci k ACCEPT, ale ACCEPT je piesto dosazitelny.

Navic vidime, Ze piijiméme, pouze pokud nenf v max df' ™ krocich dosazitelnd konfigurace ACCEPT. Také
je vidét, ze potfebujeme pouze O(f’(n)) paméti, to je podobné jako u predchoziho algoritmu. Celkové tedy N,
ktery konstruujeme,

1. spocitd a ulozi si |Adf/(n) ,
2. spusti predchozi algoritmus.
Poznédmka na zdvér: tise jsme predpokldadali, ze f(n) je prostové zkonstruovatelnd. Tento piepoklad jde obejit
standardnim argumentem, ktery jsme vidéli v pfedchozich dtkazech. O

Literatura.

Kapitola je zalozena prevazné na [2]: kapitoly 1 az 4. Dukaz Savitchovi véty byl éerpéan z [1], kapitola 8.1.



2 Tridy P a NP
Nejdiive definujeme tiidy P a NP:

P = | | DTIME(n")
k>0

NP = | | NTIME(n")
k>0

Vidime, ze trividlné plati P C NP (plyne to z Véty [1] (i)).

Jazyk L je polynomicky verifikovatelny, pokud existuje polynom q a DTS V bezici v polynomickém case
tak, ze x € L praveé kdyz existuje fetézec ¢ délky nejvyse q(|x|) tak, ze V(x,c) =1 (tj. V piijimé pro vstup x,c).
DTS V tikdme wverifikdtor a ¢ fikame certifikdt nebo dukaz toho, ze x patii do L.

Véta 6: Nedeterminismus vs. verifikovatelnost

L € NP praveé kdyz L je polynomicky verifikovatelny.

Diikaz. Implikace zleva doprava. Predpokladejme L € NP. Existuje tak NTS M tak, ze L = L(M). V pfechodové
funkci NTS M najdeme maximalni pocet nedeterministickych voleb, které ma M pii provadéni jednoho kroku
k dispozici, ozna¢me si toto ¢islo k. Posloupnost voleb, které M v nékteré vétvi vypocétu provede muzeme tedy
reprezentovat pomoci fetézce nad k-prvkovou abecedou (v kazdém pravidle M si volby ocislujeme tak, aby
kazdd odpovidala nékterém znaku nad touto k-prvkovou abecedou).

Sestavime verifikdtor V. Ten pro vstup w;,c:

1. Simuluje M, pficemz c interpretuje jako posloupnost voleb stroje M, jak jsme diskutovali vyse. Simuluje
tak vypocet M na vypocetni vétvi uréené c.

2. Pokud M v této simulaci pfijimé, pak V také pfijima. Jinak V zamita.

Vidime, ze pokud x € L pak existuje pfijimaci vypocetni vétev NTS M, tj. existuje posloupnost nedeterminis-
tickych voleb ¢ stroje M, které tuto vypocetni vétev determinuji, a tedy V pro vstup x piijima. Pokud x ¢ L,
pak zadné posloupnost nedeterministickych voleb neodpovidéd prijimaci vétvi vypoétu M a verifikdtor V pak
zamité pro kazdou dvojici (x,c).

Protoze M pracuje v polynomickém case, ma kazda jeho vypocetni vétev polynomickou délku a tedy i V
pracuje v polynomickém case.

Implikace zprava doleva. Predpokladame, ze L je polynomicky verifikovatelny, tedy existuje verifikator V
pracujici v polynomickém case. Sestavime NTS M tak, ze L = L(M). Tento stroj pro vstup x

1. Nedeterministicky vytvoii fetézec ¢ (délka tohoto fetézce je omezena: pokud V pracuje v case n, staci
lc| =nk)

2. Simuluje V pro vstup (x,c). Pokud V pfijima, M také pfijimé. Jinak M zamit4.



Pokud existuje ¢’ tak, ze V prijima (x,c’), pak M toto ¢’ v kroku jedna zvol{ a simulace V skonéi piijetim.
Pokud takové ¢ neexistuje, pak simulace V pro kazdou volbu v kroku jedna skonéi zamitnutim. Plati tedy, ze
L=L(M).

O

Piiklady problému z NP

e SAT ={@ | ¢ je splnitelnd formule vyrokové logiky v konjunktivni normalni forme}. Jako certifikat toho,
ze fle @ je splnitelna lze pouzit ohodnoceni e vyrokovych proménnych, pro které je ¢ pravdiva. Verifikator
tedy pro dvojici @, e spocita pravdivost ¢ pii ohodnoceni e. To lze provést v polynomickém ¢ase vzhledem
k velikosti ¢. Pokud ¢ neni splnitelnd, pak zddné ohodnoceni proménnych, pro ktery by byla pravdiva,
neexistuje.

e 3SAT je podmnozina SAT obsahujici pouze formule s klausulemi obsahujicimi pravé 3 literaly.

e CLIQUE = {(G,k) | G je neorientovany graf obsahujici kliku s alespon k uzly}. Klika v grafu G je jeho
uplny podgraf. Jako certifikdt mtizeme pouzit mnozinu vrcholi, kterd tvoii v G kliku potiebné velikosti.
Oveérit, ze skuteéné jednd o kliku, lze v polynomickém case.

2.1 NP-obtiznost a NP-uplnost

Funce f : X* — X* je spocitatelnd v polynomickém case, pokud existuje TS, ktery pro vstup w zastavi po
polynomickém poctu kroku (vzhledem k [w|) a na pasce zustane fetézec f(w).
Jazyk A je v polynomickém case redukovatelngj na B, znacime A <, B, pokud existuje funkce f spocitatelna
v polynomickém case tak, ze x € A pravé kdyz f(x) € B.
Véta 7
A <, B a B € P implikuje A € P.

Duikaz. Pro A existuje nasledujici TS s pol. cas. sloz

1. Pro vstup x spocitd v polynomickém case f(x), kde f je funkce existujici diky A <, B. Existuje polynom
1 omezujici ¢asovou slozitost vypoctu f(x) z x a pro ktery tak mame [f(x)| < p1(|x]).

2. Pro B existuje TS pracujici v polynomickém case, pfedp. Ze ten je seshora omezen polynomem p;. Tento
TS spustime se vstupem f(x) a vratime jeho vysledek. Vypocet trvd maximalné pz(pi(|x])) kroku a je
tedy polynomicky dlouhy vzhledem k [x|.

O

Dtsledkem piedchozi véty je: A ¢ P implikuje B & P.
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A <, B a B <, Cimplikuje A <, C. ]

Diikaz. Korektnost plyne z tranzitivity logické spojky prdvé kdyz. Slozitost: Slozenim dvou funkei spocitatelnych
v polynomickém ¢ase dostaneme funkci spocitatelnou v polynomickém case (viz dukaz predchozi véty). O

Jazyk L je NP-tézky, pokud pro kazdy L’ € NP mame L" <, L. L je NP-tplny, pokud je NP-tézky a L € NP.
Rychle vidime, ze pokud je NP-tézky problém v P, pak P = NP. Z tohoto pohledu jsou NP-tuplné problémy v

v~/

Pokud je A NP-tézky a A <, B, pak i B je NP-tézky. ]

Diikaz. Plyne z tranzitivity <. O

2.2 Priklady redukeci

SAT <, 3SAT ]

Diikaz. Necht @ = F; AFy A--- AFy je formule v CNF (tj. instance SAT problému). Ukdzeme, jak libovolnou
klausuli F; pfevedeme na formuli ¢; = C} A C}... takovou, Ze: (a) C} jsou klausule s prévé tfemi literdly; (b)
@i je pravdiva, pravé kdyz Fi je pravdiva. Pak zjevné ¢ je pravdiva, pravé kdyz @1 /A @2 /\---/\ @y je pravdiva.

Ozna¢me klausuli, kterou budeme transformovat, pomoci F;. Pak jsou tii moznosti:
1. F; ma praveé tii literaly. V tomto piipadé vezmeme @; = F;

2. F; mé méné nez tii literdly. Pak sta¢i jeden z literdlu obsazenych v F; zdvojit (nebo ztrojit), ziskame tak
klausuli se tfemi literdly a pouzijeme piedchozi bod.

3. F; ma vice nez 3 literdly. Prepokladejme tedy, ze
Fi=LV9LV.- Vi) (1)

Pak
ei=(LUVLVZOA(znIVLVZ)NA (22 VBV ZZ) A A (Tzn2 VI V), (2)

kde z1,2; ...2zn—2 jsou nové (doposud nepouzité) vyrokové proménné.
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V piipadech 1. a 2. zjevné plati, ze F; je pravdivé, pravé kdyz ¢; je pravdiva. Rozebereme piipad 3. Pokud je
F; pravdivd, pak exituje literél 1;, ktery splni jednu klausuli ve formuli (2)), zbylé klausule pak jde splnit pomoci
vhodného ohodnoceni proménnych zi,...,z,-2 (¢tenaf snadno ovéii jako cviceni). Pokud je naopak pravdiva
, pak alespon jeden literdl l; musi byt pravdivy, protoze nelze splnit pouze pomoci vhodného ohodnoceni
proménych z1,22,...2z,_2. To plyne z toho, ze sousedni klausule v obsahuji vzdy proménnou (klausule vlevo)
a jeji negaci (klausule vpravo).

Pravé popsany prevod klausule na konjunkci klausuli lze jisté provést v polynomickém case (zavislém na
poctu literdlu v klausuli) a tedy transformaci ¢ na @1 /\ @2 A - /\ @y lze provést v polynomickém case. O

Véta 11
3SAT <, CLIQUE

Diikaz. Necht @ = F; AF,--- AFn. Sestavime graf G a éislo k.

Ke kazdé klausuli F; = (l% Vv Uz V 113) sestavime graf Gy s tfemi vrcholy, prvni oznaéime pomoci 1}, druhy
pomoci 1; a tfeti pomoci 15. Vrcholy grafu G jsou pravé vsechny vrcholy v Gi pro i = 1,...,m. Zbyvd dodat
hrany. Pf¥iddme hrany spojujici vrcholy (u,v) pro které plati:

1. ue Gi,veGjai#j (nepatif do stejného grafu G vytvoreného nahoie).
2. je-li u oznacen literdlem 1 a v literdlem 1’ pak dvojice 1,1’ netvoii vyrokovou proménnou a jeji negaci.

Nastavime k = m. Rychle vidime, ze graf G jde sestavit v polynomickém case.

Pokud existuje ohodnoceni proménnych, pro které je ¢ pravdiva, je v kazdé klausuli ¢ alespon jeden
literal pravdivy. Vytvorime mnozinu C uzla v G: proi=1,..., m pfidadme do C jednu vrchol, ktery je oznacem
pravdivym literalem. Nyni si v§imneme, ze pro libovolné dva vrcholy v C plati, ze literaly, kterymi jsou oznaceny,
nejsou vyrokovou proménnou a jeji negaci (protoze takové literdly nemohou byt souc¢asné pravdivé). Proto mezi
v8emi vrcholy v C jsou v grafu G hrany, a C tak tvori kliku s k uzly.

Predpokladejme, ze v G existuje klika C s alesponi k uzly. Protoze uzly v ramci zadného grafu G; spolu nejsou
spojeny hranami, musi mit tato klika pravé k uzla, z kazdého z grafi Gi,..., Gy jeden. Pokud ohodnotime
vyrokové proménné formule ¢ tak, ze vSechny literdly, kterymi jsou oznaceny vrcholy z C, jsou pravdivé, pak se
v kazdé klausuli vyskytuje jeden pravdivy literal a ¢ je tak pravdiva. Takové ohodnoceni pfitom najit muzeme,
protoze vrcholy oznacené proménnou a jeji negaci nejsou spolu spojeny hranou a nemohou byt soucasné v C. [

2.3 Cook-Levinova véta a jeji dikaz

Vétu dokazeme s pomoci booleovskych obvodi. Hodnotu 0 idenfikujeme s pravdivostni hodnotou nepravda, 1
s hodnotou pravda.

Piipomenme pojem n-arni booleovské funkce f : {0, 1}™ — {0, 1}. Kazdou takovou funkci mizeme reprezento-
vat tabulkou s 2™ fadky, formuli vyrokové logiky s n proménnymi (kterou muzeme rutinnim postupem vytvorit
z tabulky). Booleovskou funkci muzeme také reprezentovat booleovskym obvodem.

Booleovsky obvod je orientovany acyklicky graf G = (V, E). Vrcholum fikdme brany. Kazdd brana ma label z
mnoziny {V, /A, —=,0, 1} U{x1,x2,%3...}, kde x1,%x2,...,Xn jsou vstupni proménné. Brany s labely 0,1,x1,...,Xn
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maji indegree (indegree je pocet hran, které do bréno vedou z jinych bran) roven 0, brany s labelem — maji
indegree 1, a brany s labely V,/\ maji indegree 2. Jedna brana s outdegree 0 (outdegree je pocet hran, které
vedou z brany do jinych bran) je oznacena jako vystupni.

Pro ohodnoceni proménnych e : {x1,...,xn} — {0, 1} je pravdivost T(q) brdany q definovéana:

e pokud ma q indegree 0, pak

0 q ma label 0
T(q) =<1 q ma label 1
e(xi) q ma label x;

e pokud méa q indegree 1, a do q vede hrana z brany h, pak T(q) = —T(h).

e pokud ma q indegree 2, a do q vedou hrany z bran hy, hy, pak

T(q) = )
T(hy) AT(hz) g mé label A

{T(m) V' T(hy) q ma label \V/
Pravdivost booleovského obvodu je rovna pravdivosti jeho vystupni brany.

Funkci g : {0, 1" — {0, 1}™ muzeme povazovat za m n-arnich booleovskych funkci a reprezentovat ji obvo-
dem (ktery je napt. sjednocenim m okruhtu reprezentujicicich jednotlivé n-arni funkce, piicemz tyto sdileji n
vstupnich bran; lze si také predstavit, ze sdileji vice bran). Takovy obvod ma m vystupnich bran.

Funkci g : Z¥ +— I pro obecnou abecedu I a piirozené k muzeme reprezentovat pomoci booleovské funkce
£:{0, 13*™ — {0, 1}™, kde m = [log, |Z|], a tedy i pomoci boolevoského obvodu. Staéi vzit bindrni reprezentaci
znaku X pomoci m-bitovych fetézci.

Uvazujeme dva problémy:

e CIRCUIT-VALUE. Vstupem je booleovsky obvod bez proménnych (tj. brdny s indegree 0 jsou pouze brény
s labely 0,1). Chceme spocitat pravdivost tohoto obvodu.

e CIRCUIT-SAT. Vstupem je booleovsky obvod s n proménnymi. Ptame se, jestli existuje ohodnoceni proménnych
takové, ze obvod je pro né pravdivy.

Vidime, Zze CIRCUIT-VALUE € P (sta¢i najit topologické uspofadani bran a pomoci néj spocitat jejich prav-
divosti). V dusledku toho mame CIRCUIT-SAT € NP. Instanci CIRCUIT-SAT lze totiz s pomoci ohodnoceni
proménnych pievést na instanci CIRCUIT-VALUE: brany odpovidajici proménnym nahradime branami s labely
0, 1 podle daného ohodnoceni proménnych. Ohodnoceni proménnych tedy slouzi jako certifikat.

Véta 12

CIRCUIT-SAT Sp SAT.
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Diikaz. Pro booleovsky obvod C s proménnymi X1, ..., X, a branami g1, ..., gn vytvoiime formuli ¢ s proménnymi
Xly«vyXny 1y -y gm (tedy proménnymi ¢ jsou proménné a brany C). Pro kazdou brénu obvodu C vytvoiime
formuli v CNF a takto ziskané formule spojime pomoci konjunkce a dostaneme tak @. Uvazujme tedy branu g:

e pokud méa g label 1, vytvofime formuli g, pokud ma label 0, vytvofime formuli —g.
e pokud ma g label x;, vytvoiime formuli (—gV x;) /A (g V —x4). To je CNF tvar formule (g & x4).

e pokud mé g label — a vede do ni hrana z brany h, pak vytvoiime formuli (—gV —h) /A (gV h). To je CNF
tvar formule (g & —h).

e pokud mé g label V a vedou do ni hrany z bran hy, hy, pak vytvofime formuli (—h; V' g) A (—hy V g) A
(h1 Vhy V —g). To je CNF tvar formule (hy V hy) & g.

e pokud mé g label A a vedou do ni hrany z bran hj, hy, pak vytvofime formuli (—g V hy) A (—gV hy) A
(—h; V —h,; V g) To je CNF tvar formule (hy A\ h;) & g.

e pokud je g vystupni brana, vytvoiime navic formuli g.

Indukei (pfes topologické uspoirdadani bran) snadno dokazeme, ze C je pravdivy pro ohodnoceni proménnych

e, pravé kdyz existuje doplnéni tohoto ohodnoceni (musime doplnit ohodnoceni proménnych gi,...,gn) tak,
ze vysledné ohodnoceni splni .
@ lze zkonstruovat v polynomickém ¢ase vzhledem k velikosti (tj. po¢tu bran) obvodu C. O

Tableau metoda. Uvazme TS M rozhodujici jazyk L, pficemz pro vstup x provede vzdy ostfe méné nez
Ix|* — 1 krokt (pro néjaké piirozené k.) Takovy TS existuje pro kazdy jazyk z tiidy P. Vypocet M pro vstup x
si lze predstavit jako posloupnost konfiguraci. Tuto posloupnost zachytime pomoci tabulky TAB s |x|* sloupci a
x| — 1 tadky (obojf &islovano od 0). Sloupec 0 tabulky vzdy obsahuje specialni symbol > (pfedpoklddejem, ze
se nenachdzi paskové abecedé M). Ve zbytku fadku i v tabulce bude vzdy zapsana konfigurace M po provedeni
prvnich i kroku vypoétu (tedy na fddku 0 je pocatecni konfigurace) a to nasledujicim zpusobem:

e pokud se po provedeni i kroku nachdzi éteci/zapisovaci hlava nad j-tym polickem pasky a toto policko
obsahuje symbol o, je TABIi,j] rovno (q, o), kde q je stav, ve kterém se M nachazi po provedeni i kroku.
Vyjimkou jsou situace, kdy q je pfijimaci stav, to je TABIi,j] = ACCEPT, nebo kdy je q zamitaci stav,
to je TABI[i,j] = REJECT. Pfedpokldddme piitom, ze symboly REJECT a ACCEPT se nenachdzi v paskové
abecedé M.

e pokud se po provedeni i krokt éteci hlava nachdzi nad jinym nez j-tym polickem pésky, a na j-tém policku
pasky je symbol o, pak TABI[i,j] = o.

e pokud M zastavil difve nez po |x|* — 2 krocich, je fadek odpovidajici posledni konfiguraci M zkopirovan
do zbyvajicich fadku tabulky (a tabulka je tak vyplnéna celd).
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Muzeme bez ztraty na obecnosti predpoklddat, ze M pied zastavenim smaze celou pédsku a Cteci hlavu
presune na jeji za¢atek. Symboly REJECT a ACCEPT se tak mohou nachézet pouze ve sloupci 1. Déale si mtuzeme
vsimnout, ze sloupec |x|* — 1 obsahuje vzdy symbol [ oznacujici prazdné policko, to je proto, ze stroj provede
nejvyse |x|*—2 krokt a na (|x|<—1)-té policko tedy nestihne nic zapsat. Plati, ze pokud x € L, pak TAB[|x|*—2,1] =
ACCEPT a pokud x ¢ L, pak TAB[x[* — 2,1] = REJECT. Tabulka v nésledujicim obrazku zachycuje pfijimaci
vypocet pro vstup x = x1X2...Xn.

> (X],qo) X2 xn | O O
> O
> | ACCEPT O

Nyni si viimneme klicové véci: pro 0 < 1,0 < j < [x[F — 1 plati, ze TABIi,j] zdvisi pouze na TAB[i — 1,j — 1],
TAB[i—1,j] a TAB[i—1,j+1], tedy na tfech policcich z predchoziho fadku. Pokud obsah téchto policek neoznacuje
pozici ¢teci hlavy, pak TABIi,j] = TAB[L — 1,j]. V opaéném piipadé musime TABIi,j] vycist z prechodové funkce
M (pozn.: to Ze jsme na zac¢dtku pasku pozndme z toho, ze TAB[i—1,j— 1] = ). Protoze je M deterministicky,
je hodnota TABIi,j] jednoznaéné urcena. Zavislost TAB[i,j] na TAB[i — 1,j — 1], TAB[i — 1,j] a TAB[i — 1,j + 1]
tedy muzeme vyjadiit jako funkei fa : T2 +— T, kde T je mnozina vsech symboli, které se mohou vyskytnout v
tabulce TAB. Celou tabulku tak muzeme spocitat opakovanou aplikaci funkce fy, pficemz prvni fadek je dan
X, a prvni a posledni sloupec jsou konstantni. Viz néasledujici obrazek.

21
!

c

¢2’< % N

fM fM e o o fM
> v ] ERl=
Nyni polozime m = [log,;|l'|] a funkci fpy realizujeme pomoci booleovského obvodu C reprezentujictho

booleovskou funkei {0, TP™ +— {0, 1}™ (viz diskuze pod definici booleovského obvodu). Diilezité je, ze pocet
bran C nezavisi na [x|, pouze na TS M (na velikosti jeho paskové abecedy a poctu jeho stavi).

Jednotlivé aplikace fy nahradfme vypoc¢tem pomoci obvodu C, a zapojime tak (|x[* —2) - (|x|* — 2) kopif
C do velkého obvodu D. Obvodum pocitajicim druhy fadek nastavime vstupni brény na konstantni brany
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odpovidajici obsahu piislusnych bunék tabulky v prvnim fadku, obvod D tak nemé zadné proménné. Symboly
ACCEPT a REJECT reprezentujeme tak, ze se lisi v prvnim bitu a za vystupni branu obvodu D oznacime tu
odpovidajici prvnimu bitu ve sloupci 1. Ocividné plati, ze x € L pravé kdyz obvod D je pravdivy. Princip
zapojeni obvodu je zachycen na néasledujicim obrazku.

m
——

TR rEnpT
c\wc//c

A C
R o
NW

C C C C

Konstrukce, kterou jsme pravé popsali vlastné realizuje redukci vypocétu TS (s pol. ¢as sloz pro konkrétni
vstup x) na vypocet (polynomicky velkého) booleovského obvodu (tedy na problém CIRCUIT-VALUE).

Véta 13: Cook-Levinova
SAT je NP-tezky.

Diikaz. Protoze jsme ukézali CIRCUIT-SAT <, SAT, staci dokdzat NP-tezkost CIRCUIT-SAT.

Uvazujme jazyk L € NP a NTS M, ktery jej rozhoduje v ¢ase omezeném n*. Bez ztraty na obecnosti
muzeme predpoklddat, ze M ma pti kazdém kroku kazdého vypoctu pravé dvé nedeterministiké volby. Konkrétni
vypocetni vétev (pro vstup x) tedy muzeme identifikovat jako bitovy Fetézec ¢ = cic;y...cx vybranych nede-
trministickych voleb.

Pro fixni ¢ je vypocet M deterministicky, a 8la by tedy provést konstrukce s pomoci tableau metody.
Abychom ji mohli provést v nasi situaci, staéi si uvédomit, ze funkce fy; potiebuje jeden argument navic, a to
je prave prislusna nedeterministickd volba. Pokud totiz chceme spocitat TABIi,j] na zdkladé TAB[L — 1,j — 1],
TAB[1—1,j], TAB[i—1,j + 1], pak (v pfipadé, ze nad nékterym z policek je ¢teci hlava) potiebujeme védét které
ze dvou moznych pravidel z prechodové funkce M méame pouzit.

Provedeme tedy celou konstrukei s tim, ze vysledny obvod D mé navic n* bran olabelovanych pomoci
proménnych x1,...,%,k. Ohodnoceni téchto proménnych pak odpovida vybéru vypocetni vétve ve vypoctu M.
Ocividné pak plati ze existuje ohodnoceni proménnych, pro které je D pravdivé, pravé kdyz existuje ptijimaci
vypocetni vétev M pro x, a tedy pravé kdyz x € L. ]
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2.4 Trida coNP

Ptipomeneme, 7e coNP = {L | L € NP}. Muzeme iici, Ze coNP obsahuje problémy, které maji kratky certifikat
pro odpovéd NE (protoze NP obsahuje problémy, které maji krétky certifikit pro odpovéd ANO).

Z definice redukce v polynomickém case vidime, ze Ly <, L, prave kdyz L < L, a tedy coNP-tezké
problémy jsou pravé dopliiky NP-tezkych problému.

Neni zndmo, zda NP = coNP. Vztah k P vs NP problému je nésledujici:

e P = NP implikuje NP = coNP, protoze P je uzaviend na doplnék (stejné jako vSechny deterministické
tiidy).

e dusledkem predchoziho bodu je, ze pokud NP # coNP, pak P # NP.

Veéta 14
Pokud existuje L € NP, ktery je coNP-tézky, pak NP = coNP.
Diikaz. Vybereme L’ € coNP. L je coNP-tézky a proto L’ <, L (potiebnou funkci ozna¢me f). Existuje tedy
NTS rozhodujici L” v polynomickém ¢ase: pro vstup x spocitd f(x) a pro vysledek spusti NTS pracujici v pol.

case, ktery rozhoduje L (pfipomerime, ze L € NP.) Mdme tak L’ € NP a tedy coNP C NP. Odtud plyne
NP C coNP a tedy NP = coNP. O

Snadno vidime, ze P C NP N coNP. Nevime, jestli plati rovnost. Existuji problémy (napi. parity games,
faktorizace ¢isel), které jsou v NP N coNP, ale zatim pro né nezndme polynomicky algoritmus.
2.5 Intermediate problémy: Lardnerova véta

Véta 15: Lardnerova

Pokud P # NP, pak existuje jazyk L € NP tak, ze L ¢ P a soucasné L neni NP-tézky.

Diikaz. Diagonalizaci. Zatim vynechan. O
Kandidédty na intermediate problémy jsou napt. grafovy izomorfismus (v soucasnosti je zndm quasipoly-

nomiélni algoritmus) a faktorizace ¢isel.

Literatura

Definice t¥id, verifikovatelnosti a redukci Ize nalézt ve vSech knihdch v referencich. Ukédzky redukei byli ¢erpany
z [1] (kap. 7). Dukaz Cook-Levinovi véty, definice tykajici se obvodu a diskuze NPvs coNPje zejména z [3] (kap.
4, 8, 10). Podobné ladény dukaz lze nalézt i v [2](kap. 6).
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3 Alternace

Alternugici TS (ATS) je nedeterministicky TS (s mnozinou stavu Q) obohaceny o funkci o : Q — {V,/A} s
nasledujici definici pfijimani. O konfiguraci c, obsahujici stav q, fekneme, ze je A-prijimajici pokud q neni
zamitaci stav a dale:

a) je q prijimaci stav

b) o(q) = V a existuje aspon jedna konfigurace c’, kterd je z ¢ dosazitelnd pomoci jednoho kroku, kterd je
A-pfijimajici.

c) o(q) =/\, a kazda konfigurace ¢’ dosazitelnd z ¢ pomoci jednoho kroku je A-pfijimajici.

ATS piijimé fetézec x, pokud je pocatecni konfigurace pro x A-ptijimajici. Rychle vidime, Zze nedeterministicky
TS je specialni typ ATS, kde jsou vSechny stavy existenéné alternujici.

Pokud o(q) =V, fikdme, ze q je existen¢né alternujici, jinak, pokud o(q) = /\ je q univerzalné alternujici.
Obdobné o konfiguraci obsahujici existen¢né (univerzalné) alternujici stav fikdme, ze je existencné (univerzalné)
alternujici.

Vztah ke hrdm dvou hraéa. Pro jednoduchost predpokladejme, ze ATS pro x vzdy zastavi (tj. kazdd jeho
vypocetni vétev je konec¢nd). Vypocet ATS pro x si muzeme pfedstavit jako kone¢nou hru, kterou hraji dva
hraci po, p1. Hra spocivé v pohybu po konfiguracich ATS. Ve hie mame vzdy aktualni konfiguraci ¢, na zacatku
hry je konfiguraci ¢ pocatecni konfigurace pro x. Tah hrace spoc¢ivd ve vybéru konfigurace ¢’ dosazitelné z c
jednim krokem ATS, kterd bude novou aktudlni konfiguraci. Pokud je c¢ existencidlné alternujici, potom tah
provadi hra¢ po. Je-li ¢ univerzalné alternujici, provadi tah hra¢ p;. Hrac¢ po ve hie zvitézi v momenté, kdy je
¢ je pfijimaci konfigurace, nebo hra skoné¢i v univerzdlné alternujici konfiguraci, ze které neumi ATS provést
dalsi krok. Hra¢ py vitézi v momenté, kdy c je zamitaci konfigurace, nebo hra skonéi v existenéné alternujici
konfiguraci, ze které neumi ATS provést dalsi krok.

Plati, ze ATS x pfijima x, pravé kdyz mé poy vitéznou strategii (tu si prozatim predstavme intuitivne,
podobné jako napiiklad v Sachu, damé, ¢i jiné hie: pg umi vyhrat bez ohledu na to, jak tdhne jeho soupef.
Piesnéjsi definici uvidime pozdéji v kapitole o tiidé PSPACE).

Rekneme, ze
e ATS M bézi v case T(n), pokud jsou pro vSechny x vSechny vypocetni vétve dlouhé nejvyse T(|x|) kroku.

e ATS M bézi s paméti S(n), pokud vSechny x plati, Ze vSechny vypocetni vétve M béhem vypodctu navstivi
nejvyse S(|x|) ruznych policek pasky.

Zavedeme alternujici slozitostni t¥idy:

ATIME(T(n)) ={L(M) | M je ATS bézici v case z O(T(n))}
ASPACE(S(n)) ={L(M) | M je ATS bézici paméti z O(S(n))}
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Véta 16: Vztah deterministickych a alternujicich tiid
Pro t(n) > n a s(n) > logn plati
(i) ATIME(t(n)) € DSPACE(t(n))
(ii) DSPACE(s(n)) C ATIME(s(n)?)
(iii) ASPACE(s(n)) € DTIME(206())
(iv) DTIME(t(n)) C ASPACE(logt(n))

Diikaz. (i) Dokdzeme, ze k ATS s ¢as slozitost{ f(n) najdeme TS s pamétfovou sloZitosti v O(f(n)), ktery piijima
stejny jazyk. Upravime dukaz Véty (1] (iv), kde dokazujeme NTIME(t(n)) C DSPACE(t(n)). Pfipomenme, ze
klicova myslenka v tomto dukazu je prochézeni stromu konfiguraci pomoci rekurzivni procedury, pfiemz si v
rekurzivnich zavolanich nepamatujeme aktualnich konfiguraci simulovaného NTS, ale globalné si pamatujeme
posloupnost nedeterministickych voleb, kterou se k dané konfiguraci NTS dostane. Velmi podobné prochézime
strom konfiguraci ATS i zde.

Zmeénou je to, ze nyni pocitame (v aktudlni zavoldni rek. procedury), jestli je aktudlni konfigurace A-pfijimaci
(a mame tak vlastné navic univerzalni alternaci). To déldme snadnou tpravou: pokud je aktualni konfigurace
univerzalné alternujici, musi vSechna rekurzivni zavolani pro konfigurace dosazitelné pomoci jednoho kroku z
té aktudlni, skoncit ispésné.

(ii) Ukazeme silnéjsf tvrzeni NSPACE(s(n)) € ATIME(s(n)?. Tedy pro NTS M s pamétovou slozitosti f(n)
sestavime ATS N se slozitosti O(f(n)?).

Toto udéldme analogii dikazu Savitchovi véty (Véta [4]). Jedind zména je v tom, ze proceduru CAN-YIELD
realizujeme pomoci alternujicitho algoritmu, nikoliv pomoci deterministického algoritmu.

CAN-YIELD(c, 3, m)

1. Pokud m = 0, pak pfijimame, pokud o = 3. Jinak zamitame.

2. Pokud m =1, pak pfijimame, pokud se NTS dostane z « do 3 pomoci jednoho kroku.

3. Jinak pomoci existencidlni alternace (nedeterministicky) zvolime konfiguraci .

4. Pomoci univerzélni alternace poté provedeme rek. volani CAN-YIELD(«,y, [m/2]) a CAN-YIELD(Y, 3, |m/2]).

Jedno volani procedury CAN-YIELD (do né&jz nepoc¢itdme rekurzivni voldni) trvd O(f(n)) kroku, nedeter-
ministicky v ném totiz volime vy, jehoz délka je omezena O(f(n)). Protoze na zacitku spoustime CAN-YIELD
s tietfm argumentem rovnym d'™ (pro né&jakou konstantu d), je hloubka stromu rekurze O(f(n)). Casové
slozitost N je tedy O(f(n)?).

(iii) K ATS M s pam. slozitost{ f(n) sestavime TS s ¢as slozitost{ 207 ktery pfijim4 stejny jazyk. Udélame
to konstrukei analogickou té z dikazu Véty [1] (v)
TS N (pro vstup x):
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1. Na pasku vygeneruje v8echny konfigurace stroje M, obsahujici f(n) policek pésky.

2. Opakované tyto konfigurace prochézi a hledda A-pfijimajici konfigurace. Pfi prvnim pruchodu oznaci
jako A-pfijimajici konfigurace, které obsahuji pfijimaci stav, nebo univerzalné alternujici konfigurace,
ze kterych ATS neumi provést dalsi krok a které neobsahuji zamitaci stav. V obecném pruchodu oznaéci
za A-prijimajici ty konfigurace, které jsou univerzalné alternujici a vsechny konfigurace dostupné z nich
jednim krokem jsou jiz oznaceny jako A-pfijimajici; nebo konfigurace, které jsou existen¢né alternujici
a aspon jedna konfigurace dostupna z nich jednim krokem je jiz oznacena jako A-pfijimajici. Pokud jiz
nenalezne zadnou konfiguraci, kterou lze oznacit, prochézeni konéi.

3. Pokud je pocatecni konfigurace (pro x) oznacena jako A-piijimajici, N pfijme. Jinak N zamitne.

N na péasku zapise 2°0(f™) konfiguraci, jeden prichod konfiguracemi a oznaceni novych A-piijimajicich
konfigurac{ zabere pocet krokt, ktery je polynomicky vzhledem k 2°0(f™) Pfitom je potieba oznaéit maximalné
200F) konfiguraci. Celkové je tedy slozitost N nejvyse 20f()),

(iv) Predp. ze méame TS M s cas slozitosti f(n). K nému muzeme (pro vstup x) sestavit tableau TAB (Ctenar
si konstrukci pfipomene z kapitoly .

Muzeme sestavit ATS N, ktery zkontroluje, ze na konkrétnim policku tabulky je sprdvny symbol. (Tj.
symbol, ktery by se tam objevil, pokud by M pocital pro vstup x a postupné bychom tabulku dopliovali.) Pak
staci zkontrolovat, ze ve druhém sloupecku na poslednim fadku tabulky je spravné symbol ACCEPT.

Zminovany ATS N mé jako vstup trojici (i,j,0), kde i,j jsou indexy urcéujici pozici v tabulce TAB, o je
symbol, jehoz spravné umisténi na pozici [i,j] kontrolujeme. Pro tento vstup N funguje nésledovné:

1. Pokud i =0 (tedy jde o prvni Fadek), pak ovéfime spravnost o podle poc¢atecni konfigurace M pro x.

2. Pokud j = 0 nebo j = f(n)+1 (tedy jde o prvni nebo posledni sloupec), pak ovéiime jestli je 0 ten symbol,
ktery se v nagi konstrukei v prvnim ¢i poslednim fadka vyskytuje vzdy.

3. Jinak nedeterministicky (pomoci existencidlni alternace) vygenerujeme symboly o7, 02,03, jako obsah
policek TAB[i-1,j-1], TAB[i-1,j] a TAB[i-1,j+1]. Ovefime, Ze o a 07, 02,03 odpovidaji prechodové funkeci
stroje M, pokud ne, pak zamitame.

4. Pomoci univerzalni alternace rekurzivné ovéiime spravnost pro trojice (i1 — 1,j — 1,07), (i — 1,j, 02),
(i—1,j4+1,03).

Vidime, ze N pfijim4, pravé kdyz je obsah policka spravny (dukaz bychom provedli napiiklad indukei ptes
fadky). Jeho pamétova slozitost je O(log f(n)), protoze mu staéi si pamatovat konstantni pocet indext, které
jsou v rozsahu 0 az f(n) + 1 a zaberou tedy O(log f(n)) policek pasky, a konstatni pocet symbolu, z nich kazdy
zabere konstantni pocet policek pasky.

O
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Z prechoziho jsou pro nds dulezité (pro piisti kapitolu) zejména body 1 a 2, ze kterych plyne, ze pokud

definujeme

APTIME = | | ATIME(n"),
k>0

PSPACE = |_| DSPACE(n"),
k>0

tak médme APTIME = PSPACE.

Literatura

Cerpéno z [2](kap 7).
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4 Trida PSPACE
Nejdiive definujeme t¥idy

PSPACE = |_| DSPACE(n"),
k>0

NPSPACE = |_| NSPACE(n"),
k>0

Ze Savitchovi véty (Véta [4) hned plyne PSPACE = NPSPACE.
Pomoci redukce v polynomickém ¢ase standardné definujeme pojmy PSPACE-tézky a PSPACE-tiplny problém.

Plné kvantifikovand booleovskd formule je formule

(Qix1)(Q2x2) - .. (Qnxn )b,

kde Q; € {V,3} a ¥ je vyrokové formule v CNF s proménnymi x1,...,X,. Kvantifikujme mnozinu {0, 1}. Prav-
divost takové formule je definovéna obvyklym zpusobem.
Definujeme jazyk

QBF ={@ | @ je pravdiva plné kvantifikovana formule}

Specialni piipady: pokud se omezime na formule, ve kterych jsou vSechny kvantifikdtory existencialni, patii
problém do NP. Pokud se naopak omezime na formule, ve kterych jsou vSechny kvantifikatory univerzalni, patii
problém do coNP.

Véta 17
QBF € PSPACE

Diikaz. Alternujici TM pro vstup (Q1x1)(Q2x2) ... (Qnxn)b:

1. Alternaci vytvoii ohodnoceni proménnych x1,...,x,. Pokud je Q; =V, ohodnoti x; pomoci univerzalni
alternace, jinak, je-li Qi = 3, ohodnot{ x; pomoci existencidlni alternace.

2. pro vytvorené ohodnoceni spoc¢ita pravdivost formule 1.

Casové slozitost je polynomickd, protoze proménné muzeme ohodnotit v n krocich a spoéitat pravdivost VP lze
v polynomickém ¢ase vzhledem k velikosti 1p. Korektnost plyne z definice pfijimani ATS. O

Véta 18
QBF je PSPACE-tezky.
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Diikaz. Uvazime jazyk L € PSPACE. K nému existuje ATM M bézici v ¢ase m = n* (pro néjakou konstantu
k) tak, ze L =L(M).
Bez ztraty na obecnosti muzeme predpokladat, ze pro kazdé x je

e pocateéni konfigurace existencialné alternujici.
e 7 kazdé nekoncové konfigurace mame na vybér pravé dvé konfigurace, do kterych muzeme ptejit.
e v kazdé vypocetni vétvi se pravidelné stiidaji univerzalné a existencidlné alternujici konfigurace.

Ptedchozich vlastnosti lze dosdhnout upravami, které mohou vyzadovat pfidani konstantniho poc¢tu novych
stavi.

Ted provedeme konstrukei z ditkazu Cook-Levinovi véty, kdy pro vstup x vytvoiime formuli 1 nad proménnymi
Yiy---,Yn (kde y; odpovida volbé vypocetni vétve pii provadeéni i-tého kroku vypoctu). Pokud nyni vytvorime
formuli

@ = (Fy1)(Vy2) (Fy3) (Vya) . .. (Qmym ),

ve které se pravidelné stiidaji kvantifikatory, pak diky predpokladum o M plati, Ze @ je pravdivd, pravé kdyz x €
L. Cela redukce je v polynomickém case, protoze P dokazeme vytvorit v polynomickém ¢ase a doplnéni kvan-
tifikace také dokézeme doplnit v polynomickém case, protoze |@| a tedy i m jsou polynomické vzhledem k
[x]. O

4.1 Vitézné strategie pro hry

Zobecnény slovni fotbal (angl. generalized geography) je hra hrand dvéma hréci na orientovaném grafu G,
zacinajici v uzlu b.

Pribéh hry: existuje jeden token, ktery je na zacatku hry v uzlu b. Hraéi se stiidaji v tazich (za¢ind hrac po). V
jedno tahu hrac¢ presune token po hrané do sousedniho, ve hie dosud nenavstiveného uzlu. Pokud takovy uzel
neexistuje, hré¢, ktery je na tahu prohrava (a vitézi tak zbyvajici hrdc¢). Vsimneme si, ze kazda hra ma nejvyse
tolik tahi, kolik je vrcholu v grafu G.

Konfigurace hry je trojice (A,p,x), kde A je mnozina uzlu, na nichz uz byl v prubéhu hry token, p € {po,p1}

je hrac na tahu, x je uzel, na kterém je aktudlné token. Z konfigurace hra jednim tahem pfejde do konfigurace
(B, q,y) pokud y # A je soused x, B=A U{x} a ¢ =p (kde Po = p1,P1 = Po)), znacime (A,p,x) i (B, q,y).

Zavedeme (rekurzivné) predikdt wWiN(p’, (A, p,x)), ktery je pravdivy pokud:
e p’ = p a existuje konfigurace (B, q,y) takovd, ze (A,p,x) F (B, q,y) a wiN(p’, (B, q,y)) je pravdivy.

e p’ # p a pro kazdou konfiguraci (B, q,y) takovou, ze (A,p,x) F (B,q,y) je predikdt wiN(p’, (B, q,y))
pravdivy. (Tento bod pokryva i situaci, kdy p nemé zadny tah, protoze univerzalni kvantifikace pfes
prazdnou mnozinu je pravdiva z definice.)
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Vyznam predikatu: wiN(p’, (A, p,x)) je pravdivy, pokud mé hrac p’ z konfigurace (A, p,x) vitéznou strategii.
Zavedeme jazyk

GG = {(G)b) | WIN(P()) ((D)pO)b)) .je pTaniVy-}

Véta 19
GG je PSPACE-iiplny.

Diikaz. Redukei z QBF. Uvazme tedy plné kvantifikovanou formuli

@ = (Fx)(Vx2)(Ix3) ... (Vxi ).

Predpoklddame tedy, ze se kvantifikatory pravidelné stiidaji a ze k je délitelné 2. To neni predpoklad, ktery by
ubral na obecnosti, protoze kazda plné kvantifikovana formule jde rychle upravit do takového tvaru piipadnym
ptridénim nadbyte¢nych proménnych.

Vytvotrime graf G nasledovné. Pro kazdou dvojici ve tvaru (3x;)(Vxi11) vytvorime podgraf (dvojici diamanti)
tak, ze béhem hry v tomto podgrafu hria¢ py vybere ohodnoceni proménné x; a hra¢ p; vybere ohodnoceni
proménné x;i,1. Toto ohodnoceni je definovano tak, ze pokud se béhem hry dostane token do uzlu oznaceného
literalem, ohodnotime pfislusnou proménnou tak, aby byl tento literal nepravdivy.

Podgraf pro ohodnoceni proménnych x; a xi11 je zachycen na nésledujicim obrazku. V zelenych uzlech je
na tahu hrac¢ po v cervenych uzlech hra¢ p;. Hra za¢ind v hornim zeleném uzlu.

xT; —Z;

Tit+1 Ti41

Takové podgrafy (pro vSechny dvojice kvantifikdtoru) zietézime s pomoci pridanych hran za sebe tak, ze hrou
v nich hrac¢i ohodnoti vechny proménné. Oznaéme posledni uzel tohoto fetézu diamantt v. Prvni uzel tohoto
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fetézu je uzel b (tj. uzel, kde hra zac¢ind). Kdyz je token v uzlu v, je tahu hra¢ p; a token byl ve viech uzlech
mimo téch, které odpovidaji pravdivym literaltim.

Dale pro kazdou klausuli ¢ ve formuli P vytvoiime jeden uzel. Do tohoto uzlu povede hrana z uzlu v, a z
tohoto uzlu povede hrana do vsech uzlu odpovidajicich literalum obsazenych v c.

Pokud neni ¢ pravdivd, tak existuje klausule c, kterd je nepravdiva a tedy obsahuje pouze nepravdivé
literaly. Pokud hrac p; z uzlu v provede tah do uzlu klausule c, pak vyhraje. Z c totiz vede hrana pouze do uzlu
nepravdivych literalt a ty uz byly vSsechny navstiveny, takze pp nemiize z ¢ presunout token. Naopak, pokud je
@ pravdiva, pak z kazdého uzlu odpovidajiciho klausuli vede asponi jedna hrana do doposud nenavstiveného uzlu
(odpovidajicimu pravdivému literdlu), takze hra¢ po tam muze piesunou token. Poté je tahu hrac py, ale nema
token kam pfesunout, protoze jediny soused aktualniho uzlu uz byl navstiven pfi ohodnocovani proménnych.

Protoze hrac¢ po vybira ohodnoceni existencidlné kvantifikovanych proménnych a hré¢ p; vybira ohodnocent
univerzalné kvantifikovanych proménnych, je formule pravdivd pravé kdyz ma hra¢ py vitéznou strategii (to
plyne piimo z definic).

Graf G muzeme ocividné zkonstruovat v polynomickém ¢ase (¢i dokonce v logaritmickém prostoru).

Na nasledujicim obrazku je instance GG, kterou ziskdme redukci z predchozi véty z formule

(Fx1) (Vx2) (Ix3) (Vxa) (x1 VX2 V —x3) A (7x1 V X3 V —x4).
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C1

Priklady dalsich PSPACE-tplnych problému
e Vitézna strategie v zobecnéné dameé

e Jazykova ekvivalence nedeterministickych automatii, reguldrnich vyrazii, minimalizace nedeterministického
automatu.

Literatura

Zalozeno na [2](kap. 8) a [I](kap. 8.2 a 8.3).
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5 Polynomicka hierarchie
Uz jsme si ukéazali, ze CLIQUE € NP. Uvazme piibuzny problém
EXACTCLIQUE = {(G, k) | nejvetsi klika v grafu G ma k uzlu }.

Otazka, zda-li je EXACTCLIQUE € NP nas vede k tivahdm o tom, jestli existuje kratky certifikat pro (G, k) €
EXACTCLIQUE. U CLIQUE takovy certifikat existuje, je to klika, kterd ma alespon k uzlu (staci v pol. case
oveérit, ze to je skutecné klika, kterd mé k uzli). Takovy certifikat u EXACTCLIQUE nefunguje, protoze bychom
navic museli ovérit, ze kazda klika v G ma nejvyse k uzlu. Problém EXACT-CLIQUE se tedy zda byti tézsim
nez problémy z tfidy NP. Tyto tvahy motivuji nasledujici definici.

Pro k > 1 fekneme, ze jazyk L patii do t¥idy ZE, pokud existuje T'S M s polynomickou ¢asovou slozitosti a
polynom q tak, ze

x € L pravé kdyz (Fug) (Vuy) (FJus) ... (Qiuk)M(x,m,uz, cenwy) =1,

kde pro liché i mame Q; = 3 a pro sudé i mdme Q; =V, a proi = 1,...,k plati | < p(|x|). Polynomicka
hierarchie je mnozina PH = [ J;»; ZF.

Vidime, ze EXACTCLIQUE patii do ZV, a ze Z]]D = NP. Z definice také hned vidime, ze Zf - Z]P proi<j
(na konec muzeme piidat kvantifikdtory, které stroj M ignoruje).

Nynf tfidu Z} (pro k > 1) charakterizujeme pomoci (omezenych) alternujicich TS s polynomickou ¢asovou
slozitosti. To je analogie charakterizace NP pomoci nedeterministickych TS s polynomickou ¢asovou slozitosti.

Rekneme, ze ATS M je Zy-stroj, pokud pro kazdy jeho vstup a kazdou vypocetni vétev plati

e vypocet muzeme rozdélit do maximalné k intervalu,
e v kazdém intervalu jsou jenom univerzalné nebo jenom existencialné alternujici konfigurace,

e prvni interval obsahuje existencidlné alternujici konfigurace,

Véta 20

ZE ={L(M) | M je Zy-stroj s polynomickou ¢asovou slozitosti }

Dukaz. implikace zleva doprava.Predp, ze L € ZE. Vytvorime ATS, ktery pro x nejdiive vytvoii uy,...,ux a
to pomoci existencidlni alternace pro liché indexy, a univerzdlni alternace pro sudé indexy. Potom simuluje M
pro vstup x,uUy,...,ux. Protoze délky uy,...,ux jsou polynomicky omezeny a M pracuje v polynomickém case,
pracuje ATS také v polynomickém cCase. Z definic snadno vidime, ze ATS je Xy-stroj, a ze prijima, pravé kdyz
x € L.

implikace zprava doleva. Piedp. ze existuje polynomicky Z-stroj N a L = L(N). Fixujeme vstup x. Kazdou
vypocetni vétev stroje N lze rozdélit do nejvyse k intervall, Ze se stiidaji intervaly s ex. a univ. alt. konfiguracemi.
N bézi v polynomickém case, existuje tedy polynom q tak, ze kazdy intervali obsahuje nejvyse q(|x|) konfiguraci.
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Nedeterministické volby, které urcuji konkrétni vypocetni vétev lze tedy pro kazdy intervalu lze reprezentovat
fetézcem délky maximéalné q(|x|).

Uvazme TS M, ktery pro vstup X, uj,uz,...,u, simuluje ¢innost N pro x (jako NTS, alternace tu nehraji
roli) a vypocetni vétev pritom vybird podle uy, uy,.... Predp. ze M pfijiméa pokud N zastavi a dostane se do
A-piijimaci konfigurace. Z definic hned plyne, ze N pfijimd x pravé kdyz

(Fur) (Vup) (Fuz) ... (Qruk) Mx,ur,upy...ywy) =1,
aproi=T1,...,kje |lul < q(|x]). O

Dudlni ATS k ATS M (ktery vzdy zastavi) dostaneme tak, ze v M prohodime alternace u stavi, a pfijimaci
a zamitac{ stav. Jasné vidime, ze pro kazdy vstup maji M i k nému dudlni ATS stejné vypocetni stromy, ale
zménily jsme pfijimany jazyk. Indukci snadno dokdzeme, ze konfigurace ve vypocetnim stromu M je A-piijimaci,
pravé kdyz tatdz konfigurace ve vypocetnim stromu dudlntho ATS A-pfijimaci neni. Tedy plati véta.

Véta 21

Necht M je ATS, ktery vzdy zastavi, a N je k nému dudlni ATS. Pak L(M) = L(N).

Zavedeme tiidy ITE = coZE. Pokud definujeme 7ry-stroj analogicky Xy-stroji pouze s tim, ze prvni interval
obsahuje univerzalné alternujici konfigurace, dostaneme z predchozi véty hned

WE ={L(M) | M je my-stroj s polynomickou ¢asovou slozitost{ }.
Odtud analogii Véty [20| dostaneme L € ]TE kdyz existuje polynom q a TS M s pol. ¢as. sloz tak, ze
x € L prave kdyz (Vug)(Fuz) (Vuz) ... (Qreu) M(x,ur, upy ..o uy) =1,
kde pro liché i je Qi =V aprosudéije Qi=Faproi=1,...,k je [u| < q(|x]).
Veéta 22
(a) Pro k > 1 plati ZE U l'l£ - Z£+1 N l'l&r]

(b) PH C PSPACE

Diikaz. (a) Tvrzeni plyne z toho, ze v definicich X} a TT} muzeme na konci (nebo zacdtku) pridat jeden kvan-
tifikdtor (a kvantifikovany tetézec), ktery ovsem TS M ignoruje.

(b) Vsechny jazyky z PH jsou prijimany ATS s konstantnim poc¢tem alternaci. Pro problémy ve tiidé
PSPACE je ovSem pocet alternaci omezen polynmicky (viz Véta (16| a jeji dusledek: APTIME = PSPACE). [
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Véta 23: O kolapsu polynomické hierarchie
(a) Pokud P = NP, pak P = PH
(b) Proi>1, pokud Zf =TIY pak PH = X7,
Dukaz. (a) Pomoci indukce ptes i dokdzeme, ze pro vSechna i mame Zf,l_lf C P. Pro i =1 tvrzeni trivialné
plyne z predpokladu P = NP, protoze TT} = coNP a X} = NP.

Predpokladejme 1 > 1 a Ze tvrzeni plati pro i — 1. Uvazme jazyk L € Zf. Z definice existuje polynom ¢ a
TS M s polynomickou ¢asovou slozitosti tak, ze

x € L prave kdyz (Fuy) (Vuy)(Fuz) ... (Qiw) M(x,ur,upy ..., uy) =1, (3)
kde [u;| < q([x|) proj =1,...,1. Definujeme jazyk
L' = {<X,LL]> | (vuZ)(Eh'Q) e (Qiui) M(X,LL],LLZ, v aui) =1a |uJ| < q(|X|) pro ] = ]) . )1}

Méme L’ € l'lf_1 a podle indukéniho predpokladu L” € P. To znamena, ze existuje TS N s polynomickou ¢asovou
slozitosti rozhodujici L’. Dosazenim zpét do dostaneme

x € L pravé kdyz (Fu;) N(x,uy) =1,
kde [u1| < q([x|). Tedy L € NP a z predpokladu P = NP pak plyne L € P.
(b) Analogicky jako (a). O

5.1 ijlné problémy pro jednotlivé irovné hierarchie
Uvazujeme <, redukce. Definujeme jazyk
Hy = {M#x#™ | M (m, k)-pfijimé x a jeho pocéatecni stav je existencné alternujici},

kde (m,k)-pfijeti x je definovdno nasledovné: Ve vypocetnim stromu M pro x zkratime vétve, na kterych je
provedeno vice nez m kroku nebo obsahujici vice nez k intervalu alternace (viz definice Ly nebo TTy stroju)
tak, aby méli nejvyse m kroku a k intervalu alternace (v jedné z moznosti nastane rovnost). Na tento strom
aplikujeme béznou definici A-pfijimani.

Véta 24

Hy je ZE—ﬁplny.

Diikaz. Nejdiive ukézeme, ze Hy € ZP. Vytvorfme Zy-stroj N, ktery pro vstup y

1. deterministicky zkontroluje, ze y = M#x#™, kde M je popis ATS (jinak zamitne).
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2. Simuluje M pro x, pficemz déla univerzélni (existencidlni) alternace prévé kdyz M déld univerzalni (exis-
tencidlni) alternace.

3. N si pfi simulaci pocita pocet provedenych kroku i pocet zmén alternaci ve vypoctu M a pokud piekroci
limity (k nebo m — 1) pak zastavi (a pfijme nebo zamitne v zdvislosti na tom, v jak alternujici konfigu-
raci skonéi). Simula¢ni overhead je deterministicky a pouziva takovou alternaci, abychom nezvysili pocet
pouzitych alternaci.

Simulovat jeden krok lze v polynomickém ¢ase (vzhledem k délce y) a simulujeme nejvyse m kroku. Protoze
m < |y, je cely vypocet v polynomickém case.
Nyni ukdzeme, ze Hy je ZE—téZky. Uvazujeme A € Zﬁ a Xy-stroj M jej s ¢as. slozitosti omezenou polynomem
g. Pokud pro vstup x nastavime m = q(|x]), a o¢ividné plati
M piijima x pravé kdyz M (m, k)-ptijima x pravé kdyz M#x#™ € Hy.
Potiebna redukce je tedy zobrazeni

X = M),

které je snadno spocitatelné v polynomickém case vzhledem k x. O

5.2 Oracle stroje a relativizované slozitostni tiidy

Uz zndme definici TS s pfistupek k oracle pro jazyk L. Nyni budeme uvazovat takové TS, které maji navic
omezenu ¢asovou slozitost. Definujeme néasledujici (relativizované) slozitostni t¥idy. Pro jazyk B

PB = {L(M) | M je TS s pol. ¢as. sloz. a pFistupem k oracle pro jazyk B}
NP = {L(M) | M je NTS s pol. ¢as. sloz. a pistupem k oracle pro jazyk B}

Pro mnozinu jazyku £

Pt=| JP*
Lel
NP‘ = | J NP'
Lel

Piipomenme, ze TS M s pifstupem k oracle pro B chdpeme jako Turingovskou redukci L(M) <t B, ted
navic omezujeme jeji casovou slozitost (a také u nedeterministickych t¥id specifikujeme, ze muze byt nedetermi-
nisticka). Ocividné Ly <, L, implikuje Ly <t L;, protoze many-to-one redukce je specidlni pfipad Turingovské
redukce. Opacnd implikace ovSem platit nemusi: méme napiiklad SAT <1 SAT, ale SAT <, SAT by implikovalo
NP = coNP (a to nevime, jestli plati: myslime si, ze spiSe ne).

Déle definujeme

NP; = NP
NPy, = NPNPx
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Diikaz. Vynechame.

Literatura

M) (kap. 5), [2](kap. 9)
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6 Tridy L a NL

Potfebujeme upravit definici TS (a NTS)H Budeme ptredpokladat, ze TS ma k dispozici vstupni pasku, ktera
je pouze pro ¢teni a je na ni zapsany vstup a pracovni pasku, kterd je pro ¢teni a zapis a je na zacdtku vypoctu
préazdnd. K obsahuje ¢te¢i pasky pristupuje pomoci indexu policek zapsanych v bindrni soustavé, délka indexu
je tak v logaritmickém vztahu k délce vstupu. Pamétovou slozitost méfime na pracovni pasce.

Definujeme tiidy

L = DSPACE(logn)
NL = NSPACE(logn)

a problém
PATH ={(G, s,t) | G je orientovany graf, ve kterém existuje cesta z uzlu s do uzlu t}.

Véta 26
PATH € NL.

Diikaz. Sestavime NTS M, ktery potiebuje pouze logaritmickou pamét. Predp. ze vstup je (G = (V,E),s,t).
M ma na pracovni pasce zapsan aktualni uzel, na zacatku tam zapise s. Opakované nedeterministicky vybira
souseda aktudlniho uzlu s a bude povazuje jej za novy aktualni uzel. Souc¢asné si na pasce pamatuje pocet vybéru
nového uzlu, které provedl. Pokud ma na pracovni pasce t, pak prijima. Jinak, pokud jiz provedl tolik vybért,
kolik je uzlu v grafu, zamita. M reprezentuje uzly jako Cisla zapsand v bindrni soustavé, k reprezentaci jednoho
¢isla mu staci [log, [V|] bitu. Stejné tak k uchovani poétu provedenych voleb mu staéi logaritmickd pamét.
(Dalsi pamét M muze potiebovat k pamatovani si indexu policek na ¢teci péasce, ty ovsem také reprezentuje v
bindrni soustavé a sta¢i mu tak logaritmickd pamét). O

Nevime, jestli PATH € L (zajimavé je, ze verze tohoto problému pro neorientované grafy je v L). Obecné
nevime, jestli L = NL (vime jenom L C NL).

Log-space transducer je TS pracujici v logaritmickém prostoru (jak jsme jej diskutovali na zacatku kapitoly),
ktery je navic vybaven vystupni paskou, ktera je pouze pro zapis. Poté, co zapiSe na policko této pasky symbol,
posune zapisovaci hlavu doprava. Pfitom ji nikdy nemuze posunout doleva (tj. co je jednou zapsdno uz nejde
prepsat). Samotny zépis muze byt realizovan napiiklad prechodem do specidlniho zapisovaciho stavu atd.

Funkce f: X* +— LI* je vycislitelnd v logaritmickém prostoru, pokud existuje log-space transducer, ktery pro
vstup x zastavi a na vystupni pdsce zustane f(x).

Problém A je redukovatelny v logaritmickém prostoru na problém B, znaceno A <j,; B, pokud existuje
funkce f vycislitelnd v logaritmickém prostoru tak, ze x € A pravé kdyz f(x) € B.

Snadno vidime, Ze pokud A <), B pak A <, B. V soucasnosti nenf zndmo, zda plati i opacnd implikace,
i kdyz vsechny polynomické redukce, které jsme si doposud ukéazali, jsou vlastné redukce v logaritmickém
prostoru.

Wsechny dikazy, které jsme dosud délali, by §li snadno upravit na tento novy model
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Véta 27
A <jog B a B € L implikuje A € L.

Diikaz. Protoze B € L existuje TS M, ktery rozhoduje B v log. prostoru. Protoze A <, B existuje log-space
transducer T pocitajici funkci fr odpovidajici redukci.
Sestavime TS N, ktery rozhoduje A. Pro vstup x:

1. Simuluje M. Vzdycky, kdyz M ¢te i-ty symbol ze vstupni pasky, N simuluje od zacatku vypocet T pro
vstup x, dokud T nezapiSe na vystupni pasku i-ty symbol. Tento symbol poté pouzije jako i-ty vstupni
symbol pro M.

2. Pokud M piijima, N také pfijimé. Jinak N zamita.
N potiebuje pouze logaritmickou pamét:

e Potiebuje pamét pro béh M. M potiebuje O(log|ft(x)|) paméti, ale protoze [fr(x)| < [x[* (pro né&jakou
konstantu k) a logx* = k - logx, je velikost potfebné paméti logaritmicks i vzhledem k |x].

e Potiebuje pamét pro béh T. Ta je logaritmickd vzhledem k x. N si také nemusi pamatovat cely vystup T,
staci si pamatovat kolik symbolu uz T vytiskl (to je polynomicky omezené &islo, které zabere zapsino v
bindrni abecedé logaritmicky prostor) a posledni symbol, ktery T vytiskl.

O
Véta 28
A <jog B a B <o C implikuje A <jq C.
Diikaz. Potfebny transducer sestavime analogicky sestaveni T'S N v dukazu predchozi véty. Trasducer realizujici
A <jog B hraje roli T a transducer realizujici B <j,s C hraje roli M. O
Jazyk A je NL-tézky, pokud pro kazdy B € NL mdme B <j,; A. Pokud je navic A € NL, pak je A NL-iplny.
V dusledku piedchozi véty pak plati, Ze pokud je A NL-tézky a A <joz B, pak je i B NL-tézky.
Véta 29
PATH je NL-tézky problém.
Diikaz. Predp. ze A € NL a M je NTS rozhodujici A v log. pam. slozitosti, feknéme s(n) € O(log(n)). Déle

bez ztraty na obecnosti predpokladejme, ze M mé unikatni pfijimaci konfiguraci (napf. smaze obsah pasky a
premisti hlavu na zac¢atek), tuto konfiguraci ozna¢ime ACCEPT.
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Pro vstup x uvazime orientovany graf G = (V, E), V je tvofena vSemi konfiguracemi stroje M, které obsahuji
s(|x|]) policek pésky, a

E ={(c1,c2) | z konfigurace ¢y pFejde M do konfigurace c; pomoci jednoho kroku}.

Jasné vidime, ze x € L praveé kdyz v G existuje orientovand cesta z pocatecni konfigurace do konfigurace
ACCEPT.

Zbyva fici, jak mizeme G vytvofit na zdkladé x pomoci transduceru s log. pam. sloz. Potfebny transducer
T pro vstup x:

1. zapi8e na vystupni pasku v lexikografickém uspoiddani véechny konfigurace stroje M s s(|x|) policky pasky.
K tomu mu stac¢i O(log |x|) paméti.

2. zapiSe na pracovni pasku postupné vSechny dvojice konfiguraci TS M s s(|x|) policky pasky (na pasce
je vzdy zapséna jedna takové dvojice). Pro kazdou takovou dvojici ovéri, jestli se M dostane z prvni
konfigurace do té druhé pomoci jednoho kroku. Pokud ano, zapiSe transducer danou dvojici na vystupni
pasku. K provedeni tohoto kroku je opét potieba pouze O(log|x|) policek pésky.

3. nakonec zapiSe na vystupni pasku pocateéni konfiguraci a konfiguraci ACCEPT.
O
Dtsledkem piedchozi véty je napiiklad NL C P, protoze PATH € P. Immermanovi-Szelepcsenyiho véta

implikuje (NL = coNL).

Literatura

Cerpéno z [I](kap. 8) a [2](kap. 5).
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7 Paralelni slozitost

Rodina booleovskijch obvodi C je posloupnost booleovskych obvodua Cy, Cq1, C; ..., kde obvod C;; ma n vstupnich
bran. Rekneme, Ze C rozhoduje jazyk A C {0, 1}* pokud pro kazdy Fetézec x € {0, 1}* plati x € A prave kdyz Ciy(x) =
1.

Hloubka booleovského obvodu C je délka nejdelsi cesty ze vstupni brany do vystupni brany. Velikost C je
pocet bran, které obsahuje.

Rodina booleovskych obvodu C je uniformni, pokud existuje log-space transducer, ktery pro vstup 0™ zapise
na vystupni pasku popis obvodu Cy,.

Booleovsky obvod pro nasobeni binarnich matic Mame matice A a B o rozmérech n...n. Vystupem
je matice C o rozmérech n x n, kterd je booleovskym sou¢inem A a B. (tedy Cij = \/{_; AikBy;j). Cileny obvod
m4 2n? vstupnich bran oznacenych ajj a by (pro 1 < 1,j < m) korespondujicich s prvky Aj,Bj; jednotlivych
matic. Ddle m4 n> bran gijk (pro 1 <1,j,k < n), pficemz brana gijx pocita ay /\ byyb. Pro kazdou dvojici 1,
potom realizujeme pomoci obvodu formuli \/; -, -, gijk- To lze provést obvodem s max 2n branami a hloubkou
O(logn), pficem posledni branu v tomto obvodu ponechdme jako vystupni (a oznaéime ji cij). Dostaneme tak
tedy obvod s nejvyse 2n? +n? + 2n3 branami a hloubkou O(logn).

Booleovsky obvod pro tranzitivni uzavér Pro vypocet tranzitivni uzavéru Booleovské matice A o
velikosti m x n staé spoéitat mocniny Al pro i = 2,...,n a spocitat Vi, A'. To miizeme provést pomoci
opakovaného umociniovani, kdy sérii O(logm) soucini matic spocitdme A%, A* A8 ... Poté vidy pro pomoci
maximalné O(logn) dalsich soucinit dopoéitdame At pro i, kterd nejsou mocninou dvou (staéf si predstavit i
zapsano v bindrni soustavé). Pro vSechna takové i to ovSem provedeme paralelné.

Pro nésobeni matic médme z piedchoziho piikladu polynomicky velky booleosky obvod s hloubkou O(logn)
a polynomickou velikosti. Protoze pocitdme O(logn) souéini za sebou, ziskdme obvod s hloubkou O(log?n).
Tento obvod ma také polynomicky mnoho bran. Pfipomenme vztah problému dosazitelnosti v (orientovanych)
grafech: pokud vezmeme matici sousednosti grafu a spocitame jeji tranzitivni uzavér, pak ve vysledku ja na
pozici odpovidajici uzlim 1i,j jednicka, pravé kdyz existuje cesta z uzlu i do uzlu j.

Pro i > 1 fekneme, ze L € NC; kdyz existuje uniformnf rodina booleovskych obvodu C rozhodujici L takova,
7e velikost obvodu Cp je n°(V) a hloubka C,, je O(log!n)
Dale definujeme

NC = JNC.
i>1
Véta 30
(a) NC; C L
(b) NL C NC;
(c) NCCP
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Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze pracujeme na abecedou {0, 1}.

(a) Z predpokladu vime, ze pro A € NC; existuje uniformi rodina obvodu s O(logn) hloubkou a polyno-
mickou velikosti, ktery rozhoduje A. Navic existuje log-space transducer T, ktery pro vstup 0™ vytvoii obvod
pro pozadovanou velikost vstupu (tedy Cp pro vstup x).

Vytvoiime TS M s log. pam. slozitosti, ktery také rozhoduje A. Piedpokladejme tedy vstup x € {0, 11"
Dilezité je si uvédomit, ze M muze opakované simulovat T, a ziskat tak ¢ast obvodu C,,, kterou zrovna potiebuje.
Poznamenejme, ze M pro simulaci T nemusi nikam zapisovat retézec 0™, tedy vstup pro T, staéi si pouze
pamatovat, na které pozici vstupni pasky je ¢teci hlava. K tomu staci ¢ita¢, k jehoz ulozeni staci O(logn)
paméti.

TS M provadi prichod do hloubky grafem, ktery dostaneme z obvodu C, tak, Ze obratime smér hran.
Pruchod zaéing vystupni brénou. Pritom (o¢ividnym zpusobem) poc¢itd hodnoty jednotlivych bran, a nakonec
i té vystupni, podle jeji hodnoty piijimé ¢i zamita. (Tento pruchod do hloubky si muzeme také predstavit jako
rekurzivni proceduru vypoétu hodnoty brany). TS M si v prubéhu vypoctu (na pracovni pasce) pamatuje

e aktualni branu,
e fetézec jednoznalné urcujici vétev pruchodu do hloubky, které odpovidéd aktualni brana,

e mezivysledky pro urovné pruchodu, ve kterych jsme do hloubky prosli jenom jeden podstrom, ale brana
ma aritu 2.

Protoze C,, mé polynomicky mnoho bran sta¢i k reprezentaci jedné logaritmicky pocet biti. Protoze brany
maji aritu max 2, a hloubka C,, je logaritmicka, pro ulozeni fetézce urcujicitho vétev pruchodu staci logaritmicky
pocet bitu. Diky logaritmické hloubce C,, nam také pro uklddani mezivysledku staci logaritmicky pocet bitu.

(b) Uvazujeme A € NL a NTS M s log. pam. sloz. tak, ze L(M) = A. (O M bez ztraty na obecnosti
predpokladdme, ze mé unikétni pfijimaci konfiguraci ACCEPT). Uvazujeme vstup x € {0, 1}". Ukdzeme, zZe lze
(log-space transducerem) zkonstruovat obvod Cy, tak, ze x € A praveé kdyz Cn(x) = 1.

Vsimneme si, ze konfigurace stroje M neobsahuji vstupni pasku (ale pouze index toho, na jakém pozici se
vyskytuje ¢teci hlava na vstupni pasce) a tedy mnozina konfiguraci M nezavisi na x, ale pouze na n.

Pokud bychom ovSem chtéli sestavit graf konfiguract M (tj. graf z dikazu véty [28)), uz x potfebujeme. Pokud
je v konfiguraci « hlava na vstupni pasce na pozici i, zavisi mnozina konfiguraci dosazitelnych jednim krokem
z « na i-tém symbolu x.

Na zdkladé M tedy muzeme vytvorit obvod C se vstupnimi branami x1,...,%n (ty odpovidaji jednotlivym
symbolum v x) a déle s branami

gij pro0 <i,j<n

tak, ze pokud interpretujeme hodnotu brany gij (pro ohodnoceni dané x = x7x; ...x,) jako hodnotu By; v matici
B, pak je B matici grafu konfiguraci TS M pro vstup x. Vysledny obvod mé (vzhledem k n) polynomicky pocet
bran a konstantni hloubku.

Protoze je velikost jedné konfigurace M logaritmicka (vzhledem k n), a jejich pocet je tedy omezen polyno-
micky, muzeme C zkonstruovat log-space transducerem (jehoz vstupem je 0™)
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Nyni si uvédomime, ze timtéz log-space transducerem muzeme C rozsifit (na obvod Cy) tak, ze za négj
pfipojime obvod pro vypocet tranzitivniho uzdvéru matice o dimenzich n x n tak, v ném povazujeme gi za
vstupni brany. Tento obvod mé opét polynomicky pocet bran (vzhledem k n) a hloubku O(log? n).

Pfipomenme, ze vysledkem tranzitivniho uzdvéru matice sousednosti grafu, je matice dosazitelnosti (na

pozici v matici, kterd odpovida dosazitelnosti konfigurace ACCEPT z pocateéni konfigurace. Zjevné x € A, prave

kdyz Cn(x) =1.
(c) Predp. A € NC. Pro vstup x € {0, 1}"
1. pomoci log-space transduceru sestavime C,.
2. vypocitdme Cp(x) a podle vysledku pifjimdme.

Protoze mé C,, polynomicky poé¢et bran, 1ze druhy bod provést v polynomickém case (oboji vzhledem k n).
O

Problémy v NC povazujeme za efektivné paralelizovatelné. Zajimava otazka je, jestli plati P C NC, tedy
zda-li jsou vSechny problémy, pro které existuje efektivni sériovy algoritmus také efektivné paralelizovatelné.
Jazyk L je P-tezky pokud pro kazdy jazyk L’ € P plati L’ <jos L a P-tiplny, pokud je navic v P.

Véta 31
A <jog B a B € NC implikuje A € NC.

Kostra dikazu. (Opét bez djmy na obecnosti predpokldaddame abecedu {0,1}). Pro obecnou velikost vstupu n
dokazeme, ze existuje obvod C, tak, ze pro x € {0, 1}™ mdme: x € A pravé kdyz C,(x) = 1.

Necht R je log-space transducer realizujici redukci A <joq B. Pak existuje polynom q tak, ze R zapiSe na
vystup max q(n) bitu. Déle uréite existuje TS M s log. pam. sloz., ktery pro vstup (x,1) pfijimé, pokud je i-ty
bit R(x) roven 1. (Staéf simulovat R a pockat, az vypise i-ty bit). Cinnost M miizeme realizovat pomoci obvodu
(viz dukaz predchozi véty), a tedy paralelnim zapojenim q(|x|) obvodu ziskdme cely R(x). Na néj nyni napojime
booleovsky obvod pro B spravné velikosti (ten ziskdme simulaci log-space transduceru, ktery generuje obvody
pro B). Ziskdme tak C,,.

Vys8e popsany postup lze provést pomoci log-space transduceru.

O

Projdeme-li si pasiz o tableau metodé nad Vétou a uvédomime si, ze popsanou konstrukci Ize provést
pomoci log-space transduceru, dostavame, ze problém CIRCUIT-VALUE je P-tplny.

Hornova formule je formule vyrokové logiky v CNF takova, ze v kazdé klausuli je nejvysSe jeden pozitivni
literal.

HORN-SAT = {@ | @ je splnitelnd Hornova formule }
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Véta 32

HORN-SAT je P-tplny.

Duikaz. Polynomicky algoritmus pro vstup ¢, opakuje nésledujici:

1. Pokud ¢ neobsahuje klausuli s jednim literdlem, muzeme ohodnotit vSechny proménné na 0. Tim ji
splnime.

2. Pokud ¢ obsahuje klausule (x) a (—x), pro néjakou proménnou x, potom zamitdme.

3. Pokud ¢ obsahuje klausuli (1) s jednim literdlem 1, potom ohodnoti pfislusnou proménnou tak, aby byl 1
pravdivy. Formuli ¢ upravi tak, ze odstrani klasuli (1) a ze zbyvajicich klausuli literdl (—1).

Algoritmus je korektni: kliem je pozorovani, ze pokud nastane situace v bodu 3, pak je ¢ pfed tpravou
splnitelna pravé kdyz je splnitelnd formule, kterou dostaneme tpravou .

Algoritmus pracuje v polynomickém ¢ase: v kazdé iteraci se formule zmensi (ubude jedna proménnd), muze
tedy byt maximalné tolik iteraci, kolik je proménnych.

Abychom ukézali, Ze HORN-SAT je P-tezky, ukdZeme CIRCUIT-VALUE<,, HORN-SAT. Uvazujme tedy obvod C
(bez proménnych). K nému vytvorime formuli ¢ v CNF obsahujici pouze hornovy klausule. Pro kazdou branu
g v C budeme mit dvé proménné: g* a g~ (vyznam, ktery budeme chtit je, ze g* je pravdivd, kdyz bréna g je
pravdivad a g~ je pravdivé, kdyz brana g neni pravdivd). Pro kazdou takovou dvojici proménnych piiddme k ¢
klausuli (—g*V —g~), vylucujici, aby byli obé proménné soucasné pravdivé. Pro kazdou brdnu v obvodu C pak
pridame k ¢ konjunkci klausuli.

e g konstantni bréana: pokud je label g 1, vytvorime klausuli g™, jinak klausuli g~

e g neni konstantni brana a vedou do ni hrany z bran hy, h; (pokud je label g negace, pak jenom hrana z
hy): vyvorime hornovskou formuli vyjadiujici, ze pravdivost g je spravné spoctena z pravdivosti hy, h;.
Napiiklad, pokud ma g label V, pak vytvotime formuli

(g"V-h)A (gt V—-hy)A(g  V—h; V—h))

Vysvétleni: (g7 V —h{) je ekvivalentni hi = g*; (g* V —h{) je ekvivalentn{ hj = g¢*; a konecné
(g~ V —hy V —h;) je ekvivalentni (h; Ah;) = g~. (formule pro zbylé labely si laskavy ¢tendi sestavi
jako cviceni).

Pro vystupni branu g navic k formuli pfiddme klausuli g™.
@ muzeme vytvorit pomoci log-space transduceru (méme vzory pro produkované ¢asti formule, ve kterych
ménime jenom logaritmicky dlouhd zakédovani proménnych).
To ze je @ pravdiva, pravé kdyz je C pravdivy snadno dokazeme pomoci indukce pies brany uvazovany v
poradi daném néjakym jejich topologickym usporadanim.
O
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Tfida AC Pokud definici Booleovského obvodu povolime, aby brany s labely A,V méli neomezenou aritu a
nikoliv pouze aritu 2, pak analogii tfidy NC; s takto pozménénou definici booleovského obvodu je tiida AC;. Z
definic hned plyne NC; C AC;. Brdnu s aritou k muzeme simulovat obvodem pouzivajicim pouze brany s aritou
2. Tento obvod mé hloubku O(logk) a obsahuje O(k) bran. Protoze obvody pro problémy z AC; obsahuji pouze
polynomicky pocet bran a arita vSech bran je tedy omezena polynomicky, dostdvame ze nahrazenim vSech bran
s aritou ruznou ode dvou pfislusnym obvodem zvysime hloubku obvodu nanejvys O(logn) krat. Odtud mame
AC; C NCi,y. Celkem tedy

AC:UACi:UNCi:NC.

i>0 i>0

Literatura

2] (kap. 11), [1] (kap. 10.5), [5](str. 224).
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8 Pravdépodobnostni algoritmy a prislusné tridy slozitosti

Definice pravdépodobnostniho TS (PTS) Uvazme NTS M takovy, ze z kazdé (nekoncové) konfigurace
méame pravé dvé nedeterministické volby. Piedstavme si, ze vypocet M pro x (tj. prochdzime jednou vétvi jeho
stromu vypoc¢tu pro vstup x) je realizovan nésledovné: Z konfigurace ¢

1. M si hodi minci (s psti 0.5 padne orel, s psti 0.5 padne panna),

2. pokud padne orel, provede se vypocetni krok odpovidajici prvni nedeterministické volbé pfistupné z c,
jinak krok odpovidajici druhé volbeé.

Predpokladejme, ze M vzdy zastavi. Vétev v vypoctu, jejiz koncova konfigurace je v hloubce h(v) je pak
projita s pravdépodobnosti 1/2MV). Rekneme tedy, ze M piijimé pfijimé x s pravdépodobnosti

PIM(x) =1] = Z 1/2Mv)]

veS

kde S je mnozina pfijimacich vétvi M pro vstup x. Oc¢ividné M zamité s psti P[M(x) =0] =1 —P[M(x) = 1].
Slozitost je u PTS definovéna jako u NTS (jde ndm o délky vétvi etc.)

0.125 0.125

Obrazek 1: Piiklad vypocetniho stromu PTS s vyzna¢enymi pravdépodobnostmi dosazeni koncovych konfiguraci.
Pravdépodobnost pfijeti (zelené konfigurace) je 0.5, pravdépodobnost zamitnuti (Gervené konfigurace) je také
0.5

Tiidy slozitosti Rekneme, ze L € RP pokud existuje PTS M s pol. ¢as. slozitost{ tak, ze

x € A implikuje P[M(x) =1
x ¢ A implikuje PM(x) = 1] =
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PTS M tedy muze udélat pouze jednostrannou chybu. Pokud pfijimé, mame jistotu, ze x € A. Pokud zamita,
mohlo byt (s psti omezenou 1/4) x € A. Snadno vidime, ze ve tiidé coRP je chyba pfesunuta na druhou stranu.
Rekneme, ze L € BPP, pokud existuje PTS M s pol. ¢as. sloz. tak, ze

x € A implikuje P[M(x) =1] > 3/4
x ¢ A implikuje PM(x) = 1] < 1/4.

PTS M tedy déla chyby na obé strany (ale opét psti omezenou 1/4).
Véta 33: Amplifikace

Pokud A € BPP potom pro libovolny polynom n¢ existuje PTS s polynomickou ¢asovou slozitosti tak,
ze pro x délky n plati

PIM(x) £ A(x)] < 1/2™.

Diikaz. Diky A € BPP existuje PTS M s pol. ¢as. sloz rozhodujici A s chybou omezenou 1/4. Sestavime PTS
N, ktery simuluje M pro vstup x opakované, a to nd*'-krat. N pfitom spocita Getnost prijeti a zamitnuti v
téchto vypoctech a piijimé, pokud ve vice nez poloviné piipadu M piijimal. Protoze slozitost M je polynomicka,
je 1 slozitost N polynomickda. Pst, ze N udéld chybu (tj. pst, ze vice nez polovina simulaci skonéila s chybou)
muzeme omezit

nd+1 /2

(M. EANA N
— k 4 4 = @

Vztahy mezi tiidami Snadno vidime, ze P C RP C NP a také RP C BPP a coRP C BPP. Z definice BPP
také plyne, ze je uzaviena na doplnék.

O

Véta 34
BPP C 27

Ptedtim, nez si vétu dokazeme, si uvédomime, ze na PTS se muzeme divat nésledovné: uvazujeme obyceny
TS M, kterému dame navic k dispozici jako dalsi vstup dostatecné dlouhy fetézec bitu (umistény na specidlni
pésce), ktery nahrazuje hézeni minci ve vypoctu. Pro konkrétni vstup x a (dostatecné dlouhy) bitovy fetézec y
je pak vypocet M(x,y) deterministicky. Pst. ze M se slozitosti T(n) pfijima x potom definujeme jako

11k —1
P M y) = 1] = W EOT ;y(x,y) I

kde k je libovolné ¢islo veétsi nez T(|x|).
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Diikaz Veéty[3) Uvazme A € BPP. Z Véty [33| plyne, ze ex. TS s ¢as. sloz n® (pro né&jakou konstantu ¢ > 1)
tak, ze

e pokud x € A, pak Py[M(x,y) =1 >1-1/2"a
e pokud x € A, pak Py[M(x,y) =1] < 1/2™
Zafixujeme vstup x délky n a uvazime m = n° (to je pocet ndhodnych biti, které M potiebuje). Definujeme
mnoziny
Ay ={y {0, 1}™ | M(x,y) =1}
Ry ={y €{0,1}™ | M(x,y) = 0}
Hned vidime, ze Ay "R, =0 a A, UR, = {0, 1}*. Také pokud x € A, tak |[A,| > (1 —1/2").2Mm =2m _2m" 4
Ry| < 1/2™.2M =2Mm"" Pokud x € A, pak [A] < 2™ ™ a [Ry| >2m —2m™,

Pomoci @ budeme znagit bitovou operaci XOR provadénou na tetézcich z {0, 1}™. Pfipomenme jeji zédkladni
vlastnosti, které vyuzijeme. Pro kazdé a,b,c € {0, 1}™ plati

a®b=bda (4)
(a®b)@c=ad (b@®c) (5)
ada=0 (6)
0Odba=a (7)
adb=cpravekdyza=bdc (8)
a=bprive kdyzadc=bdc (9)

Operaci @ nyni rozsifime i na mnoziny. Pro mnozinu S,S’ C {0, 1}™ a a € {0, 1}™ mdme
a®dS={a®b|beS}
S"eS={a®blaeS bes}

Vidime, ze v dusledku @ méme |a @ S| = S|, v dusledku mame a®b € S pravé kdyz a € b ® S. Nyni
dokazeme pomocné tvrzeni kombinatorické povahy.

Tvrzeni. x € A pravé kdyz existuji z1,...,zm € {0, 1}™ tak, Ze Ax ®{z1,...,zm} =1{0, 1}™.
Diikaz pomocného turzeni. Nejdiiv predpokladejme, ze x € A a tedy |Ay| < 2™ ™. Pak pro jakékoliv z1,...,zm
mame

m
Av@{z,...,zm} < |z @ A
j=1

a velikost této mnoziny tak muZzeme omezit pomoci

m
D A <m2m Tt < 2m
j=1
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pro dostatecné velké nm (abychom to lépe vidéli muzeme napiiklad dosadit m = n¢ a obé strany zlogaritmovat,

konstantu ¢ muzeme zvolit libovolné velkou). Mnozina Ay ®{z1, ..., zn} tedy neni dostatecné velkd, aby se mohla
rovna {0, 1}™.
Predpoklddejme na druhou stranu, ze x € A a tedy |Ry| < 2™ ™. Pokud existuji z1,...,zm tak, ze
pro kazdé w € {0, 1}™ plati w @ {z1,...,zm} Z Ry, (10)

pak pro kazdé w € {0, 1}™ existuje j tak, ze w® z; € Ry a tedy w & Ry @ z;j a proto w € A @ z;; dostavame tak,
ze Ay ®{z1y...,zm} = {0, T}™.

Zbyva ukézat, ze zi1,...,zm pro které plati skutecné existuji. Kazdou m-tici z1,...,zm, pro kterou
neplati, unikdtné determinuji dvojice (w,Y) takové, ze w € {0, 1}™ a Y = w & {z1,...,zm} C Ry. (Stacf si
uvédomit, ze v rovnici w ®{z1,...,zm} = S znalost w a S jednoznaéné urcuje {z1,...,zn}.) Pocet m prvkovych

podmnozin Ry je oviem omezen (2™ ™)™, Mdme tak, ze pocet nevyhovujicich m-tic je omezen
(szn)m LQm zm(mfn+1) < zmz

Pfitom ovSem pocet moznosti, jak zvolit z1,...,zn je pravé 2™ Musi tedy skutecné existovat volba z1,...,zm €
{0, 1T}™ pro kterou plati . Timto jsme dokonc¢ili dukaz pomocného tvrzeni.

Platnost predchoziho tvrzeni vyuzijeme ke konstrukci X,-stroje, ktery pro vstup x
1. pomoci existencialni alternace vybere z1,...,zn.

2. pomoci univerzalni alternace vygeneruje vsechna w € {0, 1}™ a pro kazdé ovéri, jestli existuje j tak, ze
W@z € Ay (tim, ze pro i =1,...,m spusti M(x,w ® z;).

Polynomicka slozitost plyne z toho, ze m = n¢ a toho, ze M pracuje v pol. ¢ase. 0

Dtusledkem piedchozi véty je ze, pokud P = NP pak BPP = P.

Neni zndm vztah mezi BPP a NP. Véiime, ze NP ¢ BPP, protoze z NP C BPP plyne PH C BPP (dukaz
tohoto vynechame) a v dusledku pfedchozi véty by PH zkolabovala na ZE.

(Ptirozené) problémy v BPP

e Testovani prvociselnosti. To je v soucastnosti trivialni, protoze vime ze problém patii do P. Nicméné,
i kdyby nepatfil do P, pattil by do BPP: existuji efektivni pravdépodobnostni algoritmy, napt. Miller-
Rabinuv test, Solovay—Strassen test.

e Prikladem problému, ktery patii do BPP, ale nevime o ném, ze by patiil do P, je problém testovani
polynomickych identit. Vstupem je polynom nad proménnymi x1,...,Xn s celo¢iselnymi koeficienty, ktery
je zadan ve formé aritmetického obvodu (definice je analogicka booleovskému obvodu, pouze brany misto
logickych operaci pocitaji aritmetické operace +,x,—), a chceme zjistit, jestli je tento obvod roven 0
pro vSechna ohodnoceni proménnych. Klicem k pravdépodobnostnimu algoritmu je tvrzeni znamé jako
Schwartz-Zippel Lemma. Jeho dusledkem je nésledujici tvrzent:
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Necht F je téleso a S C F. Uvazme nenulovy polynom p(xi,...,xn) s koeficienty z F s maximalnim
stupném d. Potom pro (s7,...,sn) s uniformni pravdépodobnosti vybraném z S™ plati

d
Prip(s1y...,sn) =0] < 5k

\

Test tedy spocivé v navzorkovéani (sg,...,sn) a vypoctu hodnoty p(sy,...,sn). Pokud je nenulové, neni p
roven 0 pro vSechna ohodnoceni. Je-li hodnota rovna 0, mtze byt p nenulovy s pravdépodobnosti nejvyse
d
ﬁ-

Literatura

2] (kap. 13, 14)
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