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1 Základńı složitostńı tř́ıdy a jejich vlastnosti

Nejdř́ıve definujeme časovou a prostorovou složitost TS (přitom se omeźıme na TS, které vždy zastav́ı).

• TS M běž́ı v čase T(n), pokud pro všechny vstupy x plat́ı, že M pro x provede méně než T(|x|) krok̊u.

• TS M běž́ı s pamět́ı S(n), pokud všechny x plat́ı, že M během výpočtu se vstupem x navšt́ıv́ı nejvýše
S(|x|) r̊uzných poĺıček pásky.

• Pro NTS jsou definice analogické, pouze bereme v úvahu všechny výpočetńı větve (tedy omezeńı pomoćı
T(n) a S(n) plat́ı pro každou výpočetńı větev)

Dále pak zavedeme základńı složitostńı tř́ıdy, které jim odpov́ıdaj́ı.

DTIME(T(n)) = {L(M) |M je TS běž́ıćı v čase z O(T(n))}

NTIME(T(n)) = {L(M) |M je NTS běž́ıćı v čase z O(T(n))}

DSPACE(S(n)) = {L(M) |M je TS běž́ıćı s pamět́ı z O(S(n))}

NSPACE(S(n)) = {L(M) |M je NTS běž́ıćı s pamět́ı z O(S(n))}

V definićıch je skryt tzv. linear speedup theorem, který ř́ıká, že k TS běž́ıćımu v čase cT(n) (kde c je
konstanta) existuje TS rozhoduj́ıćı stejný jazyk běž́ıćı v čase T(n). Věta se dokazuje pomoćı komprese páskové
abecedy, kdy c poĺıček pásky reprezentujeme jedńım a c krok̊u prvńıho TS pak odpov́ıdá jednomu kroku
druhého TS (dostaneme tak TS s větš́ı páskovou abecedou). Analogická věta plat́ı i pro pamětovou složitost a
i pro nedeterministické TS.

Funkce f : N 7→ N je prostorově zkonstruovatelná, pokud existuje TS tak, že pro vstup n ∈ N (reprezentovaný
řetězcem 0n) na pásce vyznač́ı prvńıch f(n) poĺıček pásky a zastav́ı. Přitom má pamětovou složitost f(n).

Věta 1: Vztahy mezi základńımi tř́ıdami

Pro funkce s(n) ≥ log(n) a t(n) ≥ n plat́ı:

(i) DTIME(t(n)) ⊆ NTIME(t(n)) a DSPACE(s(n)) ⊆ NSPACE(s(n))

(ii) DTIME(t(n)) ⊆ DSPACE(t(n)) a NTIME(t(n)) ⊆ NSPACE(t(n)).

(iii) DSPACE(s(n)) ⊆ DTIME(2O(s(n))) a NSPACE(s(n)) ⊆ NTIME(2O(s(n)))

(iv) NTIME(t(n)) ⊆ DSPACE(t(n))

(v) NSPACE(s(n)) ⊆ DTIME(2O(s(n)))

D̊ukaz. (i) Deterministický TS můžeme chápat jako spec. př́ıpad nedeterministického TS.

(ii) TS (a NTS v každé své výpočetńı větvi) může pomoćı jednoho kroku navšt́ıvit nanejvýš jedno nové
poĺıčko pásky.
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(iii) Nerovnosti plynou z (i), (iv) a (v). Lze je ovšem dokázat i pomoćı poč́ıtáńı krok̊u (viz poznámka za
d̊ukazem).

(iv) Ukážeme, jak NTS M s časovou složitost́ı f(n) můžeme simulovat pomoćı TS N s pamět’ovou složitost́ı
z O(f(n)).

N provede pr̊uchod do hloubky výpočetńım stromem M, přičemž pokud naraźı na přij́ımaćı konfiguraci,
tak také přij́ımá. N funguje rekurzivně, přičemž jedno rekurzivńı zavoláńı prob́ıhá takto: Předpokládejme, že
se simulovaný stroj M nacháźı v konfiguraci c (tuto konfiguraci má N uloženu někde na pásce, jej́ı velikost je
seshora omezena O(f(n))), pak

• pokud je c přij́ımaćı, N přij́ımá

• pro každou konfiguraci c ′ dostupnou z c (v TS M) pomoćı jednoho kroku spust́ı nové rekurzivńı voláńı.

Prvńı zavoláńı spust́ıme s počátečńı konfiguraćı. Hloubka rekurze je omezena f(n), při naivńı implementaci si
muśıme v každé úrovni rekurze pamatovat aktuálńı konfiguraci c, což by vedlo k pamětové složitosti O(f(n)2).
Mı́sto toho tedy použijeme následuj́ıćı trik.

Necht’ k je maximálńı počet nedeterministických voleb, které má M k dispozici. Tyto volby můžeme nějak
lineárně uspořádat (např. lexikograficky) a t́ım pádem konkrétńı volbu můžeme reprezentovat symbolem z
vhodné k-prvkové abecedy. Každá výpočetńı větev M si přirozeně odpov́ıdá s řetězcem nedeterministických
voleb, a tedy i s řetězcem nad zmiňovanou k-prvkovou abecedou. N si proto v rekurzivńıch voláńıch nemuśı
pamatovat aktuálńı konfiguraci. Mı́sto toho si globálně pamatuje řetězec w nedeterministických voleb takový, že
když strojM simuluje z počátečńı konfigurace a nedeterministické volby vyb́ırá podle w, dostane se do aktuálńı
konfigurace (kterou zrovna navštěvuje ve stromu konfiguraćı strojeM). Rekurzivńı voláńı pak N provád́ı tak, že
w rozš́ı̌ŕı o daľśı symbol odpov́ıdaj́ı právě zkoumané nedet. volbě. Uvnitř tohoto rekurzivńıho voláńı si spoč́ıtá
aktuálńı konfiguraci M tak, že jej simuluje a ř́ıd́ı se přitom takto rozš́ı̌reným w. Při návratu z rekurzivńıho
zavoláńı pak w zase o jeden symbol zkrát́ı.

Pamětová složitost je nově O(f(n)), protože nám stač́ı mı́sto pro w a jednu konfiguraci stroje M.

(v) K nedeterministickému TS M s pamět’ovou složitost́ı f(n) vytvoř́ıme determinitistický TS N s časovou
složitost́ı 2O(f(n)) tak, že L(M) = L(N). Nejdř́ıve předpokládejme, že f(n) je prostorově zkonstruovatelná. Tento
předpoklad později odstrańıme.

TS N na pásku zaṕı̌se všechny konfigurace stroje M, které odpov́ıdaj́ı f(n) poĺıčk̊um pásky (velikost jedné
konfigurace je v O(f(n)), konstanta uvnitř asymptotické notace záviśı na počtu stav̊u stroje M a na velikosti
páskové abeced stroje N). K tomu potřebuje umět zkonstruovat f(n) a je tedy potřeba, aby tato fce byla
prostorově zkonstruovatelná. Počet konfiguraćı, které zaṕı̌se je omezen 2O(f(n)) (jejich počet je totiž omezen
df(n) pro nějakou konstantu d, která záviśı na M). Zapsat všechny tyto konfigurace na pásku proto trvá také
nejvýše O(2O(f(n))) krok̊u.

Poté N opakovaně procháźı všechny konfigurace a znač́ı si k nim, jestli jsou dosažitelné z počátečńı kon-
figurace. Na začátku jsou všechny konfigurace, mimo počátečńı, označeny jako nedosažitelné. Pak v jednom
pr̊uchodu N označ́ı všechny doposud neoznačené konfigurace, ke kterým se lze dostat jedńım výpočetńım kro-
kem M z již označené konfigurace, také jako dosažitelné. V momentě, kdy N naraźı na dosažitelnou přij́ımaćı
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konfiguraci, pak přij́ıma. Pokud při pr̊uchodu konfiguracemi neoznač́ı jako dosažitelnou žádnou novou konfigu-
raci, zamı́tá. Jeden pr̊uchod konfiguracemi lze provést v čase polynomicky závislém na O(2O(f(n))) a pr̊uchod̊u
je nejvýše O(2O(f(n))), proto je celková složitost také O(2O(f(n))).

Zbývá odstranit předpoklad prostorové zkonstruovatelnosti f(n). Tento předpoklad můžeme odstranit tak,
že budeme výše popsaný algoritmus spouštět postupně pro hodnoty f(n) = 1, 2, 3 . . . . Vždy, když při pr̊uchodu
konfiguracemi M poznáme, že je možné dostat se jedńım krokem M z dosažitelné konfigurace do konfigurace,
která potřebuje v́ıce paměti, tak restartujeme celý algoritmus s hodnotou f(n) o jedna vyšš́ı.

TS, který si poč́ıtá počet krok̊u TS (nebo NTS) s pamětovou složitost́ı f(n) lze upravit tak, aby poč́ıtal
počet krok̊u, které již provedl a přitom měl pamětovou složitostO(f(n)). Protože počet konfiguraćı odpov́ıdaj́ıćıch
f(n) poĺıčk̊u paměti je seshora omezen df(n) pro vhodnou konstantu d. Pokud tedy TS provedl již v́ıce než
df(n) krok̊u, musel některou konfiguraci navšt́ıvit v́ıcekrát a tedy cykĺı. V takovém př́ıpadě můžeme zamı́tat a
nezměńıme t́ım přij́ımaný jazyk (samozřejmě, pokud TS vždy zastav́ı, pak nikdy neprovede v́ıce df(n) krok̊u).
Počet provedených krok̊u poč́ıtáme v proměnné, jejiž hodnota je nejvýše df(n) a pro jej́ı uložeńı stač́ı logdf(n) =
O(f(n)) poĺıček pásky. Takto upravený stroj také zastav́ı po nejvýše df(n) kroćıch, a tedy jeho existence je
alternativńım d̊ukazem bodu (iii) předchoźı věty.

1.1 (Deterministické) hierarchické věty

Věta 2: O separaci DSPACE

Necht’ s(n) je prostorově zkonstruovatelná funkce. Potom existuje L ∈ DSPACE(s(n)) tak, že L /∈
DSPACE(s ′(n)) pro všechny s ′(n) ∈ o(s(n)).

D̊ukaz. Najdeme TS M s pamětovou složitost́ı f(n) (kde f je prostorově konstruovatelná) tak, že pro každý TS
N s pamětovou složitost́ı v o(f(n)) plat́ı L(M) ̸= L(N). Uděláme to diagonálńı metodou.

Využijeme následuj́ıćıch předpoklad̊u o Turingových stroj́ıch (bez ztráty na obecnosti).

• zafixujeme abecedu Σ = {0, 1}.

• každý řetězec w ∈ {0, 1}+ kóduje nějaký TS: o řetězćıch, které neodpov́ıdaj́ı dohodnutému zakódováńı TS
předpokládáme, že kóduj́ı TS, který v prvńım kroku zamı́tá.

• v kódováńı TS ignorujeme 0 na začátku. Každý TS má tedy nekonečně mnoho r̊uzných zakódovańı, které
se lǐśı počtem 0 na začátku řetězce.

Pro w ∈ {0, 1}+ označujeme #w č́ıslo, jehož je w binárńım zápisem (všimněte si, že zde se také ignoruj́ı 0
na začátku w). Pomoćı Mi znač́ıme TS, jehož zakódováńım je w a #w = i.

Nyńı vytvoř́ıme požadovaný TS M. Ten pro vstup x délky |x| = n

1. Označ́ı f(n) poĺıček pásky (f je prostorově konstruovatelná).
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2. Simuluje Mi, pro i = #x, na vstupu x

• pokud by při simulaci potřeboval v́ıce než f(n) poĺıček pásky, tak zamı́tá.

• pokud simulace zastav́ı (viz poznámka ńıže), tak pokud Mi přij́ımá, M zamı́tá. Jinak M přij́ımá.

Komentáře k simulaci u bodu 2:

• Nemuśıme se obávat toho, že Mi pro x cykĺı (a t́ım pádem by cyklil i M). M totiž může poč́ıtat počet
krok̊u, které už Mi při simulaci provedl a detekovat zacykleńı.

• Pro každý TSMi běž́ıćı s pam. slož o(f(n)) plat́ı, že existuje jeho dostatečně dlouhé zakódováńı x tak, že
při simulaci stroji M nedojde pamět’. Zakódovańı TS totiž můžeme na začátku vycpat nulami.

M pracuje očividně s pamět’ovou složitost́ı f(n). Pro každý TS N s pamětovou složitost́ı v o(f(n)), existuje
jeho dostatečně velké zakódováńı x (vycpané 0 na začátku) tak, že se M a N v přij́ımáńı/zamı́táńı x lǐśı.

Závěrečná poznámka: M potřebuje k simulaci N nav́ıc log |N| paměti, kde |N| je délka zakódováńı N. Pro
účel simulace ovšem bereme zakódováńı N bez 0 na jeho začátku a můžeme se tak na jeho délku brát jako
na konstatu (respektive v́ıme, že můžeme zakódováńı N na začátku dostatečně vycpat 0 tak, aby měl M pro
simulaci dostatek paměti).

Věta 3: O separaci DTIME

Necht’ t(n) je časově zkonstruovatelná funkce, t(n) ≥ n. Potom existuje L ∈ DTIME(t(n)) tak, že
L /∈ DTIME(t ′(n)) pro všechna t ′(n) taková, že t ′(n) log t ′(n) = o(t(n)).

D̊ukaz. Analogický předchoźı větě. Logaritmický faktor je cena, kterou plat́ıme za simulaci.

1.2 Savitchova věta

Věta 4: Savitchova

Necht’ s(n) je funkce taková, že s(n) ≥ n. Potom plat́ı

NSPACE(s(n)) ⊆ DSPACE(s(n)2).

D̊ukaz. Vezmeme L ∈ NSPACE(s(n)) a dokážeme, že L ∈ DSPACE(s(n)2). Protože L ∈ NSPACE(s(n)) existuje
NTS M s pamět’ovou složitost́ı f(n) ∈ O(s(n)). Sestav́ıme TS, který bude rozhodovat L s pamětovou složitost́ı
v O(f(n)2), a t́ım pádem i v O(s(n)2).

Navrhneme deterministický algoritmus can-yield, který má vstup α, β a t, kde α, β jsou konfigurace
stroje M obsahuj́ıćı f(n) poĺıček pásky (ve skutečnosti jsou tedy konfigurace dlouhé f ′(n) = f(n) + c, kde c
je konstance závisej́ıćı na M, zejména na počtu jeho stav̊u) a t je počet krok̊u. Algoritmus rozhodne, zdali se
M může dostat z konfigurace α do konfigurace β s pomoćı maximálně t krok̊u (přičemž předpokládáme, že M
nebude potřebovat v́ıce než f(n) paměti).
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Algoritmus can-yield pro vstup (α, β, t):

1. pokud t = 0 zkontrolujeme α = β. Pokud ano, přij́ımáme, jinak zamı́táme

2. pokud t = 1 zkontrolujeme, jestli z α umı́M přej́ıt do β pomoćı jednoho kroku (to lze zjistit z přechodové
funkce M, kterou máme zadrátovanou napevno v algoritmu).

3. Jinak iterujeme přes všechny konfigurace γ (obsahuj́ıćı f(n) poĺıček pásky) a pro každou z nich rekurzivně
zavoláme can-yield(α, γ, ⌊t/2⌋) a can-yield(γ, β, ⌈t/2⌉). Pokud obě voláńı přij́ımaj́ı, tak přij́ımáme (a
cyklus konč́ı).

4. Zamı́táme.

Nyńı si uvědomı́me, že bez ztráty na obecnosti můžeme předpokládat, žeMmá unikátńı přij́ımaćı konfiguraci
accept (např. M před přijet́ım smaže pásku, přejede s čtećı hlavou nad jej́ı začátek a a přejde do unikátńıho
přij́ımaćıho stavu). Protože délka konfiguraćı M (pro vstup x délky |x| = n) je omezena f ′(n), maximálńı délka
výpočtu M je df

′(n) pro vhodnou konstantu d (která záviśı pouze na M). Pokud tedy pro vstup x (př́ıslušnou
počátečńı konfiguraci označ́ıme start) zavoláme can-yield(start, end, df

′(n)), a přij́ımáme právě když toto
zavoláńı přij́ımá, máme TS, který rozhoduje L.

Pro jedno zavoláńı can-yield potřebujeme O(f(n)) paměti (ukládáme pouze konstantńı počet konfiguraćı,
jejichž velikost je omezena O(f(n))). Dı́ky tomu, že při rekurzivńım voláńı p̊uĺıme třet́ı argument, je maximálńı
hloubka rekurze rovna log2 d

f ′(n) ∈ O(f ′(n)) ⊆ O(f(n)), celkově tedy potřebujeme O(f(n)2) paměti.
Poznámka na závěr: Tǐse jsme předpokládali, že f(n) je prostorově zkonstruovatelná. Tento předpoklad

můžeme odstranit tak, že budeme výše popsaný algoritmus spouštět postupně pro hodnoty f(n) = 1, 2, 3 . . . .
Vždy, když v can-yield poznáme, že bychom potřebovali v́ıce paměti pro konfigurace (např́ıklad máme
dosažitelnou konfiguraci M s hlavou na posledńım poĺıčku vpravo a podle přechodové funkce M se s ńı lze
posunout ještě v́ıce doprava), tak restartujeme celý algoritmus hodnotou f(n) o jedna vyšš́ı.

1.3 Immermanova-Szelepcsenyiho věta

Pro tř́ıdu problémů K definujeme tř́ıdu coK pomoćı: L ∈ coK právě když L̄ ∈ K.

Věta 5: Immermanova-Szelepcsenyiho věta

Necht’ s(n) ≥ logn. Potom NSPACE(s(n)) = coNSPACE(s(n)).

D̊ukaz. Vezmeme L ∈ NSPACE(s(n)) a dokážeme, že L̄ ∈ coNSPACE(s(n)). Protože L ∈ NSPACE(s(n))
existuje NTSM s pamět’ovou složitost́ı f(n) ∈ O(s(n)). Sestav́ıme NTSN, který bude rozhodovat L̄ s pamětovou
složitost́ı v O(f(n)), a t́ım pádem i v O(s(n)).

Využijeme následuj́ıćıch pozorováńı.

• Můžeme předpokládat, že M před přijet́ım smaže obsah pásky, posune hlavu na prvńı poĺıčko pásky
a přejde do unikátńıho přij́ımaćıho stavu. Źıskáme tak unikátńı přij́ımćı konfiguraci, kterou označ́ıme
accept.
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• Konfigurace M jsou dlouhé maximálně f ′(n) ∈ O(f(n)) (f(n) poĺıček pásky plus nav́ıc je potřeba zazna-
menat aktuálńı stav, ale k tomu stač́ı řetezec konstantńı délky). M se může dostat do maximálně df

′(n)

konfiguraćı, pro vhodnou konstantu d, která záviśı na M (počtu stav̊u, velikosti abeced atd.). Z toho
plyne, že při přij́ımáńı provede M maximálně df

′(n) krok̊u.

Předpokládejme vstup x o velikosti |x| = n, označme počátečńı konfiguraci M (pro x) start. Uvažme
množinu

Am = {α | α je konfigurace dosažitelná ze start pomoćı maximálně m krok̊u}.

Vid́ıme, že A0 = {start} a tedy |A0| = 1. Následuj́ıćı nedeterministický algoritmus spoč́ıtá |Am+1|, pokud
známe |Am|.

1. Proměné result a counter inicializujeme na 0.

2. Pro každou konfiguraci α stroje M (odpov́ıdaj́ıćı f(n) poĺıčk̊um pásky) provedeme následuj́ıćı:

(a) proměnou reachable inicializujeme na 0.

(b) Pro každou konfiguraci β stroje M (odpov́ıdaj́ıćı f(n) poĺıčk̊um pásky) provedeme následuj́ıćı:

• nedeterministicky vybereme a simulujeme maximálně m krok̊u dlouhý výpočet stroje M z kon-
figurace start, označme konfiguraci, ve které tento výpočet konč́ı γ.

• pokud β = γ, pak inkrementujeme proměnnou counter o 1.

• pokud se lze jedńım výpočetńım krokem stroje M dostat z konfigurace β do konfigurace α,
nastav́ıme proměnnou reachable na 1.

(c) Je-li hodnota proměnné counter r̊uzná od |Am|, zamı́táme. (Toto je koncepčně d̊uležitý test, viz
vysvětleńı ńı̌ze.)

(d) Je-li hodnota proměnné reachable rovna 1, inkrementujeme proměnnou result

3. Výsledek je v proměnné result.

Idea algoritmu je následuj́ıćı: pro kažkou konfiguraci α testujeme, jestli je dosažitelná pomoćı max m + 1
krok̊u z konfigurace start. Děláme to tak, že iterujeme přes všechny konfigurace β dosažitelné pomoćı max m
krok̊u. Zde ale jejich dosažitelnost testujeme tak, že se nedeterministky vybereme výpočet s max m kroky a
provedeme ho. Existuje tak nebezpeč́ı, že tento výpočet nevybereme správně (nevede k β, i když je β pomoćı
max m krok̊u dosažitelná). K předejit́ı tohoto slouž́ı proměnná counter, ve které si poč́ıtáme, kolik výpočt̊u
jsme nedeterministicky vybrali správně. Pokud se tato hodnota nerovná |Am|, pak v́ıme, že jsme někde vybrali
špatně a zamı́táme. Algoritmus potřebuje O(f(n)) paměti, protože uchovává dvě konfigurace strojeM, simuluje
výpočet M, a uchovává dvě č́ısla omezená seshora df

′(n), která lze (ve vhodné abecedě) reprezentovat pomoćı
O(f ′(n)) znak̊u.

Předpokládejme nyńı, že máme k dispozici |Adf ′(n) |, které jsme s pamětovou složitost́ı O(f(n)) spoč́ıtali po-
moćı opakované aplikace předchoźıho algoritmu. Následuj́ıćı algoritmus pak otestuje, jestli je accept dosažitelná
pomoćı max df

′(n) krok̊u ze start, a pokud neńı, tak přij́ımá (jinak zamı́tá). Algoritmus tak rozhoduje L̄. Al-
goritmus funguje následovně:
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1. Proměnnou counter inicializujeme na 0.

2. Pro každou konfiguraci α stroje M (odpov́ıdaj́ıćı f(n) poĺıčk̊um pásky) provedeme následuj́ıćı:

(a) nedeterministicky vybereme a simulujeme maximálně df
′(n) krok̊u dlouhý výpočet stroje M z konfi-

gurace start, označme konfiguraci, ve které tento výpočet konč́ı γ.

(b) pokud se γ a α rovnaj́ı, inkrementujeme counter o 1. Pokud se nav́ıc α rovná accept, zamı́táme.

3. Pokud se proměnná counter nerovná |Adf ′(n) |, zamı́táme.

4. Přij́ımáme.

Vid́ıme, že v algoritmu se opakuje trik z předchoźıho algoritmu zajǐst’uj́ıćı správnost nedeterministických
voleb. V kroku 2 opravdu muśıme proj́ıt všechny konfigurace (a nestač́ı jenom přij́ımaćı), protože pokud v kroku
2 nezamı́tneme, muśıme ještě v kroku 3 zkontrolovat, že se to nestalo jen kv̊uli tomu, že jsme nedeterministicky
vybrali výpočty M nevedoućı k accept, ale accept je přesto dosažitelný.

Nav́ıc vid́ıme, že přij́ımáme, pouze pokud neńı v max df
′(n) kroćıch dosažitelná konfigurace accept. Také

je vidět, že potřebujeme pouze O(f ′(n)) paměti, to je podobné jako u předchoźıho algoritmu. Celkově tedy N,
který konstruujeme,

1. spoč́ıtá a ulož́ı si |Adf ′(n) |,

2. spust́ı předchoźı algoritmus.

Poznámka na závěr: tǐse jsme předpokládali, že f(n) je prostově zkonstruovatelná. Tento přepoklad jde obej́ıt
standardńım argumentem, který jsme viděli v předchoźıch d̊ukazech.

Literatura.

Kapitola je založena převážně na [2]: kapitoly 1 až 4. Důkaz Savitchovi věty byl čerpán z [1], kapitola 8.1.
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2 Tř́ıdy P a NP

Nejdř́ıve definujeme tř́ıdy P a NP:

P =
⋃
k>0

DTIME(nk)

NP =
⋃
k>0

NTIME(nk)

Vid́ıme, že triviálně plat́ı P ⊆ NP (plyne to z Věty 1 (i)).
Jazyk L je polynomicky verifikovatelný, pokud existuje polynom q a DTS V bež́ıćı v polynomickém čase

tak, že x ∈ L právě když existuje řetězec c délky nejvýše q(|x|) tak, že V(x, c) = 1 (tj. V přij́ımá pro vstup x, c).
DTS V ř́ıkáme verifikátor a c ř́ıkáme certifikát nebo d̊ukaz toho, že x patř́ı do L.

Věta 6: Nedeterminismus vs. verifikovatelnost

L ∈ NP právě když L je polynomicky verifikovatelný.

D̊ukaz. Implikace zleva doprava. Předpokládejme L ∈ NP. Existuje tak NTSM tak, že L = L(M). V přechodové
funkci NTS M najdeme maximálńı počet nedeterministických voleb, které má M při prováděńı jednoho kroku
k dispozici, označme si toto č́ıslo k. Posloupnost voleb, které M v některé větvi výpočtu provede můžeme tedy
reprezentovat pomoćı řetězce nad k-prvkovou abecedou (v každém pravidle M si volby oč́ıslujeme tak, aby
každá odpov́ıdala některém znaku nad touto k-prvkovou abecedou).

Sestav́ıme verifikátor V. Ten pro vstup w, c:

1. Simuluje M, přičemž c interpretuje jako posloupnost voleb stroje M, jak jsme diskutovali výše. Simuluje
tak výpočet M na výpočetńı větvi určené c.

2. Pokud M v této simulaci přij́ımá, pak V také přij́ımá. Jinak V zamı́tá.

Vid́ıme, že pokud x ∈ L pak existuje přij́ımaćı výpočetńı větev NTS M, tj. existuje posloupnost nedeterminis-
tických voleb c stroje M, které tuto výpočetńı větev determinuj́ı, a tedy V pro vstup x přij́ımá. Pokud x /∈ L,
pak žádná posloupnost nedeterministických voleb neodpov́ıdá přij́ımaćı větvi výpočtu M a verifikátor V pak
zamı́tá pro každou dvojici (x, c).

Protože M pracuje v polynomickém čase, má každá jeho výpočetńı větev polynomickou délku a tedy i V
pracuje v polynomickém čase.

Implikace zprava doleva. Předpokládáme, že L je polynomicky verifikovatelný, tedy existuje verifikátor V
pracuj́ıćı v polynomickém čase. Sestav́ıme NTS M tak, že L = L(M). Tento stroj pro vstup x

1. Nedeterministicky vytvoř́ı řetězec c (délka tohoto řetězce je omezena: pokud V pracuje v čase nk, stač́ı
|c| = nk.)

2. Simuluje V pro vstup (x, c). Pokud V přij́ımá, M také přij́ımá. Jinak M zamı́tá.
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Pokud existuje c ′ tak, že V přij́ımá (x, c ′), pak M toto c ′ v kroku jedna zvoĺı a simulace V skonč́ı přijet́ım.
Pokud takové c neexistuje, pak simulace V pro každou volbu v kroku jedna skonč́ı zamı́tnut́ım. Plat́ı tedy, že
L = L(M).

Př́ıklady problémů z NP

• SAT = {φ | φ je splnitelná formule výrokové logiky v konjunktivńı normálńı formě}. Jako certifikát toho,
že fle φ je splnitelná lze použ́ıt ohodnoceńı e výrokových proměnných, pro které je φ pravdivá. Verifikátor
tedy pro dvojici φ, e spoč́ıtá pravdivost φ při ohodnoceńı e. To lze provést v polynomickém čase vzhledem
k velikosti φ. Pokud φ neńı splnitelná, pak žádné ohodnoceńı proměnných, pro který by byla pravdivá,
neexistuje.

• 3SAT je podmnožina SAT obsahuj́ıćı pouze formule s klausulemi obsahuj́ıćımi právě 3 literály.

• CLIQUE = {(G, k) | G je neorientovaný graf obsahuj́ıćı kliku s alespoň k uzly}. Klika v grafu G je jeho
úplný podgraf. Jako certifikát můžeme použ́ıt množinu vrchol̊u, která tvoř́ı v G kliku potřebné velikosti.
Ověřit, že skutečně jedná o kliku, lze v polynomickém čase.

2.1 NP-obt́ıžnost a NP-úplnost

Funce f : Σ∗ → Σ∗ je spočitatelná v polynomickém čase, pokud existuje TS, který pro vstup w zastav́ı po
polynomickém počtu krok̊u (vzhledem k |w|) a na pásce z̊ustane řetězec f(w).

Jazyk A je v polynomickém čase redukovatelný na B, znač́ıme A ≤p B, pokud existuje funkce f spočitatelná
v polynomickém čase tak, že x ∈ A právě když f(x) ∈ B.

Věta 7

A ≤p B a B ∈ P implikuje A ∈ P.

D̊ukaz. Pro A existuje následuj́ıćı TS s pol. čas. slož

1. Pro vstup x spoč́ıtá v polynomickém čase f(x), kde f je funkce existuj́ıćı d́ıky A ≤p B. Existuje polynom
p1 omezuj́ıćı časovou složitost výpočtu f(x) z x a pro který tak máme |f(x)| ≤ p1(|x|).

2. Pro B existuje TS pracuj́ıćı v polynomickém čase, předp. že ten je seshora omezen polynomem p2. Tento
TS spust́ıme se vstupem f(x) a vrát́ıme jeho výsledek. Výpočet trvá maximálně p2(p1(|x|)) krok̊u a je
tedy polynomicky dlouhý vzhledem k |x|.

Důsledkem předchoźı věty je: A /∈ P implikuje B /∈ P.
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Věta 8: Tranzitivita polynomické redukce

A ≤p B a B ≤p C implikuje A ≤p C.

D̊ukaz. Korektnost plyne z tranzitivity logické spojky právě když. Složitost: Složeńım dvou funkćı spočitatelných
v polynomickém čase dostaneme funkci spočitatelnou v polynomickém čase (viz d̊ukaz předchoźı věty).

Jazyk L je NP-těžký, pokud pro každý L ′ ∈ NP máme L ′ ≤p L. L je NP-úplný, pokud je NP-těžký a L ∈ NP.
Rychle vid́ıme, že pokud je NP-těžký problém v P, pak P = NP. Z tohoto pohledu jsou NP-úplné problémy v
rámci NP nejtěžš́ı.

Věta 9

Pokud je A NP-těžký a A ≤p B, pak i B je NP-těžký.

D̊ukaz. Plyne z tranzitivity ≤p.

2.2 Př́ıklady redukćı

Věta 10

SAT ≤p 3SAT

D̊ukaz. Necht’ φ = F1 ∧ F2 ∧ · · ·∧ Fk je formule v CNF (tj. instance SAT problému). Ukážeme, jak libovolnou
klausuli Fi převedeme na formuli φi = C

i
1 ∧ C

i
2 . . . takovou, že: (a) C

i
j jsou klausule s právě třemi literály; (b)

φi je pravdivá, právě když Fi je pravdivá. Pak zjevně φ je pravdivá, právě když φ1∧φ2∧ · · ·∧φk je pravdivá.

Označme klausuli, kterou budeme transformovat, pomoćı Fi. Pak jsou tři možnosti:

1. Fi má právě tři literály. V tomto př́ıpadě vezmeme φi = Fi

2. Fi má méně než tři literály. Pak stač́ı jeden z literál̊u obsažených v Fi zdvojit (nebo ztrojit), źıskáme tak
klausuli se třemi literály a použijeme předchoźı bod.

3. Fi má v́ıce než 3 literály. Přepokládejme tedy, že

Fi = (l1 ∨ l2 ∨ · · ·∨ ln) (1)

Pak
φi = (l1 ∨ l2 ∨ z1)∧ (¬z1 ∨ l2 ∨ z2)∧ (¬z2 ∨ l3 ∨ z3)∧ · · ·∧ (¬zn−2 ∨ ln−1 ∨ ln), (2)

kde z1, z2 . . . zn−2 jsou nové (doposud nepoužité) výrokové proměnné.
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V př́ıpadech 1. a 2. zjevně plat́ı, že Fi je pravdivá, právě když φi je pravdivá. Rozebereme př́ıpad 3. Pokud je
Fi pravdivá, pak exituje literál lj, který splńı jednu klausuli ve formuli (2), zbylé klausule pak jde splnit pomoćı
vhodného ohodnoceńı proměnných z1, . . . , zn−2 (čtenář snadno ověř́ı jako cvičeńı). Pokud je naopak pravdivá
(2), pak alespoň jeden literál lj muśı být pravdivý, protože (2) nelze splnit pouze pomoćı vhodného ohodnoceńı
proměných z1, z2, . . . zn−2. To plyne z toho, že sousedńı klausule v (2) obsahuj́ı vždy proměnnou (klausule vlevo)
a jej́ı negaci (klausule vpravo).

Právě popsaný převod klausule na konjunkci klausuĺı lze jistě provést v polynomickém čase (závislém na
počtu literál̊u v klausuli) a tedy transformaci φ na φ1 ∧φ2 ∧ · · ·∧φk lze provést v polynomickém čase.

Věta 11

3SAT ≤p CLIQUE

D̊ukaz. Necht’ φ = F1 ∧ F2 · · ·∧ Fm. Sestav́ıme graf G a č́ıslo k.
Ke každé klausuli Fi = (li1 ∨ l

i
2 ∨ l

i
3) sestav́ıme graf Gi s třemi vrcholy, prvńı označ́ıme pomoćı li1, druhý

pomoćı li2 a třet́ı pomoćı li3. Vrcholy grafu G jsou právě všechny vrcholy v Gi pro i = 1, . . . ,m. Zbývá dodat
hrany. Přidáme hrany spojuj́ıćı vrcholy (u, v) pro které plat́ı:

1. u ∈ Gi, v ∈ Gj a i ̸= j (nepatř́ı do stejného grafu Gi vytvořeného nahoře).

2. je-li u označen literálem l a v literálem l ′ pak dvojice l, l ′ netvoř́ı výrokovou proměnnou a jej́ı negaćı.

Nastav́ıme k = m. Rychle vid́ıme, že graf G jde sestavit v polynomickém čase.
Pokud existuje ohodnoceńı proměnných, pro které je φ pravdivá, je v každé klausuli φ alespoň jeden

literál pravdivý. Vytvoř́ıme množinu C uzl̊u v G: pro i = 1, . . . ,m přidáme do C jednu vrchol, který je označem
pravdivým literálem. Nyńı si všimneme, že pro libovolné dva vrcholy v C plat́ı, že literály, kterými jsou označeny,
nejsou výrokovou proměnnou a jej́ı negaćı (protože takové literály nemohou být současně pravdivé). Proto mezi
všemi vrcholy v C jsou v grafu G hrany, a C tak tvoř́ı kliku s k uzly.

Předpokládejme, že v G existuje klika C s alespoň k uzly. Protože uzly v rámci žádného grafu Gi spolu nejsou
spojeny hranami, muśı mı́t tato klika právě k uzl̊u, z každého z graf̊u G1, . . . , Gk jeden. Pokud ohodnot́ıme
výrokové proměnné formule φ tak, že všechny literály, kterými jsou označeny vrcholy z C, jsou pravdivé, pak se
v každé klausuli vyskytuje jeden pravdivý literál a φ je tak pravdivá. Takové ohodnoceńı přitom naj́ıt můžeme,
protože vrcholy označené proměnnou a jej́ı negaćı nejsou spolu spojeny hranou a nemohou být současně v C.

2.3 Cook-Levinova věta a jej́ı d̊ukaz

Větu dokážeme s pomoćı booleovských obvod̊u. Hodnotu 0 idenfikujeme s pravdivostńı hodnotou nepravda, 1
s hodnotou pravda.

Připomeňme pojem n-árńı booleovské funkce f : {0, 1}n 7→ {0, 1}. Každou takovou funkci můžeme reprezento-
vat tabulkou s 2n řádky, formuĺı výrokové logiky s n proměnnými (kterou můžeme rutinńım postupem vytvořit
z tabulky). Booleovskou funkci můžeme také reprezentovat booleovským obvodem.

Booleovský obvod je orientovaný acyklický graf G = (V, E). Vrchol̊um ř́ıkáme brány. Každá brána má label z
množiny {∨,∧,¬, 0, 1} ∪ {x1, x2, x3 . . . }, kde x1, x2, . . . , xn jsou vstupńı proměnné. Brány s labely 0, 1, x1, . . . , xn
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maj́ı indegree (indegree je počet hran, které do bráno vedou z jiných bran) roven 0, brány s labelem ¬ maj́ı
indegree 1, a brány s labely ∨,∧ maj́ı indegree 2. Jedna brána s outdegree 0 (outdegree je počet hran, které
vedou z brány do jiných bran) je označena jako výstupńı.

Pro ohodnoceńı proměnných e : {x1, . . . , xn} 7→ {0, 1} je pravdivost T(q) brány q definována:

• pokud má q indegree 0, pak

T(q) =


0 q má label 0

1 q má label 1

e(xi) q má label xi

• pokud má q indegree 1, a do q vede hrana z brány h, pak T(q) = ¬T(h).

• pokud má q indegree 2, a do q vedou hrany z bran h1, h2, pak

T(q) =

{
T(h1)∨ T(h2) q má label ∨

T(h1)∧ T(h2) q má label ∧

Pravdivost booleovského obvodu je rovna pravdivosti jeho výstupńı brány.
Funkci g : {0, 1}n 7→ {0, 1}m můžeme považovat za m n-árńıch booleovských funkćı a reprezentovat ji obvo-

dem (který je např. sjednoceńım m okruh̊u reprezentuj́ıćıćıch jednotlivé n-árńı funkce, přičemž tyto sd́ılej́ı n
vstupńıch bran; lze si také představit, že sd́ılej́ı v́ıce bran). Takový obvod má m výstupńıch bran.

Funkci g : Σk 7→ Σ pro obecnou abecedu Σ a přirozené k můžeme reprezentovat pomoćı booleovské funkce
f : {0, 1}k·m 7→ {0, 1}m, kde m = ⌈log2 |Σ|⌉, a tedy i pomoćı boolevoského obvodu. Stač́ı vźıt binárńı reprezentaci
znak̊u Σ pomoćı m-bitových řetězc̊u.
Uvažujeme dva problémy:

• circuit-value. Vstupem je booleovský obvod bez proměnných (tj. brány s indegree 0 jsou pouze brány
s labely 0,1). Chceme spoč́ıtat pravdivost tohoto obvodu.

• circuit-sat. Vstupem je booleovský obvod s n proměnnými. Ptáme se, jestli existuje ohodnoceńı proměnných
takové, že obvod je pro ně pravdivý.

Vid́ıme, že circuit-value ∈ P (stač́ı naj́ıt topologické uspořádáńı bran a pomoćı něj spoč́ıtat jejich prav-
divosti). V d̊usledku toho máme circuit-sat ∈ NP. Instanci circuit-sat lze totiž s pomoćı ohodnoceńı
proměnných převést na instanci circuit-value: brány odpov́ıdaj́ıćı proměnným nahrad́ıme branami s labely
0, 1 podle daného ohodnoceńı proměnných. Ohodnoceńı proměnných tedy slouž́ı jako certifikát.

Věta 12

circuit-sat ≤p sat.
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D̊ukaz. Pro booleovský obvod C s proměnnými x1, . . . , xn a branami g1, . . . , gm vytvoř́ıme formuliφ s proměnnými
x1, . . . , xn, g1, . . . , gm (tedy proměnnými φ jsou proměnné a brány C). Pro každou bránu obvodu C vytvoř́ıme
formuli v CNF a takto źıskané formule spoj́ıme pomoćı konjunkce a dostaneme tak φ. Uvažujme tedy bránu g:

• pokud má g label 1, vytvoř́ıme formuli g, pokud má label 0, vytvoř́ıme formuli ¬g.

• pokud má g label xi, vytvoř́ıme formuli (¬g∨ xi)∧ (g∨ ¬xi). To je CNF tvar formule (g⇔ xi).

• pokud má g label ¬ a vede do ńı hrana z brány h, pak vytvoř́ıme formuli (¬g∨¬h)∧ (g∨h). To je CNF
tvar formule (g⇔ ¬h).

• pokud má g label ∨ a vedou do ńı hrany z bran h1, h2, pak vytvoř́ıme formuli (¬h1 ∨ g) ∧ (¬h2 ∨ g) ∧
(h1 ∨ h2 ∨ ¬g). To je CNF tvar formule (h1 ∨ h2) ⇔ g.

• pokud má g label ∧ a vedou do ńı hrany z bran h1, h2, pak vytvoř́ıme formuli (¬g ∨ h1) ∧ (¬g ∨ h2) ∧
(¬h1 ∨ ¬h2 ∨ g) To je CNF tvar formule (h1 ∧ h2) ⇔ g.

• pokud je g výstupńı brána, vytvoř́ıme nav́ıc formuli g.

Indukćı (přes topologické uspořádáńı bran) snadno dokážeme, že C je pravdivý pro ohodnoceńı proměnných
e, právě když existuje doplněńı tohoto ohodnoceńı (muśıme doplnit ohodnoceńı proměnných g1, . . . , gm) tak,
že výsledné ohodnoceńı splńı φ.

φ lze zkonstruovat v polynomickém čase vzhledem k velikosti (tj. počtu bran) obvodu C.

Tableau metoda. Uvažme TS M rozhoduj́ıćı jazyk L, přičemž pro vstup x provede vždy ostře méně než
|x|k − 1 krok̊u (pro nějaké přirozené k.) Takový TS existuje pro každý jazyk z tř́ıdy P. Výpočet M pro vstup x
si lze představit jako posloupnost konfiguraćı. Tuto posloupnost zachyt́ıme pomoćı tabulky tab s |x|k sloupci a
|x|k − 1 řádky (oboj́ı č́ıslováno od 0). Sloupec 0 tabulky vždy obsahuje speciálńı symbol ▷ (předpokládejem, že
se nenacháźı páskové abeceděM). Ve zbytku řádku i v tabulce bude vždy zapsána konfiguraceM po provedeńı
prvńıch i krok̊u výpočtu (tedy na řádku 0 je počátečńı konfigurace) a to následuj́ıćım zp̊usobem:

• pokud se po provedeńı i krok̊u nacháźı čtećı/zapisovaćı hlava nad j-tým poĺıčkem pásky a toto poĺıčko
obsahuje symbol σ, je tab[i, j] rovno (q, σ), kde q je stav, ve kterém se M nacháźı po provedeńı i krok̊u.
Výjimkou jsou situace, kdy q je přij́ımaćı stav, to je tab[i, j] = accept, nebo kdy je q zamı́taćı stav,
to je tab[i, j] = reject. Předpokládáme přitom, že symboly reject a accept se nenacháźı v páskové
abecedě M.

• pokud se po provedeńı i krok̊u čtećı hlava nacháźı nad jiným než j-tým poĺıčkem pásky, a na j-tém poĺıčku
pásky je symbol σ, pak tab[i, j] = σ.

• pokud M zastavil dř́ıve než po |x|k − 2 kroćıch, je řádek odpov́ıdaj́ıćı posledńı konfiguraci M zkoṕırován
do zbývaj́ıćıch řádk̊u tabulky (a tabulka je tak vyplněna celá).
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Můžeme bez ztráty na obecnosti předpokládat, že M před zastaveńım smaže celou pásku a čtećı hlavu
přesune na jej́ı začátek. Symboly reject a accept se tak mohou nacházet pouze ve sloupci 1. Dále si můžeme
všimnout, že sloupec |x|k − 1 obsahuje vždy symbol □ označuj́ıćı prázdné poĺıčko, to je proto, že stroj provede
nejvýše |x|k−2 krok̊u a na (|x|k−1)-té poĺıčko tedy nestihne nic zapsat. Plat́ı, že pokud x ∈ L, pak tab[|x|k−2, 1] =
accept a pokud x /∈ L, pak tab[|x|k − 2, 1] = reject. Tabulka v následuj́ıćım obrázku zachycuje přij́ımaćı
výpočet pro vstup x = x1x2 . . . xn.

▷ (x1, q0) x2 . . . xn □ . . . □
▷ □

...
...

...

▷ accept □

Nyńı si všimneme kĺıčové věci: pro 0 < i, 0 < j < |x|k − 1 plat́ı, že tab[i, j] záviśı pouze na tab[i − 1, j − 1],
tab[i−1, j] a tab[i−1, j+1], tedy na třech poĺıčćıch z předchoźıho řádku. Pokud obsah těchto poĺıček neoznačuje
pozici čtećı hlavy, pak tab[i, j] = tab[i− 1, j]. V opačném př́ıpadě muśıme tab[i, j] vyč́ıst z přechodové funkce
M (pozn.: to že jsme na začátku pásku poznáme z toho, že tab[i−1, j−1] = ▷). Protože jeM deterministický,
je hodnota tab[i, j] jednoznačně určena. Závislost tab[i, j] na tab[i − 1, j − 1], tab[i − 1, j] a tab[i − 1, j + 1]
tedy můžeme vyjádřit jako funkci fM : Γ 3 7→ Γ , kde Γ je množina všech symbol̊u, které se mohou vyskytnout v
tabulce tab. Celou tabulku tak můžeme spoč́ıtat opakovanou aplikaćı funkce fM, přičemž prvńı řádek je dán
x, a prvńı a posledńı sloupec jsou konstantńı. Viz následuj́ıćı obrázek.

Nyńı polož́ıme m = ⌈log2 |Γ |⌉ a funkci fM realizujeme pomoćı booleovského obvodu C reprezentuj́ıćıho
booleovskou funkci {0, 1}3·m 7→ {0, 1}m (viz diskuze pod definićı booleovského obvodu). Důležité je, že počet
bran C nezáviśı na |x|, pouze na TS M (na velikosti jeho páskové abecedy a počtu jeho stav̊u).

Jednotlivé aplikace fM nahrad́ıme výpočtem pomoćı obvodu C, a zapoj́ıme tak (|x|k − 2) · (|x|k − 2) kopíı
C do velkého obvodu D. Obvod̊um poč́ıtaj́ıćım druhý řádek nastav́ıme vstupńı brány na konstantńı brány
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odpov́ıdaj́ıćı obsahu př́ıslušných buněk tabulky v prvńım řádku, obvod D tak nemá žádné proměnné. Symboly
accept a reject reprezentujeme tak, že se lǐśı v prvńım bitu a za výstupńı bránu obvodu D označ́ıme tu
odpov́ıdaj́ıćı prvńımu bitu ve sloupci 1. Očividně plat́ı, že x ∈ L právě když obvod D je pravdivý. Princip
zapojeńı obvod̊u je zachycen na následuj́ıćım obrázku.

Konstrukce, kterou jsme právě popsali vlastně realizuje redukci výpočtu TS (s pol. čas slož pro konkrétńı
vstup x) na výpočet (polynomicky velkého) booleovského obvodu (tedy na problém circuit-value).

Věta 13: Cook-Levinova

SAT je NP-težký.

D̊ukaz. Protože jsme ukázali circuit-sat ≤p SAT , stač́ı dokázat NP-težkost circuit-sat.
Uvažujme jazyk L ∈ NP a NTS M, který jej rozhoduje v čase omezeném nk. Bez ztráty na obecnosti

můžeme předpokládat, žeMmá při každém kroku každého výpočtu právě dvě nedeterministiké volby. Konkrétńı
výpočetńı větev (pro vstup x) tedy můžeme identifikovat jako bitový řetězec c = c1c2 . . . cnk vybraných nede-
trministických voleb.

Pro fixńı c je výpočet M deterministický, a šla by tedy provést konstrukce s pomoćı tableau metody.
Abychom ji mohli provést v naš́ı situaci, stač́ı si uvědomit, že funkce fM potřebuje jeden argument nav́ıc, a to
je právě př́ıslušná nedeterministická volba. Pokud totiž chceme spoč́ıtat tab[i, j] na základě tab[i − 1, j − 1],
tab[i− 1, j], tab[i− 1, j+ 1], pak (v př́ıpadě, že nad některým z poĺıček je čtećı hlava) potřebujeme vědět které
ze dvou možných pravidel z přechodové funkce M máme použ́ıt.

Provedeme tedy celou konstrukci s t́ım, že výsledný obvod D má nav́ıc nk bran olabelovaných pomoćı
proměnných x1, . . . , xnk . Ohodnoceńı těchto proměnných pak odpov́ıdá výběru výpočetńı větve ve výpočtu M.
Očividně pak plat́ı že existuje ohodnoceńı proměnných, pro které je D pravdivá, právě když existuje přij́ımaćı
výpočetńı větev M pro x, a tedy právě když x ∈ L.
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2.4 Tř́ıda coNP

Připomeneme, že coNP = {L̄ | L ∈ NP}. Můžeme ř́ıci, že coNP obsahuje problémy, které maj́ı krátký certifikát
pro odpověd NE (protože NP obsahuje problémy, které maj́ı krátký certifikát pro odpověd ANO).

Z definice redukce v polynomickém čase vid́ıme, že L1 ≤p L2 právě když L1 ≤p L2 a tedy coNP-težké
problémy jsou právě doplňky NP-težkých problémů.

Neńı známo, zda NP = coNP. Vztah k P vs NP problému je následuj́ıćı:

• P = NP implikuje NP = coNP, protože P je uzavřená na doplněk (stejně jako všechny deterministické
tř́ıdy).

• d̊usledkem předchoźıho bodu je, že pokud NP ̸= coNP, pak P ̸= NP.

Věta 14

Pokud existuje L ∈ NP, který je coNP-těžký, pak NP = coNP.

D̊ukaz. Vybereme L ′ ∈ coNP. L je coNP-těžký a proto L ′ ≤p L (potřebnou funkci označme f). Existuje tedy
NTS rozhoduj́ıćı L ′ v polynomickém čase: pro vstup x spoč́ıtá f(x) a pro výsledek spust́ı NTS pracuj́ıćı v pol.
čase, který rozhoduje L (připomeňme, že L ∈ NP.) Máme tak L ′ ∈ NP a tedy coNP ⊆ NP. Odtud plyne
NP ⊆ coNP a tedy NP = coNP.

Snadno vid́ıme, že P ⊆ NP ∩ coNP. Nev́ıme, jestli plat́ı rovnost. Existuj́ı problémy (např. parity games,
faktorizace č́ısel), které jsou v NP ∩ coNP, ale zat́ım pro ně neznáme polynomický algoritmus.

2.5 Intermediate problémy: Lardnerova věta

Věta 15: Lardnerova

Pokud P ̸= NP, pak existuje jazyk L ∈ NP tak, že L /∈ P a současně L neńı NP-těžký.

D̊ukaz. Diagonalizaćı. Zat́ım vynechán.

Kandidáty na intermediate problémy jsou např. grafový izomorfismus (v současnosti je znám quasipoly-
nomiálńı algoritmus) a faktorizace č́ısel.

Literatura

Definice tř́ıd, verifikovatelnosti a redukćı lze nalézt ve všech knihách v referenćıch. Ukázky redukćı byli čerpány
z [1] (kap. 7). Důkaz Cook-Levinovi věty, definice týkaj́ıćı se obvod̊u a diskuze NPvs coNPje zejména z [3](kap.
4, 8, 10). Podobně laděný d̊ukaz lze nalézt i v [2](kap. 6).
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3 Alternace

Alternuj́ıćı TS (ATS) je nedeterministický TS (s množinou stav̊u Q) obohacený o funkci σ : Q 7→ {∨,∧} s
následuj́ıćı definićı přij́ımáńı. O konfiguraci c, obsahuj́ıćı stav q, řekneme, že je A-přij́ımaj́ıćı pokud q neńı
zamı́taćı stav a dále:

a) je q přij́ımaćı stav

b) σ(q) = ∨ a existuje aspoň jedna konfigurace c ′, která je z c dosažitelná pomoćı jednoho kroku, která je
A-přij́ımaj́ıćı.

c) σ(q) = ∧, a každá konfigurace c ′ dosažitelná z c pomoćı jednoho kroku je A-přij́ımaj́ıćı.

ATS přij́ımá řetězec x, pokud je počátečńı konfigurace pro x A-přij́ımaj́ıćı. Rychle vid́ıme, že nedeterministický
TS je speciálńı typ ATS, kde jsou všechny stavy existenčně alternuj́ıćı.

Pokud σ(q) = ∨, ř́ıkáme, že q je existenčně alternuj́ıćı, jinak, pokud σ(q) = ∧ je q univerzálně alternuj́ıćı.
Obdobně o konfiguraci obsahuj́ıćı existenčně (univerzálně) alternuj́ıćı stav ř́ıkáme, že je existenčně (univerzálně)
alternuj́ıćı.

Vztah ke hrám dvou hráč̊u. Pro jednoduchost předpokládejme, že ATS pro x vždy zastav́ı (tj. každá jeho
výpočetńı větev je konečná). Výpočet ATS pro x si můžeme představit jako konečnou hru, kterou hraj́ı dva
hráči p0, p1. Hra spoč́ıvá v pohybu po konfiguraćıch ATS. Ve hře máme vždy aktuálńı konfiguraci c, na začátku
hry je konfiguraćı c počátečńı konfigurace pro x. Tah hráče spoč́ıvá ve výběru konfigurace c ′ dosažitelné z c
jedńım krokem ATS, která bude novou aktuálńı konfiguraćı. Pokud je c existenciálně alternuj́ıćı, potom tah
provád́ı hráč p0. Je-li c univerzálně alternuj́ıćı, provád́ı tah hráč p1. Hráč p0 ve hře zv́ıtěźı v momentě, kdy je
c je přij́ımaćı konfigurace, nebo hra skonč́ı v univerzálně alternuj́ıćı konfiguraci, ze které neumı́ ATS provést
daľśı krok. Hráč p1 v́ıtěźı v momentě, kdy c je zamı́taćı konfigurace, nebo hra skonč́ı v existenčně alternuj́ıćı
konfiguraci, ze které neumı́ ATS provést daľśı krok.

Plat́ı, že ATS x přij́ımá x, právě když má p0 v́ıtěznou strategii (tu si prozat́ım představme intuitivně,
podobně jako např́ıklad v šachu, dámě, či jiné hře: p0 umı́ vyhrát bez ohledu na to, jak táhne jeho soupeř.
Přesněǰśı definici uvid́ıme později v kapitole o tř́ıdě PSPACE).

Řekneme, že

• ATS M běž́ı v čase T(n), pokud jsou pro všechny x všechny výpočetńı větve dlouhé nejvýše T(|x|) krok̊u.

• ATSM běž́ı s pamět́ı S(n), pokud všechny x plat́ı, že všechny výpočetńı větveM během výpočtu navšt́ıv́ı
nejvýše S(|x|) r̊uzných poĺıček pásky.

Zavedeme alternuj́ıćı složitostńı tř́ıdy:

ATIME(T(n)) = {L(M) |M je ATS běž́ıćı v čase z O(T(n))}

ASPACE(S(n)) = {L(M) |M je ATS běž́ıćı pamět́ı z O(S(n))}
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Věta 16: Vztah deterministických a alternuj́ıćıch tř́ıd

Pro t(n) ≥ n a s(n) ≥ logn plat́ı

(i) ATIME(t(n)) ⊆ DSPACE(t(n))

(ii) DSPACE(s(n)) ⊆ ATIME(s(n)2)

(iii) ASPACE(s(n)) ⊆ DTIME(2O(s(n)))

(iv) DTIME(t(n)) ⊆ ASPACE(log t(n))

D̊ukaz. (i) Dokážeme, že k ATS s čas složitost́ı f(n) najdeme TS s pamět’ovou složitost́ı v O(f(n)), který přij́ımá
stejný jazyk. Uprav́ıme d̊ukaz Věty 1 (iv), kde dokazujeme NTIME(t(n)) ⊆ DSPACE(t(n)). Připomeňme, že
kĺıčová myšlenka v tomto d̊ukazu je procházeńı stromu konfiguraćı pomoćı rekurzivńı procedury, přičemž si v
rekurzivńıch zavoláńıch nepamatujeme aktuálńıch konfiguraci simulovaného NTS, ale globálně si pamatujeme
posloupnost nedeterministických voleb, kterou se k dané konfiguraci NTS dostane. Velmi podobně procháźıme
strom konfiguraćı ATS i zde.

Změnou je to, že nyńı poč́ıtáme (v aktuálńı zavoláńı rek. procedury), jestli je aktuálńı konfigurace A-přij́ımaćı
(a máme tak vlastně nav́ıc univerzálńı alternaci). To děláme snadnou úpravou: pokud je aktuálńı konfigurace
univerzálně alternuj́ıćı, muśı všechna rekurzivńı zavoláńı pro konfigurace dosažitelné pomoćı jednoho kroku z
té aktuálńı, skončit úspěšně.

(ii) Ukážeme silněǰśı tvrzeńı NSPACE(s(n)) ⊆ ATIME(s(n)2. Tedy pro NTSM s pamětovou složitost́ı f(n)
sestav́ıme ATS N se složitost́ı O(f(n)2).

Toto uděláme analogíı d̊ukazu Savitchovi věty (Věta 4). Jediná změna je v tom, že proceduru can-yield
realizujeme pomoćı alternuj́ıćıho algoritmu, nikoliv pomoćı deterministického algoritmu.

can-yield(α,β,m)

1. Pokud m = 0, pak přij́ımáme, pokud α = β. Jinak zamı́táme.

2. Pokud m = 1, pak přij́ımáme, pokud se NTS dostane z α do β pomoćı jednoho kroku.

3. Jinak pomoćı existenciálńı alternace (nedeterministicky) zvoĺıme konfiguraci γ.

4. Pomoćı univerzálńı alternace poté provedeme rek. voláńı can-yield(α, γ, ⌈m/2⌉) a can-yield(γ, β, ⌊m/2⌋).

Jedno voláńı procedury can-yield (do nějž nepoč́ıtáme rekurzivńı voláńı) trvá O(f(n)) krok̊u, nedeter-
ministicky v něm totiž voĺıme γ, jehož délka je omezena O(f(n)). Protože na začátku spoušt́ıme can-yield
s třet́ım argumentem rovným df(n) (pro nějakou konstantu d), je hloubka stromu rekurze O(f(n)). Časová
složitost N je tedy O(f(n)2).

(iii) K ATSM s pam. složitost́ı f(n) sestav́ıme TS s čas složitost́ı 2Of(n), který přij́ımá stejný jazyk. Uděláme
to konstrukćı analogickou té z d̊ukazu Věty 1 (v).

TS N (pro vstup x):
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1. Na pásku vygeneruje všechny konfigurace stroje M, obsahuj́ıćı f(n) poĺıček pásky.

2. Opakovaně tyto konfigurace procháźı a hledá A-přij́ımaj́ıćı konfigurace. Při prvńım pr̊uchodu označ́ı
jako A-přij́ımaj́ıćı konfigurace, které obsahuj́ı přij́ımaćı stav, nebo univerzálně alternuj́ıćı konfigurace,
ze kterých ATS neumı́ provést daľśı krok a které neobsahuj́ı zamı́taćı stav. V obecném pr̊uchodu označ́ı
za A-přij́ımaj́ıćı ty konfigurace, které jsou univerzálně alternuj́ıćı a všechny konfigurace dostupné z nich
jedńım krokem jsou již označeny jako A-přij́ımaj́ıćı; nebo konfigurace, které jsou existenčně alternuj́ıćı
a aspoň jedna konfigurace dostupná z nich jedńım krokem je již označena jako A-přij́ımaj́ıćı. Pokud již
nenalezne žádnou konfiguraci, kterou lze označit, procházeńı konč́ı.

3. Pokud je počátečńı konfigurace (pro x) označena jako A-přij́ımaj́ıćı, N přijme. Jinak N zamı́tne.

N na pásku zaṕı̌se 2O(f(n)) konfiguraćı, jeden pr̊uchod konfiguracemi a označeńı nových A-přij́ımaj́ıćıch
konfiguraćı zabere počet krok̊u, který je polynomický vzhledem k 2O(f(n)). Přitom je potřeba označit maximálně
2O(f(n)) konfiguraćı. Celkově je tedy složitost N nejvýše 2O(f(n)).

(iv) Předp. že máme TSM s čas složitost́ı f(n). K němu můžeme (pro vstup x) sestavit tableau tab (čtenář
si konstrukci připomene z kapitoly 2.3).

Můžeme sestavit ATS N, který zkontroluje, že na konkrétńım poĺıčku tabulky je správný symbol. (Tj.
symbol, který by se tam objevil, pokud byM poč́ıtal pro vstup x a postupně bychom tabulku doplňovali.) Pak
stač́ı zkontrolovat, že ve druhém sloupečku na posledńım řádku tabulky je správně symbol accept.

Zmiňovaný ATS N má jako vstup trojici (i, j, σ), kde i, j jsou indexy určuj́ıćı pozici v tabulce tab, σ je
symbol, jehož správné umı́stěńı na pozici [i, j] kontrolujeme. Pro tento vstup N funguje následovně:

1. Pokud i = 0 (tedy jde o prvńı řádek), pak ověř́ıme správnost σ podle počátečńı konfigurace M pro x.

2. Pokud j = 0 nebo j = f(n)+1 (tedy jde o prvńı nebo posledńı sloupec), pak ověř́ıme jestli je σ ten symbol,
který se v naš́ı konstrukci v prvńım či posledńım řádk̊u vyskytuje vždy.

3. Jinak nedeterministicky (pomoćı existenciálńı alternace) vygenerujeme symboly σ1, σ2, σ3, jako obsah
poĺıček tab[i-1,j-1], tab[i-1,j] a tab[i-1,j+1]. Oveř́ıme, že σ a σ1, σ2, σ3 odpov́ıdaj́ı přechodové funkci
stroje M, pokud ne, pak zamı́táme.

4. Pomoćı univerzálńı alternace rekurzivně ověř́ıme správnost pro trojice (i − 1, j − 1, σ1), (i − 1, j, σ2),
(i− 1, j+ 1, σ3).

Vid́ıme, že N přij́ımá, právě když je obsah poĺıčka správný (d̊ukaz bychom provedli např́ıklad indukćı přes
řádky). Jeho pamět’ová složitost je O(log f(n)), protože mu stač́ı si pamatovat konstantńı počet index̊u, které
jsou v rozsahu 0 až f(n) + 1 a zaberou tedy O(log f(n)) poĺıček pásky, a konstatńı počet symbol̊u, z nich každý
zabere konstantńı počet poĺıček pásky.
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Z přechoźıho jsou pro nás d̊uležité (pro př́ı̌st́ı kapitolu) zejména body 1 a 2, ze kterých plyne, že pokud
definujeme

APTIME =
⋃
k>0

ATIME(nk),

PSPACE =
⋃
k>0

DSPACE(nk),

tak máme APTIME = PSPACE.

Literatura

Čerpáno z [2](kap 7).
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4 Tř́ıda PSPACE

Nejdř́ıve definujeme tř́ıdy

PSPACE =
⋃
k>0

DSPACE(nk),

NPSPACE =
⋃
k>0

NSPACE(nk),

Ze Savitchovi věty (Věta 4) hned plyne PSPACE = NPSPACE.
Pomoćı redukce v polynomickém čase standardně definujeme pojmy PSPACE-těžký a PSPACE-úplný problém.

Plně kvantifikovaná booleovská formule je formule

(Q1x1)(Q2x2) . . . (Qnxn)ψ,

kde Qi ∈ {∀, ∃} a ψ je výroková formule v CNF s proměnnými x1, . . . , xn. Kvantifikujme množinu {0, 1}. Prav-
divost takové formule je definována obvyklým zp̊usobem.

Definujeme jazyk

QBF = {φ | φ je pravdivá plně kvantifikovaná formule}

Speciálńı př́ıpady: pokud se omeźıme na formule, ve kterých jsou všechny kvantifikátory existenciálńı, patř́ı
problém do NP. Pokud se naopak omeźıme na formule, ve kterých jsou všechny kvantifikátory univerzálńı, patř́ı
problém do coNP.

Věta 17

QBF ∈ PSPACE

D̊ukaz. Alternuj́ıćı TM pro vstup (Q1x1)(Q2x2) . . . (Qnxn)ψ:

1. Alternaćı vytvoř́ı ohodnoceńı proměnných x1, . . . , xn. Pokud je Qi = ∀, ohodnot́ı xi pomoćı univerzálńı
alternace, jinak, je-li Qi = ∃, ohodnot́ı xi pomoćı existenciálńı alternace.

2. pro vytvořené ohodnoceńı spoč́ıtá pravdivost formule ψ.

Časová složitost je polynomická, protože proměnné můžeme ohodnotit v n kroćıch a spoč́ıtat pravdivost ψ lze
v polynomickém čase vzhledem k velikosti ψ. Korektnost plyne z definice přij́ımáńı ATS.

Věta 18

QBF je PSPACE-težký.

22



D̊ukaz. Uvaž́ıme jazyk L ∈ PSPACE. K němu existuje ATM M běž́ıćı v čase m = nk (pro nějakou konstantu
k) tak, že L = L(M).

Bez ztráty na obecnosti můžeme předpokládat, že pro každé x je

• počátečńı konfigurace existenciálně alternuj́ıćı.

• z každé nekoncové konfigurace máme na výběr právě dvě konfigurace, do kterých můžeme přej́ıt.

• v každé výpočetńı větvi se pravidelně stř́ıdaj́ı univerzálně a existenciálně alternuj́ıćı konfigurace.

Předchoźıch vlastnost́ı lze dosáhnout úpravami, které mohou vyžadovat přidáńı konstantńıho počtu nových
stav̊u.

Ted’ provedeme konstrukci z d̊ukazu Cook-Levinovi věty, kdy pro vstup x vytvoř́ıme formuliψ nad proměnnými
y1, . . . , yn (kde yi odpov́ıdá volbě výpočetńı větve při prováděńı i-tého kroku výpočtu). Pokud nyńı vytvoř́ıme
formuli

φ = (∃y1)(∀y2)(∃y3)(∀y4) . . . (Qmym)ψ,

ve které se pravidelně stř́ıdaj́ı kvantifikátory, pak d́ıky předpoklad̊um oM plat́ı, žeφ je pravdivá, právě když x ∈
L. Celá redukce je v polynomickém čase, protože ψ dokážeme vytvořit v polynomickém čase a doplněńı kvan-
tifikace také dokážeme doplnit v polynomickém čase, protože |φ| a tedy i m jsou polynomické vzhledem k
|x|.

4.1 Vı́tězné strategie pro hry

Zobecněný slovńı fotbal (angl. generalized geography) je hra hraná dvěma hráči na orientovaném grafu G,
zač́ınaj́ıćı v uzlu b.

Pr̊uběh hry: existuje jeden token, který je na začátku hry v uzlu b. Hráči se stř́ıdaj́ı v taźıch (zač́ıná hráč p0). V
jedno tahu hráč přesune token po hraně do sousedńıho, ve hře dosud nenavšt́ıveného uzlu. Pokud takový uzel
neexistuje, hráč, který je na tahu prohrává (a v́ıtěźı tak zbývaj́ıćı hráč). Všimneme si, že každá hra má nejvýše
tolik tah̊u, kolik je vrchol̊u v grafu G.

Konfigurace hry je trojice (A,p, x), kde A je množina uzl̊u, na nichž už byl v pr̊uběhu hry token, p ∈ {p0, p1}

je hráč na tahu, x je uzel, na kterém je aktuálně token. Z konfigurace hra jedńım tahem přejde do konfigurace
(B, q, y) pokud y ̸= A je soused x, B = A ∪ {x} a q = p̄ (kde p0 = p1, p1 = p0)), znač́ıme (A,p, x) ⊢ (B, q, y).

Zavedeme (rekurzivně) predikát win(p ′, (A,p, x)), který je pravdivý pokud:

• p ′ = p a existuje konfigurace (B, q, y) taková, že (A,p, x) ⊢ (B, q, y) a win(p ′, (B, q, y)) je pravdivý.

• p ′ ̸= p a pro každou konfiguraci (B, q, y) takovou, že (A,p, x) ⊢ (B, q, y) je predikát win(p ′, (B, q, y))
pravdivý. (Tento bod pokrývá i situaci, kdy p nemá žádný tah, protože univerzálńı kvantifikace přes
prázdnou množinu je pravdivá z definice.)
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Význam predikátu: win(p ′, (A,p, x)) je pravdivý, pokud má hráč p ′ z konfigurace (A,p, x) v́ıtěznou strategii.
Zavedeme jazyk

GG = {(G, b) | win(p0, (∅, p0, b)) je pravdivý.}

Věta 19

GG je PSPACE-úplný.

D̊ukaz. Redukćı z QBF. Uvažme tedy plně kvantifikovanou formuli

φ = (∃x1)(∀x2)(∃x3) . . . (∀xk)ψ.

Předpokládáme tedy, že se kvantifikátory pravidelně stř́ıdaj́ı a že k je dělitelné 2. To neńı předpoklad, který by
ubral na obecnosti, protože každá plně kvantifikovaná formule jde rychle upravit do takového tvaru př́ıpadným
přidáńım nadbytečných proměnných.

Vytvoř́ıme graf G následovně. Pro každou dvojici ve tvaru (∃xi)(∀xi+1) vytvoř́ıme podgraf (dvojici diamant̊u)
tak, že během hry v tomto podgrafu hráč p0 vybere ohodnoceńı proměnné xi a hráč p1 vybere ohodnoceńı
proměnné xi+1. Toto ohodnoceńı je definováno tak, že pokud se během hry dostane token do uzlu označeného
literálem, ohodnot́ıme př́ıslušnou proměnnou tak, aby byl tento literál nepravdivý.

Podgraf pro ohodnoceńı proměnných xi a xi+1 je zachycen na následuj́ıćım obrázku. V zelených uzlech je
na tahu hráč p0 v červených uzlech hráč p1. Hra zač́ıná v horńım zeleném uzlu.

Takové podgrafy (pro všechny dvojice kvantifikátor̊u) zřetěźıme s pomoćı přidaných hran za sebe tak, že hrou
v nich hráči ohodnot́ı všechny proměnné. Označme posledńı uzel tohoto řetězu diamant̊u v. Prvńı uzel tohoto
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řetězu je uzel b (tj. uzel, kde hra zač́ıná). Když je token v uzlu v, je tahu hráč p1 a token byl ve všech uzlech
mimo těch, které odpov́ıdaj́ı pravdivým literál̊um.

Dále pro každou klausuli c ve formuli ψ vytvoř́ıme jeden uzel. Do tohoto uzlu povede hrana z uzlu v, a z
tohoto uzlu povede hrana do všech uzl̊u odpov́ıdaj́ıćıch literál̊um obsažených v c.

Pokud neńı φ pravdivá, tak existuje klausule c, která je nepravdivá a tedy obsahuje pouze nepravdivé
literály. Pokud hráč p1 z uzlu v provede tah do uzlu klausule c, pak vyhraje. Z c totiž vede hrana pouze do uzl̊u
nepravdivých literál̊u a ty už byly všechny navšt́ıveny, takže p0 nemůže z c přesunout token. Naopak, pokud je
φ pravdivá, pak z každého uzlu odpov́ıdaj́ıćıho klausuli vede aspoň jedna hrana do doposud nenavšt́ıveného uzlu
(odpov́ıdaj́ıćımu pravdivému literálu), takže hráč p0 tam může přesunou token. Poté je tahu hráč p1, ale nemá
token kam přesunout, protože jediný soused aktuálńıho uzlu už byl navšt́ıven při ohodnocováńı proměnných.

Protože hráč p0 vyb́ırá ohodnoceńı existenciálně kvantifikovaných proměnných a hráč p1 vyb́ırá ohodnoceńı
univerzálně kvantifikovaných proměnných, je formule pravdivá právě když má hráč p0 v́ıtěznou strategii (to
plyne př́ımo z definic).

Graf G můžeme očividně zkonstruovat v polynomickém čase (či dokonce v logaritmickém prostoru).

Na následuj́ıćım obrázku je instance GG, kterou źıskáme redukćı z předchoźı věty z formule

(∃x1)(∀x2)(∃x3)(∀x4)(x1 ∨ x2 ∨ ¬x3)∧ (¬x1 ∨ x3 ∨ ¬x4).
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Př́ıklady daľśıch PSPACE-úplných problémů

• Vı́tězná strategie v zobecněné dámě

• Jazyková ekvivalence nedeterministických automat̊u, regulárńıch výraz̊u, minimalizace nedeterministického
automatu.

Literatura

Založeno na [2](kap. 8) a [1](kap. 8.2 a 8.3).
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5 Polynomická hierarchie

Už jsme si ukázali, že CLIQUE ∈ NP. Uvažme př́ıbuzný problém

EXACTCLIQUE = {(G, k) | největš́ı klika v grafu G má k uzl̊u }.

Otázka, zda-li je EXACTCLIQUE ∈ NP nás vede k úvahám o tom, jestli existuje krátký certifikát pro (G, k) ∈
EXACTCLIQUE. U CLIQUE takový certifikát existuje, je to klika, která má alespoň k uzl̊u (stač́ı v pol. čase
ověřit, že to je skutečně klika, která má k uzl̊u). Takový certifikát u EXACTCLIQUE nefunguje, protože bychom
nav́ıc museli ověřit, že každá klika v G má nejvýše k uzl̊u. Problém EXACT-CLIQUE se tedy zdá býti těžš́ım
než problémy z tř́ıdy NP. Tyto úvahy motivuj́ı následuj́ıćı definici.

Pro k ≥ 1 řekneme, že jazyk L patř́ı do tř́ıdy Σpk, pokud existuje TS M s polynomickou časovou složitost́ı a
polynom q tak, že

x ∈ L právě když (∃u1)(∀u2)(∃u3) . . . (Qiuk)M(x, u1, u2, . . . , uk) = 1,

kde pro liché i máme Qi = ∃ a pro sudé i máme Qi = ∀, a pro i = 1, . . . , k plat́ı |ui| < p(|x|). Polynomická
hierarchie je množina PH =

⋃
i≥1Σ

p
i .

Vid́ıme, že EXACTCLIQUE patř́ı do Σp2 , a že Σp1 = NP. Z definice také hned vid́ıme, že Σpi ⊆ Σpj pro i ≤ j

(na konec můžeme přidat kvantifikátory, které stroj M ignoruje).
Nyńı tř́ıdu Σpk (pro k ≥ 1) charakterizujeme pomoćı (omezených) alternuj́ıćıch TS s polynomickou časovou

složitost́ı. To je analogie charakterizace NP pomoćı nedeterministických TS s polynomickou časovou složitost́ı.
Řekneme, že ATS M je Σk-stroj, pokud pro každý jeho vstup a každou výpočetńı větev plat́ı

• výpočet můžeme rozdělit do maximálně k interval̊u,

• v každém intervalu jsou jenom univerzálně nebo jenom existenciálně alternuj́ıćı konfigurace,

• prvńı interval obsahuje existenciálně alternuj́ıćı konfigurace,

Věta 20

Σpk = { L(M) |M je Σk-stroj s polynomickou časovou složitost́ı }

D̊ukaz. implikace zleva doprava.Předp, že L ∈ Σpk. Vytvoř́ıme ATS, který pro x nejdř́ıve vytvoř́ı u1, . . . , uk a
to pomoćı existenciálńı alternace pro liché indexy, a univerzálńı alternace pro sudé indexy. Potom simuluje M
pro vstup x, u1, . . . , uk. Protože délky u1, . . . , uk jsou polynomicky omezeny aM pracuje v polynomickém čase,
pracuje ATS také v polynomickém čase. Z definic snadno vid́ıme, že ATS je Σk-stroj, a že přij́ımá, právě když
x ∈ L.

implikace zprava doleva. Předp. že existuje polynomický Σk-stroj N a L = L(N). Fixujeme vstup x. Každou
výpočetńı větev strojeN lze rozdělit do nejvýše k interval̊u, že se stř́ıdaj́ı intervaly s ex. a univ. alt. konfiguracemi.
N běž́ı v polynomickém čase, existuje tedy polynom q tak, že každý interval̊u obsahuje nejvýše q(|x|) konfiguraćı.
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Nedeterministické volby, které určuj́ı konkrétńı výpočetńı větev lze tedy pro každý intervalu lze reprezentovat
řetězcem délky maximálně q(|x|).

Uvažme TS M, který pro vstup x, u1, u2, . . . , uk simuluje činnost N pro x (jako NTS, alternace tu nehraj́ı
roli) a výpočetńı větev přitom vyb́ırá podle u1, u2, . . . . Předp. že M přij́ımá pokud N zastav́ı a dostane se do
A-přij́ımaćı konfigurace. Z definic hned plyne, že N přij́ımá x právě když

(∃u1)(∀u2)(∃u3) . . . (Qkuk) M(x, u1, u2, . . . , uk) = 1,

a pro i = 1, . . . , k je |ui| < q(|x|).

Duálńı ATS k ATSM (který vždy zastav́ı) dostaneme tak, že vM prohod́ıme alternace u stav̊u, a přij́ımaćı
a zamı́taćı stav. Jasně vid́ıme, že pro každý vstup maj́ı M i k němu duálńı ATS stejné výpočetńı stromy, ale
změnily jsme přij́ımaný jazyk. Indukćı snadno dokážeme, že konfigurace ve výpočetńım stromuM je A-přij́ımaćı,
právě když tatáž konfigurace ve výpočetńım stromu duálńıho ATS A-přij́ımaćı neńı. Tedy plat́ı věta.

Věta 21

Necht’ M je ATS, který vždy zastav́ı, a N je k němu duálńı ATS. Pak L(M) = L(N).

Zavedeme tř́ıdy Πp
k = coΣpk. Pokud definujeme πk-stroj analogicky Σk-stroji pouze s t́ım, že prvńı interval

obsahuje univerzálně alternuj́ıćı konfigurace, dostaneme z předchoźı věty hned

Πp
k = { L(M) |M je πk-stroj s polynomickou časovou složitost́ı }.

Odtud analogíı Věty 20 dostaneme L ∈ Πp
k když existuje polynom q a TS M s pol. čas. slož tak, že

x ∈ L právě když (∀u1)(∃u2)(∀u3) . . . (Qkuk)M(x, u1, u2, . . . , uk) = 1,

kde pro liché i je Qi = ∀ a pro sudé i je Qi = ∃ a pro i = 1, . . . , k je |ui| ≤ q(|x|).

Věta 22

(a) Pro k ≥ 1 plat́ı Σpk ∪Πp
k ⊆ Σpk+1 ∩Πp

k+1

(b) PH ⊆ PSPACE

D̊ukaz. (a) Tvrzeńı plyne z toho, že v definićıch Σpk a Πp
k můžeme na konci (nebo začátku) přidat jeden kvan-

tifikátor (a kvantifikovaný řetězec), který ovšem TS M ignoruje.

(b) Všechny jazyky z PH jsou přij́ımáný ATS s konstantńım počtem alternaćı. Pro problémy ve tř́ıdě
PSPACE je ovšem počet alternaćı omezen polynmicky (viz Věta 16 a jej́ı d̊usledek: APTIME = PSPACE).
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Věta 23: O kolapsu polynomické hierarchie

(a) Pokud P = NP, pak P = PH

(b) Pro i ≥ 1, pokud Σpi = Πp
i pak PH = Σpi .

D̊ukaz. (a) Pomoćı indukce přes i dokážeme, že pro všechna i máme Σpi ,Π
p
i ⊆ P. Pro i = 1 tvrzeńı triviálně

plyne z předpokladu P = NP, protože Πp
1 = coNP a Σp1 = NP.

Předpokládejme i > 1 a že tvrzeńı plat́ı pro i − 1. Uvažme jazyk L ∈ Σpi . Z definice existuje polynom q a
TS M s polynomickou časovou složitost́ı tak, že

x ∈ L právě když (∃u1)(∀u2)(∃u3) . . . (Qiui)M(x, u1, u2, . . . , ui) = 1, (3)

kde |uj| ≤ q(|x|) pro j = 1, . . . , i. Definujeme jazyk

L ′ = {⟨x, u1⟩ | (∀u2)(∃u3) . . . (Qiui)M(x, u1, u2, . . . , ui) = 1 a |uj| ≤ q(|x|) pro j = 1, . . . , i}

Máme L ′ ∈ Πp
i−1 a podle indukčńıho předpokladu L ′ ∈ P. To znamená, že existuje TS N s polynomickou časovou

složitost́ı rozhoduj́ıćı L ′. Dosazeńım zpět do (3) dostaneme

x ∈ L právě když (∃u1) N(x, u1) = 1,

kde |u1| ≤ q(|x|). Tedy L ∈ NP a z předpokladu P = NP pak plyne L ∈ P.

(b) Analogicky jako (a).

5.1 Úplné problémy pro jednotlivé úrovně hierarchie

Uvažujeme ≤p redukce. Definujeme jazyk

Hk = {M#x#m |M (m,k)-přij́ımá x a jeho počátečńı stav je existenčně alternuj́ıćı},

kde (m,k)-přijet́ı x je definováno následovně: Ve výpočetńım stromu M pro x zkrát́ıme větve, na kterých je
provedeno v́ıce než m krok̊u nebo obsahuj́ıćı v́ıce než k interval̊u alternace (viz definice Σk nebo Πk stroj̊u)
tak, aby měli nejvýše m krok̊u a k interval̊u alternace (v jedné z možnost́ı nastane rovnost). Na tento strom
aplikujeme běžnou definici A-přij́ımáńı.

Věta 24

Hk je Σpk-úplný.

D̊ukaz. Nejdř́ıve ukážeme, že Hk ∈ Σpk. Vytvoř́ıme Σk-stroj N, který pro vstup y

1. deterministicky zkontroluje, že y =M#x#m, kde M je popis ATS (jinak zamı́tne).
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2. SimulujeM pro x, přičemž dělá univerzálńı (existenciálńı) alternace právě když M dělá univerzálńı (exis-
tenciálńı) alternace.

3. N si při simulaci poč́ıtá počet provedených krok̊u i počet změn alternaćı ve výpočtu M a pokud překroč́ı
limity (k nebo m − 1) pak zastav́ı (a přijme nebo zamı́tne v závislosti na tom, v jak alternuj́ıćı konfigu-
raci skonč́ı). Simulačńı overhead je deterministický a použ́ıvá takovou alternaci, abychom nezvýšili počet
použitých alternaćı.

Simulovat jeden krok lze v polynomickém čase (vzhledem k délce y) a simulujeme nejvýše m krok̊u. Protože
m ≤ |y|, je celý výpočet v polynomickém čase.

Nyńı ukážeme, že Hk je Σ
p
k-těžký. Uvažujeme A ∈ Σpk a Σk-strojM jej s čas. složitost́ı omezenou polynomem

q. Pokud pro vstup x nastav́ıme m = q(|x|), a očividně plat́ı

M přij́ımá x právě když M (m,k)-přij́ımá x právě když M#x#m ∈ Hk.

Potřebná redukce je tedy zobrazeńı
x 7→M#x#q(x),

které je snadno spočitatelné v polynomickém čase vzhledem k x.

5.2 Oracle stroje a relativizované složitostńı tř́ıdy

Už známe definici TS s př́ıstupek k oracle pro jazyk L. Nyńı budeme uvažovat takové TS, které maj́ı nav́ıc
omezenu časovou složitost. Definujeme následuj́ıćı (relativizované) složitostńı tř́ıdy. Pro jazyk B

PB = {L(M) |M je TS s pol. čas. slož. a př́ıstupem k oracle pro jazyk B}

NPB = {L(M) |M je NTS s pol. čas. slož. a př́ıstupem k oracle pro jazyk B}

Pro množinu jazyk̊u L

PL =
⋃
L∈L

PL

NPL =
⋃
L∈L

NPL

Připomeňme, že TS M s př́ıstupem k oracle pro B chápeme jako Turingovskou redukci L(M) ≤T B, ted’
nav́ıc omezujeme jej́ı časovou složitost (a také u nedeterministických tř́ıd specifikujeme, že může být nedetermi-
nistická). Očividně L1 ≤p L2 implikuje L1 ≤T L2, protože many-to-one redukce je speciálńı př́ıpad Turingovské
redukce. Opačná implikace ovšem platit nemuśı: máme např́ıklad SAT ≤T SAT , ale SAT ≤p SAT by implikovalo
NP = coNP (a to nev́ıme, jestli plat́ı: mysĺıme si, že sṕı̌se ne).

Dále definujeme

NP1 = NP

NPk+1 = NPNPk
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Věta 25

NPk = Σpk

D̊ukaz. Vynecháme.

Literatura

[4](kap. 5), [2](kap. 9)
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6 Tř́ıdy L a NL

Potřebujeme upravit definici TS (a NTS)1. Budeme předpokládat, že TS má k dispozici vstupńı pásku, která
je pouze pro čteńı a je na ńı zapsaný vstup a pracovńı pásku, která je pro čteńı a zápis a je na začátku výpočtu
prázdná. K obsahuje čteč́ı pásky přistupuje pomoćı index̊u poĺıček zapsaných v binárńı soustavě, délka indexu
je tak v logaritmickém vztahu k délce vstupu. Pamětovou složitost měř́ıme na pracovńı pásce.

Definujeme tř́ıdy

L = DSPACE(logn)

NL = NSPACE(logn)

a problém

PATH = {(G, s, t) | G je orientovaný graf, ve kterém existuje cesta z uzlu s do uzlu t}.

Věta 26

PATH ∈ NL.

D̊ukaz. Sestav́ıme NTS M, který potřebuje pouze logaritmickou pamět. Předp. že vstup je (G = (V, E), s, t).
M má na pracovńı pásce zapsán aktuálńı uzel, na začátku tam zaṕı̌se s. Opakovaně nedeterministicky vyb́ırá
souseda aktuálńıho uzlu s a bude považuje jej za nový aktuálńı uzel. Současně si na pásce pamatuje počet výběr̊u
nového uzlu, které provedl. Pokud má na pracovńı pásce t, pak přij́ımá. Jinak, pokud již provedl tolik výběr̊u,
kolik je uzl̊u v grafu, zamı́tá.M reprezentuje uzly jako č́ısla zapsaná v binárńı soustavě, k reprezentaci jednoho
č́ısla mu stač́ı ⌈log2 |V |⌉ bit̊u. Stejně tak k uchováńı počtu provedených voleb mu stač́ı logaritmická pamět.
(Daľśı pamět M může potřebovat k pamatováńı si index̊u poĺıček na čtećı pásce, ty ovšem také reprezentuje v
binárńı soustavě a stač́ı mu tak logaritmická pamět).

Nev́ıme, jestli PATH ∈ L (zaj́ımavé je, že verze tohoto problému pro neorientované grafy je v L). Obecně
nev́ıme, jestli L = NL (v́ıme jenom L ⊆ NL).

Log-space transducer je TS pracuj́ıćı v logaritmickém prostoru (jak jsme jej diskutovali na začátku kapitoly),
který je nav́ıc vybaven výstupńı páskou, která je pouze pro zápis. Poté, co zaṕı̌se na poĺıčko této pásky symbol,
posune zapisovaćı hlavu doprava. Přitom ji nikdy nemůže posunout doleva (tj. co je jednou zapsáno už nejde
přepsat). Samotný zápis může být realizován např́ıklad přechodem do speciálńıho zapisovaćıho stavu atd.

Funkce f : Σ∗ 7→ Σ∗ je vyč́ıslitelná v logaritmickém prostoru, pokud existuje log-space transducer, který pro
vstup x zastav́ı a na výstupńı pásce z̊ustane f(x).

Problém A je redukovatelný v logaritmickém prostoru na problém B, značeno A ≤log B, pokud existuje
funkce f vyč́ıslitelná v logaritmickém prostoru tak, že x ∈ A právě když f(x) ∈ B.

Snadno vid́ıme, že pokud A ≤log B pak A ≤p B. V současnosti neńı známo, zda plat́ı i opačná implikace,
i když všechny polynomické redukce, které jsme si doposud ukázali, jsou vlastně redukce v logaritmickém
prostoru.

1Všechny d̊ukazy, které jsme dosud dělali, by šli snadno upravit na tento nový model
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Věta 27

A ≤log B a B ∈ L implikuje A ∈ L.

D̊ukaz. Protože B ∈ L existuje TS M, který rozhoduje B v log. prostoru. Protože A ≤log B existuje log-space
transducer T poč́ıtaj́ıćı funkci fT odpov́ıdaj́ıćı redukci.

Sestav́ıme TS N, který rozhoduje A. Pro vstup x:

1. Simuluje M. Vždycky, když M čte i-tý symbol ze vstupńı pásky, N simuluje od začátku výpočet T pro
vstup x, dokud T nezaṕı̌se na výstupńı pásku i-tý symbol. Tento symbol poté použije jako i-tý vstupńı
symbol pro M.

2. Pokud M přij́ımá, N také přij́ımá. Jinak N zamı́tá.

N potřebuje pouze logaritmickou pamět:

• Potřebuje pamět pro běh M. M potřebuje O(log |fT (x)|) paměti, ale protože |fT (x)| ≤ |x|k (pro nějakou
konstantu k) a log xk = k · log x, je velikost potřebné paměti logaritmická i vzhledem k |x|.

• Potřebuje pamět pro běh T . Ta je logaritmická vzhledem k x. N si také nemuśı pamatovat celý výstup T ,
stač́ı si pamatovat kolik symbol̊u už T vytiskl (to je polynomicky omezené č́ıslo, které zabere zapsáno v
binárńı abecedě logaritmický prostor) a posledńı symbol, který T vytiskl.

Věta 28

A ≤log B a B ≤log C implikuje A ≤log C.

D̊ukaz. Potřebný transducer sestav́ıme analogicky sestaveńı TS N v d̊ukazu předchoźı věty. Trasducer realizuj́ıćı
A ≤log B hraje roli T a transducer realizuj́ıćı B ≤log C hraje roli M.

Jazyk A je NL-těžký, pokud pro každý B ∈ NL máme B ≤log A. Pokud je nav́ıc A ∈ NL, pak je A NL-úplný.
V d̊usledku předchoźı věty pak plat́ı, že pokud je A NL-těžký a A ≤log B, pak je i B NL-těžký.

Věta 29

PATH je NL-těžký problém.

D̊ukaz. Předp. že A ∈ NL a M je NTS rozhoduj́ıćı A v log. pam. složitost́ı, řekněme s(n) ∈ O(log(n)). Dále
bez ztráty na obecnosti předpokládejme, že M má unikátńı přij́ımaćı konfiguraci (např. smaže obsah pásky a
přemı́st́ı hlavu na začátek), tuto konfiguraci označ́ıme accept.
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Pro vstup x uváž́ıme orientovaný graf G = (V, E), V je tvořena všemi konfiguracemi strojeM, které obsahuj́ı
s(|x|) poĺıček pásky, a

E = {(c1, c2) | z konfigurace c1 přejde M do konfigurace c2 pomoćı jednoho kroku}.

Jasně vid́ıme, že x ∈ L právě když v G existuje orientovaná cesta z počátečńı konfigurace do konfigurace
accept.

Zbývá ř́ıci, jak můžeme G vytvořit na základě x pomoćı transduceru s log. pam. slož. Potřebný transducer
T pro vstup x:

1. zaṕı̌se na výstupńı pásku v lexikografickém uspořádáńı všechny konfigurace strojeM s s(|x|) poĺıčky pásky.
K tomu mu stač́ı O(log |x|) paměti.

2. zaṕı̌se na pracovńı pásku postupně všechny dvojice konfiguraćı TS M s s(|x|) poĺıčky pásky (na pásce
je vždy zapsána jedna taková dvojice). Pro každou takovou dvojici ověř́ı, jestli se M dostane z prvńı
konfigurace do té druhé pomoćı jednoho kroku. Pokud ano, zaṕı̌se transducer danou dvojici na výstupńı
pásku. K provedeńı tohoto kroku je opět potřeba pouze O(log |x|) poĺıček pásky.

3. nakonec zaṕı̌se na výstupńı pásku počátečńı konfiguraci a konfiguraci accept.

Důsledkem předchoźı věty je např́ıklad NL ⊆ P, protože PATH ∈ P. Immermanovi-Szelepcsenyiho věta
implikuje (NL = coNL).

Literatura

Čerpáno z [1](kap. 8) a [2](kap. 5).
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7 Paralelńı složitost

Rodina booleovských obvod̊u C je posloupnost booleovských obvod̊u C0, C1, C2 . . . , kde obvod Cn má n vstupńıch
bran. Řekneme, že C rozhoduje jazykA ⊆ {0, 1}∗ pokud pro každý řetězec x ∈ {0, 1}∗ plat́ı x ∈ A právě když C|x|(x) =
1.

Hloubka booleovského obvodu C je délka nejdeľśı cesty ze vstupńı brány do výstupńı brány. Velikost C je
počet bran, které obsahuje.

Rodina booleovských obvod̊u C je uniformńı, pokud existuje log-space transducer, který pro vstup 0n zaṕı̌se
na výstupńı pásku popis obvodu Cn.

Booleovský obvod pro násobeńı binárńıch matic Máme matice A a B o rozměrech n . . . n. Výstupem
je matice C o rozměrech n× n, která je booleovským součinem A a B. (tedy Cij =

∨n
k=1AikBkj). Ćılený obvod

má 2n2 vstupńıch bran označených aij a bij (pro 1 ≤ i, j ≤ m) koresponduj́ıćıch s prvky Aij,Bij jednotlivých
matic. Dále má n3 bran gijk (pro 1 ≤ i, j, k ≤ n), přičemž brána gijk poč́ıtá aik ∧ bkjb. Pro každou dvojici i, j
potom realizujeme pomoćı obvodu formuli

∨
1≤k≤n gijk. To lze provést obvodem s max 2n branami a hloubkou

O(logn), přičem posledńı bránu v tomto obvodu ponecháme jako výstupńı (a označ́ıme ji cij). Dostaneme tak
tedy obvod s nejvýše 2n2 + n3 + 2n3 branami a hloubkou O(logn).

Booleovský obvod pro tranzitivńı uzávěr Pro výpočet tranzitivńı uzávěru Booleovské matice A o
velikosti n × n stač́ı spoč́ıtat mocniny Ai pro i = 2, . . . , n a spoč́ıtat

∨n
i=1A

i. To můžeme provést pomoćı
opakovaného umocňováńı, kdy séríı O(logm) součin̊u matic spoč́ıtáme A2, A4,A8, . . . . Poté vždy pro pomoćı
maximálně O(logn) daľśıch součin̊u dopoč́ıtáme Ai pro i, která nejsou mocninou dvou (stač́ı si představit i
zapsáno v binárńı soustavě). Pro všechna taková i to ovšem provedeme paralelně.

Pro násobeńı matic máme z předchoźıho př́ıkladu polynomicky velký booleoský obvod s hloubkou O(logn)
a polynomickou velikost́ı. Protože poč́ıtáme O(logn) součin̊u za sebou, źıskáme obvod s hloubkou O(log2 n).
Tento obvod má také polynomicky mnoho bran. Připomeňme vztah problému dosažitelnosti v (orientovaných)
grafech: pokud vezmeme matici sousednosti grafu a spoč́ıtáme jej́ı tranzitivńı uzávěr, pak ve výsledku ja na
pozici odpov́ıdaj́ıćı uzl̊um i, j jednička, právě když existuje cesta z uzlu i do uzlu j.

Pro i ≥ 1 řekneme, že L ∈ NCi když existuje uniformńı rodina booleovských obvod̊u C rozhoduj́ıćı L taková,
že velikost obvodu Cn je nO(1) a hloubka Cn je O(logi n)

Dále definujeme

NC =
⋃
i≥1

NCi.

Věta 30

(a) NC1 ⊆ L

(b) NL ⊆ NC2

(c) NC ⊆ P
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D̊ukaz. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že pracujeme na abecedou {0, 1}.

(a) Z předpoklad̊u v́ıme, že pro A ∈ NC1 existuje uniformı́ rodina obvod̊u s O(logn) hloubkou a polyno-
mickou velikost́ı, který rozhoduje A. Nav́ıc existuje log-space transducer T , který pro vstup 0n vytvoř́ı obvod
pro požadovanou velikost vstupu (tedy C|x| pro vstup x).

Vytvoř́ıme TS M s log. pam. složitost́ı, který také rozhoduje A. Předpokládejme tedy vstup x ∈ {0, 1}n

Důležité je si uvědomit, žeMmůže opakovaně simulovat T , a źıskat tak část obvodu Cn, kterou zrovna potřebuje.
Poznamenejme, že M pro simulaci T nemuśı nikam zapisovat řetězec 0n, tedy vstup pro T , stač́ı si pouze
pamatovat, na které pozici vstupńı pásky je čtećı hlava. K tomu stač́ı č́ıtač, k jehož uložeńı stač́ı O(logn)
paměti.

TS M provád́ı pr̊uchod do hloubky grafem, který dostaneme z obvodu Cn tak, že obrát́ıme směr hran.
Pr̊uchod zač́ıná výstupńı bránou. Přitom (očividným zp̊usobem) poč́ıtá hodnoty jednotlivých bran, a nakonec
i té výstupńı, podle jej́ı hodnoty přij́ımá či zamı́tá. (Tento pr̊uchod do hloubky si můžeme také představit jako
rekurzivńı proceduru výpočtu hodnoty brány). TS M si v pr̊uběhu výpočtu (na pracovńı pásce) pamatuje

• aktuálńı bránu,

• řetězec jednoznačně určuj́ıćı větev pr̊uchodu do hloubky, které odpov́ıdá aktuálńı brána,

• mezivýsledky pro úrovně pr̊uchodu, ve kterých jsme do hloubky prošli jenom jeden podstrom, ale brána
má aritu 2.

Protože Cn má polynomicky mnoho bran stač́ı k reprezentaci jedné logaritmický počet bit̊u. Protože brány
maj́ı aritu max 2, a hloubka Cn je logaritmická, pro uložeńı řetězce určuj́ıćıho větev pr̊uchodu stač́ı logaritmický
počet bit̊u. Dı́ky logaritmické hloubce Cn nám také pro ukládáńı mezivýsledk̊u stač́ı logaritmický počet bit̊u.

(b) Uvažujeme A ∈ NL a NTS M s log. pam. slož. tak, že L(M) = A. (O M bez ztráty na obecnosti
předpokládáme, že má unikátńı přij́ımaćı konfiguraci accept). Uvažujeme vstup x ∈ {0, 1}n. Ukážeme, že lze
(log-space transducerem) zkonstruovat obvod Cn tak, že x ∈ A právě když Cn(x) = 1.

Všimneme si, že konfigurace stroje M neobsahuj́ı vstupńı pásku (ale pouze index toho, na jakém pozici se
vyskytuje čtećı hlava na vstupńı pásce) a tedy množina konfiguraćı M nezáviśı na x, ale pouze na n.

Pokud bychom ovšem chtěli sestavit graf konfiguraćıM (tj. graf z d̊ukazu věty 28), už x potřebujeme. Pokud
je v konfiguraci α hlava na vstupńı pásce na pozici i, záviśı množina konfiguraćı dosažitelných jedńım krokem
z α na i-tém symbolu x.

Na základě M tedy můžeme vytvořit obvod C se vstupńımi branami x1, . . . , xn (ty odpov́ıdaj́ı jednotlivým
symbol̊um v x) a dále s branami

gij pro 0 ≤ i, j < n

tak, že pokud interpretujeme hodnotu brány gij (pro ohodnoceńı dané x = x1x2 . . . xn) jako hodnotu Bij v matici
B, pak je B matićı grafu konfiguraćı TSM pro vstup x. Výsledný obvod má (vzhledem k n) polynomický počet
bran a konstantńı hloubku.

Protože je velikost jedné konfigurace M logaritmická (vzhledem k n), a jejich počet je tedy omezen polyno-
micky, můžeme C zkonstruovat log-space transducerem (jehož vstupem je 0n)
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Nyńı si uvědomı́me, že t́ımtéž log-space transducerem můžeme C rozš́ı̌rit (na obvod Cn) tak, že za něj
připoj́ıme obvod pro výpočet tranzitivńıho uzávěru matice o dimenźıch n × n tak, v něm považujeme gij za
vstupńı brány. Tento obvod má opět polynomický počet bran (vzhledem k n) a hloubku O(log2 n).

Připomeňme, že výsledkem tranzitivńıho uzávěru matice sousednosti grafu, je matice dosažitelnosti (na
pozici i, j je 1, právě když existuje cesta z vrcholu i do vrcholu j). Za výstupńı bránu obvodu Cn označ́ıme
pozici v matici, která odpov́ıdá dosažitelnosti konfigurace accept z počátečńı konfigurace. Zjevně x ∈ A, právě
když Cn(x) = 1.

(c) Předp. A ∈ NC. Pro vstup x ∈ {0, 1}n

1. pomoćı log-space transduceru sestav́ıme Cn.

2. vypoč́ıtáme Cn(x) a podle výsledku př́ıj́ımáme.

Protože má Cn polynomický počet bran, lze druhý bod provést v polynomickém čase (oboj́ı vzhledem k n).

Problémy v NC považujeme za efektivně paralelizovatelné. Zaj́ımavá otázka je, jestli plat́ı P ⊆ NC, tedy
zda-li jsou všechny problémy, pro které existuje efektivńı sériový algoritmus také efektivně paralelizovatelné.

Jazyk L je P-težký pokud pro každý jazyk L ′ ∈ P plat́ı L ′ ≤log L a P-úplný, pokud je nav́ıc v P.

Věta 31

A ≤log B a B ∈ NC implikuje A ∈ NC.

Kostra d̊ukazu. (Opět bez újmy na obecnosti předpokládáme abecedu {0,1}). Pro obecnou velikost vstupu n
dokážeme, že existuje obvod Cn tak, že pro x ∈ {0, 1}n máme: x ∈ A právě když Cn(x) = 1.

Necht’ R je log-space transducer realizuj́ıćı redukci A ≤log B. Pak existuje polynom q tak, že R zaṕı̌se na
výstup max q(n) bit̊u. Dále určite existuje TSM s log. pam. slož., který pro vstup (x, i) přij́ımá, pokud je i-tý
bit R(x) roven 1. (Stač́ı simulovat R a počkat, až vyṕı̌se i-tý bit). ČinnostM můžeme realizovat pomoćı obvodu
(viz d̊ukaz předchoźı věty), a tedy paralelńım zapojeńım q(|x|) obvod̊u źıskáme celý R(x). Na něj nyńı napoj́ıme
booleovský obvod pro B správné velikosti (ten źıskáme simulaćı log-space transduceru, který generuje obvody
pro B). Źıskáme tak Cn.

Výše popsaný postup lze provést pomoćı log-space transduceru.

Projdeme-li si pasáž o tableau metodě nad Větou 13 a uvědomı́me si, že popsanou konstrukci lze provést
pomoćı log-space transduceru, dostáváme, že problém circuit-value je P-úplný.

Hornova formule je formule výrokové logiky v CNF taková, že v každé klausuli je nejvýše jeden pozitivńı
literál.

horn-sat = {φ | φ je splnitelná Hornova formule }
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Věta 32

horn-sat je P-úplný.

D̊ukaz. Polynomický algoritmus pro vstup φ, opakuje následuj́ıćı:

1. Pokud φ neobsahuje klausuli s jedńım literálem, můžeme ohodnotit všechny proměnné na 0. T́ım ji
splńıme.

2. Pokud φ obsahuje klausule (x) a (¬x), pro nějakou proměnnou x, potom zamı́táme.

3. Pokud φ obsahuje klausuli (l) s jedńım literálem l, potom ohodnot́ı přislušnou proměnnou tak, aby byl l
pravdivý. Formuli φ uprav́ı tak, že odstrańı klasuli (l) a ze zbývaj́ıćıch klausuĺı literál (¬l).

Algoritmus je korektńı: kĺıčem je pozorováńı, že pokud nastane situace v bodu 3, pak je φ před úpravou
splnitelná právě když je splnitelná formule, kterou dostaneme úpravou φ.

Algoritmus pracuje v polynomickém čase: v každé iteraci se formule zmenš́ı (ubude jedna proměnná), může
tedy být maximálně tolik iteraćı, kolik je proměnných.

Abychom ukázali, že horn-sat je P-težký, ukážeme circuit-value≤loghorn-sat. Uvažujme tedy obvod C
(bez proměnných). K němu vytvoř́ıme formuli φ v CNF obsahuj́ıćı pouze hornovy klausule. Pro každou bránu
g v C budeme mı́t dvě proměnné: g+ a g− (význam, který budeme cht́ıt je, že g+ je pravdivá, když brána g je
pravdivá a g− je pravdivá, když brána g neńı pravdivá). Pro každou takovou dvojici proměnných přidáme k φ
klausuli (¬g+ ∨¬g−), vylučuj́ıćı, aby byli obě proměnné současně pravdivé. Pro každou bránu v obvodu C pak
přidáme k φ konjunkci klausuĺı.

• g konstantńı brána: pokud je label g 1, vytvoř́ıme klausuli g+, jinak klausuli g−

• g neńı konstantńı brána a vedou do ńı hrany z bran h1, h2 (pokud je label g negace, pak jenom hrana z
h1): vyvoř́ıme hornovskou formuli vyjadřuj́ıćı, že pravdivost g je správně spočtena z pravdivosti h1, h2.
Např́ıklad, pokud má g label ∨, pak vytvoř́ıme formuli

(g+ ∨ ¬h+1 )∧ (g+ ∨ ¬h+2 )∧ (g− ∨ ¬h−1 ∨ ¬h−2 )

Vysvětleńı: (g+ ∨ ¬h+1 ) je ekvivalentńı h+1 ⇒ g+; (g+ ∨ ¬h+1 ) je ekvivalentńı h+2 ⇒ g+; a konečně
(g− ∨ ¬h−1 ∨ ¬h−2 ) je ekvivalentńı (h−1 ∧ h−2 ) ⇒ g−. (formule pro zbylé labely si laskavý čtenář sestav́ı
jako cvičeńı).

Pro výstupńı bránu g nav́ıc k formuli přidáme klausuli g+.
φ můžeme vytvořit pomoćı log-space transduceru (máme vzory pro produkované části formule, ve kterých

měńıme jenom logaritmicky dlouhá zakódovańı proměnných).
To že je φ pravdivá, právě když je C pravdivý snadno dokážeme pomoćı indukce přes brány uvažovány v

pořad́ı daném nějakým jejich topologickým uspořádáńım.
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Tř́ıda AC Pokud definici Booleovského obvodu povoĺıme, aby brány s labely ∧,∨ měli neomezenou aritu a
nikoliv pouze aritu 2, pak analogíı tř́ıdy NCi s takto pozměněnou definićı booleovského obvodu je tř́ıda ACi. Z
definic hned plyne NCi ⊆ ACi. Bránu s aritou k můžeme simulovat obvodem použ́ıvaj́ıćım pouze brány s aritou
2. Tento obvod má hloubku O(log k) a obsahuje O(k) bran. Protože obvody pro problémy z ACi obsahuj́ı pouze
polynomický počet bran a arita všech bran je tedy omezena polynomicky, dostáváme že nahrazeńım všech bran
s aritou r̊uznou ode dvou př́ıslušným obvodem zvýš́ıme hloubku obvodu nanejvýš O(logn) krát. Odtud máme
ACi ⊆ NCi+1. Celkem tedy

AC =
⋃
i≥0

ACi =
⋃
i≥0

NCi = NC.

Literatura

[2](kap. 11), [1](kap. 10.5), [5](str. 224).
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8 Pravděpodobnostńı algoritmy a př́ıslušné tř́ıdy složitosti

Definice pravděpodobnostńıho TS (PTS) Uvažme NTS M takový, že z každé (nekoncové) konfigurace
máme právě dvě nedeterministické volby. Představme si, že výpočetM pro x (tj. procháźıme jednou větv́ı jeho
stromu výpočtu pro vstup x) je realizován následovně: Z konfigurace c

1. M si hod́ı minćı (s pst́ı 0.5 padne orel, s pst́ı 0.5 padne panna),

2. pokud padne orel, provede se výpočetńı krok odpov́ıdaj́ıćı prvńı nedeterministické volbě př́ıstupné z c,
jinak krok odpov́ıdaj́ıćı druhé volbě.

Předpokládejme, že M vždy zastav́ı. Větev v výpočtu, jej́ıž koncová konfigurace je v hloubce h(v) je pak
projita s pravděpodobnost́ı 1/2h(v). Řekneme tedy, že M přij́ımá přij́ımá x s pravděpodobnost́ı

P[M(x) = 1] =
∑
v∈S

1/2h(v),

kde S je množina přij́ımaćıch větv́ı M pro vstup x. Očividně M zamı́tá s pst́ı P[M(x) = 0] = 1− P[M(x) = 1].
Složitost je u PTS definována jako u NTS (jde nám o délky větv́ı etc.)

Obrázek 1: Př́ıklad výpočetńıho stromu PTS s vyznačenými pravděpodobnostmi dosažeńı koncových konfiguraćı.
Pravděpodobnost přijet́ı (zelené konfigurace) je 0.5, pravděpodobnost zamı́tnut́ı (červené konfigurace) je také
0.5

Tř́ıdy složitosti Řekneme, že L ∈ RP pokud existuje PTS M s pol. čas. složitost́ı tak, že

x ∈ A implikuje P[M(x) = 1] ≥ 3/4
x /∈ A implikuje P[M(x) = 1] = 0.
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PTS M tedy může udělat pouze jednostrannou chybu. Pokud přij́ımá, máme jistotu, že x ∈ A. Pokud zamı́tá,
mohlo být (s pst́ı omezenou 1/4) x ∈ A. Snadno vid́ıme, že ve tř́ıdě coRP je chyba přesunuta na druhou stranu.

Řekneme, že L ∈ BPP, pokud existuje PTS M s pol. čas. slož. tak, že

x ∈ A implikuje P[M(x) = 1] ≥ 3/4
x /∈ A implikuje P[M(x) = 1] ≤ 1/4.

PTS M tedy dělá chyby na obě strany (ale opět pst́ı omezenou 1/4).

Věta 33: Amplifikace

Pokud A ∈ BPP potom pro libovolný polynom nd existuje PTS s polynomickou časovou složitost́ı tak,
že pro x délky n plat́ı

P[M(x) ̸= A(x)] ≤ 1/2nd

.

D̊ukaz. Dı́ky A ∈ BPP existuje PTS M s pol. čas. slož rozhoduj́ıćı A s chybou omezenou 1/4. Sestav́ıme PTS
N, který simuluje M pro vstup x opakovaně, a to nd+1-krát. N přitom spoč́ıtá četnost přijet́ı a zamı́tnut́ı v
těchto výpočtech a přij́ımá, pokud ve v́ıce než polovině př́ıpad̊uM přij́ımal. Protože složitostM je polynomická,
je i složitost N polynomická. Pst, že N udělá chybu (tj. pst, že v́ıce než polovina simulaćı skončila s chybou)
můžeme omezit

nd+1/2∑
k=0

(
nd+1

k

)
·
(
3

4

)k
·
(
1

4

)nd+1−k

≤ 1

2n
d
,

Vztahy mezi tř́ıdami Snadno vid́ıme, že P ⊆ RP ⊆ NP a také RP ⊆ BPP a coRP ⊆ BPP. Z definice BPP
také plyne, že je uzavřená na doplněk.

Věta 34

BPP ⊆ Σp2

Předt́ım, než si větu dokážeme, si uvědomı́me, že na PTS se můžeme d́ıvat následovně: uvažujeme obyčený
TS M, kterému dáme nav́ıc k dispozici jako daľśı vstup dostatečně dlouhý řetězec bit̊u (umı́stěný na speciálńı
pásce), který nahrazuje házeńı minćı ve výpočtu. Pro konkrétńı vstup x a (dostatečně dlouhý) bitový řetězec y
je pak výpočet M(x, y) deterministický. Pst. že M se složitost́ı T(n) přij́ımá x potom definujeme jako

Py[M(x, y) = 1] =
|{y ∈ {0, 1}k |M(x, y) = 1}|

2k
,

kde k je libovolné č́ıslo větš́ı než T(|x|).
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D̊ukaz Věty 34. Uvažme A ∈ BPP. Z Věty 33 plyne, že ex. TS s čas. slož nc (pro nějakou konstantu c > 1)
tak, že

• pokud x ∈ A, pak Py[M(x, y) = 1] ≥ 1− 1/2n a

• pokud x ̸∈ A, pak Py[M(x, y) = 1] ≤ 1/2n.

Zafixujeme vstup x délky n a uváž́ıme m = nc (to je počet náhodných bit̊u, které M potřebuje). Definujeme
množiny

Ax = {y ∈ {0, 1}m |M(x, y) = 1}

Rx = {y ∈ {0, 1}m |M(x, y) = 0}

Hned vid́ıme, že Ax ∩ Rx = ∅ a Ax ∪ Rx = {0, 1}k. Také pokud x ∈ A, tak |Ax| ≥ (1− 1/2n) · 2m = 2m − 2m−n a
|Rx| ≤ 1/2n · 2m = 2m−n. Pokud x ̸∈ A, pak |Ax| ≤ 2m−n a |Rx| ≥ 2m − 2m−n.

Pomoćı ⊕ budeme značit bitovou operaci XOR prováděnou na řetězćıch z {0, 1}m. Připomeňme jej́ı základńı
vlastnosti, které využijeme. Pro každé a, b, c ∈ {0, 1}m plat́ı

a⊕ b = b⊕ a (4)

(a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c) (5)

a⊕ a = 0 (6)

0⊕ a = a (7)

a⊕ b = c právě když a = b⊕ c (8)

a = b právě když a⊕ c = b⊕ c (9)

Operaci ⊕ nyńı rozš́ı̌ŕıme i na množiny. Pro množinu S, S ′ ⊂ {0, 1}m a a ∈ {0, 1}m máme

a⊕ S = {a⊕ b | b ∈ S},
S ′ ⊕ S = {a⊕ b | a ∈ S ′, b ∈ S}

Vid́ıme, že v d̊usledku (9) máme |a ⊕ S| = |S|, v d̊usledku (8) máme a ⊕ b ∈ S právě když a ∈ b ⊕ S. Nyńı
dokážeme pomocné tvrzeńı kombinatorické povahy.

Tvrzeńı. x ∈ A právě když existuj́ı z1, . . . , zm ∈ {0, 1}m tak, že Ax ⊕ {z1, . . . , zm} = {0, 1}m.

D̊ukaz pomocného tvrzeńı. Nejdř́ıv předpokládejme, že x ̸∈ A a tedy |Ax| ≤ 2m−n. Pak pro jakékoliv z1, . . . , zm
máme

Ax ⊕ {z1, . . . , zm} ≤
m⋃
j=1

zj ⊕Ax

a velikost této množiny tak můžeme omezit pomoćı

m∑
j=1

|Ax| ≤ m2m−n < 2m
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pro dostatečně velké nm (abychom to lépe viděli můžeme např́ıklad dosaditm = nc a obě strany zlogaritmovat,
konstantu c můžeme zvolit libovolně velkou). Množina Ax⊕{z1, . . . , zm} tedy neńı dostatečně velká, aby se mohla
rovna {0, 1}m.

Předpokládejme na druhou stranu, že x ∈ A a tedy |Rx| ≤ 2m−n. Pokud existuj́ı z1, . . . , zm tak, že

pro každé w ∈ {0, 1}m plat́ı w⊕ {z1, . . . , zm} ̸⊆ Rx, (10)

pak pro každé w ∈ {0, 1}m existuje j tak, že w⊕ zj ̸∈ Rx a tedy w ̸∈ Rx⊕ zj a proto w ∈ Ax⊕ zj; dostáváme tak,
že Ax ⊕ {z1, . . . , zm} = {0, 1}m.

Zbývá ukázat, že z1, . . . , zm pro které plat́ı (10) skutečně existuj́ı. Každou m-tici z1, . . . , zm, pro kterou
(10) neplat́ı, unikátně determinuj́ı dvojice (w, Y) takové, že w ∈ {0, 1}m a Y = w ⊕ {z1, . . . , zm} ⊆ Rx. (Stač́ı si
uvědomit, že v rovnici w⊕ {z1, . . . , zm} = S znalost w a S jednoznačně určuje {z1, . . . , zm}.) Počet m prvkových
podmnožin Rx je ovšem omezen (2m−n)m. Máme tak, že počet (10) nevyhovuj́ıćıch m-tic je omezen

(2m−n)m · 2m = 2m(m−n+1) < 2m
2

.

Přitom ovšem počet možnost́ı, jak zvolit z1, . . . , zm je právě 2m
2
. Muśı tedy skutečně existovat volba z1, . . . , zm ∈

{0, 1}m pro kterou plat́ı (10). T́ımto jsme dokončili d̊ukaz pomocného tvrzeńı.

Platnost předchoźıho tvrzeńı využijeme ke konstrukci Σ2-stroje, který pro vstup x

1. pomoćı existenciálńı alternace vybere z1, . . . , zm.

2. pomoćı univerzálńı alternace vygeneruje všechna w ∈ {0, 1}m a pro každé ověř́ı, jestli existuje j tak, že
w⊕ zj ∈ Ax (t́ım, že pro i = 1, . . . ,m spust́ı M(x,w⊕ zi).

Polynomická složitost plyne z toho, že m = nc a toho, že M pracuje v pol. čase.

Důsledkem předchoźı věty je že, pokud P = NP pak BPP = P.

Neńı znám vztah mezi BPP a NP. Věř́ıme, že NP ̸⊆ BPP, protože z NP ⊆ BPP plyne PH ⊆ BPP (d̊ukaz
tohoto vynecháme) a v d̊usledku předchoźı věty by PH zkolabovala na Σp2 .

(Přirozené) problémy v BPP

• Testováńı prvoč́ıselnosti. To je v součastnosti triviálńı, protože v́ıme že problém patř́ı do P. Nicméně,
i kdyby nepatřil do P, patřil by do BPP: existuj́ı efektivńı pravděpodobnostńı algoritmy, např. Miller-
Rabin̊uv test, Solovay–Strassen test.

• Př́ıkladem problému, který patř́ı do BPP, ale nev́ıme o něm, že by patřil do P, je problém testováńı
polynomických identit. Vstupem je polynom nad proměnnými x1, . . . , xn s celoč́ıselnými koeficienty, který
je zadán ve formě aritmetického obvodu (definice je analogická booleovskému obvodu, pouze brány mı́sto
logických operaćı poč́ıtaj́ı aritmetické operace +, ∗,−), a chceme zjistit, jestli je tento obvod roven 0
pro všechna ohodnoceńı proměnných. Kĺıčem k pravděpodobnostńımu algoritmu je tvrzeńı známé jako
Schwartz-Zippel Lemma. Jeho d̊usledkem je následuj́ıćı tvrzeńı:
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Věta 35

Necht’ F je těleso a S ⊆ F. Uvažme nenulový polynom p(x1, . . . , xn) s koeficienty z F s maximálńım
stupněm d. Potom pro (s1, . . . , sn) s uniformńı pravděpodobnost́ı vybraném z Sn plat́ı

Pr[p(s1, . . . , sn) = 0] ≤
d

|S|
.

Test tedy spoč́ıvá v navzorkováńı (s1, . . . , sn) a výpočtu hodnoty p(s1, . . . , sn). Pokud je nenulová, neńı p
roven 0 pro všechna ohodnoceńı. Je-li hodnota rovna 0, může být p nenulový s pravděpodobnost́ı nejvýše
d
|S|
.

Literatura

[2](kap. 13, 14)
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