Vybrana témata z algoritmu

Abstrakt

Poznamky k seminaii VYTAL v letnim semestru 2026. Posledni iprava 27. inora 2026.

1 Prvni seminar

Obsah. formule vgrokové logiky a booleovské obvody reprezentugi (véechny) booleovské funkce; prav-
divost, spinitelnost, sémantickd ekvivalence, ekvivalence vzhledem ke splnitelnosti; Tseitsinuv al-
goritmus.

def. n-drni booleovskd funkce je funkce f:{0, 1™ — {0, 1}. (0 je nepravda, 1 je pravda).
Otazka. Kolik je n-darnich booleovskijch funkci?

Dosli jsme k tomu, booleovskou funkci f muzeme reprezentovat fetézcem 2™ bit1, ve kterém je i-ty
bit je roven f(by,b2,...,bn), kde (b1b2...by )2 =1i. (Nejdiive si muzeme prestavit tabulku s n+1
sloupci, kde v prvnich n sloupcich jsou hodnoty jednotlivych argumentu by, bz,...,b, a v po-
slednim sloupci je hodnota f(b1,ba,..., by ). Pokud fddky uspordddme tak, ze ¢islo (b1bz...bn)2
roste, jdeme-li tabulkou dolt, tvoif obsah posledniho sloupce zddany fetezec.) n-drni booleovskych
funkef je tak tolik, kolik je 2™-bitovych Fetézetd, tedy 22" . O

Piiklady booleovskych funkei jsou funkece logickych spojek, zejména cON (konjunkee), DIS (dis-
junkce), NEG (negace).

V dalsim pouZijeme mnozinu proménnych VAR = {x1,%2,X3 ...}, nékteré z nich budeme obcas
znacit i jinym symboly, napi. y,z s pfipadnym indexem.

def. Formule vyrokové logiky je fetézec nad abecedou tvorenou proménnymi, symboly pro logické
spojky A, V,—, a zadvorkami, ktery je vytvoren podle nésledujicich pravidel.

e Proménnd je formule.

e Jsou-li F; G formule, potom jsou i (FAG), (FV G), —F formule.
Neékteré zavorky muzeme pii zdpisu vynechdvat (napi. vnéjsi zavorky, piipadné misto (FAG)AH

psat FAG/\H, podobné pro disjunkci). Zakladn{ definici muzeme rozsitit o symboly dalsich spojek
zavedenim zkratek:

e F — G je zkratkou —FV G,
e F & G je zkratkou za (F —» G) A (G — F).



Mnozinu proménnych obsazenych ve formuli F ozna¢ime vARS(F).

def. Ohodnoceni proménngjch je ¢dsteéné zobrazeni « : VAR — {0, 1}. Mnozinu proménnych, které
o ohodnocuje, oznac¢ime VARS(o).

def. Pokud vARS(F) C VARS(a) muzeme hovofit o pravidosti Fla] formule F. Je definovéna
nasledovné:

e pro proménnou x mame x[a] = o(x),
e (FAG)la] = con(Flad, Glad),

e (FV G)lo] = pis(Flal, Gl«]),

e (—F)[«] = NEG(F[«]).

def. Formule F s proménnymi {xq,...,xn} reprezentuje n-arni booleovskou funkci f, pokud pro
kazdé ohodnocen{ « ohodnocujici vsechny tyto proménné mame Flo] = f(oc(x1), oc(x2), ..., x(xn)).

Otazka. Existuje ke kazdé n-darni booleovské funkci formule, kterd ji reprezentuje?

Tady jsme si pripoméli konstrukei formule v normalni formé (konjunktivni nebo disjunktivni).
Konstrukci provadime na zédkladé pravdivostni tabulky. Pravdivostni tabulka, ze které vynechame
vSechny sloupce mimo ohodnoceni proménnych a pravdivosti dané formule je vlastné zapis boole-
ovské funkce pomoci tabulky (a existuje pro kazdou boolevoskou funkci). Podrobnosti konstrukce
lze nalézt v kurzu diskrétnich struktur. Odpovéd je tedy ano, navic umime potiebnou formuli
explicitné zkonstruovat. O

def. n-drni booleovsky obvod C je orientovany graf bez cykli. Vrcholum fikdme brény, vede-li z
brany g hrana do brany h, je h vstupem g. Déle plati nésledujici podminky.

e Graf obsahuje n bran bez vstupu, kazdé je pfifazena jind proménnd z mnoziny {X1,X2y ..., Xn}-
Jsou to tzv. vstupni brény. (Pak VARS(C) = {x1,%x2,...,Xn})

e Briny s jednim vstupem jsou —-brany,

e Brany se dvéma vstupy jsou /\-brany nebo V-brény.

e V grafu nejsou brany s vice nez 2 vstupy.

e Jedna brana je navic oznacena jako vgstupni.

Nyni definujeme pravdivost obvodu pro ohodnoceni « takové, ze {x1,...,xn} C VARS(«). Nejdiive
definujeme pravdivost gla] brany g.

e Pokud je g vstupni bréna s proménou x, pak gla] = o(x).

e Pokud je g —-brdna se vstupem h, pak gla] = NEG(h[a]).

e Pokud je g /\-brana se vstupy hi,hy, pak gla] = con(hq[a], ha[«]).
e Pokud je g V-bréna se vstupy hi, hy, pak gla] = D1s(hy[«], ha[«]).

Pravdivost obvodu je rovna pravdivosti jeho vystupni brany. Analogicky formulim vyrokové logiky
muzeme definovat situaci, kdy obvod C reprezentuje booleovskou funkci.

def. Nechf G je booleovsky obvod nebo formule vyrokové logiky. Pokud existuje ohodnoceni o
tak, ze VARS(a) C VARS(G) a Gla] = 1, fekneme, ze objekt G je splnitelny.

def. Nechf G,F jsou booleovsky obvod nebo formule vyrokové logiky (mohou to byt objekty
ruzného typu). Potom



e G a F jsou sémanticky ekvivalentni, pokud pro kazdé ohodnoceni « takové, ze VARS(G) U
VARS(F) C VARS(«), plati Gl = Flof.

e G a F jsou ekvivalentni vzhledem ke splnitelnosti, pokud je G splnitelnd pravé kdyz je F
splnitelna.

Otazka. Existuje ke kaZdé booleovské funkci booleovskyj obvod, ktery ji reprezentuje?

Odpovéd je ano. ProtoZe ke kazdé booleovské funkei existuje formule vyrokové logiky, kterd ji
reprezentuje, staci najit postup transformace formule vyrokové logiky na sémanticky ekvivalentni
booleovsky obvod. Tento postup jsme na seminéii nasli. O

def. Literdl je proménné, nebo jeji jeji negace. Klausule je disjunkei literdlu. Formule je konjunk-
tivnd normdlni formé (CNF), pokud je konjunkef klausuli.

Tseitsinav algoritmus. Pomoci Tseitsinova algoritmu muzeme trasformovat obvod C na for-
muli F v CNF tak, ze C a F jsou ekvivalentni vzhledem ke splnitelnosti. Protoze libovolnou formuli
umime prevést na ji sémanticky ekvivalentni obvod (viz pfedchozi otdzka), 1ze provedenim Tseit-
sinova algoritmu na takto ziskany obvod prevést libovolnou formuli na formuli v CNF, kterd je s
ni ekvivalentni vzhledem ke splnitelnosti. Nasleduji detaily Tseitsinova algoritmu.

Vstupem algoritmu je obvod C, vystupem je formule F. Proménné obvodu C jsou x1,...,Xxn a jeho
brény jsou gi,...,gm. Proménné ve formuli F jsou x1,...,%Xn,g1,--.,gm. Ve formuli tedy mdme
jednu proménnou pro kazdou proménnou v C a jednu proménnou pro kazdou branu v C: zna¢ime
je stejné, v nésledujicim bude vzdy jasné, kdy se jednd o proménnou a kdy o branu.

Algoritmus funguje tak, ze projde vsechny brany obvodu C a pro kazdou vytvoii formuli v CNF.
Vyslednd formule je potom jejich konjunkci. Ozna¢me aktudlni branu g, a jeji pfipadné vstupy
oznacme hq,hy (g, hi,hy tedy pati{ do mnoziny {g1,...,gm})-

e Je-li g vstupn{ brédna proménné x (tj. x je z mnoziny {x1,...,Xn}), vytvoiime formuli (—gV
x) A\ (gV —x). Princip: Aby tedy byla formule pravdiva, musi byt g a x ohodnoceny stejné.
Je totiz sémanticky ekvivalentni g < x: formule (—g V x) je totiz sémanticky ekvivalentn{
(g — x) a formule (g V —x) je sémanticky ekvivalenti (x — g).

e Je-li g —-brdna se vstupem hy, vytvorime formuli (—gV —h) A (gVh). (Kterd je sémanticky
ekvivalentni (g ¢+ h).)

e Je-li g /\-bréna se vstupy hy, hy, vytvofime formuli (—gVhi)A(—=gVhy)/A(—h;V—-h,Vg).
(Kterd je sémanticky ekvivalentni (h; Ahy) < g.)

e Je-li g V-brana se vstupy hy, ha, vytvoiime formuli (—h; V g) A (—h2V g) /A (h1 Vh, V —g)
(Kterd je sémanticky ekvivalentni (h; V hy) < g.)

e Je-li g vystupni branou, pak navic vytvorime formuli g.

Principem celé konstrukce a zakladem formalniho dikazu toho, ze C a F jsou ekvivalentni vzhledem
ke splnitelnosti, je fakt, ze F kéduje spravnost vypoctu pravdivosti bran v C.

Podrobnéji. Nechf « je ohodnoceni takové, ze VARS(a) = VARS(C). Pokud Cla] = 1, miiZeme
rozsitit & o ohodnocen{ proménnych g1, ..., gn tak, Ze pro vysledné ohodnocen{ &’ mame Floe'] = 1.
Sta¢i proménnou g ohodnotit na pravdivost gla] v obvodu C.

Obracené, pokud pro néjaké ohodnoceni & mame Fla] = 1, potom musi platit, ze «(g) je stejné
jako pravivost gla] brany g v obvodu C (pro ohodnoceni ). O



2 Druhy seminar

Obsah. transformace CNF na SCNF; transformace problému barveni na problém splnitelnosti;
transformace sudoku na problém splnitelnosti.

def. Formule je v 3CNF, pokud je v CNF a kazdd klauzule obsahuje prévé 3 literaly. (Nékdy
definovdno i tak, Ze klausule obsahuji nejuyse 3 literdly, pro nds je to nepodstatny rozdil.)

Transformace CNF na 3CNF. Transformujeme formuli F v . CNF na formuli G v 3CNF.
Ptedpokladame
F=CiNC2A...ACh,
kde Cy,Cy,...,Cy, jsou klausule. Formuli G vytvofime jako konjunkci
G=GIAGyA...N\Gn,

kde Gj je formule v 3CNF ziskand transformaci klauzule C;. Pokud nema C; vice nez 3 literaly,
dostaneme G; dvojenim nebo ztrojenim nékterého z literal, které C; obsahuje. Jinak necht

Ci=1 V9L V... L.
Potom
Gi = (11 V lz \/Z]) VAN (_‘Z] V 13 \/Z,z) VA A (*Zkfg,lk,]lk),

kde z1,...,zx_3 jsou nové proménné (budeme jim fikat z-proménné a jejich literalim z-literély).
Otazka. Jsou F a G ekvivalentni vzhledem ke splnitelnosti?

Pokud je Ci[a] = 1, musi existovat j tak, ze ljla = 1. V Gy si vybereme klausuli D obsahujici
l; a z-literaly v ni obsazené ohodnotime na 0 (tj. jejich proménné ohodnotime tak, aby literaly
byly nepravdivé). Pokud klausule D’ sousedi s D, obsahuje pravdivy literdl, ktery je negaci ne-
pravdivého z-literdlu z D. Druhy z-literal v klausuli D’ tak ohodnotime na 0 a v podobném duchu
pokracujeme se sousedem D’. Nakonec budou pravdivé vsechny klausule: jedna diky 1;, zbylé diky
pravdivosti z-literdlu.

Pokud je Gla] = 1 pro néjaké ohodnoceni «, pak musi existovat literdl 1 tak, ze l[x] = 1. Kdyby
totiz pro vSechny literdly 1 bylo l[a] = 0, musela by jit G splnit ohodnocenim z-proménnych a to
nejde. Musime mit «(z1) =1 (jinak bychom nesplnili prvn{ klausuli formule G;), a(z2) =1 (jinak
bychom nesplnili druhou klausuli formule G;) atd. Nakonec dostaneme o(zi—3) = 1 a posledni
klausule formule G; tak neni pravdiva.

Predchozi dva odstavce ukazuji, ze formule F a G vzhledem ke splnitelnosti ekvivalentni jsou. [J

def. Instanci problému barveni je neorientovany graf s mnozinou vrcholu V a mnozinou hran H
a prirozené ¢islo k. Cilem je zjistit, jestli existuje zobrazeni ¢ : V — {1,2,...,k} takové, Ze pro
kazdou (v,w) € H mdme c(v) # c(w).

Transformace problému barveni na splnitelnost formule v CNF. Na vstupu je graf G =
(V,H) a ¢islo k. Vysledkem je formule F v CNF. Predpoklame V ={1,2,...,n}.

Proménné ve formuli F ozna¢ime x5 proi =1,2,...,naj = 1,2,...,k. Hlavni myslenka je, ze
ohodnoceni o takové, ze Fla] = 1 bude odpovidat barveni: «(xij) = 1 znaéi, ze vrchol i je obarven
barvou j.



Musime zajistit, ze formuli splni pouze ohodnoceni «, které takto odpovidé korektnimu barveni.
Toto vyjadiime pomoci tii podminek. Platnost kazdé z nich vyjadiime formuli v CNF, formule F
je potom konjunkci téchto formuli.

1. Kazdy vrchol je obarven alespon jednou barvou.
Pro vrchol i to znamend, ze alesponi jedna proménnd z {xi1, Xi2, ..., Xix} musi byt pravdiva.
To zajistime pomoci formule

@i = (xi1 Vxi2 V...V xq1).

(Pokud je pravdivé, alespon jedna z proménnych je pravdivd).

2. Kazdy vrchol je obarven nejvyse jednou barvou.
Pro vrchol i to znamend, ze nejvyse jedna proménnd z {xi1,Xi2,...,Xix} je pravdiva. To
zajistime pomoci formule

Vi = /\ (xis V 7Xit)

1<s<t<k
(Pokud je pravdivd, nejvyse jedna z proménnych je pravdiva).

3. Sousedni vrcholy nejsou obarveny stejnou barvou
Pro kazdou hranu {v,w} € H musi platit, Ze pro kazdou barvu j nejsou proménné x,; a X;
obé pravdivé. To zajistime pomoci formule

Kwyv = /\ (ﬁxvj \/_'ij)-
1<5<k

Celkem tedy

F= (/n\ miAll)i)/\ A

i=1 {v,w}eH

7 principu konstrukce plyne, ze graf G lze obarvit k barvami, pravé kdyz je formule F splniteln4.
Navic kazdému ohodnoceni « takové, ze Flo] = 1 odpovidd jedno barveni.

Formule JUST-ONE. Z vySe uvedené konstrukce je uzitecnd formule

JUST-ONE({X1,X2, ..., Xn}) = (x1 Vx2 V...V xn) A /\ (=% V —x5)

1<i<j<n

Tato formule je pravdivd jenom pro ohodnoceni, které splni pravé jednu proménnou z mnoziny
{XHXZ» v >Xn}~

Otazka. Lze podobné transformovat sudoku na splnitelnost formule v CNF?

Ano. Vstupem transformanciho algoritmu je ¢asteéné doplnénd sudoku tabulka o délce strany m.
Vysledkem je formule F v CNF.

Zavedeme proménné xijx pro i,j,k = 1,2,...,n. Ohodnoceni proménné xijx na 1 znaé&i, Ze na
policku na pozici i,j je zapsdna hodnota k.

Déle pomoci konjunkce JUST-ONE formuli vyjadiime, ze v kazdém sloupci, fddku a podtabulce je
kazda z hodnot 1, 2,...,n pravé jednou. Ohodnoceni, které splni tuto formuli, odpovida spravnému
vyplnéni tabulky hodnotami.

Pocatecni hodnoty v tabulce doplnime pomoci dalsich jednoprvkovych klausuli. Je-li na pozici i, j
hodnota k, doddme k doposud vytvofené formuli klausuli (xiji). O



3 Treti seminar

Obsah. vyznam problému splnitelnosti v teorii vypocetni sloZitosti; sat solvery; rezoluce;

Kratce jsme diskutovali slozitostn{ tfidy P, NP a roli problému splnitelnosti a (nékterych) trans-
formaci z minulych seminédiu v otdzce, jestli se tyto tiidy rovnaji.

V dalsim se budeme na formuli v CNF divat jako na mnozinu klausuli, pficemz klausule je mnozina
literalu. V dalsim narazime na prazdnou mnozinu ve dvou situacich:

e jako na prazdnou formuli v CNF, tj. formuli neobsahujici zddnou klasuli,

e jako na prazdnou klausuli, tj. klausuli neobsahujici zadny literal.

Abychom tyto dvé situace odlisily, budeme v prvnim piipadé pouzivat znaceni () a v druhém
piipadé .

Otézka. Pro libovolné ohodnoceni proménngch & mdme Qla] =1 a $la] = 0. Proc?

Disjunkce je pravdivd, kdyz existuje alespon jeden pravdivy disjunkt, pfitom < nemuze zadny
pravdivy disjunkt obsahovat pro zadné ohodnoceni. Konjunkce je nepravdiva, pokud existuje ale-

spoit jeden nepravdivy konjunkt. Ovsem () neobsahuje nepravdivy konjunkt pro zéddné ohodnocent,
proto musi byt pro vSechna ohodnoceni pravdiva. O

def. Pro formuli F a ohodnoceni o definujeme Fla] jako formuli, kterou ziskdme z F ndsledovné:

e odstranime vSechny klauzule, které obsahuji aleponi jeden literdl, ktery & ohodnoti na 1.

e ze zbylych klausuli odstranime vSechny literdly, které o ohodnoti na 0.
V piipadeé, ze VARS(x) D VARS(F), je znaceni zavedené predchozi definici nejednoznacné. Podle
difvejsich definic totiz mame Flo € {0, 1}, ale podle nové definice je Flo € {0,{<{}}. O kterou

moznost se jedna, vzdy pozname z definice.

def. Nechf C;,C; jsou klausule a x je proménns takova, ze x € C; a —x € C,. Rezoluénim
pravidlem aplikovanym na x, Cq, C; odvodime klausuli

T(x,C1,C2) = (C1 = {x}) U (Cz —{—x}).

Této klausuli fikdme resolventa, klausule Cq,Cy jsou jeji rodice. (Kromé oznaceni resolventy,
r(x,Cy, C2) také 7ikd, Ze C1 a Ca obsahuji rizné literdly proménné x.)

def. Necht F je mnoZina klausuli. Resoluénim odvozenim klausule C z z F je posloupnost klausuli
C])CZ)---)Cm

takovd, ze pro i =1,2,...m je bud C; € F, nebo C; = r(x, Cj, Cx) pro j,k < i; a navic Cr, = C.
Délka odvozeni je rovna m — |F|.

def. Resoluénimu odvozeni <} z formule F fikdme resolucéni zamdtnuti formule F.



Priklad. Méjme F ={C;, C,,C3, C4,Cs}, kde

Cy ={x,~z},
C2 ={xy,z}
Cz ={—x, Y, _'Z})
Cs = {—x,y},
Cs ={~y,z}

Potom méame

Cs =7(2,C1,C2) ={x,y}
C7 =7(x,Cy,C3) ={~y,~z}
Cs =7(x,Cs,Cq) ={y}
Co =1(z,C7,Cs) ={y},
Cio =71(y,Cs,Co) = .
Posloupnost Cy,...,Cjo je rezoluénim zamitnutim F, ma délku 5.

Na§im cilem je dokazat nésledujici vétu.

Véta 1 (O rezoluci). Formule F je nesplnitelnd, prdveé kdyz existuje jeji rezoluéni zamdtnuti.

Na promysleni do pfistiho seminafe jsme si nechali dukaz jedné z implikaci ve vété o rezoluci,

kterou zachycuje nasledujici lemma.

Lemma 1 (O korektnosti rezoluce). Pokud exituje rezolucni zamitnuti formule F, je formule F

nesplnitelnd.



