
Vybraná témata z algoritmů

Abstract

Poznámky k semináři VYTAL v letńım semestru 2024. Posledńı úprava March 6, 2024.

1 Prvńı seminář

1.1 Formule, přǐrazeńı, SAT-problém

Booleovská formule je definována induktivně:

• konstanty 0 a 1 jsou formule,
• proměnná x (z nekonečné spočetné množiny proměnných {x1, x2, . . .}) je formule,
• pokud jsou F a G formule, pak i ¬F (někdy zapisujeme i F), (F∧G), a (F∨G).

Lze přidat daľśı možnosti jako zkratky

• (F→ G) je zkratka za ¬F∨G,
• (F↔ G) je zkratka za (F→ G)∧ (G→ F),
• (F⊕G) je zkratkou za (F∨G)∧ (¬F∨ ¬G)

Množinu proměnných ve formuli G budeme značit var(G).

Ohodnoceńı α je částečné zobrazeńı z množiny proměnných do množiny {0, 1}. Budeme jej zapisovat
také

α = {x1 = a1, x2 = a2, . . . , xk = ak} ,

kde x1, . . . jsou proměnné a a1, · · · ∈ {0, 1}. Množinu proměnných ohodnocených α budeme značit
var(α).

Výsledkem aplikace ohodnoceńı α na formuli F, značeno Fα je formule, kterou dostaneme následuj́ıćım
postupem

1. Ve formuli F provedeme symbolickou substituci za proměnné var(F) ∩ var(α),
2. Aplikujeme zjednodušovaćı pravidla, např.

• (G∨ 0) a (0∨G) zjednoduš́ıme na G,
• (G∨ 1) a (1∨G) zjednoduš́ıme na 1,
• (G∧ 0) a (0∧G) zjednoduš́ıme na 0,
• (G∧ 1) a (1∧G) zjednoduš́ıme na G,
• ¬¬G zjednosuš́ıme na G,
• ¬0 zjednoduš́ıme na 1,
• ¬1 zjednoduš́ıme na 0.
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Formule F je splnitelná, když existuje ohodnoceńı α tak, že Fα = 1. Pokud F neńı splnitelná, je
to kontradikce. F je tautologie, pokud pro každé ohodnoceńı α, pro které je var(F) ⊆ var(α) =,
plat́ı Fα = 1.

Pozorováńı 1. Pro libovolnou formuli F a proměnnou x ∈ var(F) plat́ı:

• F je tautologie, právě když ¬F je kontradikce.
• F je splnitelné, právě když F {x = 1} nebo F {x = 0} je splnitelná.
• F je kontradikce, právě když F {x = 1} a F {x = 0} jsou kontradikce.

Definujeme množiny formuĺı

SAT = {F | F je splnitelná}

TAUT = {F | F je tautologie}

Hned vid́ıme TAUT ⊂ SAT.

Formule F a G jsou sémanticky ekvivalentńı pokud pro každé ohodnoceńı α takové, že var(α) =
var(F)∪var(G), máme Fα = Gα. Formule F a G jsou sat ekvivalentńı pokud F je splnitelná právě
když G je splnitelná.

Známe už transformace, které zachovávaj́ı sémantickou ekvivalenci, např́ıklad De Morganovi zákony:

¬(F∧G) = (¬F∨ ¬G)

¬(F∨G) = (¬F∧ ¬G)

S jejich pomoćı (a s použit́ım zákona dvoj́ı negace) můžeme převést libovolnou formuli na sémanticky
ekvivalentńı formuli, která má negace pouze u proměnných. Tomuto tvaru se ř́ıká negativńı
normálńı forma.

SAT-problém je problém rozhodnout, zda daná formule F patř́ı do množiny SAT (tedy jestli je
F splnitelná). Tento problém je d̊uležitý z teoretického (teorie NP-úplnosti atd.) a praktického
pohledu (použit́ı SAT solver̊u a převod algoritmických problémů na SAT-problém). Triviálńı
algoritmus pro SAT-problém zkouš́ı všechna ohodnoceńı a má exponenciálńı složitost vzhledem k
počtu proměnných ve formuli.

1.2 Konjunktivńı normálńı forma

Formule F je v konjunktivńı normálńı formě, pokud je ve tvaru

F = C1 ∧ C2 ∧ . . .∧ Cm,

kde podformule C1, C2, . . . nazýváme klausule. Klausule je ve tvaru

(u1 ∨ u2 ∨ u3 . . . uk),

kde ui ∈ {x1, x2, . . .} ∪ {¬x1,¬x2, . . .}. Ř́ıkáme jim literály.

Zavedeme množiny

CNF = {F | F v konjunktivńı normálńı formě}

CNF− SAT = SAT ∩ CNF

k−SAT = {F ∈ CNF− SAT | každá klasule v F má nejvýše k literál̊u}
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Věta 1. Ke každé formuli F existuje sématicky ekvivalentńı formule G v konjunktivńı normálńı
formě. Převod F na G obecně zabere exponenciálńı čas vhledem k |var(F)|.

Proof. Kĺıčové myšlenky: formule je reprezentaćı booleovské funkce. Obecně, k booleovské funkci
existuje formule v CNF která ji reprezentuje.

Pozn. existuje formule, pro kterou je výsledná formule v CNF exponenciálně větš́ı. Nemůže tak
existovat algoritmus, který by převáděl do konjunktivńı normálńı formy a pracoval v polynomickém
čase. (Detaily na semináři).

Algoritmus pro převod formule do CNF je opakováńım z prvńıho ročńıku.

1.3 Splnitelnost zachovávaj́ıćı redukce

Existuje např́ıklad redukce z obecného CNF tvaru na 3−SAT tvar. (Detaily na semináři).

Probereme redukce převáděj́ıćı formuli v obecném tvaru do CNF. Prvńı je Tseitinova redukce.
Tady si představ́ıme proces výpočtu pravdivosti formule F strukturálńı indukćı podle definice
formule (tady se objevil Booleovský výpočetńı obvod jako daľśı reprezentace booleovské funkce).
Správnost tohoto výpočtu zakódujeme do CNF formule G tak, že G je splnitelná právě když je F
splnitelná.

Pokud je F v negativńı normálńı formě obsahuje odpov́ıdaj́ıćı booleovský obvod pouze monotońı
brány a drobnou úpravou Tseitinovi redukce dostaneme formuli, která má méně klauzuĺı.

Daľśı metoda redukce vyžaduj́ıćı F v negativńı normálńı form je založena na konstrukci speciálńıho
grafu a procházeńı cest v něm.

2 Seminář 2

Př́ıklady redukćı problémů na CNF formuli. (Tvorbu výsledné formule popisujeme tak, že řekneme
jaké vytvoř́ıme klausule. Že tyto klausule spoj́ıme pomoćı konjunkce už explicitně neopakujeme.)

2.1 Barveńı grafu

Instanćı problému barveńı je neorientovaný graf s množinou vrchol̊u V a množinou hran H a
přirozené č́ıslo d. Ćılem je zjistit, jestli existuje zobrazeńı c : V → {1, 2, . . . , d} takové, že pro
každou (v,w) ∈ H máme c(v) ̸= c(w). (Představ́ıme si, že vrcholy grafu obarvujeme barvami
1, 2, . . . , d. Funkce c určuje barvu vrcholu. Chceme aby sousedńı vrcholy měli r̊uzné barvy.)

K vytvořeńı formul potřebujeme |V | · d proměnných. Po každý vrchol v vytvoř́ıme proměnné
v1, v2, . . . , vd. Pokud je vi pravdivá, bere me to tak, že vrchol v lze obarvit barvou i. Dále
vytvoř́ıme klausuli

(v1 ∨ v2 ∨ . . .∨ vd)

a pro každé i < j klausuli

(¬vi ∨ ¬vj)
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T́ım zajist́ıme, že každý vrchol lze (pro dané ohodnoceńı proměnných) obarvit pouze jednou
barvou. Zbývá dodat pro každou hranu (w, v) a pro každé i ∈ {1, 2, . . . , d} klausuli

(¬wi ∨ ¬vj).

Tak zajist́ıme, že sousedńı vrcholy nebudou obarveny stejnou barvou.

2.2 Bounded Model Checking

Studujeme posloupnosti

X0 → X1 → . . . Xr, (1)

kde Xi je vektor booleovských hodnot, který popisuje stav nějakého systému a zápis Xi → Xi+1

znač́ı, že systém přešel jedńım krokem ze stavu Xi do stavu Xj. (Pod systémem si můžeme
představit třeba program, jehož stav je dán hodnotami proměnných.) Chováńı systému poṕı̌seme
tak, že pomoćı formule φ zachyt́ıme platné situace X→ X ′: Formule muśı samozřejmě obsahovat
proměnné, které odpov́ıdaj́ı booleovským hodnotám v X a X ′, ohodnoceńı proměnných dá skutečné
vektory booleovských hodnot, formule φ je pro toto ohodnoceńı pravdivá, právě když pro tyto
skutečné vektory můžeme danou změnu stavu provést.

Typicky pak formulemi poṕı̌seme i X0 a Xr a ptáme se, jestli je v systému proveditelná posloupnost
(1) tak, že se ptáme na splnitelnost o tyto nové formule obohacené φ. Xr je např́ıklad nějakých
chybový stav a chceme zjistit, jestli se do něj může systém dostat.

Př́ıklad: program pro problém kritické sekce.

proces A:
A0 : Maybe goto A1
A1 : If l goto A1; else goto A2
A2 : Set l← 1; goto A3
A3 : Critical; goto A4
A4 : Set l← 0; goto A0

proces B:
B0 : Maybe goto B1
B1 : If l goto B1; else goto B2
B2 : Set l← 1; goto B3
B3 : Critical; goto B4
B4 : Set l← 0; goto B0

Procesy A,B se libovolně stř́ıdaj́ı v prováděńı krok̊u, sd́ılej́ı proměnnou l. Chceme zjistit, jestli se
mohou oba procesy současně dostat do stavu 3 (A do A3, B do B3) ze stavu 0 (A0, B0). (Pokud
ano, náš protokol pro kritickou sekci je chybný).

Stav programu zachyt́ıme pomoćı proměnných A0, . . . , A4, B0, . . . , B4 s odpov́ıdaj́ıćımi indexy.
Význam: Pokud je např́ıklad A2k pravdivě ohodnocená, interpretujeme to tak, že po provedeńı k
krok̊u (celkem pro oba procesy) je proces A ve stavu A2. Zp̊usobem známým z předchoźı kapitoly
zajist́ıme, že je vždy (pro daný index) pravdivá právě jedna proměnná procesu A a jedna proměnná
procesu B. Dále použijeme proměnnou l a proměnnou @, která bude pravdivá, pokud daľśı krok
provede proces A a nepravdivá, pokud jej provede proces B.

Všimneme si, že v procesech jsou 4 typy př́ıkaz̊u:
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1. Maybe goto s
2. Critical; goto s
3. Set l← b; goto s
4. If l goto s1; else goto s2

Nyńı si ukážeme, jak do formule zakódovat korektnost prováděńı obou proces̊u. Budeme uvažovat
přechod X → X ′, proměnné pro X budou bez čárky, proměnné pro X ′ s čárkou (Poṕı̌seme tedy
princip tvorby formule, ve skutečnosti muśıme tuto formuli vytvořit pro každé Xi → Xi+1, které v
posloupnosti máme.)

Stavy procesu A budeme značit pomoćı α, stavy procesu B pomoćı β. Naṕı̌seme postup pro proces
A, pro proces B je postup stejný, jenom se zaměńı @ za ¬@ a β za α.

• Pokud α odpov́ıdá př́ıkazu typu 1, potom vytvoř́ıme klausuli

(¬@∨ ¬α∨ ¬α ′ ∨ s ′)

• Pokud α odpov́ıvá př́ıkazu typu 2, potom vytvoř́ıme klausuli

(¬@∨ ¬α∨ s ′)

• Pokud α odpov́ıvá př́ıkazu typu 3, potom vytvoř́ıme klausule

(¬@∨ ¬α∨ s ′),{
(¬@∨ ¬α∨ l ′) pokud b = 1

(¬@∨ ¬α∨ ¬l ′) pokud b = 0

• Pokud α odpov́ıvá př́ıkazu typu 4, potom vytvoř́ıme klausule

(¬@∨ ¬α∨ ¬l∨ s ′1),

(¬@∨ ¬α∨ l∨ s ′2),

Nakonec muśıme ř́ıci, že proměnnou l mohou měnit pouze ty α, které odpov́ıdaj́ı př́ıkazu 3.
Označ́ıme-li takovou množinu {α1, α2, . . . , αk}, potom to odpov́ıdá vytvořeńı klausuĺı

(¬@∨ l∨ α1 ∨ . . .∨ αk ∨ ¬l ′),

(¬@∨ ¬l∨ α1 ∨ . . .∨ αk ∨ l ′),

Poznámka: Vytvořeným klausuĺım budete lépe rozumět, pokud si představ́ıte jako implikace.
Např́ıklad klasule (¬@∨ ¬α∨ s ′) je vlastně implikace (@∧ α)→ s ′, která ř́ıká Pokud A provád́ı
daľśı krok a je ve stavu α, pak přejde do stavu s.

Počátečńı stav programu je potom dán formuĺı A00 ∧ B00, a posledńı stav je dán A3r ∧ B3r.

3 Seminář 3

Kombinatorické úvahy o splnitelnosti, jsou obsaženy v ručně psaných poznámkách.

4 Seminář 4

Backtracking. DPLL algoritmus, detaily v ručně psaných poznámkách. Ukázka SAT solveru.
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Představeńı zápočtového úkolu.
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