Vybrana témata z algoritmu

Abstract

Poznadmky k seminaii VYTAL v letnim semestru 2024. Posledni uprava March 6, 2024.

1 Prvni seminar

1.1 Formule, ptirazeni, SAT-problém

Booleovskd formule je definovana induktivné:

e konstanty 0 a 1 jsou formule,
e proménna x (z nekonecné spocetné mnoziny proménnych {x1,xz,...}) je formule,
e pokud jsou F a G formule, pak i —F (nékdy zapisujeme i F), (FAG), a (FV G).

Lze ptidat dalsi moznosti jako zkratky

e (F— G) je zkratka za —F\V G,
e (F— G) je zkratka za (F — G) A (G — F),
e (F® G) je zkratkou za (FV G) A (—FV —G)

Mnozinu proménnych ve formuli G budeme znacit VAR(G).

Ohodnocent « je ¢asteéné zobrazeni z mnoziny proménnych do mnoziny {0, 1}. Budeme jej zapisovat
také

o ={x1 =aj,x2 =az,...,xx = ax},

kde x1,... jsou proménné a aj,--- € {0, 1}. Mnozinu proménnych ohodnocenych « budeme znacit
VAR().

Vysledkem aplikace ohodnoceni & na formuli F, znac¢eno Fa je formule, kterou dostaneme nésledujicim
postupem

1. Ve formuli F provedeme symbolickou substituci za proménné VAR(F) N VAR(«),
2. Aplikujeme zjednodusSovaci pravidla, napf.

(GV0) a (0V G) zjednodusime na G,

(GV1)a(1VG) zjednodusime na 1,

(GAO0) a (0N G) zjednodusime na 0,

(GA1)a(1AG) zjednodusime na G,

——G zjednosusime na G,

—0 zjednodusime na 1,

—1 zjednodusime na 0.



Formule F je splnitelnd, kdyz existuje ohodnoceni « tak, ze Foc = 1. Pokud F neni splnitelnd, je
to kontradikce. F je tautologie, pokud pro kazdé ohodnoceni «, pro které je VAR(F) C VAR(«x) =,
plati Foe = 1.

Pozorovani 1. Pro libovolnou formuli F a proménnou x € VAR(F) platf:

e T je tautologie, pravé kdyz —F je kontradikce.
e F je splnitelné, pravé kdyz F{x = 1} nebo F{x = 0} je splniteln4.
e T je kontradikece, pravé kdyz F{x = 1} a F{x = 0} jsou kontradikce.

Definujeme mnoziny formul{

SAT = {F | F je splnitelna}
TAUT = {F | F je tautologie}

Hned vidime TAUT C SAT.

Formule F a G jsou sémanticky ekvivalentni pokud pro kazdé ohodnoceni « takové, Zze VAR(a) =
VAR(F)UVAR(G), médme Fox = Gx. Formule F a G jsou sat ekvivalentni pokud F je splnitelnd pravé
kdyz G je splnitelna.

Znéme uz transformace, které zachovavaji sémantickou ekvivalenci, napiiklad De Morganovi zakony:

—(FAG) =(—FV—=G)

—(FVG) =(—-FA—G)
S jejich pomoci (a s pouzitim zdkona dvojf negace) muzeme pievést libovolnou formuli na sémanticky
ekvivalentni formuli, kterd ma negace pouze u proménnych. Tomuto tvaru se tikd negativni

normdlni forma.

SAT-problém je problém rozhodnout, zda dand formule F pati{ do mnoziny SAT (tedy jestli je
F splnitelnd). Tento problém je dulezity z teoretického (teorie NP-uplnosti atd.) a praktického
pohledu (pouzit{ SAT solveru a pfevod algoritmickych problému na SAT-problém). Trividlni
algoritmus pro SAT-problém zkousi vsechna ohodnoceni a mé exponencialni slozitost vzhledem k
poc¢tu proménnych ve formuli.

1.2 Konjunktivni normalni forma

Formule F je v konjunktivni normdlni formé, pokud je ve tvaru
F=Ci ACoNA...ACp,
kde podformule Cq,Cy,... nazyvame klausule. Klausule je ve tvaru
(wi Vuz Vuz...uy),
kde u; € {x1,X2,...JU{=x1,~X2,...}. Rikdme jim literdly.
Zavedeme mnoziny

CNF = {F | F v konjunktivni normélni formé}
CNF — SAT = SAT N CNF
k—SAT = {F € CNF — SAT | kazd4 klasule v F m4 nejvyse k literdlu}



Véta 1. Ke kazdé formuli F existuje sématicky ekvivalentni formule G v konjunktivni normélni
formé. Prevod F na G obecné zabere exponencidlni ¢as vhledem k |[VAR(F)|.

Proof. Klicové myslenky: formule je reprezentaci booleovské funkce. Obecné, k booleovské funkci
existuje formule v CNF ktera ji reprezentuje. O

Pozn. existuje formule, pro kterou je vysledna formule v CNF exponencidlné vétsi. Nemuze tak
existovat algoritmus, ktery by prevadél do konjunktivni normalni formy a pracoval v polynomickém
case. (Detaily na semindii).

Algoritmus pro pfevod formule do CNF je opakovanim z prvniho ro¢niku.

1.3 Splnitelnost zachovavajici redukce

Existuje napiiklad redukce z obecného CNF tvaru na 3—SAT tvar. (Detaily na semin4fi).

Probereme redukce pfevadéjici formuli v obecném tvaru do CNF. Prvni je Tseitinova redukce.
Tady si predstavime proces vypoctu pravdivosti formule F strukturalni indukci podle definice
formule (tady se objevil Booleovsky vypocetni obvod jako dalsi reprezentace booleovské funkee).
Spravnost tohoto vypoctu zakédujeme do CNF formule G tak, ze G je splnitelna pravé kdyz je F
splnitelna.

Pokud je F v negativni normalni formé obsahuje odpovidajici booleovsky obvod pouze monotoni
brany a drobnou upravou Tseitinovi redukce dostaneme formuli, kterd ma méné klauzuli.

Dalsi metoda redukce vyzadujici F v negativni norméalni form je zalozena na konstrukci specidlniho
grafu a prochazeni cest v ném.

2 Seminar 2

Piiklady redukei problému na CNF formuli. (Tvorbu vysledné formule popisujeme tak, ze fekneme
jaké vytvorfme klausule. Ze tyto klausule spojime pomoci konjunkce uz explicitné neopakujeme.)

2.1 Barveni grafu

Instanci problému barveni je neorientovany graf s mnozinou vrcholi V a mnozinou hran H a
pfirozené ¢islo d. Cilem je zjistit, jestli existuje zobrazeni ¢ : V — {1,2,...,d} takové, Ze pro
kazdou (v,w) € H mdme c(v) # c(w). (Predstavime si, Ze vrcholy grafu obarvujeme barvami
1,2,...,d. Funkce ¢ urcéuje barvu vrcholu. Chceme aby sousedni vrcholy méli rizné barvy.)

K vytvoteni formul potfebujeme |V|- d proménnych. Po kazdy vrchol v vytvofime proménné
V1,V2,...,vq. Pokud je v; pravdivd, bere me to tak, Ze vrchol v lze obarvit barvou i. Déle
vytvorime klausuli

(\)1 \/Vz \/\/Vd)
a pro kazdé i < j klausuli

(_‘Vi V —Vj )



Tim zajistime, Ze kazdy vrchol lze (pro dané ohodnoceni proménnych) obarvit pouze jednou
barvou. Zbyvé dodat pro kazdou hranu (w,v) a pro kazdé i € {1,2,..., d} klausuli

(_‘Wi V ™V )

Tak zajistime, ze sousedni vrcholy nebudou obarveny stejnou barvou.

2.2 Bounded Model Checking

Studujeme posloupnosti
Xo = X1 = ... Xqy (1)

kde X;j je vektor booleovskych hodnot, ktery popisuje stav néjakého systému a zapis X; — Xii1
znaci, ze systém pieSel jednim krokem ze stavu Xi do stavu Xj. (Pod systémem si muzeme
predstavit tfeba program, jehoz stav je ddn hodnotami proménnych.) Chovéni systému popiseme
tak, Ze pomoci formule ¢ zachytime platné situace X — X’: Formule musi samoziejmé obsahovat
proménné, které odpovidaji booleovskym hodnotdm v X a X', ohodnoceni proménnych d4 skutecné
vektory booleovskych hodnot, formule @ je pro toto ohodnoceni pravdiva, pravé kdyz pro tyto
skutecné vektory muzeme danou zménu stavu provést.

Typicky pak formulemi popiSeme i Xo a X, a ptame se, jestli je v systému proveditelnd posloupnost
(1) tak, Ze se ptdme na splnitelnost o tyto nové formule obohacené @. X; je napiiklad néjakych
chybovy stav a chceme zjistit, jestli se do néj muze systém dostat.

Piiklad: program pro problém kritické sekce.

proces A:

A0 : Maybe goto Al

Al:If 1 goto Al; else goto A2
A2:Set 1+ T; goto A3

A3 : Critical; goto A4

A4 : Set 1+ 0; goto A0

proces B:

BO : Maybe goto B1

B1:If 1 goto BT; else goto B2
B2: Set 1l « 1; goto B3

B3 : Critical; goto B4

B4 : Set 1 + 0; goto BO

Procesy A,B se libovolné stfidaji v provadéni kroku, sdileji proménnou 1. Chceme zjistit, jestli se
mohou oba procesy soucasné dostat do stavu 3 (A do A3, B do B3) ze stavu 0 (A0, BO). (Pokud
ano, nas protokol pro kritickou sekci je chybny).

Stav programu zachytime pomoci proménnych AOQ,...,A4,B0,...,B4 s odpovidajicimi indexy.
Vyznam: Pokud je napiiklad A2 pravdivé ohodnocend, interpretujeme to tak, ze po provedeni k
kroku (celkem pro oba procesy) je proces A ve stavu A2. Zpusobem zndmym z piedchozi kapitoly
zajistime, Ze je vzdy (pro dany index) pravdiva pravé jedna proménnd procesu A a jedna proménnd
procesu B. Déle pouzijeme proménnou |l a proménnou @, ktera bude pravdiva, pokud dalsi krok
provede proces A a nepravdivé, pokud jej provede proces B.

Vsimneme si, ze v procesech jsou 4 typy ptikazu:



. Maybe goto s

. Critical; goto s

. Set 1+ b; goto s

. If 1 goto s1; else goto s2

= N

Nyni si ukdzeme, jak do formule zakédovat korektnost provadéni obou procesu. Budeme uvazovat
prechod X — X', proménné pro X budou bez ¢érky, proménné pro X’ s ¢drkou (Popiseme tedy
princip tvorby formule, ve skutecnosti musime tuto formuli vytvorit pro kazdé Xi — X1, které v
posloupnosti mdame.)

Stavy procesu A budeme znacit pomoci «, stavy procesu B pomoci 3. NapiSeme postup pro proces
A, pro proces B je postup stejny, jenom se zaméni @ za ~Q a 3 za «.

e Pokud o odpovidé piikazu typu 1, potom vytvoiime klausuli
(—@V-aV-a'Vs')
e Pokud o odpoviva piikazu typu 2, potom vytvoiime klausuli
(—QV —-aVs')
e Pokud o odpoviva prikazu typu 3, potom vytvorime klausule
(—QV-aVs'),

(—@V-a\V1') pokudb=1
(~@V —a\V=1’) pokud b =0

e Pokud o odpoviva pitkazu typu 4, potom vytvoiime klausule

(—AQV-xV-lVsi),
(~@V—aV 1V sb),

Nakonec musime fici, ze proménnou | mohou ménit pouze ty «, které odpovidaji ptikazu 3.
Oznaéime-1i takovou mnozinu {«q, oz, ..., &}, potom to odpovidd vytvoreni klausuli

(~@V1IVo V...V V-l
(~@V -1V o V...V V1),

Poznamka: Vytvorenym klausulim budete lépe rozumét, pokud si predstavite jako implikace.
Napiiklad klasule (—@Q V =V s’) je vlastné implikace (@ A\ o) — s’, kterd ika Pokud A provddi
dalsi krok a je ve stavu «, pak prejde do stavu s.

Pocétecni stav programu je potom dan formuli AOy /A B0y, a posledni stav je dan A3, /A B3,.
3 Seminar 3

Kombinatorické ivahy o splnitelnosti, jsou obsazeny v ru¢né psanych poznamkach.

4 Seminar 4

Backtracking. DPLL algoritmus, detaily v ru¢né psanych poznamkach. Ukazka SAT solveru.



Predstaveni zapoc¢tového tkolu.



