ÚVOD DO TEÓRIE ZLO‹ITOSTI

RNDr. Ivana “Cerná, CSc. Fakulta informatiky MU, Brno 20. listopadu 1997

˝ w�fffiflffiıȷ̀ˇ́˘¯˚ß̧æØ!”#$%&’()+,-./012345¡yA—

Tento u“cebný text je úvodom do teórie zlo›itosti.

Po“ciatky teórie zlo›itosti sa datujú do 60Űtych rokov, ked’ s rozŽirujúcim sa vyu›ívaním po“cíta“cov vyvstala otázka efektivity jednotlivých programov. Jej ciel’om je dat’ odpoved’ na otázku, pre“co rieŽenie niektorých problémov na po“cíta“ci je tak náro“cné. Podobne ako teória vy“císlitel’nosti vedie k rozdeleniu problémov na spo“cítatel’né (vy“císlitel’né, algoritmicky rie- Žitel’né) a nespo“cítatel’né, tak teória zlo›itosti sa sna›í klasi^kovat’ vy“císlitel’né problémy ako prakticky rieŽitel’né (feasible computable) a prakticky nerieŽitel’né (intractable). Teória výpo- “ctovej zlo›itosti zaznamenala v uplynulých rokoch pozoruhodný vývoj. Vd’aka nej sa podarilo nájst’ efektívnejŽie metódy rieŽenia mnohých dôle›itých problémov alebo naopak preukázat’, ›e daný problém je natol’ko zlo›itý, ›e ho v praxi nie je mo›né v plnom rozsahu zvládnut’.

V teórii zlo›itosti mô›eme vymedzit’ tri najdôle›itejŽie oblasti rôzneho charakteru. Prvá sa týka presného de^novania pojmov algoritmus a zlo›itost’ algoritmu. De^nuje sa pojem výpo“ctového modelu, ako formalizácia pojmu algoritmus, a pojem zlo›itosti výpo“ctu. Zlo›itost’ výpo“ctu je vel’kost’ výpo“ctových zdrojov (naj“castejŽie “casu a pamäti) potrebných na vykonanie výpo“ctu na uva›ovanom modele. V skuto“cnosti bolo navrhnutých niekol’ko vel’mi rozdielnych výpo“ctových modelovŮod “ciste teoretických, akými sú Turinogve stroje, a› po viacŰ menej realistické, ako napr. rôzne varianty RAM-ov. Otázky nakol’lo ovplyvní výber konkrétneho model získané výsledky a nakol’ko tieto odrá›ajú skuto“cnost’, tie› patria do opisovanej oblasti teórie zlo›itosti.

Ak nejakým spôsobom ohrani“címe výpo“ctové zdroje (“cas, pamät’) uva›ovaného výpo- “ctového modelu, zú›i sa mno›ina rieŽitel’ných problémov a dostávame sa k pojmu zlo›itostná trieda. Zlo›itostné triedy poskytujú elegantný nástroj umo›“nujúci klasi^káciu problémov podl’a ich výpo“ctovej obtia›nosti a ich rozdelenie na prakticky zvládnutel’né a nezvládnutel’né problémy. PrísluŽnost’ problému do konkrétnej zlo›itostnej triedy charakterizuje jeho vnútornú obtia›nost’. Táto oblast’ zahťr“na dôle›itý pojem Ťnegatívneho výsledkuŞ: t.j. tvrdenia, ›e isté problémy nie sú s ur“citými výpo“ctovými zdrojmi rieŽitel’né. Inak je mo›né tento problém sformulovat’ aj ako otázku, “ci ur“cité zlo›itostné triedy sú rôzne alebo nie. Problémy spadajúce do tejto oblasti patria k vôbec najt’a›Žím problémom rieŽeným v teórii zlo›itosti.

Tretia oblast’ sa sústred’uje na problémy o ktorých vieme (alebo predpokladáme), ›e sú prakticky nezvládatel’né. Teória zlo›itosti skúma spôsoby, ako ich rieŽit’ pou›itím iných výpo“ctových paradigiem (ako sú paralelizmus, náhodnost’, aproximácie, heuristiky) a aké sú hranice ich pou›itel’nosti.

Obsah

1 Základné pojmy 1

I Algoritmy a zlo›itost’ 4

2 Problémy a algoritmy 5

3 Výpo“ctové modely a zlo›itost’ 9 3.1 Turingove stroje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 3.1.1 Zlo›itostné miery . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 3.2 RAM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 3.3 Nedeterministické Turingove stroje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 3.4 Churchova téza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

4 Zlo›itost’ a zlo›itostné triedy 23 4.1 Základné charakteristiky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 4.1.1 “Casová zlo›itost’ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 4.1.2 Priestorová zlo›itost’ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 4.2 Hierarchie zlo›itostných tried . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 4.2.1 Priestorová hierarchia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 4.2.2 “Casová hierarchia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 4.3 Vzt’ahy medzi zlo›itostnými triedami . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 4.4 Komplement zlo›itostných tried . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

II Vzt’ah tried P a NP 38

5 Redukcie problémov a úplnost’ 39 5.1 Redukovatel’nost’ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 5.2 Úplnost’ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 5.2.1 NPŰúplné problémy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

6 P versus NP 54 6.1 Alternatívna charakterizácia problémov z NP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 6.2 Vzt’ah tried P a NP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 6.3 Izomor^zmus NPŰúplných jazykov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 6.4 NPŰúplnost’ a riedke jazyky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 6.5 Relativizácia P^?= NP problému . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 6.6 P^?= NP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 6.7 Funkcionálna verzia P^?= NP problému . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

III Trieda NP 68

7 Pravdepodobnostné výpo“cty 71 7.1 Pravdepodobnostné algoritmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

OBSAH iii

7.2 Pravdepodobnostné zlo›itostné triedy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 7.2.1 Trieda ZPP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 7.2.2 Trieda PP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 7.2.3 Trieda BPP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

8 Aproximatívne výpo“cty 81 8.1 Aproximatívne algoritmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 8.1.1 Absolútne aproximatívne algoritmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 8.1.2 Relatívne aproximatívne algoritmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 8.2 Aproximatívne schémy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 8.3 Redukcie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 8.4 Neaproximovatel’nost’ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

IV Trieda P 95

9 Paralelné výpo“cty 96 9.1 Paralelné algoritmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96 9.2 Paralelné výpo“ctové modely . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 9.2.1 Stroje PRAM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 9.2.2 Logické obvody . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 9.2.3 Paralelná výpo“ctová téza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106 9.3 Trieda NC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 9.3.1 PŰúplnost’ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

Kapitola 1

Základné pojmy

Ciel’om tejto “casti je de^novat’ základné pojmy, ktoré sa v u“cebných textoch vyskytujú, a predovŽetkým ^xovat’ pou›ívané zna“cenia.

Abeceda, slovo, jazyk. Usporiadanie slov. Kódovanie slov.

De^nícia 1.1 1. Abecedou budeme nazývat’ l’ubovol’nú kone“cnú mno›inu symbolov. 2. Kone“cná postupnost’ symbolov nad abecedou Σ sa nazýva slovo. Uva›ujeme aj prázdne slovo, ozna“cujeme ho symbolom λ. 3. Dťl›ku slova w ozna“cujeme |w|.

4. Symbol Σ^n pou›ívame na ozna“cenie mno›iny vŽetkých slov dťl›ky n nad abecedou Σ, mno- ›inu vŽetkých slov nad abecedou Σ zna“címe Σ^∗. Podmno›ina Σ^∗, t.j. l’ubovol’ná mno›ina slov (nad abecedou Σ), sa nazýva jazyk (nad abecedou Σ).

Inými slovami: Σ^∗ je nekomutatívny monoid s operáciou zret’azenia a prázdnym slovom ako jednotkou. Vel’ká “cast’ funkcií, s ktorými budeme v týchto u“cebných textoch pracovat’ je zobrazením zo Σ^∗ do Γ^∗, kde Σ a Γ sú abecedy. Łpeciálnym typom týchto funkcií sú homomor^zmy:

De^nícia 1.2 Nech Σ a Γ sú abecedy. Homomor^zmus je zobrazenie zo Σ^∗ do Γ^∗ také, ›e 1. h(λ) = λ a 2. h(u · v) = h(u) · h(v).

Ka›dý homomor^zmus je jednozna“cne de^novaný obrazmi prvkov zo Σ. Vyu›itím homomor^zmus mô›eme vytvárat’ ŞprekladyŤ medzi rôznymi abecedami. Pre dané dve abecedy Σ a Γ , slovo nad abecedou Σ mô›eme previest’ na slovo nad abecedou Γ takto: ak Σ má menej prvkov ne› Γ , tak de^nujeme injektívny homomor^zmus tak, ›e obrazom písmena zo Σ je písmeno z Γ; slovám nad Σ sú priradené slová nad podmno›inou Γ. V prípade, ›e Σ má viac prvkov ne› Γ, postujeme nasledovne: vyberieme prirodzené “císlo n také, ›e |Σ| ≤ |Γ|^n a de^nujem injektívny homomor^zmus zobrazujúci ka›dý prvok Σ na slovo dťl›ky n nad Γ (predpokladáme |Γ| > 1). Slová nad abecedou Σ sme zakódovali slovami nad abecedou Γ. Zakódované slová mô›eme jednozna“cne rozkódovat’ tým, ›e ich rozdelíme na podret’azce dťl›ky n. Vä“cŽina objektov, s ktorými pracujeme v týchto u“cebných textoch, sa dá popísat’ slovami nad nejakou abecedou: algoritmy, Turingove stroje, formuly, prípady problémov atd’. Vyu›ívajúc popísané kódovanie, mô›eme ka›dý takýto objekt identi^kovat’ so slovom nad vybranou abecedou.

Uvedený spôsob kódovania mô›eme pou›it’ aj na zakódovanie niekol’kých slov nad danou abecedou jedným slovom nad tou istou abecedou. Preto›e tento spôsob kódovania budeme v d’al’Žom pou›ívat’ vel’mi “casto, popíŽeme ho podrobnejŽie. NaŽim ciel’om je zakódovat’ niekol’ko slov pomocou jediného tak, aby proces kódovania aj dekódovania bol jednoduchý.

Pre danú abecedu Σ ^xujeme symbol ♯, nepatriaci do Σ, a ka›dej dvojici slov x, y nad abecedou Σ priradíme slovo x♯y nad abecedou Σ ∪ {♯}. “Dalej ^xujeme injektívny homomor^zmus h z Σ ∪ {♯} do Σ. Kódom dvojice x, y je hx, yi = h(x♯y).

Napríklad, pre abecedu Σ = {0, 1} mô›eme zvolit’ h(0) = 00, h(1) = 11 a h(♯) = 01. Je zrejmé, ›e navrhnuté kódovanie ako aj dekódovanie mô›e byt’ realizované kone“cným automatom s výstupom, a teda ›e je maximálne jednoduché.

Popísaný typ kódovania sa ozna“cuje aj ako párovacia funkcia. Vo vŽeobecnosti nemusí byt’ bijekciou a preto pri dekódovaní musíme brat’ do úvahy, ›e niektoré slová nie sú kódom ›iadnej dvojice. Párovacia funkcia sa dá prirodzeným spôsobom zovŽeobecnit’ aj na nŰtice slov nasledovne: hx, y, zi = hhx, yi, zi; hx, y, z, ti = hhhx, yi, zi, ti atd’.

Na mno›ine slov mô›eme de^novat’ usporiadanie. Predpokladajme, ›e je dané usporiadanie prvkov abecedy Σ. V lexikogra^ckom usporiadaní prvkov zo Σ^∗ slovo α predchádza slovo β ak bud’ α je pre^xom (po“ciato“cným úsekom) β, alebo prvé písmeno zl’ava, ktoré je rozdielne v týchto slovách, je menŽie v α. (Napr. 379313 predchádza 387 a to predchádza 38782). Niekedy je výhodnejŽie pou›ívat’ rastúce usporiadanie. Pri tomto usporiadaní slovo kratŽej dťl›ky predchádza slovo vä“cŽej dťl›ky a slová rovnakej dťl›ky sú usporiadané lexikogra^cky.

Pre l’ubovol’nú abecedu Σ, ktorej prvky sú ^xne usporiadané, ur“cuje rastúce usporiadanie bijekciu medzi mno›inami N \ {0} a Σ^∗. Slovu w priradíme “císlo, ktoré je jeho pozíciou (poradovým “císlom) v rastúcom usporiadaní mno›iny Σ^∗. Napríklad pre mno›inu {0, 1}^∗ sta“cí, ak k danému slovu w pripojíme na za“ciatok symbol 1, a výsledný ret’azec “cítame ako prirodzené “císlo zapísané v binárnej sústave. Naopak, k danému prirodzenému “císlu nájdeme zodpovedajúce slovo tak, ›e ho zapíŽeme v binárnej sústave a odstránime prvú 1.

Łpeciálnym prípadom je abeceda Σ = {0, 1}. Slovo nad touto abecedou mô›eme chápat’ aj ako zret’azenie symbolov, aj ako reprezentáciu celého “císla. De^nujeme bijekciu medzi celými “císlami a ret’azcami nad abecedou {0, 1} ako:

1. Prázdny ret’azec λ reprezentuje “císlo 0.

2. Ret’azec 0x reprezentuje celé kladné “císlo, ktorého binárny zápis je 1x.

3. Ret’azec 1x reprezentuje celé záporné “císlo, ktorého absolútna hodnota má binárny zápis 1x.

Pripomíname, ›e pre celé “císlo y je dťl›ka jeho binárnej reprezentácie pribli›ne dvojkový logaritmus jeho absolútnej hodnoty. Binárnu reprezentáciu “císla y budeme ozna“covat’ bin(y).

Mno›iny

Symbolom ⊆ ozna“cujeme mno›inovú inklúziu. Symbol ⊂ pou›ívame na ozna“cenie ostrej mno- ›inovej inklúzie, t.j. A ⊂ B práve vtedy, ak A je podmno›inou B a existuje prvok mno›iny B nepatriaci do A. Kardinalitu mno›iny S (t.j. po“cet prvkov mno›iny S) ozna“cujeme |S|. Mno›inu reálnych “císiel budeme ozna“covat’ R , mno›inu prirodzených “císiel (vrátane 0) N.

Funkcie, asymptotiky

Funkcie, s ktorými sa budeme v teórii zlo›itosti stretávat’, budú v›dy celo“císelné, t.j. z N do

N. Dokonca aj v prípadoch, ked’ pou›ijeme ozna“cenie pripúŽt’ajúce iné hodnoty ne› prirod-

zené “císla (napr. √ n), budeme pod týmto ozna“cením chápat’ celo“císlenú funkciu. Inými slovami, pod ka›dou funkciu, ktorú ozna“cujeme f (n), chápeme v skuto“cnosti funkciu ⌈f (n)⌉ , kde symbol ⌈x⌉ ozna“cuje hornú celú “cast’ “císla x. Symbol log n bude v›dy ozna“covat’ dvojkový logaritmus.

Nech g je reálna funkcia de^novaná na mno›ine N. Pod ozna“cením O rozumieme mno›inu funkcií

O(g(n)) = {f (n) | existujú kladné konŽtanty c a n_0 také, ›e 0 ≤ f (n) ≤ cg(n) pre vŽetky n ≥ n_0}

Neformálne, funkcia f (n) patrí do mno›iny O(g(n)) práve ak f (n) rastie tak ako g(n) alebo pomalŽie. Napriek tomu, ›e O(g(n)) je mno›ina, pou›ívame zápis f (n) = O(g(n)) na vyjadrenie skuto“cnosti, ›e f (n) je prvkom O(g(n)).

Podobne ako O notácia poskytuje asymptotické horné ohrani“cenia funkcie, tak Ω notácia poskytuje asymptotické dolné ohrani“cenia. Formálne, pod ozna“cením Ω(g(n)) rozumieme mno›inu funkcií

Ω(g(n)) = {f (n) | existujú kladné konŽtanty c a n_0 také, ›e 0 ≤ cg(n) ≤ f (n) pre vŽetky n ≥ n_0}

Analogicky pou›ívame ozna“cenie f (n) = Ω(g(n)) na vyjadrenie skuto“cnosti, ›e funkcia f (n) rastie asymptotikcy rýchlejŽie ne› funkcia g(n).

Fakt, ›e sú“casne platí f (n) = O(g(n)) a f (n) = Ω(g(n)) ozna“cujeme ako f (n) = Θ(g(n)) a hovoríme, ›e f a g rastú rovnako rýchlo alebo ›e sú asymptoticky rovnaké. Formálne, pod ozna“cením Θ(g(n)) rozumieme mno›inu funkcií

Θ(g(n)) = {f (n) | existujú kladné konŽtanty c_1, c_2 a n_0 také, ›e 0 ≤ c_1g(n) ≤ f (n) ≤ c_2g(n) pre vŽetky n ≥ n_0}

Nakoniec, pou›ívame ozna“cenie f (n) = o(g(n)) ak funkcia f rastie asymptoticky pomalŽie ako funkcia g. Formálne,

o(g(n)) = {f (n) | pre ka›dú konŽtatnu c existuje konŽtantan_c taká, ›e f (n) ≤ cg(n) pre vŽetky n ≥ n_c}

Formuly

“Dalej pripomenieme niekol’ko frekventovaných pojmov z logiky.

Booleovská premenná je l’ubovol’ný symbol, ktorému mô›e byt’ priradená pravdivostná hodnota 1 (ozna“covaná aj true) alebo 0 (false).

Nech X je spo“cítatel’ná mno›ina booleovských premenných. Trieda booleovských formúl (alebo len formúl) nad X je najmenŽia mno›ina de^novaná nasledovne:

1. Booleovské konŽtanty true a false sú formuly. 2. Pre ka›dú booleovskú premennú x z X, x je formula. 3. Ak F_1 a F_2 sú formuly, tak aj (F_1 ∧ F_2), (F_1 ∨ F_2) a ¬(F_1) sú formuly.

“Dalej de^nujeme triedu kvanti^kovaných booleovských formúl nad X takto:

4. Ka›dá booleovská formula je kvanti^kovaná booleovská formula. 5. Ak x je z X a F je kvanti^kovaná formula, tak aj ∃xF a ∀xF sú kvanti^kované formuly.

Symboly ∃ a ∀ sa nazývajú existen“cný a vŽeobecný kvanti^kátor. Pre danú kvanti^kovanú formulu, premenná, ktorá sa vystupuje vo formuli, ale nie je viazaná ›iadnym kvanti^kátorom, sa nazýva vol’ná premenná. Ak F je kvanti^kovaná formula nad X a a ∈ {0, 1}∪X, tak F|_{x:=a} je formula ktorú získame substitúciou a za ka›dý vol’ný výskyt substituovatel’nej premennej x v F.

Priradenie hodnôt premenným je zobrazenie z X do {0, 1}. Pre danú kvanti^kovanú formulu F a priradenie hodnôt H, je hodnota F v H de^novaná prirodzeným spôsbom.

Booleovskou funkciou n premenných nazveme ka›dú funkciu z {0, 1}^n do {0, 1}. Łpeciálne pre n = 0 (1, 2) hovoríme o konŽtantnej (unárnej, binárnej) booleovskej funkcii. Ka›dá formula reprezentuje nejakú booleovskú funkciu a naopak, ka›dú booleovskú funkciu mô›eme reprezentovat’ ako formulu. Nasledujúce pojmy nám umo›“nujú zapisovat’ formuly vo vhodných tvaroch.

De^nícia 1.3 Nech F je formula. Literál je booleovská premenná alebo jej negácia (t.j. x alebo ¬x). Klauzula je disjunkcia literálov (napr. K = (x_1 ∨ ¬x_2 ∨ x_3)). Formula F je v konjunktívnom normálnom tvare, ak je konjunkciou klauzulí, t.j. F = K_1 ∧ K_2 ∧ · · · ∧ K_m.

Platí, ›e ku ka›dej formule sa dá zostrojit’ s “nou ekvivalentná formula v konjunktívnom normálnom tvare.

“Cást I

Algoritmy a zlo›itost’

Kapitola 2

Problémy a algoritmy

Algoritmus je podrobný návod (krok po kroku) na rieŽenie problému. “Co je problém? Na túto otázku sa pokúsime dat’ odpoved’ tým, ›e uká›eme niekol’ko konkrétnych problémov^1.

RUBIKOVA KOCKA Pre ka›dú kon^guráciu Rubikovej kocky sa pýtame, aký je najmenŽí po“cet krokov potrebných na to, aby sme dostali monochromatickú kon^guráciu (t.j. na ka›- dej stene sú Žtvor“ceky rovnakej farby)? Toto je príklad kone“cného problému, preto›e existuje len kone“cne vel’a kon^gurácii Rubikovej kocky. To nám dovol’uje napr. zostrojit’ tabul’ku, obsahujúcu rieŽenie ka›dého prípadu kone“cného problému. Z náŽho pohl’adu nie sú takéto problémy zaujímavé; budeme sa zaoberat’ rozsiahlejŽími problémami, majúcimi nekone“cný po“cet prípadov.

DOSIAHNUTEL’NOS “T V GRAFE Formulácia problému DOSIAHNUTEL’NOS “T je nasledovná: je daný graf G = (V, H) a dva jeho vrcholy i a j. Existuje cesta z i do j v G? O“cakávanou odpoved’ou je ŤánoŞ alebo ŤnieŞ. Problémy takéhoto typu sa nazývajú rozhodovacie problémy. Niekedy sa pou›íva aj ozna“cenie rozpoznávacie problémy: ak interpretujeme problém ako úlohu rozpoznat’ tie trojice (G, i, j), pre ktoré existuje cesta z i do j v G.

To, “co nás pri ka›dom probléme zaujíma, je algoritmus na jeho rieŽenie. Z teórie vy“císlitel’nosti vieme, ›e nie ka›dý problém je algoritmicky rieŽitel’ný. Pre mnohé algoritmicky rie- Žitel’né problémy nie je t’a›ké nájst’ algoritmus. Pre ich vyrieŽenie sta“cí preskúŽat’ vŽetky do úvahy prichádzajúce mo›nosti (tak je to v mnohých kombinatorických a grafových problémoch). ‹ial’, takých mo›ností býva vel’mi mnoho, a preto má zmysel hl’adat’ lepŽie algoritmy. Základným kritériom, podl’a ktorého posudzujeme kvalitu algoritmu, je po“cet elementárnych operácií, ktoré potrebujú na vyrieŽenie problému. V nasledujúcej kapitole de^nujeme Turingov stroj ako formálny model, umo›“nujúci presne Žpeci^kovat’ l’ubovol’ný algoritmus. To nám umo›ní aj presne stanovit’ kritéria na posudzovanie kvality algoritmov. Zatial’ sa uspokojíme len s neformálnym popisom algoritmu na rieŽenie problému DOSIAHNUTEL’NOS “T.

Nech máme daný graf G = ({1, 2, . . . , n}, H) a zaujíma nás existencia cesty z vrcholu i do vrcholu j. Po“cas celého výpo“ctu si budeme pamätat’ mno›inu S; na za“ciatku je S = {i}. Ka›dý vrchol mô›e byt’ ozna“cený alebo neozna“cený. To, ›e vrchol x je ozna“cený, indikuje, ›e tento vrchol u› bol (alebo práve je) prvkom mno›iny S. V ka›dom cykle algoritmu vyberieme vrchol x z mno›iny S a postupne prechádzame vŽetky hrany (x, y) ∈ H. Ak vrchol y nie je ozna“cený, tak ho ozna“címe a zaradíme ho do S. Celý proces sa opakuje, a› kým mno›ina S nie je prázdna. Cesta z vrcholu i do vrcholu j existuje práve vtedy, ak na konci výpo“ctu je vrchol j ozna“cený. Technické otázky týkajúce sa konkrétnej realizácie ponechávame zatial’ stranou; vrátime sa k nim neskôr.Maximálny po“cet hrán v grafe o n vrcholoch je n^2. V navrhnutom algoritme sa ka›dá hrana preskúmava práve raz a preto celkovú zlo›itost’ algoritmu mo›no vyjadrit’ ako O(n^2).

Z praktického hl’adiska existencia algoritmu rieŽiaceho daný problém eŽte nemusí znamenat’, ›e daný problém vieme skuto“cne rieŽit’. To, “co potrebujeme, je prakticky realizovatel’ný (preveditel’ný) algoritmus. Pod pojmom prakticky realizovatel’ný pritom rozumieme schop-

1Kvôli odlíŽeniu budeme v texte písat’ názvy problémov veťlkými písmenami

nost’ nájst’ rieŽenie daného prípadu problému v rámci daných výpo“ctových zdrojov. Pojem praktickej realizovatel’nosti je samozrejme vel’mi závislý od kontextu. Spolo“cnou charakteristikou je, ›e ak vel’kost’ niektorého výpo“ctového zdroju rastie exponenciálne v závislosti od vel’kosti rieŽeného prípadu, tak algoritmus je pou›itel’ný len na rieŽenie prípadov vel’mi malého rozsahu. Sekven“cný algoritmus preto pova›ujeme za prakticky realizovatel’ný, ak jeho “casová náro“cnost’ je polynomiálna, t.j. ak ka›dý prípad problému vel’kosti n vieme rieŽit’ v “case n^k, kde k je nejaká (^xná) konŽtanta.

Navrhnutý algoritmus na rieŽenie problému DOSIAHNUTEL’NOS “T patrí do triedy polynomiálnych algoritmov. V teórii zlo›itosti sa nájdenie polynomiálneho algoritmu pova›uje za uspokojivé rieŽenie problému. Náro“cnost’ rieŽenia takéhoto problému sa toti›to s rastúcim rozsahom (vel’kost’ou) prípadu zvyŽuje ŤrozumnýmŞ spôsobomŮv porovnaní napríklad s algoritmami, ktorých zlo›itost’ je 2^n alebo dokonca n!. Problémy, ktoré nevieme rieŽit’ algoritmami polynomiálnej zlo›itosti, pova›ujeme za prakticky nerieŽitel’né (porovnaj s pojmom algoritmicky nerieŽitel’néŮalgoritmicky nerieŽitel’ný problém je taký, ku ktorému neexistuje algoritmus, zatial’ “co pre prakticky nerieŽitel’ný problém nepoznáme efektívny algoritmus. Pritom mô›e nastat’ situácia, ›e efektívny algoritmus neexistuje, alebo ho nepoznáme (a nevieme, “ci existuje alebo nie)). Na rieŽenie takýchto náro“cných problémov sa pou›ívajú iné metódy, s ktorými sa stretneme v týchto u“cebných textoch.

Delenie problémov na prakticky rieŽitel’né (feasible countable) a prakticky nerieŽitel’né (intractable) podl’a toho, “ci existuje alebo neexistuje polynomiálny algoritmus, samozrejme nie je úplne jednozna“cné. Existujú efektívne výpo“cty, ktoré nie sú polynomiálne a naopak, niektoré polynomiálne algoritmy nie sú prakticky pou›itel’né. Ako príklad nám mô›e poslú›it’ problém lineárneho programovania: v praxi naj“castejŽie (a s dobrými výsledkami) pou›ívaný simplexový algoritmus nie je polynomiálnej zlo›itosti, zatial’ “co prvý známy polynomiálny algoritmus na rieŽenie tohoto problému (tzv. elipsoidný) nie je prakticky pou›itel’ný. Tento rozpor vyplýva z toho, ›e algoritmus polynomiálnej zlo›itosti n^{88} je rýchlejŽí ako algoritmus subexponenciálnej zlo›itosti n^{log n} a› pre problémy vel’mi vel’kého rozsahu, s akými sa v praxi nestretneme. V skuto“cnosti vŽak vä“cŽina známych a pou›ívaných polynomiálnych algoritmov má nízke exponenty a aj ich multiplikatívne konŽtanty sú rozumnej vel’kosti^2.

“Dal’Žím diskutabilným bodom v nami zvolenom prístupe je, ›e pri vyhodnocovaní zlo›itosti algoritmu sme brali do úvahy vŽetky mo›né vstupy a za zlo›itost’ sme brali zlo›itost’ v najhorŽom prípade. Ak skúmaný graf má 2n hrán, tak samozrejme náro“cnost’ algoritmu bude len lineárna a nie kvadratická. Takisto algoritmus exponenciálnej zlo›itosti mô›e byt’ takýto zlo›itý len pre Žtatisticky nevýznamnú “cast’ mo›ných vstupov. O“cakávaná zlo›itost’ algoritmu nám teda mô›e povedat’ o zlo›itosti algoritmu viac, ne› jeho zlo›itost’ v najhorŽom prípade. AvŽak k tomu, aby sme mohli ur“cit’ o“cakávanú zlo›itost’, musíme poznat’ rozdelenie vstupov, t.j. pravdepodobnost’, s akou sa jednotlivé prípady problému budú objavovat’ ako vstupy algoritmu. V (Žtruktúrnej) teórii zlo›itosti zvy“cajne uprednost“nujeme chápanie zlo›itosti ako zlo›itosti najhorŽieho prípadu, zatial’ “co pri analýze konkrétnych algoritmov nás viac zaujíma o“cakávaná zlo›itost’.

MAXIMÁLNY TOK V GRAFE Vstupom pre problém MAX TOK je orientovaný graf G = (V, H). Predpokladajme, ›e v grafe existujú dva vrcholy s a t také, ›e do vrcholu s nevstupuje ›iadna hrana a z vrcholu t nevystupuje ›iadna hrana. “Dalej predpokladáme, ›e ka›dej hrane (i, j) grafu je priradené “císlo c(i, j) Ů kapacita hrany (i, j). Tokom v grafe je priradenie nezáporných hodnôt f (i, j) hranám grafu také, ›e f (i, j) ≤ c(i, j) a pre ka›dý vrchol (s výnimkou vrcholov s a t) je sú“cet hodnôt priradených hranám vstupujúcim do vrcholu rovný sú“ctu hodnôt priradených hranám vystupujúcim z vrcholu. Vel’kost’ toku je sú“cet hodnôt priradených hranám vystupujúcim z vrcholu s. Problém MAX TOK je pre daný graf G zistit’, aká je maximálna vel’kost’ toku v G.

Tento problém sa líŽi od predchádzajúceho v tom, ›e spomedzi prípustných rieŽení (v na- Žom príklade sú nimi vŽetky toky) hl’adáme na základe daného kritéria (maximálna vel’kost’) jedno najlepŽie. Hovoríme o optimaliza“cnom probléme.

Optimaliza“cný problém sa dá v›dy previest’ na rozhodovací problém tak, ›e k problému pripojíme Şhrani“cnúŤ hodnotu a pýtame sa, v akom vzt’ahu je rieŽenie optimaliza“cného pro-

2porovnaj napr. algoritmus zlo›itosti 5n3 a 1056n

blému k tejto hrani“cnej hodnote. Pre náŽ optimaliza“cný problém MAX TOK by sme rozhodovací problém mohli formulovat’ takto: problém MAX TOK(R) je pre daný graf G a “císlo K rozhodnút’, “ci existuje tok vel’kosti K alebo vä“cŽej. Obidva problémy sú rádovo ekvivalentné v tom zmysle, ›e ak poznáme polynomiálny algoritmus na rieŽenie problému MAX TOK, tak vieme skonŽtruovat’ aj polynomiálny algoritmus pre MAX TOK(R) a naopak. Pri prechode od algoritmu pre MAX TOK(R) k algoritmu pre MAX TOK sa vyu›ije skuto“cnost’, ›e kapacita hrán grafu dáva horné ohrani“cenie na vel’kost’ toku, t.j. ›e vel’kost’ vel’kost’ maximálneho toku je “císlo z nejakého intervalu 0, . . . , M. Potom maximálnu vel’kost’ toku mô›eme nájst’ binárnym prehl’adávaním: pýtame sa, “ci je vä“cŽí ako M/2. V závislosti od odpovede zist’ujeme v d’al’Žom kroku, “ci hl’adaná hodnota le›í v intervale M/4, . . . M/2 alebo 3M/4, . . . , M atd’.

Pre problém MAX TOK existuje polynomiálny algoritmus.

FIBONACCIHO “CÍSLA Nech F(n) je nŰté Fibonacciho “císlo. Problémom je pre ka›dé n ∈ N vypo“cítat’ “císlo F(n). Tento problém je príkladom problému výpo“ctu funkcie. Problém mô›eme interpretovat’ aj tak, ›e úlohou je nájst’ rieŽenie, ktoré le›í v jednoprvkovej mno›ine prípustných rieŽení, a teda sa na“n pozerat’ podobne ako na predchádzajúci príklad.

PROBLÉM OBCHODNÉHO CESTUJÚCEHO Patrí k najznámejŽím a najviac skúmaným problémom teórie zlo›itosti. Jeho formulácia je vel’mi jednoduchá: Majme daných n miest 1, . . . , n a vzdialenosti d_{ij} medzi ka›dými dvoma mestami (predpokladáme d_{ij} = d_{ji} > 0). Úlohou je nájst’ najkratŽiu cestu, ktorá za“cína aj kon“cí v meste 1, prejde vŽetkými mestami a do ›iadneho sa nedostane dvakrát. Problém nazveme POC. Zodpovedajúci rozhodovací problém POC(R) má ako vstup navyŽe “císlo d a úlohou je zistit’, “ci existuje cesta daných vlastností a kratŽia ne› d.

Algoritmus na rieŽenie problému POC sa dá nájst’ vel’mi jednoducho: pre dané mestá a vzdialenosti medzi nimi preskúŽame vŽetky mo›nosti (je ich kone“cne mnoho!) a vyberieme tú najlepŽiu. AvŽak náro“cnost’ tohoto algoritmu je úmerná n! (existuje^1_2 (n − 1)! ciest, ktoré musíme vziat’ do úvahy).

Na rieŽenie problému POC nie je známy ›iaden algoritmus polynomiálnej zlo›itosti. Metódy dynamického programovania umo›“nujú trochu zní›it’ hranicu n! (za cenu nárastu potrebnej pamäte). Na druhej strane sú známe heuristické algoritmy, ktoré dávajú uspokojivé rieŽenie pre vä“cŽinu ‘typických’ vstupov. Ak ale trváme na optimálnom rieŽení, nie je v sú“casnoti známy ›iaden efektívny postup. Pritom dôvodom ur“cite nie je nedostatok záujmu.

Je mo›né, ›e polynomiálny algoritmus na rieŽenie problému POC neexistuje. Otázka existencie alebo neexistencie polynomiálneho algoritmu pre problém POC (a stovky d’al’Žích problémov), formulovaná ako otázka P^?= NP, je najdôle›itejŽím otvoreným problémom teórie zlo›itosti. VŽeobecne sa pritom predpokladá, ›e P ≠ NP .

Dôle›itou otázkou pri skúmaní problémov je spôsob ich prezentácie. V teórii zlo›itosti je obecne prijatý a pou›ívaný pohl’ad na problém ako na formálny jazyk. Aby sme mohli ukázat’ opodstatnenost’ takéhoto pohl’adu, musíme objasnit’ dve veci: ako ka›dý problém reprezentovat’ ret’azcami nad kone“cnou abecedou a pre“co sa mô›eme na rozhodovacie problémy a na funkcie pozerat’ ako na jazyky.

Existuje mnoho spôsobov, ako mo›no jednotlivé prípady problému reprezentovat’ pomocou ret’azcov. Ktoré z nich sú najvhodnejŽie, resp. mô›e výber spôsobu kódovania ovplyvnit’ zlo›itost’ algoritmu na rieŽenie daného problému? Za prijatel’né kódovanie budeme pova›ovat’ také, ktoré má nasledovné vlastnosti:

• Kódy jednotlivých prípadov problému sa musia dat’ l’ahko vygenerovat’. Vylu“cujeme kódovania typu Ů kód ŤánoŞ prípadu za“cína symbolom 1 a kód ŤnieŞ prípadu za“cína symbolom 0. Zlo›itost’ algoritmu by sa tak len presunula do zlo›itosti kódovania.

• Kódovanie má byt’ kompaktné, t.j. dťl›ka kódu má zhruba zodpovedat’ vel’kosti prípadu.

Za prijatel’né kódovania problému budeme pova›ovat’ také, ktoré sú v polynomiálnom vzt’ahu. To znamená, ›e A a B sú prijatel’né kódovania tej istej mno›iny prípadov práve vtedy, ked’ v kódovaní A je daný prípad reprezentovaný ret’azcom dťl›ky n a v kódovaní B je reprezentovaný ret’azcom dťl›ky nanajvýŽ p(n), kde p je nejaký polynóm. Łpeciálnu pozornost’ si zasluhuje kódovanie “císel. Zmysluplným je zrejme unárne, tak ako aj binárne alebo desiatkové kódovanie. Medzi nimi ale nie je polynomiálny vzt’ah (unárny kód si vy›aduje exponenciálne viac symbolov ne› binárny). To sa následne odrazí aj v zlo›itosti: stroje pracujúce s unárnym kódovaním budú mat’ menŽiu zlo›itost’. Preto kedykol’vek sa v d’al’Žom stretneme s problémom týkajúcim sa “císel, budeme v›dy predpokladat’ ich binárnu reprezentáciu, resp. reprezentáciu, ktorá je s “nou v polynomiálnom vzt’ahu.

Uká›eme d’alej, pre“co sa na rozhodovací problém mô›eme pozerat’ ako na formálny jazyk. Jazyk L asociovaný s problémom obsahuje práve tie ret’azce, ktoré sú kódom ŤánoŞ prípadov problému. PrísluŽnost’ ret’azca x do jazyka L znamená, ›e prípad y problému, ktorého kódom je ret’azec x, má kladné rieŽenie.

Podobnú transformáciu mô›eme previest’ aj pre problém výpo“ctu funkcie. Pri ^xovanom kódovaní bude s funkciou F asociovaný jazyk L(F) = {hx, F(x)i}, kde x je kód argumentu funkcie a F(x) je kód zodpovadajúcej funk“cnej hodnoty. Ak vieme vypo“cítat’ funkciu, tak vieme rozhodovat’ s “nou asociovaný jazyk a naopak.

Dôle›itost’ uvedených úvah je v tom, ›e poukazujú na mo›nost’ pou›it’ pri skúmaní problémov a ich zlo›itosti matematický aparát a nástroje známe z teórie formálnych jazykov a automatov.

Kapitola 3

Výpo“ctové modely a zlo›itost’

Centrálnymi pojmami teórie zlo›itosti sú algoritmus a zlo›itost’. Samozrejme pre to, aby sme ich mohli skúmat’, potrebujeme ich mat’ presne vymedzené, de^nované. To vedie k de^nícii abstraktného matematického stroja (výpo“ctového modelu, výpo“ctového zariadenia) ako ekvivalentu pojmu algoritmus. VŽeobecne, úlohou matematického stroja je transformovat’ daný vstup na zodpovedajúci výstup.

Historicky prvým výpo“ctovým modelom bol Turingov stroj, ktorý navrhol anglický matematik Alan Turing v roku 1936, teda eŽte pred skonŽtruovaním prvého po“cíta“ca. Pre svoju jednoduchost’ je dodnes najpou›ívanejŽím výpo“ctovým modelom v teoretických prácach. Na druhej strane práve táto jeho jednoduchost’ má za následok, ›e je nevhodný pri konŽtrukcii konkrétnych algoritmov. Je to dané s“casti tým, ›e od reálnych po“cíta“cov sa odliŽuje v niektorých dôle›itých aspektoch. Hlavný rozdiel medzi Turingovymi strojmi a reálnymi po“cíta“cmi je v tom, ›e Turingov stroj má lineárny prístup k pamäti, zatial’ “co reálne po“cíta“ce majú priamy prístup k pamäti.

Ako výpo“ctový model, ktorý sa sna›í preklenút’ spomínaný rozdiel v prístupu k pamäti, boli navrhnuté stroje RAM. Sú vhodnejŽie pre analýzu zlo›itosti konkrétnych algoritmov. Dôle›ité je pritom poznat’ vzt’ah medzi zlo›itostnými mierami oboch modelovŮumo›ní nám to výsledky získané pre jeden model pou›it’ aj pre druhý model.

Posledným výpo“ctovým modelom, s ktorým budeme pracovat’ v týchto u“cebných textoch sú logické obvody. Tie› majú priamy vzt’ah k reálnym po“cíta“com, ovŽem na tej najni›Žej úrovni. Vd’aka svojej jednoduchosti vŽak zohrávajú významnú úlohu v teoretických úvahách.

3.1 Turingove stroje

Existuje viacero rôznych de^nícií Turingovych strojov. My budeme pracovat’ s ni›Žie popísanou variantou. V nasledujúcej kapitole uká›eme, ›e výber konkrétnej varianty nijako neovplyvní podstatné zlo›itostné charakteristiky výpo“ctov.

Neformálne, kŰpáskový Turingov stroj (skrátene TS) má k pások, ktoré sú rozdelené na jednotlivé polí“cka, a k hláv, z ktorých ka›dá sa pohybuje po jednej z pások. Hlava sa mô›e pohybovat’ po páske dol’ava a doprava a okrem toho mô›e “cítat’ a zapisovat’ symboly. Na ka›dom polí“cku pásky je zapísaný jeden z kone“cne vel’a páskových (pracovných) symbolov. Ka›dá páska je jednosmerne nekone“cná. Okrem k hláv a k pások má TS k dispozícii eŽte kone“cnú mno›inu stavov; z nich jeden je v›dy aktuálny (hovoríme, ›e stroj sa nachádza v danom stave).

Výpo“cet za“cína v po“ciato“cnom stave. Ka›dá hlava sníma prvé (najl’avejŽie) polí“cko pásky, na ktorom je zapísaný Žpeciálny symbol Λ, ozna“cujúci l’avý koniec pásky. Na za“ciatku výpo- “ctu je na druhom a› n + 1Űvom polí“cku prvej pásky zapísaný vstupný ret’azec dťl›ky n. Ostatných nekone“cne vel’a polí“cok napravo od vstupu je prázdnychŮtúto skuto“cnost’ vyjadrujeme pomocou Žpeciálneho znaku ⊔. Polí“cka ostatných pások napravo od Λ sú takisto prázdne. V jednom kroku výpo“ctu stroj v závislosti od aktuálneho stavu a od k symbolov snímaných hlavami:

1. zmení svoj stav,

2. zapíŽe symbol na ka›dé polí“cko snímané hlavou (“cím prepíŽe symbol, ktorý tam bol zapísaný predtým),

3. posunie ka›dú hlavu o jedno polí“cko doprava alebo dol’ava.

Spôsob, akým sa má zmenit’ stav, prepísat’ obsah polí“cok a posunút’ hlavy, predpisuje prechodová funkcia δ. Výpo“cet kon“cí ked’ stroj prejde do jedného zo Žpeciálnych stavov q_{accept}, q_{reject}, q_{stop}. Na niektorých vstupoch mô›e výpo“cet be›at’ donekone“cna; v takomto prípade hovoríme, ›e výpo“cet stroja na danom vstupe je nekone“cný.

Formálna de^nícia Turingovho stroja

k-páskový (deterministický) Turingov stroj (pre k ≥ 1) je 7Űtica M = (Q, Σ, Γ, Λ, ⊔, δ, q_0). Pritom

• Q je kone“cná mno›ina stavov; q_0 ∈ Q je po“ciato“cný stav,

• Σ je kone“cná vstupná abeceda,

• Γ je kone“cná pracovná abeceda, obsahujúca ako svoju podmno›inu vstupnú abecedu,

• Λ ∈ Γ \ Σ je l’avá koncová zna“cka,

• ⊔ ∈ Γ \ Σ je symbol ozna“cujúci prázdne polí“cko

• δ : Q × Γ^k −→ (Q ∪ {q_{stop}, q_{accept}, q_{reject}}) × ((Γ \ {⊔}) × {−1, 1})^k je prechodová funkcia.

Predpokladáme, ›e stavy q_{stop}, q_{accept} a q_{reject} nie sú prvkami mno›iny stavov Q. Naviac po›adujeme, aby Turingov stroj nikdy neprepísal l’avú koncovú zna“cku iným symbolom a aby nikdy neposunul ›iadnu zo svojich hláv vl’avo od symbolu obsahujúceho l’avú koncovú zna“cku. Formálne, po›adujeme, aby v prípade, ›e δ(q, a_1, . . . , a_k) = (p, b_1, d_1 . . . , b_k, d_k) a a_i = Λ, tak b_i = Λ a d_i = 1.

Kon^guácia

Výpo“cet Turingovho stroja mô›eme de^novat’ pomocou pojmu kon^gurácia. Intuitívne, kon- ^gurácia obsahuje úplnú informáciu o momentálnom stave výpo“ctu, tj. o aktuálnom stave, o polohách jednotlivých hláv a o obsahu vŽetkých k pások. Po kone“cnom po“cte krokov výpo“ctu je na ka›dej z pások len kone“cne vel’a polí“cok, ktorých obsah je neprázdny, tj. rôzny od ⊔. Preto obsah ka›dej pásky doká›eme jednozna“cne popísat’ kone“cným ret’azcom tvaru y⊔^ω, kde y ∈ (Γ \ {⊔})^∗ a symbol ⊔^ω zastupuje nekone“cný ret’azec ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ . . . Formálne, kon^gurácia je prvok mno›iny Q × ({ y⊔^ω | y ∈ (Γ \ {⊔})^∗} × N)^k . Kon^gurácia (q, z_1, n_1, . . . , z_k, n_k) Žpeci^kuje, ›e stroj je v stave q, obsah iŰtej pásky je z_i a iŰta hlava sníma n_iŰte polí“cko zl’ava. Po“ciato“cná kon^gurácia stroja M na vstupe w ∈ Σ^∗ je kon^gurácia

(q_0, Λw⊔^ω, 1, Λ⊔^ω, 1, . . . , Λ⊔^ω, 1)

Kon^guráciu (q, z_1, n_1, . . . , z_k, n_k) nazývame koncovou, ak q ∈ {q_{accept}, q_{reject}, q_{stop}}. Łpeciálne, ak q = q_{accept} (q = q_{reject}), tak hovoríme o akceptujúcej (zamietajúcej) kon^gurácii.

Krok výpo“ctu a výpo“cet

Na mno›ine kon^gurácií de^nujeme reláciu krok výpo“ctu, zna“címe ju ⊢_M resp. ⊢ ak M je zrejmé z kontextu. Dve kon^gurácie sú v relácii krok výpo“ctu intuitívne práve vtedy, ak v súlade s prechodovou funkciou mô›e stroj M prejst’ z prvej kon^gurácie do druhej.

Vo formálnej de^níci relácie krok výpo“ctu vyu›ijeme nasledovnú notáciu. Pre l’ubovol’ný (aj nekone“cný) ret’azec z nad abecedou Γ nech n : z ozna“cuje nŰtý symbol ret’azca z. “Dalej nech S^n_b (z) ozna“cuje ret’azec ktorý získame, ak nŰtý symbol ret’azca z nahradíme symbolom b. Potom relácia ⊢ je de^novaná predpisom

(q, z_1, n_1, . . . , z_k, n_k) ⊢ (p, S^{n1:z1}_{b1} (z_1), n_1 + d_1, . . . , S^{nk:zk}_{bk} (z_k), n_k + d_k)

práve ak δ(q, n_1 : z_1, . . . , n_k : z_k) = (p, b_1, d_1, . . . , b_k, d_k).

Výpo“cet TS M na vstupe w je postupnost’ kon^gurácií K_0, . . . K_m taká, ›e K_i ⊢ K_{i+1} pre i = 0, . . . , n − 1 a K_0 je po“ciato“cná kon^gurácia M na w.

Preto›e sme po›adovali, aby prechodová funkcia δ bola úplne Žpeci^kovaná, jediný dôvod, pre ktorý stroj nemô›e pokra“covat’ vo výpo“cte je, ›e prejde do koncovej kon^gurácie. V takomto prípade hovoríme, ›e výpo“cet stroja M sa zastavil. Naviac, ak sa výpo“cet zastavil v akceptujúcej kon^gurácii, tak hovoríme, ›e M akceptoval vstupné slovo; ak výpo“cet zastavil v zamietajúcej kon^gurácii, tak M vstup zamietol. Ak na vstupe w sa M zastaví, tak mô›eme de^novat’ výstup stroja M na w, ozna“cujeme ho M(w). Ak M akceptuje resp. zamieta, tak M(w)^{def}= ACCEPT resp. M(w)^{def}= REJECT. V prípade, ›e výpo“cet stroja M sa zastavil v kon- ^gurácii so stavom q_{stop}, tak výstupom je ret’azec práve zapísaný na poslednej, kŰtej páske. Preto›e výpo“cet sa zastavil po kone“cnom po“cte krokov, pozostáva tento ret’azec zo symbolu

Λ, za ním nasleduje kone“cný ret’azec y, (jeho posledný symbol je rôzny od ⊔) a za ním d’a-

l’Ží ret’azec pozostávajúci zo symbolov ⊔. Za výstup stroja M pova›ujeme v takomto prípade ret’azec y; M(w)^{def}= y. Samozrejme, je mo›né, ›e výpo“cet stroja M na vstupe w sa nikdy nezastaví. Pre tento prípad de^nujeme M(w)^{def}= ↗.

Rekurzivita

Turingov stroj je vhodný nástroj na rieŽenie rôznych typov úloh. RozliŽujeme dva základné prístupyŮTuringov stroj ako akceptor a ako funkcia. De^nujeme oba pojmy presne.

De^nícia 3.1 (Rozhodovanie a akceptovanie) Nech M je Turingov stroj so vstupnou abecedou Σ. Stroj M rozhoduje jazyk L ⊆ Σ^∗ práve ak pre ka›dé slovo w ∈ L je M(w) = ACCEPT a pre ka›dé slovo w ∉ L je M(w) = REJECT. Jazyk, ktorý je rozhodovaný nejakým Turingovym strojom, sa nazýva rekurzívny jazyk.

Stroj M akceptuje jazyk L ⊆ Σ^∗ práve ak pre ka›dé slovo w ∈ L je M(w) = ACCEPT a pre ka›dé slovo w ∉ L je M(w) = REJECT alebo M(w) =↗. Jazyk, ktorý je akceptovaný nejakým Turingovym strojom, sa nazýva rekurzívne vy“císlitel’ný jazyk.

Jazyk rozhodovaný strojom M sa zvykne ozna“covat’ L(M). Medzi rozpoznávaním a akceptovaním je podstatný rozdiel. Pri rozhodovaní dostaneme v kone“cnom “case pre ka›dý vstup de^nitívnu odpoved’ ACCEPT alebo REJECT. Pri akceptovaní dostaneme ur“citú odpoved’ len pre vstup w ∈ L. Ak w ∉ L, výpo“cet stroja mô›e pokra“covat’ donekone“cna. Z praktického dôvodu je táto odpoved’ neuspokojivá, preto›e nikdy nevieme povedat’, “ci u› sme “cakali dostato“cne dlho nato, aby sme mohli povedat’, ›e slovo nepatrí do jazyka L.

De^nícia 3.2 Nech f je úplná funkcia f : Σ^∗ → Σ^∗ a nech M je Turingov stroj so vstupnou abecedou Σ. Hovoríme, ›e stroj M po“cíta funkciu f , ak pre ka›dý ret’azec x ∈ Σ^∗ je M(x) = f (x). Funkcia f po“cítaná nejakým Turingovym strojom sa nazýva rekurzívna funkcia.

Príklad 3.3 Navrhneme Turingov stroj M akceptujúci jazyk L = {a^mb^mc^m | m ≥ 0}. Stroj nejprv posúva svoju hlavu a› na konec vstupu a kontroluje, “ci ret’azec zapísaný na páske je tvaru a^∗b^∗c^∗. Pritom vôbec nemení obsah pásky. Ked’ narazí na prvé prázdne polí“cko, za“cne sa posúvat’ dol’ava a› na l’avý koniec pásky. Nasleduje cyklus, v ktorom hlava prepíŽe symbolom X v›dy jeden symbol a, jeden b, jeden c a vrátí se na l’avý koniec pásky. Ked’ vstupný ret’azec patrí do jazyka L, tak stroj nakoniec prepíŽe vŽetky symboly a, b, c symbolom X a akceptuje. V opa“cnom prípade vstup zamietne.

Nech M = (Q, Σ, Γ, Λ, ⊔, δ, q_0, q_{accept}, q_{reject}), kde

Q = {q_0, q_1, q_2, q_3, q_4, q_5, q_6, q_{accept}, q_{reject}},

Σ = {a, b, c}, Γ = Σ ∪ {Λ, ⊔, X}. Prechodová funkcia je ur“cená nasledujúcou tabul’kou:

Λ a b c ⊔ X

q_0 (q_0, Λ, R) (q_0, a, R) (q_1, b, R) (q_2, c, R) (q_3, X, L) − q_1 − (q_{reject}, −, −) (q_1, b, R) (q_2, c, R) (q_3, X, L) − q_2 − (q_{reject}, −, −) (q_{reject}, −, −) (q_2, c, R) (q_3, X, L) −

q_3 (q_4, Λ, R) (q_3, a, L) (q_3, b, L) (q_3, c, L) (q_3, X, L) (q_3, X, L)

q_4 − (q_5, X, R) (q_{reject}, −, −) (q_{reject}, −, −) (q_{accept}, −, −) (q_4, X, R) q_5 − (q_5, a, R) (q_6, X, R) (q_{reject}, −, −) (q_{reject}, −, −) (q_5, X, R) q_6 − − (q_6, b, R) (q_3, X, L) (q_{reject}, −, −) (q_6, X, R)

Symbol Ů v tabul’ke vyjadruje, ›e nie je podstatné, “co sa zapíŽe na uvedené miesto (mô›eme tam doplnit’ “cokol’vek vyhovujúce de^nícii). Výpo“cet stroja M na vstupe a^2b^2c^2 je

(q_0, Λaabbcc⊔^ω, 1) ⊢ (q_0, Λaabbcc⊔^ω, 2) ⊢ (q_0, Λaabbcc⊔^ω, 3) ⊢ (q_0, Λaabbcc⊔^ω, 4) ⊢ (q_1, Λaabbcc⊔^ω, 5) ⊢^3 (q_2, Λaabbcc⊔^ω, 8) ⊢ (q_3, Λaabbcc⊔^ω, 7) ⊢^7 (q_4, Λaabbcc⊔^ω, 2) ⊢ (q_5, ΛXabbcc⊔^ω, 3) ⊢^2 (q_6, ΛXaXbcc⊔^ω, 5) ⊢^2 (q_3, ΛXaXbXc⊔^ω, 5) ⊢^5 (q_4, ΛXaXbXc⊔^ω, 2) ⊢^2 (q_5, ΛXXXbXc⊔^ω, 4) ⊢^2 (q_6, ΛXXXXXc⊔^ω, 6) ⊢^2 (q_3, ΛXXXXXX⊔^ω, 6) ⊢^6 (q_4, ΛXXXXXXX⊔^ω, 2) ⊢^7 (q_4, ΛXXXXXXX⊔^ω, 9) ⊢ (q_{accept}, ΛXXXXXXXX⊔^ω, 8)

Vrát’me sa k úvahám, ktoré nás viedli k zavedeniu pojmu Turingov stroj. NaŽim pôvodným ciel’om bolo nájst’ model, umo›“nujúci presnú, matematickú formalizáciu l’ubovol’ného algoritmu. Prezentovaný modelŮTuringov strojŮje nástroj, ktorý je evidentne vhodný na rie- Ženie problémov týkajúcich sa ret’azcov a jazykov. AvŽak, ako sme dokumentovali aj na naŽich úvodných príkladoch, problémy, s ktorými sa v praxi stretávame, sa týkajú najrozmanitejŽích objektov: grafov, sietí, “císel, mno›ín atd’. Uká›eme, ako mo›no s ka›dým takýmto problémom asociovat’ vhodný jazyk.

Preto›e chceme porovnávat’ problémy, ktoré sa objavujú v rôznych oblastiach a pou›ívajú rozdielnu abecedu, zdá sa nevyhnutným Ťprelo›it’Ş vŽetky do jednej abecedy. Takýto preklad by ovŽem mal byt’ ŤŽetrnýŞ v tom zmysle, ›e nové slovo by nemalo byt’ ovel’a dlhŽie ne› pôvodné. Napríklad unárna reprezentácia “císla by bola exponenciálne dlhŽia ne› binárna a analýza algoritmu pracujúceho s unárnymi “císlami by mohla priniest’ (nerealisticky) dobré výsledky. “Dal’Žia po›iadavka je, aby preklad bol efektívne vypo“cítatel’ný: v opa“cnom prípade by sa zlo›itost’ problému mohla skrývat’ v jeho reprezentácii. Skúsme uvá›it’ nasledujúci príklad problému NAJDLHŁIA CESTA. Je daný graf G = (V, H), dva jeho vrcholy n_1 a n_2 a prirodzené “císlo k. Úlohou je rozhodnút’, “ci medzi vrcholmi n_1 a n_2 existuje cesta dťl›ky aspo“n k. Ak prípad tohoto problému reprezentujeme ako zoznam vŽetkých ciest v grafe, tak l’ahko nájdeme efektívny algoritmus na jeho rieŽenie. Sta“cí nájst’ najdlhŽiu z ciest a overit’, “ci jej dťl›ka je aspo“n k. Naopak, ak uvá›ime obvyklejŽiu reprezentáciu grafu pomocou matice susednosti, tak nie je známy ›iaden algoritmus subexponenciálnej zlo›itosti na hl’adanie najdlhŽej cesty v grafe.

Akonáhle ^xujeme reprezentáciu problému, tak algoritmus na rieŽenie rozhodovacieho problému je Turingov stroj, ktorý rozhoduje zodpovedajúci jazyk. To znamená, ›e ak vstupom je kód ŤánoŞ prípadu problému, tak stroj ho akceptuje, inak (tj. ak vstupom je kód ŤnieŞ prípadu, resp. ak vstup nekóduje ›iaden prípad problému) zamietne. Podobne algoritmus na rieŽenie optimaliza“cného problému je Turingov stroj, ktorý po“cíta funkciu (opätovne predpokladáme, ›e jednotlivé prípady problému, ako aj rieŽenia, sa vhodne reprezentujú ret’azcami).

Zrejme tento pohl’ad je dostato“cne vŽeobecný. Ka›dý kone“cný matematický objekt mô- ›eme reprezentovat’ kone“cným ret’azcom nad vhodnou abecedou. Pre vä“cŽinu “casto uva›ovaných objektov je zau›ívané Žtandartné kódovanie.

Univerzálny Turingov stroj

Medzi nami de^novaným výpo“ctovým modelomŮTuringovym strojomŮa reálnym po“cíta- “com je zrejmý a podstatný jeden rozdiel. Pre výpo“cet ka›dej funkcie musíme navrhnút’ zvláŽtny Turingov stroj, zatial’ “co pre reálny po“cíta“c posta“cí napísat’ vhodný program. Pre Turingove stroje je vŽak tie› mo›ný takýto prístup: je mo›né skonŽtruovat’ Turingov stroj, na ktorom, pou›ijúc vhodný ŤprogramŞ, je mo›né simulovat’ správanie l’ubovol’ného iného Turingovho stroja. PresnejŽie, univerzálny Turingov stroj U interpretuje svoj vstup ako kód (popis) iného Turingovho stroja, nazvime ho M, zret’azený s kódom vstupu tohto stroja, nazvime ho w^1 . Úlohou stroja U je simulovat’ výpo“cet stroja M na vstupe w. Inak vyjadrené, po›adujeme aby

U(hM, wi) = M(w).

Veta 3.4 Existuje univerzálny Turingov stroj.

Dôkaz Univerzálny Turingov stroj pre vstup hM, wi simuluje výpo“cet stroja M na slove w. Predpokladajme, ›e U má dve pásky. U pou›íva svoju druhú pásku na zápis aktuálnej kon^- gurácie stroja M. Na zápis kon^gurácie pou›íva U vyŽŽie popísané kódovanie. Na za“ciatku výpo“ctu si U na druhú pásku zapíŽe po“ciato“cnú kon^guráciu výpo“ctu M na w.

Simulácia jedného kroku výpo“ctu stroja M prebieha nasledovne: U “cíta druhú pásku a› kým nenarazí na ret’azec, kódujúci aktuálny stav stroja M. Potom na prvej páske hl’adá prvé pravidlo prechodovej funkcie pre aktuálny stav. Ak ho nájde, porovná symboly “cítané hlavami stroja M so symbolmi vybraného pravidla. Ak medzi nimi nie je zhoda, hl’adá d’al’Žie pravidlo pre aktuálny stav. Ak nastala zhoda, aplikuje nájdené pravidlo: patri“cným spôsobom upraví aktuálnu kon^guráciu. Stroj U ukon“cí svoj výpo“cet vtedy, ked’ simulovaný výpo“cet stroja M sa zastavil, pri“com U(hM, wi) = M(w).

Samozrejme mô›e nastat’ situácia, ked’ vstupný ret’azec nie je kódom ›iadneho Turingovho stroja. U je schopný takúto situáciu rozpoznat’. Jeho výpo“cet na takomto vstupe bude spo“cívat’ v tom, ›e prejde do Žpeciálneho stavu, v ktorom bude stále posúvat’ hlavy doprava (t.j. nekone“cný výpo“cet). 2

3.1.1 Zlo›itostné miery

Za“ciatkom 60Űtych rokov bola hranica medzi algoritmicky rieŽitel’nými a algoritmicky nerie- Žitel’nými problémami exaktne de^novaná a boli známe techniky umo›“nujúce pre konkrétne problémy rozhodovat’, “ci sú alebo nie sú algoritmicky rieŽitel’né. Stále intenzívnejŽie a ŽirŽie pou›ívanie po“cíta“cov v praxi vŽak prinieslo so sebou otázky ako: ŤAko merat’ efektívnost’ algoritmov?Ş, ŤAko navzájom porovnat’ efektivitu dvoch rôznych algoritmov?Ş, ŤAko vyjadrit’ výpo“ctovú obtia›nost’ problému?Ş. Snaha nájst’ odpoved’ na tieto a podobné otázky viedla k formulovaniu dvoch fundamentálnych zlo›itostných mier, “casovej a priestorovej, v prácach Hartmanisa at.al. a nezávisle v prácach Trachtenbrota. Jedná sa o dynamické zlo›itostné miery, ktoré zohl’ad“nujú ako algoritmus, tak aj vstup a odrá›ajú priebeh výpo“ctu^2. Obe zlo›itostné miery chápeme ako funkcie vstupu. Neformálne, “casová zlo›itost’ algoritmu pre daný vstup je po“cet elementárnych operácií vykonaných pri spracovaní uva›ovaného vstupu. Priestorová zlo›itost’ algoritmu je po“cet ŤelementárnychŞ pamät’ových miest, pou›itých v priebehu výpo- “ctu.

“Cas

De^nícia 3.5 ( “Casová zlo›itost’ výpo“ctu) “Casová zlo›itost’ výpo“ctu Turingovho stroja M na vstupe w je funkcia t_M : Σ^∗ → N de^novaná predpisom

t_M(w)^{def}= d

1Predpokladáme, ›e ka›dý Turingov stroj, ako aj jeho vstup, kódujeme pomocou binárnej abecedy {0; 1}. Spôsob kódovania, spolu s párovacou funkciou hi, je presne popísaný v kapitole 1. Pre stroj (slovo) a pre jeho kód pou›ívame toto›né ozna“cenie; presný význam je v›dy zrejmý z kontextu.

2Opakom sú statické zlo›itostné miery. Typickým príkladom je zlo›itostná miera vel’kost’ programu: na ka›dý algoritmus sa mô›eme pozerat’ ako na slovo nad nejakou kone“cnou abecedou. Otázkou je, aké dlhé je toto slovo? Týmto spôsobom mô›eme priradit’ problému zlo›itost’ ako dťl›ku najkratŽieho algoritmu, ktorý ho rieŽi.

ak výpo“cet M na w sa zastavil po d krokoch a

t_M(w)^{def}= ∞

ak výpo“cet M na w je nekone“cný.

“Casová zlo›itost’ výpo“ctu je teda po“cet krokov, ktoré stroj vykoná pred tým, ne› sa zastaví. Pre nás je vŽak zaujímavé poznat’ nielen “casovú zlo›itost’ jednotlivých, izolovaných výpo“ctov. To, “co je pre nás dôle›ité, je poznat’ náro“cnost’ rieŽenia l’ubovol’ného prípadu problému. To vedie k de^nícii zlo›itosti ako funkcii vel’kosti (rozsahu) rieŽeného prípadu problému.

De^nícia 3.6 ( “Casová zlo›itost’ Turingovho stroja) “Casová zlo›itost’ Turingovho stroja M je funkcia T_M : N → N ∪ {∞} de^novaná predpisom

T_M(n)^{def}= max { t_M(w) | w ∈ Σ^n } .

Teraz u› mô›eme de^nivat’ pojem zlo›itostnej triedy. Zlo›itostná trieda je mno›ina jazykov, ktoré zdiel’ajú spolo“cnú vlastnost’: sú rozhodované so zlo›itost’ou (a nemusí to byt’ len “casová zlo›itost’) ohrani“cenou danou funkciou.

De^nícia 3.7 Pre funkciu f : N → N de^nujeme

DTIME(f (n))^{def}= { L | existuje TS M rozhodujúci L s “casovou zo›itost’ou T_M(n) ≤ f (n) }

Zlo›itostné triedy, vzt’ah medzi nimi a problémami, ktoré obsahujú, sú hlavným predmetom skúmania Žtruktúrnej teórie zlo›itosti.

Príklad 3.8 Analyzujme “casovú zlo›itost’ stroja z príkladu 3.3, ktorý rozhoduje, “ci vstupný ret’azec je tvaru a^mb^mc^m. V prvej fáze stroj “cíta celý vstup zl’ava doprava a kontroluje, “ci ret’azec je tvaru a^∗b^∗c^∗. Ak áno, hlava sa posunie na za“ciatok pásky a za“cína cyklus, v ktorom sa prepíŽe jeden symbol a, jeden b a jeden c. Zrejme ak slovo patrí do jazyka L, tak tento cyklus sa zopakuje presne m krát. Nakoniec stroj prechádza celú pásku a kontroluje, “ci vŽetky polí“cka boli ozna“cené. Celkove, po“cet krokov, ktoré vykoná stroj vo výpo“cte na vstupe dťl›ky n, mô›eme zhora odhadnút’ “císlom 2(n + 1) +^n_3 (n + 1) + n + 1. “Casová zlo›itost’ stroja M je O(n^2).

Ak “casová zlo›itost’ výpo“ctu stroja M na vstupe w je menŽia ako |w|, tak stroj rozhodol o výstupe M(w) bez toho, aby poznal celý vstupný ret’azec. V takomto prípade stroj M bud’ rozpoznáva triviálny jazyk, alebo bolo pri kódovaní asociovaného problému pou›ité ŤneŽetrnéŞ kódovanie, kde istá “cast’ kódu nenesie ›iadnu informáciu. Preto sa sústredíme len na stroje, ktorých “casová zlo›itost’ na vstupe dťl›ky n je aspo“n n + 1.

Priestor “Cas výpo“ctu Turingovho stroja samozrejme nie je jediným kritériom charakterizujúcim náro“cnost’ prevádzaného výpo“ctu. Preto de^nujeme priestorovú zlo›itost’ ako zlo›itostnú mieru odrá›ajúcu pamät’ovú náro“cnost’ výpo“ctov. Pre Turingove stroje sa zdá prirodzené de^novat’ túto mieru ako po“cet polí“cok, ktoré na konci výpo“ctu obsahujú neprázdny symbol (pripomíname, ›e stroj nemô›e zapisovat’ symbol ⊔). Tým by sme vŽak do priestorovej zlo›itosti zahrnuli aj polí“cka, ktoré na za“ciatku obsahovali vstup. Dôsledkom by bolo, ›e by sme neboli schopní rozlíŽit’ výpo“cty, ktorých priestorová zlo›itost’ je menŽia ne› dťl›ka vstupu. Preto de- ^nujeme kŰpáskový (pre k ≥ 2) Turingov stroj so vstupnou páskou. Od vŽeobecného kŰpáskový modelu sa odliŽuje iba v tom, ›e obsah prvej pásky, na ktorej je zapísané vstupné slovo, sa po“cas výpo“ctu nesmie menit’. Na jeho ozna“cenie sa pou›íva aj pojem onŰline stroj, zatial’ “co pre vŽeobecný model sa pou›íva pomenovanie offŰline stroj.

Podobný problém vznikne, ked’ uva›ujeme Turingov stroj, ktorý po“cíta funkciu. Zrejme po“cet pou›itých polí“cok vo výpo“cte na vstupe w bude aspo“n |M(w)|. Tým opät’ strácame mo›nost’ rozlíŽit’ výpo“cty, v ktorých na samotný výpo“cet bolo treba pou›it’ menej ne› |M(w)| polí“cok. Aby sme sa podobným problémom vyhli, de^nujeme kŰpáskový (pre k ≥ 3) Turingov stroj so vstupnou a výstupnou páskou. Je to stroj so vstupnou páskou a dodato“cným obmedzením týkajúcim sa spôsobu práce s kŰtou páskou: kŰta hlava sa nikdy nemô›e posunút’ smerom dol’ava. Inými slovami, stroj mô›e na poslednú pásku len zapisovat’, ale nikdy nemô›e pre“cítat’, resp. zmenit’ u› zapísaný ret’azec.

De^nícia 3.9 (Priestorová zlo›itost’ výpo“ctu) Nech M je Turingov stroj a K jeho kon^gurácia. Potom priestorová zlo›itost’ kon^gurácie K, zna“címe s_M(K), je po“cet polí“cok, ktorých obsah je neprázdny (tj. rôzny od ⊔). V prípade, ›e M je stroj so vstupnou páskou, tak do celkovej sumy nezapo“cítavame polí“cka prvej pásky. Ak M je stroj so vstupnou a vstupnou páskou, tak do výslednej sumy nezapo“cítavame ani polí“cka poslednej pásky.

Priestorová zlo›itost’ výpo“ctu stroja M na vstupe w je funkcia s_M : Σ^∗ → (N ∪ {∞}) de^novaná predpisom

s_M(w)^{def}= max { s(K) | K je kon^gurácia výpo“ctu M na w } . De^nícia 3.10 (Priestorová zlo›itost’ Turingovho stroja) Priestorová zlo›itost’ Turingovho stroja M je funkcia S_M : N → N ∪ {∞} de^novaná predpisom

S_M(n)^{def}= max { s_M(w) | w ∈ Σ^n } .

Podobne ako pre “cas, mô›eme de^novat’ aj zlo›itostné triedy pre priestor. Pre funkciu f : N →

N de^nujeme

DSPACE(f (n))^{def}= { L | existuje TS M rozhodujúci L s priestorovou zo›itost’ou S_M(n) ≤ f (n) }

Pre úplnost’ uvádzame, ›e teória zlo›itosti skúma aj iné zlo›itostné miery Turingových strojov. “Cas a priestor sú vŽak bezosporu v centre pozornosti.

3.2 RAM

Doteraz sme skúmali Turingove stroje ako formalizáciu pojmu algoritmus. To vŽak nie je jediný formálny model umo›“nujúci prezentovat’ algoritmy. Turingove stroje sú vhodným nástrojom na skúmanie fundamentálnych vlastností výpo“ctov. Na druhej strane je vŽak architektúra Turingovych strojov vel’mi vzdialená architektúre moderných po“cíta“cov. V tejto “casti si uká›eme iný model, stroje RAM, ktoré sú ovel’a bli›Žie reálnym po“cíta“com. Metodológie návrhu algoritmov pre stroje RAM a pre reálne po“cíta“ce sú vel’mi podobné. Preto zlo›itostná analýza algoritmov pre RAM dobre popisuje aj zlo›itost’ programov pre sekven“cné po“cíta“ce. Zárove“n vŽak, ako uká›eme na záver tejto kapitoly, existuje efektívna simulácia medzi strojmi RAM a Turingovymi strojmi. Ako dôsledok tejto simulácie získame presný vzt’ah medzi zlo- ›itost’ou výpo“ctov na TS a nan RAMoch.

Stroj RAM je výpo“ctové zariadenie, ktoré podobne ako Turingov stroj, pozostáva z programu, ktorý sa realizuje na danej dátovej Žtruktúre. Dátovou Žtruktúrou stroja RAM je pole registrov, v ktorých sa uchovávajú “císla. Hlavný rozdiel spo“cíva v tom, ›e stroje RAM mô›u priamo pristupovat’ ku ka›dému svojmu pamät’ovému registru (“cítat’ aj zapisovat’). Táto výhoda so sebou ovŽem prináŽa aj isté dôsledky: aby sme boli schopní pristupovat’ priamo ku ka›dému registru, musíme ich vediet’ adresovat’; adresy musíme uchovávat’ v d’al’Žích registroch. Ked’›e po“cet registrov nie je obmedzený, nie je ohrani“cená ani vel’kost’ adries, a preto musíme pripustit’, aby sa v registroch mohli uchovávat’ l’ubovol’ne vel’ké “císla. Obsahy registrov potrebujeme po“cas výpo“ctu menit’, preto aj operácie stroja RAM musia byt’ nad l’ubovol’ne vel’kými “císlami.

Formálne, RAM program Π = (π_1, π_2, . . . , π_m) je kone“cná postupnost’ inŽtrukcií, kde ka›dá inŽtrukcia π_i je niektorého typu ako ukazuje tabul’ka 3.1.

V ka›dom kroku výpo“ctu stroja RAM obsahuje Register i, pre i ≥ 0, celé “císlo, ktoré ozna- “cujeme r_i. “Dalej má RAM po“cítadlo inŽtrukcií P, ktorého iniciálna hodnota je 1. Jeden krok výpo“ctu spo“cíva vo vykonaní inŽtrukcie, ktorej “císlo je ulo›ené v po“cítadle P. Výsledkom ka›dej

Inštrukcia Operand Sémantika

READ j r_0 := i_j
READ ↑ j r_0 := i_{rj}
STORE j r_j := r_0
STORE ↑ j r_{rj} := r_0
LOAD x r_0 := x
ADD x r_0 := r_0 + x
SUB x r_0 := r_0 − x
JUMP j P := j
JPOS j if r_0 > 0 then P := j
JZERO j if r_0 = 0 then P := j
JNEG j if r_0 < 0 then P := j
HALT j P := 0

j je celé “císlo r_j je obsah Registra j i_j je jŰty vstup x je l’ubovol’ný operand typu j, ↑ j, = j Hodnota operanda j je r_j, operanda ↑ j je r_{rj} a hodnotou operanda = j je j. P je po“cítadlo inŽtrukcií; ka›dá inŽtrukcia zvýŽi jeho hodnotu o 1; ak to nie je explicitne ur“cené inak.

Tabulka 3.1: InŽtrukcie stroja RAM

vykonanej inŽtruckie je zmena hodnoty jedného registra a zmena hodnoty po“cítadla P. Zmeny, t.j. sémantika inŽtrukcií sú de^nované prirodzeným spôsobom, ako sa s nimi stretávame pri reálnych po“cíta“coch. Łpeciálnu úlohu zohráva Register 0: slú›i ako akumulátor, kde sa uskuto- “c“nujú vŽetky aritmetické aj logické operácie. VŽimnime si tie› tri spôsoby (módy) adresovania. Niektoré inŽtrukcie majú operand x, kde x mô›e byt’ j, ↑ j, alebo = j. Ak x je “císlo j, tak jeho hodnotou je obsah Registra j, hodnotou operanda ↑ j je obsah registra, ktorého “císlo je ulo›ené v Registri j. Nakoniec ak x je = j, tak jeho hodnotou je samotné “císlo j. Ka›dá inŽtrukcia mení aj hodnotu po“cítadla P. S výnimkou posledných piatich inŽtrukcií je nová hodnotou po“cítadla P + 1. Skokové inŽtrukcie menia obsah P inak, v závislosti od obsahu akumulátoru. Nakoniec, inŽtrukcia HALT spôsobí ukon“cenie výpo“ctu. Ka›dú sémanticky nesprávnu inŽtrukciu (napr. adresovanie registra so záporným “císlom) pova›ujeme tie› za HALT inŽtrukciu. Na za“ciatku je obsah vŽetkých registrov 0 a obsah po“cítadla P je 1.

Vstupom stroja RAM je kone“cná postupnost’ celých “císel, ktoré sú obsiahnuté v kone“cnom poli vstupných registrov. Ka›dé “císlo zo vstupu mô›e byt’ presunuté do akumulátora READ in- Žtrukciou. Po zastavení výpo“ctu je výsledok ulo›ený v akumulátore resp. ak výsledkom je postupnost’ “císiel, tak v akumulátore je ulo›ené “císlo n a v prvom a› nŰtom regristri sú postupne ulo›ené výsledné hodnoty.

Nech Π je RAM program, nech D je mno›ina kone“cných postupností celých “císel a nech ϕ je funkcia ϕ : D → D. Potom hovoríme, ›e Π po“cíta ϕ práve ak pre l’ubovol’né I ∈ D výpo“cet stroja RAM s programom Π a vstupom I sa zastaví s výsledkom ϕ(I).

Príklad 3.11 Tabul’ka 3.2 obsahuje vel’mi jednoduchý RAM program na násobenie dvoch “císel, t.j. program po“cíta funkciu ϕ : N^2 → N, kde ϕ(i_1, i_2) = i_1 · i_2. Program i_2Űkrát opakuje cyklus inŽtrukcií 6 a› 12. Na za“ciatku kŰtej iterácie (za“cína sa s iteráciou 0), obsahuje Register 3 “císlo k · i_1. Na konci ka›dej iterácie sa testuje, “ci Register 2 obsahuje 0; ak áno, výsledok je ulo›ený v Registri 3; v opa“cnom prípade sa pokra“cuje d’alŽou iteráciou.

De^nujeme d’alej zlo›itostné miery stroja RAM úplne analogickým spôsobom ako pre TS. Prirodzeným sa zdá de^novat’ “casovú zlo›itost’ výpo“ctu ako po“cet vykonaných inŽtrukcií (tzv. jednotková cena alebo tie› uniformná cena). OvŽem vzhl’adom na to, ›e ka›dá inŽtrukcia mô›e narábat’ s l’ubovol’ne vel’kým “císlom, nie v›dy táto miera odrá›a skuto“cnú náro“cnost’ výpo“ctu a mô›e viest’ k zavádzajúcim výsledkom. Napríklad pri vektorových operáciach mô›eme celý

1. READ 1 2. JZERO 13 3. STORE 1 4. READ 2 5. JZERO 13 6. STORE 2 7. LOAD 3 8. ADD 1 9. STORE 3 10. LOAD 2 11. SUB =1 12. JPOS 6 13. LOAD 3 14. HALT

Tabulka 3.2: RAM program na násobenie

vektor “císel reprezentovat’ ako jedno (dlhé) “císlo a previest’ naraz operáciu nad vŽetkými hodnotami. Druhou mo›nost’ou, ako de^novat’ “casovú zlo›itost’ je brat’ do úvahy nielen po“cet inŽtrukcií, ale aj vel’kost’ “císel, s ktorými sa pri nich narába (tzv. logaritmická cena). Pre ka›dé celé “císlo i de^nujeme jeho dťl›ku l(i) ako dťl›ku jeho binárnej reprezentácie^3, l(i)^{def}= | bin(i) |. Logaritmická cena inŽtrukcie je max{ l(x) | x je “císlo, s ktorým inŽtrukcia manipuluje} (tzn. bud’ “císlo registra, obsah registra alebo konŽtanta).

Pri de^novaní priestorovej zlo›itosti takisto mô›eme vychádzat’ bud’ z jednotkovej alebo z logaritmickej ceny registra. Pri prvom spôsobe je priestorová zlo›itost’ rovná po“ctu registrov, ktoré boli v priebehu výpo“ctu pou›ité. Pre de^novanie logaritmickej zlo›itosti berieme do úvahy nielen po“cet pou›itých registrov, ale aj vel’kost’ “císel, ktoré v nich boli v priebehu výpo“ctu ulo›ené. Logaritmická cena registra R je maximálna dťl›ka “císla, ktoré bolo v priebehu výpo“ctu ulo›ené v R. Logaritmická priestorová zlo›itost’ výpo“ctu je sú“cet logaritmických cien vŽetkých registrov, pou›itých v priebehu výpo“ctu.

Zostáva nám eŽte upresnit’, “co rozumieme pod velkost’ou vstupu stroja RAM. Nech vstupom pre RAM je postupnost’ “císel I = (i_1, . . . , i_k). Pod binárnou reprezentáciou postupnosti I rozumieme ret’azec bin(I)^{def}= hbin(i_1), . . . , bin(i_k)i. Dťl›ku vstupu I de^nujeme ako l(I)^{def}= | bin(I) |.

Príklad 3.12 Vyhodnot’me zlo›itost’ stroja RAM z predchádzajúceho príkladu. Jeho “casová zlo›itost’ je ur“covaná po“ctom vykonaných iterácií, “co je práve i_2. Preto “casová zlo›itost’ výpo- “ctu na vstupe dťl›ky n pri jednotkovej cene inŽtrukcie je O(2^n), preto›e i_2 ≤ 2^n. Pri logaritmickej cene inŽtrukcie je zlo›itost’ O(2^n log(2^{2n})), preto›e najvä“cŽie “císlo, s ktorým sa v programe narába je i_1 · i_2 ≤ 2^{2n}. Podobne logaritmická priestorová zlo›itost’ nepresiahne O(n).

Stroje RAM sa zdajú byt’ ovel’a prirodzenejŽím výpo“ctovým modelom ne› TS, a teda aj výsledky týkajúce sa zlo›itosti výpo“ctov na RAMoch by mali byt’ ŤrealistickejŽieŞ v porovnaní so zlo›itost’ou výpo“ctov na TS. Na otázku, “ci tomu tak skuto“cne je, dávajú odpoved’ nasledujúce dve simulácie, ktoré dokazujú, ›e obidva uva›ované výpo“ctové modely sú polynomiálne ekvivalentné. To znamená, ›e trieda problémov, rieŽitel’ných v polynomiálnom “case Turingovymi strojmi a strojmi RAM sú toto›né. A preto›e práve problémy rieŽitel’né v polynomiálnom “case pova›ujeme za prakticky rieŽitel’né, zostáva pojem praktickej rieŽitel’nosti invariantný vzhl’adom k zvolenému výpo“ctovému modelu. Samozrejme, pre naŽe (teoretické) úvahy je vhodnejŽí jednoduchŽí model, tj. TS. V d’alŽom preto budeme pracovat’ predovŽetkým s ním.

V nasledujúcej “casti navrhneme efektívnu vzájomnú simuláciu RAMŰov a Turingovych strojov. Uva›ujme jednopáskový Turingov stroj so vstupnou abecedou Σ = {a_1, . . . , a_k}. Polo›me D_Σ rovné mno›ine postupností “císel

D_Σ^{def}= { (i_1, . . . , i_n, 0) | 0 ≤ n, 1 ≤ i_j ≤ k pre j = 1, . . . , n } . 3De^nícia binárnej reprezentácie celého “císla je uvedená v kapitole 1.

Pre jazyk L ⊆ Σ^∗ de^nujeme funkciu ϕ_L : D_Σ → {0, 1} predpisom

ϕ_L(i_1, . . . , i_n, 0) = { 1 ak a_{i1} . . . a_{in} ∈ L 0 inak

Posledná nula je v postupnosti “císel z technických dôvodov; v nasledujúcej konŽtrukcii umo›ní stroju RAM rozpoznat’ koniec vstupu.

Veta 3.13 Nech L je jazyk z triedy DTIME(f (n)). Potom existuje RAM program, ktorý po“cíta ϕ_L a jeho uniformná (logaritmická) “casová zlo›itost’ je O(f (n)) ( O(f (n) log f (n))).

Dôkaz Nech M = (Q, Σ, Γ, Λ, ⊔, δ, q_0) je Turingov stroj rozhodujúci jazyk L v “case f (n). Výpo- “cet RAM stroja, simulujúceho M, Žtartuje tak, ›e sa okopíruje vstup do Registrov 2 a› n+1. Do Registra 1 sa ulo›í “císlo 1, v priebehu simulácie si v tomto registri RAM pamätá, ktoré polí“cko sníma hlava simulovaného Turingovho stroja.

Od tohoto okamihu program simuluje výpo“cet Turingovho stroja krok po kroku. Program má pre ka›dý stav q ∈ Q sadu inŽtrukcií. Ka›dá sada obsahuje s = |Γ| podpostupností. jŰta podpostupnost’ qŰtej sady za“cína inŽtrukciou, povedzme, N_{q,j}. Predpokladajme, ›e δ(q, a_j) = (p, a_l, D), kde a_x ozna“cuje xŰtý symbol abecedy Γ. InŽtrukcie jŰtej podpostupnosti sú v tabul’ke 3.3 KonŽtanta d má hodnotu -1, resp. 1, podl’a toho, “ci predpísaný smer pohybu

N_{q,j} LOAD ↑ 1 N_{q,j} + 1 SUB = j N_{q,j} + 2 JZERO N_{q,j} + 4 N_{q,j} + 3 JUMP N_{q,j+1} N_{q,j} + 4 LOAD = l N_{q,j} + 5 STORE ↑ 1 N_{q,j} + 6 LOAD 1 N_{q,j} + 7 ADD = d N_{q,j} + 8 STORE 1 N_{q,j} + 9 JUMP N_{p,1}

Tabulka 3.3: Fragment RAMŰprogramu simulujúceho Turingov stroj

hlavy D je −1, resp. 1.

Nakoniec, stavom q_{accept} a q_{reject} zodpovedajú jednoduché postupnosti inŽtrukcií, ktoré ulo- ›ia do akumulátoru konŽtantu 1 resp. 0 a ukon“cia výpo“cet RAM programu. Simulácia jedného kroku výpo“ctu Turingovho stroja si vy›aduje nanajvýŽ C krokov stroja RAM, kde C je kon- Žtanta závisiaca len na mohutnosti abecedy Γ a nezávisiaca od dťl›ky vstupu. Preto “casová zlo›itost’ navrhnutého stroja RAM pri jednotkovej cene inŽtrukcie je O(f (n)). Maximálne “císlo, s ktorým RAM po“cas manipuluje, je “císlo kódujúce polohu hlavy TS a jeho hodnota nepresiahne f (n). preto logaritmická “casová zlo›itost’ je O(f (n) log f (n)). 2

Nasledujúci výsledok je trochu viac prekvapivý, preto›e z neho vyplýva, ›e ka›dý RAM program sa dá simulovat’ Turingovym strojom len s polynomiálnou stratou efektívnosti. Zavedieme najprv vstupnoŰvýstupnú konvenciu, ktorá umo›ní, aby sa Turingov stroj správal ako RAM program. Nech ϕ : D → D je funkcia, ktorú po“cíta RAM. Potom Turingov stroj M simuluje RAM, tj. po“cíta funkciu ϕ, práve ak pre ka›dé I ∈ D platí M(bin(I)) = bin(ϕ(I)).

Veta 3.14 Nech RAM program Π po“cíta funkciu ϕ : D → D a jeho jednotková “casová zlo›itost’ je f (n). Potom existuje 7Űpáskový Turingov stroj M, ktorý po“cíta ϕ, pri“com jeho “casová zlo›itost’ je O(f^2(n)(f (n) + n)).

Dôkaz Navrhneme Turingov stroj M po“cítajúci funkciu ϕ. Prvá páska stroja M obsahuje vstup, nikdy ju neprepisujeme. Na druhej páske je zaznamenaný okam›itý stav výpo“ctu stroja RAM; t.j. obsahy vŽetkých registrov. Zapisujeme ich ako postupnost’ binárnych ret’azcov bin(i)⊥bin(r_i), navzájom oddelených symbolom ⊥. Postupnost’ je ukon“cená Žpeciálnym znakom, povedzme ⊣. Pri ka›dej aktualizácii hodnoty Registra i sa dvojica bin(i)⊥bin(r_i) prepíŽe

(napr. znakmi 2) a dvojica kódujúca nový obsah Registra i sa pripojí na koniec pásky; symbol ⊣ sa posunie vpravo. Na tretej páske je ulo›ená aktuálna hodnota po“cítadla inŽtrukcií P. Łtvrtá páska sa pou›íva na uchovanie “císla registra, ktorého obsah potrebuje TS poznat’.

Stavy stroja M sú rozdelené do m skupín, kde m je po“cet inŽtrukcií simulovaného RAM programu Π. Ka›dá skupina realizuje jednu inŽtrukciu. Potrebné obsahy registrov zistí M prejdením druhej pásky zl’ava doprava; posta“cia mu nanajvýŽ dve prejdenia (v prípade nepriameho adresovania). Zaka›dým, ked’ sa “cíta dvojica bin(i)⊥bin(r_i), porovná sa obsah Žtvrtej pásky s ret’azcom bin(i). Ak sú identické, tak ret’azec bin(r_i) sa prepíŽe na Žtvrtú pásku. VŽetky inŽtrukcie sa realizujú na piatej a Žiestej páske. Po zrealizovaní inŽtrukcie sa aktualizuje obsah druhej pásky vyŽŽie popísaným spôsobom a za“cína simulácia d’alŽej inŽtrukcie. Ak simulovanou inŽtrukciou je inŽtrukcia HALT, tak M zistí na druhej páske obsah akumulátoru a výsledok zapíŽe na siedmu (výstupnú) pásku.

Odhad “casovej zlo›itosti stroja M je zalo›ený na nasledovnom fakte.

Lema 3.15 Po t krokoch výpo“ctu RAM programu Π na vstupe I má obsah ka›dého registra dťl›ku nanajvýŽ t + l(I) + l(B),

kde B je najvä“cŽie “císlo explicitne uvedené v programe Π.

Dôkaz Indukciou vzhl’adom na t. Tvrdenie platí na za“ciatku výpo“ctu, pre t = 0. Predpokladajme, ›e je splnené aj po t − 1 krokoch. Uká›eme, ›e platí aj po tŰtom kroku.

RozlíŽime niekol’ko prípadov podl’a toho, aká inŽtrukcia sa v tŰtom kroku vykonáva. Pri skokovej inŽtrukcii a pri inŽtrukcii HALT sa nemení obsah ›iadneho registra. InŽtrukcie STORE a LOAD modi^kujú obsah jedného registra. AvŽak novou hodnotou sa stane “císlo, ktoré existovalo u› v predchádzajúcom kroku výpo“ctu a platí pre“n induk“cný predpoklad. Výsledkom inŽtrukcie READ je presun “císla zo vstupu do akumulátoru; vel’kost’ na“cítaného “císla zaru“cene nepresiahne l(I). Nakoniec zostáva uvá›it’ aritmetické operácie. Pri s“citovaní dvoch “císiel i a j boli tieto “císla ulo›ené v niektorom z registrov u› v predchádzajúcom kroku výpo“ctu (a platí pre ne induk“cný predpoklad), alebo sú explicitne uvedené v programe (a ich dťl›ka nepresiahne l(B)). Dťl›ka výsledku je nanajvýŽ jedna plus dťl›ka dlhŽieho z operadov i, j. Analogicky pre inŽtruckiu SUB. 2

Zostáva nám ukázat’, ›e na simuláciu jednej inŽtrukcie stroja RAM sta“cí Turingovmu stroju M O(f (n)^2) krokov, kde n je dťl›ka vstupu. Dekódovanie simulovanej inŽtrukcie si vy›aduje konŽtantný po“cet krokov. Nájdenie hodnoty registra si vy›aduje nanajvýŽ O(f (n)(f (n) + n)) krokov, preto›e na druhej páske je zapísaných O(f (n)) dvojíc; ka›dá dťl›ky nanajvýŽ O(f (n) + n) (vyplýva z uvedenej lemy). Samotná simulácia inŽtrukcie zahťr“na jednoduché aritmetické operácie na ret’azcoch dťl›ky O(f (n) + n), a teda si vy›aduje tie› O(f (n) + n) krokov. 2

Poznamenávame, ›e ak simulovaný RAM má logaritmickú “casovú zlo›itost’ f (n), tak f (n) ≥ n a zlo›itost’ Turingovho stroja M je O(f^3(n))^4. Ak by sme sadu inŽtrukcií stroja RAM rozŽírili o inŽtrukciu násobenia, tak tvrdenie uvedené v leme 3.15 by nebolo pravdivé. V takomto prípade by polynomiálna ekvivalencia platila len pre model RAM s logaritmickou cenou in- Žtrukcie.

3.3 Nedeterministické Turingove stroje

Posledný z prezentovaných modelov sa od doteraz uva›ovaných podstatne odliŽuje v tom, ›e ho nemo›no pova›ovat’ za realistický výpo“ctový model. Nedeterministické Turingove stroje neslú›ia na modelovanie ›iadneho reálneho výpo“ctového zariadenia; neskôr uvidíme, ›e sú nástrojom vhodným skôr na formulovanie istých problémov ne› na ich rieŽenie. Uká›eme, ›e síce je mo›né ich simulovat’ ka›dým z predchádzajúcich modelov, ovŽem za cenu exponenciálneho nárastu “casovej zlo›itosti. Otázka, “ci existuje efektívnejŽia simulácia, je základným problémom teórie zlo›itosti a neskôr ju presne sformulujeme ako P^?= NP problém.

4Nerovnost’ f (n) ≥ n platí za predpokladu, ›e stroj RAM pre“cíta vŽetky vstupné údaje. Podobná úvaha nás viedla k predpokladu, ›e “casová zlo›itost TS je aspo“n n.

Nedeterministický Turingov stroj je zovŽeobecnením deterministického stroja v tom, ›e nie je jednozna“cne ur“cený krok výpo“ctu; stroj si mô›e vybrat’ z niekol’kých mo›ností. Prechodová funkcia sa zmení na reláciu a zodpovedajúcim spôsobom sa zmení aj kritérium, na základe ktorého rozhodujeme, “ci vstup bol prijatý alebo zamietnutý.

De^nícia 3.16 (Nedeterministický Turingov stroj) k-páskový nedetrministický Turingov stroj (pre k ≥ 1) je 7-tica M = (Q, Σ, Γ, Λ, ⊔, δ, q_0). Pritom Q, Σ, Γ, Λ, ⊔ a q_0 majú ten istý význam ako v de^nícii deterministických strojov. δ je relácia,

δ ⊆ (Q × Γ^k) × [(Q ∪ {q_{accept}, q_{reject}, q_{stop}}) × ((Γ − {⊔}) × {−1, 1})^k].

Pojem kon^gurácie nedeterministického stroja je toto›ný s pojmom kon^gurácie deterministického stroja. Podobne pre reláciu krok výpo“ctu. Na rozdiel od deterministického TS, mô›e existovat’ niekol’ko rozdielnych výpo“ctov nedeterministického TS na danom vstupe. Podstatným spôsobom sa mení kritérium, na základe ktorého ur“cujeme, “ci stroj vstupné slovo akceptoval alebo zamietol. Preto›e pripúŽt’ame existenciu viacerých rôznych výpo“ctov na tom istom vstupeŮniektoré z nich mô›u byt’ akceptujúce, zatial’ “co iné zamietajúce resp. nekone“cnéŮ tak je potrebné ur“cit’ nové kritérium akceptovania.

De^nícia 3.17 (Spôsob akceptovania) Nech M je nedeterministický Turingov stroj so vstupnou abecedou Σ. Stroj M akceptuje jazyk L ⊆ Σ^∗ práve ak pre ka›dé slovo w ∈ L existuje akceptujúci výpo“cet M na w.

Neformálne, nedeterministický stroj akceptuje vstup vtedy, ak existuje postupnost’ výberov krokov, ktorá vedie k akceptujúcej kon^gurácii. Pritom sta“cí, aby existoval jediný akceptujúci výpo“cet, vŽetky ostatné mô›u byt’ zamietajúce. resp. nemusia byt’ kone“cné. Naopak, vstup je zamietnutý, ak ›iadna postupnost’ výberu krokov nevedie k akceptujúcej kon^gurácii.

Zlo›itostné miery “Casová zlo›itost’ nedeterministického stroja je funkcia ohrani“cujúca zhora dťl›ku ka›dého výpo“ctu (tj. nielen akceptujúceho výpo“ctu).

De^nícia 3.18 ( “Casová zlo›itost’ výpo“ctu) “Casová zlo›itost’ nedeterministického Turingovho stroja M na vstupe w je funkcia t_M : N → N ∪ {∞} de^novaná predpisom

T_M(n)^{def}= max { t_M(w) | w ∈ Σ^n } ,

kde t_M(w) je dťl›ka najdlhŽieho výpo“ctu stroja M na vstupe w.

De^nícia priestorovej zlo›itosti nedeterministického TS je zhodná s de^níciou priestorovej zlo›itosti deterministického TS. To znamená, ›e priestorová zlo›itost’ je funkcia ohrani“cujúca maximálny po“cet polí“cok pou›itý v l’ubovol’nom výpo“cte nedeterministického stroja (vrátane nekone“cného). Analogicky ako v prípade deterministických strojov, de^nujeme priestorovú zlo›itost’ aj pre zariadenia so vstupnou páskou resp. so vstupnou a výstupnou páskou.

Mno›inu jazykov akceptovaných nedeterministickými Turingovymi strojmi v “case (v priestore) f (n) ozna“cujeme NTIME(f (n)) (NSPACE(f (n))).

Vzt’ah determinizmu a nedeterminizmu

V tejto “casti nás bude zaujímat’, aký je vzt’ah medzi triedou jazykov rozhodovaných deterministickými a nedeterministickými Turingovymi strojmi. Uká›eme, ›e obe zariadenia sú rovnako silné, tj. ›e rozhodujú tú istú triedu jazykov.

Veta 3.19 (Vzt’ah deterministických a nedeterministických TS) Nech jazyk L je akceptovaný jednopáskovým nedeterministickým Turingovym strojom N s “casovou zlo›itost’ou f (n). Potom L je rozhodovaný deterministickým strojom D s “casovou zlo›itost’ou 2^{O(f (n))}.

Dôkaz Nech N je nedeterministický TS so vstupnou abecedou Σ, mno›inou stavov Q a prechodovou reláciou δ. Pre ka›dú dvojicu (q, a) ∈ Q×Σ uva›ujme mno›inu C_{q,a} = { (q^′, a^′, D) | | ((q, a), (q′, a′, D)) ∈ δ }. C_{q,a} je kone“cná mno›ina, popisujúca vŽetky mo›né kroky, ktoré mô›e jednopáskový stroj N urobit’ z kon^gurácie, v ktorej snímaný symbol je a a stav je q. Nech d = max_{q,a} |C_{q,a}|. “Císlo d je hornou hranicou pre po“cet mo›ných vetvení; niekedy sa nazýva aj stupe“n nedeterminizmu stroja N . Predpokladáme d > 1 (prípad d = 1 je triviálny; jedná sa o deterministický stroj).

Hlavná myŽlienka, na ktorej je zalo›ená simulácia stroja N je takáto: Ka›dý výpo“cet stroja N na ^xnom slove w mo›no charakterizovat’ postupnost’ou nedeterministických výberov krokov. Postupnost’ t nedeterministických výberov mo›no prezentovat’ ako postupnost’ t “císel z intervalu 0,1, . . . ,d − 1. Simulujúci stroj D uva›uje vŽetky takéto postupnosti výberov v rastúcom usporiadaní a simuluje stroj N pre ka›dú z nich. Upozor“nujeme, ›e stroj D nemô›e simulovat’ len výpo“cty dťl›ky f (|w|), a to preto, ›e D nepozná “casovú zlo›itost’ stroja N (t.j. funkciu f ).

Predpokladajme, ›e stroj D chce simulovat’ výpo“cet dťl›ky t stroja N , charakterizovaný postupnost’ou nedeterministických výberov (c_1, c_2, . . . , c_t). Túto postupnost’ má D zapísanú na svojej druhej páske. Na samotnú simuláciu pou›íva D tretiu pásku. Ked’ simuluje i-ty krok výpo“ctu stroja N , vyberá si z mo›ných krokov práve ten, ktorý je popísaný “císlom c_i. Ak simulovaný výpo“cet stroja N sa zastaví v akceptujúcej kon^gurácii, tak výpo“cet stroja D sa tie› zastaví v akceptujúcej kon^gurácii. Inak D pokra“cuje v simulácii pre nasledujúcu (v rastúcom usporiadaní) postupnost’ nedeterministických výberov. Nasledujúcu postupnost’ ur“cí jednoduchoŮsta“cí “císlo zapísané na druhej páske zvä“cŽit’ o 1 (v d-árnej sústave).

Ako stroj D rozpozná, ›e vstupné slovo má byt’ zamietnuté, ak nepozná funkciu ohrani“cujúcu “casovú zlo›itost’ stroja N ? Ak D simuluje vŽetky výpo“cty zodpovedajúce postupnostiam nedeterministických výberov ur“citej dťl›ky t a ka›dý z nich je u› ukon“cený (t.j. skon“cil v kon^- gurácii so stavom q_{reject}alebo q_{stop}), tak D mô›e ukon“cit’ simuláciu v zamietajúcej kon^gurácii.

“Casovú zlo›itost’ navrhnutej simulácie mo›no zhora ohrani“cit’ “císlom ∑^{f (n)}_{t=1} dt (tj. po“cet rôznych mo›ných postupností nedeterministických výberov) krát po“cet krokov potrebných na vygenerovanie jednej postupnosti plus odsimulovanie výpo“ctu zodpovedajúceho tejto postupnosti. Druhý faktor iste neprevyŽuje O(f (n)). Celkove zlo›itost’ simulácie mo›no vyjadrit’ ako 2^{O(f (n))}. 2

KonŽtrukcia navrhnutá v dôkaze predchádzajúcej vety sa dá rozŽírit’ aj pre viacpáskové nedeterministické Turingove stroje. Bezprostredným dôsledkom vety 3.19 je inklúzia

NTIME(f (n)) ⊆ DTIME(2^{f (n)}).

Prezentovaná simulácia ukazuje, ›e výpo“ctová sila oboch zariadení je rovnaká (inými slovami deterministické a nedeterministické Turingove stroje akceptujú tú istú triedu jazykov). AvŽak výpo“cty na nedeterministických strojoch mô›u byt’ podstatne (t.j. a› exponenciálne) efektívnejŽie v porovnaní s deterministickými výpo“ctami.

3.4 Churchova téza

V predchádzajúcich kapitolách sme uviedli niekol’ko príkladov výpo“ctových modelov. Ukázali sme, ›e napriek ich vel’kej rozmanitosti je mo›ná ich vzájomná simulácia a teda, ›e vŽetky rieŽia tú istú triedu problémov. VŽetky uvedené fakty nazna“cujú, ›e Turingove stroje, aj ked’ majú vel’mi jednoduchú dátovú Žtruktúru a inŽtruk“cnú mno›inu, sú vel’mi silné. Otázkou zostáva, “ci naozaj doká›u realizovat’ l’ubovol’ný algoritmus.

Tvrdíme, ›e odpoved’ na túto otázku je kladná. Po prvý krát tento názor vyjadril A.M. Turing, ktorý poukázal na to, ›e ním navrhnutá formalizácia skuto“cne dobre vystihuje intuitívny pojem algoritmu. Jeho tézu by sme mohli vyjadrit’ takto:

Ka›dý Turingov stroj, ktorého ka›dý výpo“cej je kone“cný, reprezentuje nejaký algoritmus a obrátene, ka›dý algoritmicky rieŽitel’ný problém sa dá rieŽit’ vhodným Turingovym strojom.

Uvedená hypotéza nie je matematickou vetou, preto›e hovorí o algoritmoch v nie presne de^- novanom matematickom zmysle. Preto ani nie je mo›né ju dokázat’; je mo›né len overovat’ jej vierohodnost’. Argumenty, ktoré sved“cia v jej prospech sú vŽak natol’ko presved“civé, ›e je bez výhrady prijímaná. Argumenty podporujúce Turingovu tézu vychádzajú z toho, ›e Turingove stroje nevybo“cujú z triedy postupov, vŽeobecne uznávaných za algoritmické. Naopak, ka›dé doteraz navrhnuté výpo“ctové zariadenie sa dá simulovat’ Turingovym strojom, t.j téza nebola vyvrátená napriek tomu, ›e bola formulovaná pred viac ako 60Űtimi rokmi.

Výpo“ctový model, ktorý navrhol A.M.Turing (v roku 1936) samozrejme nebol jediným pokusom o formalizáciu pojmu algoritmus. Okrem tých, ktoré sme u› prezentovali, spome“nme aspo“n práce E.Posta, S.C.Kleeneho, A.Churcha, A.Markova. L.Minského. Skuto“cnost’, ›e vŽetky tieto formalizácie sa ukázali byt’ navzájom ekvivalentnými, je d’al’Žím faktom, ktorý podporuje uvedenú hypotézu, známu aj pod názvom Churchova téza. Jedným z jej hlavných dôsledkov (ak ju prijmeme) je, ›e ak hovoríme o rozhodnutel’ných (t.j. algoritmicky rieŽitel’ných) problémoch, mô›eme tak hovorit’ bez toho, aby sme upres“novali, vzhl’adom k akému modelu sú rozhodnutel’né.

Neskôr, s rozvojom výpo“ctovej techniky a s tým , ako sa stávali stále dôle›itejŽími zlo›itostné charakteristiky algoritmov, vyvstala otázka zlo›itosti výpo“ctov na rôznych modeloch. To viedlo k formulovaniu tzv. kvantitatívnej (alebo tie› polynomiálnej) Churchovej tézy^5. Podl’a nej nielen›e vŽetky ŤrozumnéŞ výpo“ctové modely sú ekvivalentné, ale navyŽe mô›u byt’ navzájom simulované v polynomiálnom “case^6.

Výpo“ctové modely spťl“najúce sekven“cnú výpo“ctovú tézu tvoria tzv. prvú po“cíta“covú triedu. Patria sem, okrem iných, vŽetky uva›ované varianty deterministických Turingovych strojov ako aj stroje RAM s logaritmickou cenou inŽtrukcie. Príkladom modelu, ktorý nepatrí do prvej po“cíta“covej triedy, je stroj RAM s inŽtrukciou násobenia a s jednotkovou cenou inŽtrukcie. Hlavným dôsledkom polynomiálnej Churchovej tézy je, ›e, pokial’ pracujeme s modelmi z prvej po“cíta“covej triedy, mô›eme hovorit’ o problémoch rieŽitel’ných v polynomiálnom “case bez toho, aby sme Žpeci^kovali na ktorom modele je výpo“cet realizovaný.

5pou›íva sa tie› názov sekven“cná výpo“ctová téza 6PresnejŽie, stroj B simuluje stroj A v polynomiálnom “case, ak existuje konŽtanta k taká, ›e pre ka›dé celé “císlo t ¿ 1 a ka›dý vstup, t krokov výpo“ctu stroja A je mo›né simulovat’ nanajvýŽ t^k krokmi stroja B.

Kapitola 4

Zlo›itost’ a zlo›itostné triedy

Ka›dá zlo›itostná trieda je charakterizovaná niekol’kými parametrami. Prvým z nich je zvolený model výpo“ctu: pre nás sú to Turingove stroje. Druhým parametrom je výpo“ctový zdroj, na ktorý kladieme ohrani“cenia: najdôle›itejŽie (aj ked’ samozrejme nie jediné) charakteristiky náro“cnosti výpo“ctov, na ktoré sa v d’al’Žom sústredíme, sú “cas a priestor. “DalŽím parametrom charakterizujúcim zlo›itostnú triedu je konkrétny mód: v naŽom prípade to, “ci uva›ujeme deterministické alebo nedeterministické výpo“cty (opät’ neskôr uvidíme, ›e to nie sú jediné mo›nosti). Nakoniec musíme samozrejme Žpeci^kovat’ hranicu (funkciu f z N do N) ohrani“cujúcu zvolený výpo“ctový zdroj. Zlo›itostná trieda je mno›ina vŽetkých jazykov rozhodovaných Turingovymi strojmi v zvolenom móde a takých, ›e pre ka›dý vstup w zvolená zlo›itostná charakteristika výpo“ctu nepresiahne f (|w|).

4.1 Základné charakteristiky

Ciel’om tejto “casti je zistit’, aká je súvislost’ medzi “casovou a priestorovou zlo›itost’ou Turingovho stroja a medzi po“ctom jeho pások, po“ctom stavov a vel’kost’ou abecedy. Veta 4.1 hovorí, ›e, do istej miery, nie je podstatné, kol’kopáskový Turingov stroj uva›ujeme. Tým, ›e povolíme vä“cŽí po“cet pások, dosiahneme nanajvýŽ kvadratické zní›enie “casovej zlo›itosti. Veta 4.5 ukazuje, ›e v prípade priestorovej zlo›itosti dokonca zní›enie po“ctu pások Turingovho stroja vôbec neovplyvní jeho priestorovú zlo›itost’. Vety 4.3 a 4.4 zase ukazujú, ›e zvýŽením po“ctu stavov a symbolov abecedy mo›no dosiahnut’ redukciu zlo›itosti o konŽtantný faktor.

4.1.1 “Casová zlo›itost’

Veta 4.1 (Redukcia po“ctu pások) K l’ubovol’nému k-páskovému Turingovmu stroju M akceptujúcemu jazyk L s “casovou zlo›itost’ou f (n) vieme skonŽtruovat’ jednopáskový Turingov stroj M^′ s “casovou zlo›itost’ou O(f (n)^2) a akceptujúci ten istý jazyk L.

Dôkaz Predpokladajme, ›e M = (Q, Σ, Γ, Λ, ⊔, δ, q_0) je k-páskový deterministický Turingov stroj, k ≥ 2 (pre k = 1 je tvrdenie triviálne). SkonŽtruujeme s ním ekvivalentný stroj M^′ = (Q^′, Σ^′, Γ^′, Λ^′, ⊔, δ^′, q^′_0) s jednou páskou, na ktorej budeme simulovat’ k pások stroja M. Jeden zo spôsobov, ktorým sa to dá zrealizovat’, je zapísat’ na pásku stroja M’ zret’azenie obsahu pások stroja M. Okrem toho stroj M’ musí vediet’, aké by boli pozície jednotlivých hláv stroja M. Túto informáciu si stroj mô›e zapamätat’ napríklad tak, ›e symboly, ktoré by snímaly hlavy stroja M, Ťpod“ciarkneŞ. PresnejŽie, namiesto symbolu a ∈ Γ zapíŽe na prísluŽné polí“cko symbol a (predpokladáme a ∉ Γ). Samozrejme, simulácia jedného kroku výpo“ctu stroja M si bude vy›adovat’ niekol’ko krokov vpo“ctu stroja M’.

Prvá fáza simulácie výpo“ctu stroja M strojom M^′ spo“cíva v úprave pásky do po›adovaného tvaru. PresnejŽie, M^′ pripojí ku svojmu vstupu ret’azec Δ(ΛΔ)^{k−1}. Predpokladáme, ›e symbol Δ nepatrí do pracovnej abecedy stroja M a pou›ívame ho ako oddel’ova“c obsahu jednotlivých pások stroja M.

V druhej fáze simuluje M^′ výpo“cet stroja M krok po kroku. Aby M^′ odsimuloval jeden krok, musí dva krát pre“cítat’ svoju pásku zl’ava doprava a spät’. Pri prvom prejdení pásky zhroma›dí informácie o symboloch, ktoré by “cítali jednotlivé hlavy stroja M: sú to práve pod- “ciarknuté symboly. Aby si M^′ mohol zapamätat’ vŽetky potrebné informácie, musí mat’ nové stavy, z ktorých ka›dý zodpovedá práve jednej kombinácii stavu stroja M a k-tici symbolov z abecedy stroja M. Po prvom prejdení svojej pásky teda M^′ presne vie, ako musí upravit’ obsah svojej pásky, aby zodpovedal novej kon^gurácii stroja M. Preto znovu prejde svoju pásku zl’ava doprava a ka›dý pod“ciarknutý symbol, prípadne s ním susediaci symbol patri“cne upraví. Łpeciálne treba rieŽit’ situáciu, ked’ niektorá z hláv stroja M zapisovala symbol na dovtedy prázdne polí“cko. Tomu zodpovedá situácia na páske stroja M^′, ked’ je pod“ciarknutý niektorý zo symbolov Δ. Stroj M^′ posunie celý zvyŽok ret’azca o jedno polí“cko vpravo a na takto uvol’nené polí“cko zapíŽe nový symbol. Simulácia pokra“cuje, kým sa výpo“cet stroja M nezastaví. Stroj M^′ upraví svoju pásku tak, aby na nej ostal len ret’azec zapísaný na poslednej páske stroja M.

Pod’me vyhodnodit’ “casovú náro“cnost’ práve navrhnutej simulácie. Ked’›e dťl›ka výpo“ctu stroja M na vstupe w dťl›ky n je nanajvýŽ f (n), nemô›e na ›iadnej páske stroja M byt’ zapísaný ret’azec dlhŽí ne› f (n). Tak›e ani stroj M’ nebude mat’ na svojej páske nikdy zapísaný ret’azec dlhŽí ne› k(f (n) + 1). Simulácia jedného kroku výpo“ctu stroja M si preto vy›iada 4k(f (n) + 1) (dva prechody pásky tam a spät’) plus nanajvýŽ k(2k(f (n) + 1)) krokov (vytvorenie prázdneho polí“cka). Spolu s úvodnou “cast’ou simulácie teda celkový po“cet krokov stroja M^′ neprevýŽi O(k^2f (| w |)^2). Preto›e k^′ je konŽtanta nezávislá od dťl›ky vstupu, je “casová zlo›itost’ stroja M^′ práve O(f (n)^2). 2

Uvedená konŽtrukcia ukazuje, ›e redukcia po“ctu pások Turingovho stroja na jednu ovplyvní jeho “casovú zlo›itost’ nanajvýŽ o kvadratický faktor. V prípade, ›e viacpáskový stroj simulujeme strojom s dvoma páskami, je mo›né navrhnút’ efektívnejŽiu simuláciu.

Fakt 4.2 K l’ubovol’nému k-páskovému Turingovmu stroju M akceptujúcemu jazyk L s “casovou zlo›itost’ou f (n) vieme skonŽtruovat’ dvojpáskový Turingov stroj M^′ akceptujúci ten istý jazyk L s “casovou zlo›itost’ou O(f (n) log f (n)).

“Dal’Žou zaujímavou otázkou je, “ci k l’ubovol’nému Turingovmu stroju sa dá skonŽtruovat’ stroj, ktorý akceptuje ten istý jazyk, ale pritom je rýchlejŽí. Nasledujúca veta ukazuje, ›e v›dy sa dá skonŽtruovat’ stroj, ktorý je rýchlejŽí o konŽtantný faktor.

Veta 4.3 (Veta o urýchlení) Nech L ∈ DTIME(f (n)). Potom pre l’ubovol’né ε > 0 platí, ›e L ∈ DTIME(f^′(n)) pre f^′(n) = εf (n) + n.

Dôkaz Nech M = (Q, Σ, Γ, Λ, ⊔, δ, q_0) je k-páskový deterministický Turingov stroj, ktorý rozhoduje jazyk L a ktorého “casová zlo›itost’ je f (n). SkonŽtruujeme (k + 1)Űpáskový stroj

M^′ = (Q^′, Σ^′, Γ^′, Λ^′, ⊔, δ^′, q^′_0) s “casovou zlo›itost’ou f^′(n), ktorý simuluje stroj M. Trik, ktorý

nám umo›ní Ťurýchlit’Ş výpo“cet stroja M spo“cíva v tomto: ka›dý symbol stroja M^′ kóduje niekol’ko symbolov stroja M. Dôsledkom je, ›e M^′ mô›e naraz simulovat’ niekol’ko krokov výpo“ctu stroja M.

PopíŽeme simuláciu podrobnejŽie. Nech m je “císlo závisiace len od M a od ε. Abeceda stroja

M^′ bude obsahovat’, okrem symbolov pracovnej abcedy stroja M aj vŽetky m-tice symbolov

stroja M, tj. Γ^′ = Γ ∪ Γ^m . Na za“ciatku simulácie posúva M^′ prvú hlavu doprava a “cíta vstup w. Ked’ pre“cítal m symbolov zo vstupu, povedzme a_1 . . . a_m, tak na svoju druhú pásku zapíŽe jediný symbol (a_1, . . . , a_m) ∈ Σ^m. V prípade, ›e M^′ do“cítal vstupný ret’azec a ostala mu nedokon“cená m-tica, doplní ju sprava na m symbolov pridaním potrebného po“ctu symbolov ⊔. Po pre“cíataní celého vstupu je teda na druhej páske zapísaný ŤzhustenýŞ vstup, jeho dťl›ka je

⌈^{|w|}_m ⌉. Obsahy ostatných pások sú nezmenené. Od tohoto okamihu bude stroj M^′ narábat’ s

druhou páskou ako s páskou obsahujúcou vstup; prvú pásku u› nebude pou›ívat’.

M^′ je pripravený za“cat’ vlastnú simuláciu výpo“ctu stroja M. V›dy simuluje m krokov stroja

M v jednom cykle, pozostávajúcom zo Žiestich krokov. Na za“ciatku ka›dého cyklu je stav stroja M^′ (k + 1)-tica (q, j_1, . . . , j_k). Pritom q je stav stroja M v prvom z m simulovaných krokov a j_i ≤ m je presná pozícia hlavy stroja M na i-tej páske v rámci snímanej m-tice. PresnejŽie: ak v niektorom okamihu simulácie bude i-ta hlava stroja M snímat’ l-te polí“cko vpravo od Λ, tak i + 1-vá hlava stroja M^′ bude snímat’ ⌈^l_m ⌉-te polí“cko vpravo od Λ a hodnota j_i bude (l mod m).

Na za“ciatku cyklu stroj M^′ posunie vŽetky svoje hlavy o jedno polí“cko vl’avo, potom dva krát o jedno polí“cko vpravo a nakoniec o jedno polí“cko vl’avo. Teraz si M^′ v stave pamätá vŽetky symboly, “cítané jednotlivými hlavami stroja M spolu so symbolmi, ktoré sú zapísané vedl’a nich. Dôle›ité je si uvedomit’, ›e na základe tejto informácie vie M^′ presne predvídat’ najbli›Žích m krokov stroja M. Dôvodom je, ›e v priebehu m krokov sa ›iadna hlava stroja M neposunie o viac ako m polí“cok vpravo alebo vl’avo. Obsah týchto polí“cok je zapísaný na polí“ckach, ktoré práve “cítajú hlavy stroja M^′ a na polí“ckach s nimi bezprostredne susediacimi. Preto M^′ vie, ako má zmenit’ obsahy svojich pások tak, aby zodpovedali kon^gurácii, ktorú dosiahne M po m simulovaných krokoch. Stroju M^′ na to sta“cia dva kroky: sta“cí zmenit’ obsah snímaného polí“cka a nanajvýŽ jedného zo susedných polí“cok (nikdy nie oboch naraz). Celkove na simuláciu m krokov stroja M sta“cilo stroju M^′ nanajvýŽ 6 krokov.

Simulácia skon“cí, ak sa zastaví výpo“cet stroja M. Analyzujme “casovú zlo›itost’ výpo“ctu stroja M^′ na vstupe w. Prípravná fáza zahťr“na |w| + 1 + ⌈^{|w|}_m ⌉ krokov (hlavu na druhej páske musíme posunút’ na dol’ava a› na l’avú koncovú zna“cku). Po“cet simula“cných cyklov je ⌈^{f (|w|)}_m ⌉. “Casová zlo›itost’ stroja M′ je preto f ′(n) = n + 1 + ⌈^n_m ⌉ + 6⌈^{f (n)}_m ⌉. Preto sta“cí zvolit’ konŽtantu m tak, aby f^′(n) ≤ εf (n) + n. 2

Upozor“nujeme, ›e ŤurýchlenieŞ výpo“ctov bolo dosiahnuté na úkor nárastu po“ctu stavov a vel’kosti abecedy. Ak by sme ^xovali abecedu Turingovho stroja, tak podobný efekt by nebol mo›ný. Tak›e skuto“cnost’, ›e pri uva›ovaní “casovej zlo›itosti nie je rozdiel medzi ohrani“cením f (n) a c · f (n) je skôr vlastnot’ uva›ovaného výpo“ctového modelu, ne› vlastnost’ algoritmov.

Veta o urýchlení sa dá, úplne analogickým postupom, dokázat’ aj pre nederministické TS. Ako dôsledok dostávame, ›e pre l’ubovol’né c > 0 platia rovnosti

DTIME(f (n)) = DTIME(cf (n) + n)

NTIME(f (n)) = NTIME(cf (n) + n).

Význam práve dokázanej vety je v tom, ›e nám dovol’uje pou›ívat’ pri Žpeci^kácii “casových zlo›itostných tried O notáciu. Napríiklad, ak “casová zlo›itost’ TS je plynóm stup“na k, tak veta 4.3 zaru“cuje existenciu ekvivalentného stroja s “casovou zlo›itost’ou n^k. Teda ak nejaký jazyk je rozhodovaný v polynomiálnom “case, tak patrí do triedy DTIME(n^k) pre nejaké prirodzené “císlo k. Zjednotením vŽetkých tried DTIME(n^k) pre k > 0 dostaneme triedu vŽetkých jazykov rozhodovaných v polynomiálnom “case. Podobne pre ostatné typy funkcií.Pre naj“castejŽie uva›ované zlo›itostné triedy de^nujeme ozna“cenie: P = ⋃ k>0 DTIME(n^k) NP = ⋃ k>0 NTIME(n^k) ETIME = ⋃ k>0 DTIME(2^{kn}) NETIME = ⋃ k>0 NTIME(2^{kn}) EXPTIME = ⋃ k>0 DTIME(2^{nk} ) NEXPTIME = ⋃ k>0 NTIME(2^{nk} )

4.1.2 Priestorová zlo›itost’

Takisto ako v prípade “casovej zlo›itosti, aj pre priestor si mô›eme klást’ otázku, “ci sa k l’ubobol’nému stroju dá skonŽtruovat’ ekvivalentný stroj s menŽou priestorovou zlo›itost’ou. Odpoved’ na túto otázku dáva Veta 4.4.

Veta 4.4 (Veta o kompresii priestoru) Nech L ∈ DSPACE(f (n)). Potom pre l’ubovol’né ε > 0, L ∈ DSPACE(εf (n)).

Dôkaz Nech M je TS so vstupnou páskou a s priestorovou zlo›itost’ou f (n). KonŽtrukcia f^′(n)Űpriestorovo ohrani“ceného stroja M’, simulujúceho stroj M, je zalo›ená na podobnom triku, ako sme pou›ili pri konŽtrukcii ŤrýchlejŽiehoŞ stroja: ka›dý symbol stroja M’ kóduje niekol’ko symbolov stroja M. Technická realizácia je zhodná s postupom pou›itým v dôkaze vety 4.3. 2

Veta o kompresii priestoru sa dá rozŽírit’ aj pre nederministické TS.

Ako dôsledok viet 4.1 a 4.4 dostávame nasledovné tvrdenie, ktoré ukazuje, ›e zmena po“ctu pások Turingovho stroja neovplyvní jeho priestorovú zlo›itost’.

Veta 4.5 K l’ubovol’nému kŰpáskovému Turingovmu stroju M so vstupnou a výstupnou páskou akceptujúcemu jazyk L s priestorovou zlo›itost’ou f (n), vieme skonŽtruovat’ Turingov stroj M^′ s jednou pracovnou páskou, akceptujúci ten istý jazyk L a s tou istou priestorovou zlo›itost’ou.

Posledné dve uvedené vety opodstat“nujú zavedenie O notácie aj pri Žpeci^kácii priestorových zlo›itostných tried. Pou›ívame analogické ozna“cenie ako pre “casové triedy:

DLOG = DSPACE(log n) NLOG = NSPACE(log n) PSPACE = ⋃ k>0 DSPACE(n^k) NPSPACE = ⋃ k>0 NSPACE(n^k)

4.2 Hierarchie zlo›itostných tried

V predchádzajúcej “casti sme Žpeci^kovali pojem zlo›itostnej triedy. “DalŽím predmetom náŽho skúmania budú samotné zlo›itostné triedy a vzt’ahy medzi nimi. Sústredíme sa na nasledovné dve otázky. Prvá z nich sa týka mo›nosti ohrani“cit’ zhora “casovú resp. priestorovú zlo›itost’ vŽetkých rekurzívnych jazykov. Inými slovami, pýtame sa, “ci existuje taká funkcia f , ›e ka›dý rekurzívny jazyk patrí do triedy DTIME(f (n)) resp. DSPACE(f (n)). Uká›eme, ›e odpoved’ na túto otázku je negatívna. S “nou prirodzene súvisí druhá otázka a to, o kol’ko musíme zvä“cŽit’ výpo“ctový zdroj uva›ovaného zariadenia, aby zariadenie rozpoznávalo vä“cŽiu triedu jazykov? Vety o urýchlení a o kompresii priestoru (vety 4.3 a 4.4) ukazujú, ›e nárast zlo›itosti o konŽtantný faktor nezmení zodpovedajúcu zlo›itostnú triedu. Výsledky prezentované v kapitolách 4.2.1 a 4.2.2 presne ukazujú, o kol’ko musíme zvýŽit’ priestorovú resp. “casovú zlo›itost’ Turingovych strojov, aby dokázali po“cítat’ komplikovanejŽie úlohy.

Skôr ne› budeme prezentovat’ výsledky o hierarchiách, musíme vyrieŽit’ niektoré (technické) problémy týkajúce sa zlo›itosti TS a zlo›itostných funkcií.

Aké funkcie mô›eme uva›ovat’ ako zlo›itostné miery? V princípe ka›dá funkcia de^novaná na mno›ine prirodzených “císel mô›e byt’ pou›itá na de^novanie zlo›itostnej triedy. Takýto vŽeobecný prístup dovol’uje, aby sme ako zlo›itostné hranice uva›ovali aj vel’mi komplikované funkcie, ktoré samotné nemô›u byt’ vypo“cítané v hraniciach, ktoré Žpeci^kujú. Pou›itie takýchto funkcií vedie k neo“cakávaným a zavádzajúcim výsledkom. Preto de^nujeme pojem konŽtruovatel’nej funkcie. V d’al’Žom texte budeme pod zlo›itostnou funkciou v›dy rozumiet’ konŽtruovatel’nú funkciuŮs výnimkou vety 4.16, kde budeme ilustrovat’ vlastnosti zlo›itostných tried Žpeci^kovaných funkciami, ktoré nie sú konŽtruovatel’né.

De^nícia 4.6 (KonŽtruovatel’ná funkcia) Nech f je funkcia, f : N → N. Funkciu f nazveme konŽtruovatel’nou práve ak existuje k-páskový deterministický Turingov stroj M_f so vstupnou a výstupnou páskou taký, ›e pre ka›dý vstup x dťl›ky n, je M_f (x) = $^{f (n)}, “casová zlo›itost’ stroja M_f je O(n + f (n)) a priestorová zlo›itost’ stroja M_f je O(f (n)).

Príklad 4.7 Nasledujúce funkcie sú konŽtruovatel’né: f (n) = c (c je ^xovaná konŽtanta), f (n) = n, f (n) = ⌈log n⌉. L’ahko nahliadneme, ›e ak f a g sú konŽtruovatel’né funkcie, tak aj f + g, f · g a 2^g sú konŽtruovatel’né (Turingov stroj najprv vypo“cíta funkcie f a g a potom výslednú funkciu). Z toho napríklad vyplýva, ›e aj funkcie log n^2, n log n, n^5 + (log n)^3, n!,^√n sú konŽtruovatel’né. Podotýkame, ›e pod ka›dou z uvedených funkcií f (n) rozumieme v skuto“cnosti funkciu ⌈f (n)⌉ (pozri kap. 1).

KonŽtruovatel’né funkcie umo›“nujú konŽtrukciu takých strojov, pre ktoré “casová zlo›itost’ vŽetkých výpo“ctov na vstupoch rovnakej dťl›ky je toto›ná. Tieto tzv. presné TS nie sú dôle›ité samy o sebe, sú skôr technickým prostriedkom, ktorý vyu›ijeme neskôr pri rozŽirovaní TS napr. o paralelizmu a náhodnost’.

Formálne, (deterministický alebo nedeterministcký) Turingov stroj M nazývame presný, ak existuje funkcia f taká, ›e ka›dý výpo“cet stroja M na vstupe w sa zastaví presne po f (|w|) krokoch.

Lema 4.8 (Existencia presného TS) Nech (deterministický alebo nedeterministický) Turingov stroj M rozhoduje jazyk L a jeho “casová zlo›itost’ je f (n), kde f (n) je konŽtruovatel’ná funkcia. Potom existuje presný Turingov stroj M^′ rozhodujúci ten istý jazyk v “case O(f (n)).

Dôkaz V obidvoch prípadoch (determinizmus, nedeterminizmus) za“cína M^′ svoj výpo“cet na vstupe w výpo“ctom hodnoty f (|w|) a to tak, ›e simuluje stroj M_f po“cítajúci f . V d’al’Žom výpo- “cte M^′ pou›íva vypo“cítanú hodnotu f (|w|) ako po“cítadlo. M^′ simuluje výpo“cet M, pri“com za ka›dý krok stroja M posunie hlavu na po“cítadle o jedno polí“cko doprava. M^′ ukon“cí simuláciu výpo“ctu stroja M práve vtedy, ked’ hlava “cítajúca po“cítadlo prvý krát narazí na prázdny symbol. Ak simulovaný výpo“cet skon“cil po menej ako f (|w|) krokoch, tak M’ pokra“cuje d’alej vo výpo“cte, pri“com nemení obsah svojich pások s výnimkou po“cítadla, ktorého hodnotu zni- ›uje. Ak M je nedeterministický, tak vŽetky mo›né výpo“cty stroja M^′ budú rovnako “casovo náro“cné, preto›e táto náro“cnost’ závisí len od hodnoty, ktorú M^′ deterministicky vypo“cíta v prvej fáze simulácie. “Casová zlo›itost’ stroja M^′ je zlo›itost’ výpo“ctu f (n) plus zlo›itost’ simulácie a teda nepresiahne O(f (n)). 2

Zavedenie pojmu konŽtruovatel’ná funkcia má eŽte d’al’Ží zaujímavý dôsledok. Umo›ní nám toti› predpokladat’, ›e ka›dý výpo“cet priestorovo ohrani“ceného Turingovho stroja je kone“cný. Pripomíname, ›e podl’a de^nície priestorovej zlo›itosti mô›e aj nekone“cný výpo“cet mat’ kone“cnú priestorovú zlo›itost’.

Lema 4.9 Nech M je (ne)deterministický Turingov stroj s priestorovou zlo›itost’ou f , kde f je konŽtruovatel’ná a f (n) ≥ log n. Potom existuje f (n)Űpriestorovo ohrani“cený (ne)deterministický Turingov stroj M^′ rozhodujúci ten istý jazyk a ktorého ka›dý výpo“cet na ka›dom vstupe je kone“cný.

Dôkaz Nech M = (Q, Σ, ΓΛ, ⊔, δ, q_0) je kŰpáskový Turingov stroj so vstupnou páskou a s priestorovou zlo›itost’ou f (n). V ka›dom výpo“cte na vstupe dťl›ky n je po“cet neprázdnych polí“ciek na ka›dej pracovnej páske stroja M nanajvýŽ f (n). Preto aj po“cet rôznych kon^gurácii, ktorými mô›e stroj prechádzat’ vo výpo“ctoch na vstupoch dťl›ky n, je kone“cný a ohrani“cený hodnotou p(n) = |Q| · (n + 2) · ·f (n)^{k−1} · (|Γ|^{f (n)})^{k−1} (v poradí: po“cet rôznych stavov, mo›né pozície hlavy na vstupnej páske a na pracovných páskach, po“cet rôznych obsahov pracovných pások). Navrhneme stroj M^′ s po›adovanými vlastnost’ami. Na vstupe w dťl›ky n stroj M^′ najprv simuluje výpo“cet stroja M_f , ktorý po“cíta funkciu f . Ak M^′ pozná hodnotu f (|w|) a konŽtanty |Q| a |Γ|, tak vie vypo“cítat’ hodnotu p(n) + 1. “Císlo p(n) + 1 si zapíŽe M^′ binárne na jednu zo svojich pások; v d’al’Žom ju bude pou›ívat’ ako po“cítadlo. Dťl›ka binárneho zápisu nepresiahne ⌈log(p(n) + 1)⌉. M^′ pokra“cuje vo výpo“cte deterministickou (nedeterministickou) simuláciou výpo“ctu stroja M na vstupe w, pri“com za ka›dý krok zní›i hodnotu po“cítadla o 1. Ak sa výpo“cet stroja M zastaví, tak aj M^′ ukon“cí svoj výpo“cet a M(w) = M^′(w). Ak M^′ zní›il obsah po“cítadla na 0, tak ukon“cí svoj výpo“cet a vstup neakceptuje. Vyprázdnenie po“cítadla toti›to indikuje, ›e v simulovanom výpo“cte stroja M sa objavili dve rovnaké kon^gurácie. Ak M je deterministický, tak simulovaný výpo“cet je nekone“cný (úsek výpo“ctu medzi rovnakými kon^guráciami sa bude stále opakovat’) a preto M^′ mô›e vstup zamietnut’. V prípade, ›e M je nedeterministický, mô›e simulovaný výpo“cet stroja M skon“cit’ akceptujúcou kon^guráciou. V takomto prípade vŽak ur“cite existuje kratŽí (dokonca kratŽí ne› p(n) + 1) výpo“cet stroja M, kon“ciaci tou istou akceptujúcou kon^guráciou (sta“cí vynechat’ úsek výpo“ctu medzi dvomi zhodnými kon^guráciami). Preto M^′ aj v tomto prípade mô›e vstup zamietnut’. 2

Fakt 4.10 Veta 4.9 platí aj v prípade, ›e funkcia f nie je konŽtruovatel’ná.

Teraz sme u› pripravení podat’ odpoved’ na prvú z otázok formulovaných v úvode tejto kapitoly.

Veta 4.11 Ku ka›dej konŽtruovatel’nej funkcii f (n) existuje rekurzívny jazyk L taký, ›e L ∉ DTIME(f (n)). Analogicky, ku ka›dej konŽtruovatel’nej funkcii f (n) existuje rekurzívny jazyk L taký, ›e L ∉ DSPACE(f (n)).

Dôkaz Uká›eme platnost’ tvrdenia pre “cas; argumenty pre priestor sú podobné.

Nech f (n) je konŽtruovatel’ná funkcia a F deterministický Turingov stroj, ktorý ju po“cíta. SkonŽtruujeme rekurzívny jazyk L_f nepatriaci do DTIME(f (n)).

V kapitole 1 sme zaviedli kódovanie Turingovych strojov ret’azcami nad abecedou {0, 1}. Ka›dý binárny ret’azec mô›eme pova›ovat’ za kód nejakého Turingovho stroja; v prípade, ›e ret’azec nemá predpokladaný tvar, pova›ujeme ho za kód stroja rozpoznávajúceho prázdnu mno›inu. Ozna“cme M_x viacpáskový deterministický Turingov stroj, ktorého kódom je práve binárny ret’azec x. “Dalej de^nujme jazyk L_f nad abecedou {0, 1} nasledovne:

L_f^{def}= {x | výpo“cet M_x na x sa zastaví po nanajvýŽ f (|x|) krokoch v zamietajúcej kon^gurácii}.

Uká›eme, ›e L_f je rekurzívny jazyk. Sta“cí, ak skonŽtruujeme deterministický Turingov stroj T rozhodujúci L_f . Stroj T pracuje takto: pre vstup w dťl›ky n simuluje najprv stroj F (F po“cíta funkciu f ). Potom T na jednu zo svojich pracovných pások prepíŽe w a d’alej ho chápe ako kód stroja, ktorý má simulovat’. Nakoniec T simuluje prvých f (|w|) krokov výpo“ctu M_w na w. T akceptuje, ak simulovaný výpo“cet M_w sa zastavil v zamietajúcej kon^gurácii.

Nakoniec overíme, ›e L_f ∉ DTIME(f (n)). Predpokladajme opak, teda ›e existuje deterministický TS M rozhodujúci L_f v “case f (n). Stroj M má kód, ozna“cme ho x, t.j M = M_x. Ako vyzerá výpo“cet stroja M na vstupe x? Podl’a predpokladu má dťl›ku nepresahujúcu f (|x|) a kon“cí bud’ v akceptujúcej alebo zamietajúcej kon^gurácii. Preverme obe mo›nosti.

Nech M akceptuje x. Z de^nície jazyka L_f máme, ›e x ∉ L_f a to je spor s predpokladom, ›e M rozhoduje L_f .

Nech M zamieta x. Z de^nície jazyka L_f máme, ›e x ∈ L_f a to je spor s predpokladom, ›e M rozhoduje L_f .

Obidve mo›nosti viedli k sporu a preto predpoklad, ›e L_f je rozhodovaný f (n) “casovo ohrani- “ceným strojom M, musel byt’ nesprávny. 2

Metóda pou›itá v predchádzajúcom dôkaze sa nazýva metóda diagonalizácie a je (ako uvidíme d’alej) v teórii zlo›itosti vel’mi “casto pou›ívanou technikou.

Ak f (n) je konŽtruovatel’ná funkcia, tak veta 4.11 implikuje existenciu rekurzívneho jazyka L, ktorý nepatrí do DTIME(f (n)). Nech f̂ (n) je “casová zlo›itost’ stroja, ktorý rozhoduje jazyk L (ur“cite existuje, lebo L je rekurzívny). Polo›me f^′(n) = max{f (n), f̂ (n)}. Potom ur“cite DTIME(f (n)) ⊂ DTIME(f^′(n)) preto›e L patrí do druhej ale nepatrí do prvej z uvedených tried. Znamená to, ›e hierarchia “casových zlo›itostných tried je nekone“cná. Podobný výsledok sa dá (analogickým postupom) dokázat’ aj pre deterministické priestorové zlo›itostné triedy a pre nedeterministické “casové a priestorové zlo›itostné triedy.

4.2.1 Priestorová hierarchia

Vieme u› (veta 4.11), ›e ku ka›dej konŽtruovatel’nej funkcii f (n) existuje funkcia f^′(n), ›e DSPACE(f (n)) ⊂ DSPACE(f^′(n)). Otázkou je, ako minimálne sa musia líŽit’ funkcie f (n) a f^′(n). Uká›eme teraz, ›e pre konŽtruovatel’né funkcie sta“cí, aby sa obe funkcie líŽili vel’mi málo.

Veta 4.5 nám dovol’uje obmedzit’ sa v nasledujúcich úvahách na stroje so vstupnou, výstupnou a jednou pracovnou páskou.

Veta 4.12 (Priestorová hierarchia) Nech f_1, f_2 : N → N sú funkcie s nasledovnými vlastnost’ami:

1. f_1(n) ≥ log n pre vŽetky n ∈ N,

2. f_2 je konŽtruovatel’ná

3. f_1(n) = o(f_2(n))

Potom DSPACE(f_1(n)) ⊂ DSPACE(f_2(n)).

Dôkaz Na dôkaz tohoto tvrdenia pou›ijeme (podobne ako vo vete 4.11) metódu diagonalizácie. Ciel’om je skonŽtruovat’ jazyk L_d, ktorý nie je rozhodovaný ›iadnym TS uva›ovaného typu (v naŽom prípade sú to f_1(n)-priestorovo ohrani“cené deterministické TS). Najjednoduch- Žia verzia tejto techniky vychádza z efektívneho usporiadania vŽetkých Turingovych strojov uva›ovaného typu do postupnosti T_0, T_1, T_2, . . . . Pre ka›dé i ∈ N potom vyberieme slovo x_i ∈ {0, 1}^∗ tak, aby pre i ≠ j bolo x_i ≠ x_j. Slovo x_i je potenciálnym kandidátom, ktorý rozlíŽi jazyk L_d (hl’adaný jazyk) a L(T_i) (jazyk rozhodovaný strojom T_i). De^nujeme diagonálny jazyk L_d takto:

L_d^{def}= { x_i | x_i ∉ L(T_i), i ∈ N } .

Pre takto de^novaný jazyk L_d skuto“cne platí, ›e x_i rozliŽuje jazyky L_d a L(T_i)Ůnazývame ho preto úspeŽným kandidátom.

Ak chceme techniku diagonalizácie pou›it’ pre dôkaz náŽho tvrdenia, je potrebné ju zovŽeobecnit’, a to hned’ z dvoch dôvodov. Za prvé, nevieme efektívne vymenovat’ postupnost’ vŽetkých f_1(n) priestorovo ohrani“cených Turingovych strojov, preto›e problém ur“cit’, “ci daný Turingov stroj je f_1(n) priestorovo ohrani“cený, je nerozhodnutel’ný. Preto musíme vziat’ postupnost’ vŽetkých Turingovych strojov a nájst’ kandidáta pre ka›dý z nich. Samozrejme, ak stroj T nie je f_1(n) priestorovo ohrani“cený, tak kandidát mô›e byt’ neúspeŽný, preto›e nepotrebujeme, aby sa pre“nho diagonálny jazyk L_d a jazyk L(T ) naozaj líŽili. Sta“cí nám zabezpe“cit’, aby kandidáti rozliŽovali vŽetky f_1(n) priestorovo ohrani“cené stroje od diagonálneho jazyka.

Druhý problém súvisí so zlo›itost’ou simulácie. Jazyk L_d má patrit’ do triedy DSPACE(f_2(n)), “co znamená, ›e musí existovat’ f_2(n)Űpriestorovo ohrani“cený Turingov stroj M rozhodujúci L_d. Stroj M má kone“cnú abecedu ale pritom musí byt’ schopný simulovat’ prácu l’ubovol’- ného f_1(n)Űpriestorovo ohrani“ceného stroja. Preto je potrebné abecedu Γ simulovaného stroja kódovat’ binárneŮna zakódovanie jedného symbolu potrebujeme práve ⌈log |Γ|⌉ bitov. Na simuláciu f_1(n)Űpriestorovo ohrani“ceného stroja potrebuje preto M priestor ⌈log |Γ|⌉ · f_1(n). Z predokladu o vzt’ahu medzi funkciami f_1 a f_2 vieme, ›e pre kone“cne vel’a hodnôt n mô›e byt’ ⌈log |Γ|⌉ · f_1(n) > f_2(n). Preto pre slová malej dťl›ky nemusí byt’ M schopný simulovat’ stroj s vel’kou pracovnou abecedou. Nemô›eme ^xovat’ kandidáta x_i pre T_i bez toho, aby sme mali istotu, ›e simulácia bude môct’ prebehnút’ úspeŽne, t.j. ›e ⌈log | Γ_i |⌉ · f_1(|x_i|) ≤ f_2(|x_i|), kde Γ_i je abeceda stroja T_i.

Problém sa dá vyrieŽit’ tak, ›e pre ka›dý stroj T_i vyberieme nekone“cnú mno›inu potenciálnych kandidátov. Potom mô›emem mat’ istotu, ›e existuje kandidát w taký, ›e ⌈log |Σ_i|⌉ · f_1(|w|) ≤ f_2(|w|) a stroj M mô›e simulovat’ stroj T_i na vstupe w a akceptovat’ (zamietnut’) práve ak T_i zamietol (akceptoval), tj. w je úspeŽný kandidát.

Teraz sme pripravení podat’ formálny dôkaz vety. SkonŽtruujeme f_2(n)-priestorovo ohrani“cený dvojpáskový deterministický Turingov stroj M, ktorý rozhoduje jazyk L ⊆ {0, 1}^∗ nepatriaci do DSPACE(f_1(n)).

Pre vstup w dťl›ky n stroj M najprv simuluje stroj F_2, ktorý po“cíta funkciu f_2 a ozna“cí na svojej pracovnej páske práve f_2(n) polí“cok. V d’al’Žom výpo“cte M nikdy nepou›ije neozna“cené polí“cko; pri pokuse o zápis na neozna“cené polí“cko sa výpo“cet zastaví v zamietajúcej kon^gurácii. Tým máme zaru“cené, ›e M je f_2(n) priestorovo ohrani“cený.

Ka›dý vstupný ret’azec w stroja M sa dá napísat’ v tvare w = 1^∗0w^′. V nasledujúcej “casti výpo“ctu M simuluje výpo“cet stroja M_w′ na vstupe w. M_w′ je stroj, ktorého kód je práve w^′. Za predpokladu, ›e stroj M_w′ je f_1(n)-priestorovo ohrani“cený, sta“cí stroju M na jeho úspeŽnú simuláciu priestor ⌈log t⌉ · f_1(n), kde t je po“cet symbolov pracovnej abecedy stroja M_w′ . Stroj M akceptuje vstup w práve vtedy, ak úspeŽne dokon“cil simuláciu výpo“ctu stroja M_w′ a M_w′ neakceptoval vstup w.

Zrejme jazyk L rozhodovaný strojom M patrí do DSPACE(f_2(n)). Uká›eme, ›e L nepatrí do DSPACE(f_1(n)).

Predpokladajme opak, t.j. ›e existuje f_1(n)Űpriestorovo ohrani“cený stroj M akceptujúci jazyk L. Nech t je po“cet prvkov pracovnej abecedy stroja M. Na základe Faktu 4.10 mô›eme predpokladat’, ›e M rozhoduje jazyk L (t.j. ka›dý jeho výpo“cet je kone“cný). Nech w je kód stroja M. Preto›e f_1(n) = o(f_2(n)), existuje “císlo n_t také, ›e pre vŽetky n ≥ n_t je

⌈log t⌉ · f_1(n) ≤ f_2(n).

Fixujme n > max{n_t, |w| + 1}. Uva›ujme slovo w = 1^{n−|w|−1}0w. Pre vstup w má M dostatok priestoru na simuláciu výpo“ctu stroja M na vstupe w. Stroj M akceptuje w práve vtedy, ked’ stroj M zamietne w. Naopak, ak M zamieta w, tak M ho akceptuje. To je spor s predpokladom L ∈ DSPACE(f_1(n)). 2

Spôsob, akým je de^novaný jazyk L_d , rozliŽujúci triedy DTIME(f_1(n)) a DTIME(f_2(n)), je odliŽný od spôsobu, akým sa be›ne jazyky de^nujú. Obvykle je jazyk de^novaný ako mno›ina ret’azcov majúcich nejakú Žpeci^kovanú vlastnost’. Jazyk L_d je naopak popísaný prostredníctvom TS, ktorý ho rozhoduje, tj. je popísaný algoritmicky. V d’alŽích kapitolách nájdeme aj explicitne (nealgoritmicky) de^nované jazyky rozliŽujúce rôzne zlo›itostné triedy.

Veta 4.12 platí aj v prípade, ›e nepo›adujeme f_2(n) ≥ log n. Podobný výsledok pre nedeterministické priestorové zlo›itostné triedy sa nedá dokázat’ tak priamo“ciaro. Na to, aby stroj M mohol rozhodnút’ o akceptovaní alebo neakceptovaní strojom M_w, musel by preverit’ vŽetky jeho výpo“cty na danom vstupe, na “co mu nemusí sta“cit’ vymedzený priestor. Bli›Žie sa k tejto otázke vrátime v “casti 4.4.

4.2.2 “Casová hierarchia

Deterministická “casová hierarchia nie je tak tesná, ako priestorová. Je to dané tým, ›e simulácia viacpáskového Turingovho stroja dvojpáskovým strojom prináŽa so sebou spomalenie výpo“ctu o logaritmický faktor (pozri fakt 4.5).

Veta 4.13 ( “Casová hierarchia) Nech f_1, f_2 : N → N sú funkcie s nasledovnými vlastnost’ami:

1. f_2 je konŽtruovatel’ná

2. f_1(n) log(f_1(n)) = o(f_2(n))

Potom existuje jazyk, ktorý patrí do DTIME(f_2(n)), ale nepatrí do DTIME(f_1(n)).

Dôkaz Dôkaz je vedený podobným spôsobom ako pre priestorovú hierarchiu. Navrhneme f_2(n)Ű“casovo ohrani“cený stroj M rozpoznávajúci jazyk L ∈ {0, 1}^∗. Stroj M na vstupe w najprv vypo“cíta hodnotu f_2(|w|). Vstup w mô›eme zapísat’ v tvare 1^∗0w^′. V d’al’Žej “casti výpo“ctu bude M chápat’ w^′ ako kód Turingovho stroja, nazvime ho M_w′ . M simuluje prvých nanajvýŽ f_2(n) krokov výpo“ctu M_w′ na vstupe w. Stroj M akceptuje vstup w práve vtedy, ak úspeŽne dokon“cil simuláciu výpo“ctu stroja M_w′ a M_w′ neakceptoval vstup w.

Predpokladajme, ›e simulovaný stroj M_w je f_1(n)Ű“casovo ohrani“cený. Stroj M_w mô›e mat’ l’ubovol’ný po“cet pások, zatial’ “co M má ^xovaný, vopred ur“cený po“cet pások. Preto M musí simulovat’ M_w s pou›itím menŽieho po“ctu pások, ne› mal k dispozícii M_w. Podl’a Faktu 4.5 vieme, ›e takáto simulácia je mo›ná, ovŽem za cenu toho, ›e výpo“cet bude pomalŽí. Presnej- Žie, na simuláciu f_1(n) krokov stroja M_w potrebuje M nanajvýŽ cf_1(n) log f_1(n) krokov (c je konŽtanta závisiaca len od M_w).

Zrejme jazyk L rozhodovaný strojom M patrí do DTIME(f_2(n)). Zárove“n ale jazyk L nepatrí do DTIME(f_1(n)). 2

Podobná hierarchia ako pre deterministické “casové zlo›itostné triedy sa dá ukázat’ aj pre nedeterministické triedy.

Fakt 4.14 Nech f_1(n) a f_2(n) sú konŽtruovatel’né funkcie a nech f_1(n) = o(f_2(n)). Potom existuje jazyk, ktorý patrí do NTIME(f_2(n)), ale nepatrí do NTIME(f_1(n)).

Výsledky o hierarchiách dokazujú existenciu jazykov l’ubovol’ne vel’kej zlo›itosti. Ak L ∈ DTIME(f_2(n)) \ DTIME(f_1(n)), tak hovoríme, ›e f_2 je horným odhadom “casovej zlo›itosti jazyka L a f_1 je dolným odhadom. Horná hranica pre L znamená, ›e existuje deterministický Turingov stroj (algoritmus) A pre jazyk (problém) L s “casovou zlo›itost’ou T_A(n) ≤ f_2(n). Dolná hranica naopak hovorí, ›e neexistuje deterministický TS (algoritmus) B rozhodujúci L v “case T_B(n) ≤ f_1(n). Pod pojmom zlo›itost’ jazyka pritom intuitívne chápeme zlo›itost’ najlepŽieho, asymptoticky optimálneho stroja rozhodujúceho jazyk L. Takéto chápanie vŽak nie je správne, preto›e existujú jazyky, ktoré nemajú najlepŽí Turingov stroj. PresnejŽie je tento fakt sformulovaný v Blumovej teoréme (Blum’s SpeedŰup Theorem). Poznamenávame len, ›e analogické tvrdenie platí aj pre priestor.

Veta 4.15 (Blumova teoréma) Nech r(n) je úplná rekurzívna funkcia. Potom existuje rekurzívny jazyk L taký, ›e pre ka›dý deterministický Turingov stroj M_1 akceptujúci L, existuje deterministický TS

M_2 s vlastnost’ami

(i) Pre ka›dý vstup w je M_1(w) = M_2(w).

(ii) r(T_{M2} (n)) ≤ T_{M1} (n) pre skoro vŽetky n ∈ N.

Tvrdenie predchádzajúcej vety sa mô›e zdat’ prekvapujúce. Vychádza z nasledovnej myŽlienky: Za prvé, pre ka›dý jazyk L^′ existuje nekone“cne vel’a Turingovych strojov, ktoré ho akceptujú. Za druhé, dá sa skonŽtruovat’ jazyk L, ktorý nie je akceptovaný ›iadnym Turingovym strojom malej vel’kosti (s krátkym kódom), ale pre ktorý stroje vä“cŽej a vä“cŽej vel’kosti pracujú stále efektívnejŽie. Formálna konŽtrukcia jazyka L je zalo›ená na diagonalizácii.

Preto›e Blumova teoréma mô›e byt’ aplikovaná nekone“cne vel’a krát, neexistuje optimálny Turingov stroj akceptujúci L. Ku ka›dému konkrétnemu stroju M pre L existuje stroj M^′ pracujúci efektívnejŽie ne› M. Preto nemô›eme de^novat’ zlo›itost’ problému ako zlo›itost’ optimálneho algoritmu rieŽiaceho tento problém. Namiesto toho má zmysel hovorit’ o hornej a dolnej hranici zlo›itosti problému, “co je aj posta“cujúce pre klasi^káciu problémov podl’a ich obtia›nosti.

Na záver eŽte uká›eme výsledok, ktorý ukazuje, “co sa stane, ak v predpokladoch viet o hierarchiách vypustíme po›iadavku na konŽtruovatel’nost’ funkcie f_2(n).

Veta 4.16 Existuje úplná rekurzívna funkcia f : N → N taká, ›e

DTIME(f (n)) = DTIME(2^{f (n)}).

Dôkaz De^nujeme funkciu f takým spôsobom, ›e výpo“cet ka›dého deterministického Turingovho stroja na vstupe dťl›ky n, sa zastaví bud’ po nanajvýŽ f (n) krokoch, alebo po viac ne› 2^{f (n)} krokoch.

Uva›ujme rastúce usporiadanie kódov Turingovych strojov M_0, M_1, M_2, . . . . Pre “císla i, k ≥ 0 de^nujme vlastnost’ P(i, k):

Výpo“cet ka›dého spomedzi strojov M_0, M_1, . . . , M_i na ka›dom vstupe dťl›ky i sa bud’ zastaví po nanajvýŽ k krokoch, alebo sa zastaví po viac ne› 2^k krokoch, alebo sa nezastaví vôbec.

Napriek tomu, ›e niektoré spomedzi uva›ovaných výpo“ctov mô›u byt’ nekone“cné, vlastnost’ P(i, k) je rozhodnutel’ná. Sta“cí pre ka›dý zo strojov M_0, M_1, . . . ,M_i simulovat’ prvých 2^{k+1} krokov výpo“ctu na ka›dom vstupe dťl›ky i.

De^nujeme hodnotu f (i) pre i ≥ 0. Ozna“cme Σ_j vstupnúnú abecedu stroja M_j z uva›ovanej postupnosti M_0, M_1, M_2, . . . . Uva›ujeme postupnost’ “císiel k_1, k − 2, . . . , kde

k_1^{def}= 2i k_j^{def}= 2^{kj−1} + 1 pre j ≥ 2.

Nech N(i) =

∑_i

j=0 |Σ_j|^i, tj. N(i) je celkový po“cet vstupov dťl›ky i pre prvých i + 1 strojov.

Ka›dý z týchto vstupov mô›e spôsobit’ pre nanajvýŽ jednu hodnotu k_j, ›e vlastnost’ P(i, k_j) nebude splnená. Preto musí existovat’ “císlo l ≤ N(i) také, ›e P(i, k_l) platí. Teraz sme pripravení de^novat’ funkciu f . Hodnotu f (i) polo›íme f (i)^{def}= k_l.

Nech teraz jazyk L patrí do DTIME(2^{f (n)}). L je rozhodovaný nejakým Turingovym strojom, nazvime ho M_j, v “case 2^{f (n)}. Potom pre ka›dý vstup w dťl›ky |w| ≥ j (teda pre vŽetky vstupy a› na kone“cno mnoho), nie je mo›né, aby sa výpo“cet stroja M_j zastavil po viac ne› f (|w|) ale menej ne› 2^{f (|w|)} krokoch (dôvodom je fakt, ›e pri konŽtrukcii funkcie f sme brali do úvahy aj stroj M_j). Ked’›e výpo“cet stroja M_j sa ur“cite zastaví po nanajvýŽ 2^{f (|w|)} krokoch, mô›eme dedukovat’, ›e sa zastaví po nanajvýŽ f (|w|) krokoch. Táto vlastnost’ samozrejme platí len pre vstupy dťl›ky aspo“n j. Zostáva nám len kone“cne vel’a slov, pre ktoré nepoznáme dťl›ku výpo- “ctu. AvŽak stroj M_j doká›eme modi^kovat’ tak, ›e vymenujeme vŽetky slová dťl›ky menŽej ne› j patriace do jazyka L. Týchto slov je kone“cne vel’a a preto zmenou mno›iny stavov stroja

M_j dosiahneme, ›e M_j bude rozhodovat’ slová dťl›ky menŽej ne› j v “case úmernom ich dťl›ke.

Zhrnutím dostávame, ›e stroj M_j rozhoduje jazyk L v “case f (n) a teda

DTIME(f (n)) = DTIME(2^{f (n)}).

2

L’ahko sa dá nahliadnut’, ›e funkciu 2^n v predchádzajúcej vete mo›no nahradit’ akoukol’- vek inou rýchlo rastúcou funkciu. Analogickým spôsobom by sa podobný výsledok ukázal aj pre priestorovú zlo›itost’.

4.3 Vzt’ahy medzi zlo›itostnými triedami

Výsledky o hierarchiách nám ukazujú, ako sa mení zlo›itostná trieda daného typu, ked’ sa mení funkcia, ktorá ju ur“cuje. AvŽak omnoho zaujímavejŽou otázkou je, aký je vzt’ah medzi zlo›itostnými triedami rôznych typov. Napriek tomu, ›e tento problém je jedným z najskúmanejŽích v teórii zlo›itosti, sú otázky vzt’ahov medzi niektorými zlo›itostnými triedami, napr. medzi P a NP, otvoreným problémom.

Veta 4.17 Nech f je konŽtruovatel’ná funkcia. Potom

a) DSPACE(f (n)) ⊆ NSPACE(f (n)) a DTIME(f (n)) ⊆ NTIME(f (n))

b) NTIME(f (n)) ⊆ DSPACE(f (n))

c) NSPACE(f (n)) ⊆ ⋃ c>0 DTIME(c^{f (n)}) pre funkciu f (n) ≥ log n

d) NTIME(f (n)) ⊆ ⋃ c>0 DTIME(c^{f (n)})

e) NSPACE(f (n)) ⊆ DSPACE((f (n))^2) pre funkciu f (n) ≥ log n

Dôkaz “Cast’ a) je triviálna; ka›dý deterministický stroj je zárove“n nedeterministickým.

Platnost’ inklúzie b) vyplýva z dôkazu vety 3.19, preto›e priestorová zlo›itost’ tam navrhnutého stroja D je O(f (n)). Stroj D postupne simuluje vŽetky mo›né výpo“cty nedeterministického stroja N . Pri simulácii jedného výpo“ctu si uchováva iba informáciu o aktuálnej kon^gurácii; na simulovanie rôznych výpo“ctov pou›íva v›dy ten istý priestor.

“Dalej uká›eme platnost’ tvrdenia c). Dôkaz tejto inklúzie tie› nie je obtia›ny; vyu›íva sa pri “nom metóda dosiahnutel’nosti.

Nech jazyk L je rozhodovaný presným nedeterministickým TS M so vstupnou páskou a s priestorovou zlo›itost’ou f , kde f je konŽtruovatel’ná funkcia. De^nujeme pojem kon^gura“cného grafu G(M, w) stroja M na vstupe w. Vrcholy orientovaného grafu G(M, w) sú kon^gurácie, ktoré sa mô›u vyskytnút’ vo výpo“cte M na w. Medzi vrcholmi C_1 a C_2 je hrana práve vtedy, ak M mô›e prejst’ v jednom kroku výpo“ctu z kon^gurácie C_1 do kon^gurácie C_2. Zrejme ur“cit’, “ci w ∈ L, je ekvivalentné problému rozhodnút’, “ci v kon^gura“cnom grafe G(M, w) existuje cesta z vrcholu ozna“ceného po“ciato“cnou kon^guráciou C_0 do vrcholu zodpovedajúceho akceptujúcej kon^gurácii. Pritom pre ka›dý vstup w mô›eme po“cet vrcholov grafu G(M, w) zhora ohrani“cit’ “císlom c^{log |w|+f (|w|)} (c je konŽtanta, ktorej hodnota závisí len stroja M a nezávisí od dťl›ky vstupu)^1.

Inak povedané, problém rozhodnút’, “ci M akceptuje w dťl›ky n, sme redukovali na problém dosiahnutel’nosti v grafe s c^{log n+f (n)} vrcholmi. Preto mô›eme na rieŽenie náŽho problému vyu›it’ známy algoritmus^2 na rozhodovanie dosiahnutel’nosti v grafe, ktorého “casová zlo›itost’ je O(m^2) pre grafy o m vrcholoch. “Casová zlo›itost’ deterministického stroja simulujúceho nedeterministický stroj M je O(2^{log n+f (n)}), “co sme potrebovali dokázat’.

1Pozri dôkaz lemy 4.9 2Algoritmus pre problém DOSIAHNUTEL’NOS “T je neformálne popísaný v “casti 2.

Nazna“címe trochu podrobnejŽie, akým spôsobom je mo›né realizovat’ spomínaný algoritmus na deterministickom Turigovom stroji. Existuje niekol’ko mo›ností. Prvou z nich je najprv skonŽtruovat’ inciden“cnú maticu grafu G(M, w) pre daný vstup w a potom simulovat’ výpo“cet stroja rozhodujúceho dosiahnutel’nost’. ElegantnejŽí spôsob nepredpokladá kon- Žtrukciu inciden“cnej matice. Namiesto toho kedykol’vek algoritmus potrebuje vediet’, “ci graf obsahuje hranu (C, C^′), invokuje jednoduchý podprogram, ktorý overí “ci M mô›e v jednom kroku prejst’ z kon^gurácie C do C^′.

Inklúzia d) Žpeci^kuje vzt’ah medzi nedeterministickým a deterministikým “casom a je obsahom vety 3.19.

Nakoniec doká›eme vzt’ah pre priestorovú zlo›itost’ (tvrdenie e)). Tento výsledok je známy aj pod názvom Savitchova teoréma.

Nech jazyk L je rozhodovaný presným nedeterministickým TS M so vstupnou páskou a s priestorovou zlo›itost’ou f , kde f je konŽtruovatel’ná funkcia. Navrhneme deterministický TS M rozhodujúci L v priestore O((f (n))^2 ). Podobne ako pri dôkaze tvrdenia c) vyjdeme z toho, ›e problém rozhodnút’, “ci M akceptuje vstup w, vieme redukovat’ na problém dosiahnutel’- nosti v kon^gura“cnom grafe G(M, w). Algoritmus, ktorý sme uva›ovali v dôkaze inklúzie c), nám nevyhovuje, preto›e jeho priestorová zlo›itost’ je 2^{O(f (n))}. Navrhneme nový algoritmus, ktorý pracuje na princípe divide et impera.

Lema 4.18 DOSIAHNUTEL’NOS “T ∈ DSPACE(log^2 n).

Dôkaz Nech G je orientovaný graf s n vrcholmi a nech x a y sú dva jeho vrcholy. De^nujeme predikát CESTA(x, y, i) ktorý je splnený práve ak existuje cesta dťl›ky nanajvýŽ 2^i z x do y v G. Ked’›e cesta z x do y v G mô›e mat’ dťl›ku nanajvýŽ n, tak problém nájdenia cesty z x do y je ekvivalentný problému, “ci predikát CESTA(x, y, ⌈log n⌉) je splnený.

SkonŽtruujeme Turingov stroj so vstupnou a dvoma pracovnými páskami, ktorý bude rozhodovat’ predikát CESTA(x, y, i). Ak stroj dostane ako vstup inciden“cnú maticu grafu G o n vrcholoch a vrcholy x a y, zapíŽe (binárne) na svoju prvú pracovnú pásku “císla vrcholov x, y a “císlo ⌈log n⌉. Druhú pracovnú pásku pou›íva na pomocné výpo“cty; vopred na nej vyzna“cí ⌈log n⌉ polí“cok a nikdy nezapisuje mimo tejto vyzna“cenej oblasti.

PopíŽeme spôsob, akým TS zistí, “ci existuje cesta z x do y v G. Ak i = 0, tak TS má rozhodnút’, “ci existuje cesta dťl›ky nanajvýŽ 2^0 = 1 spájajúca x a y. Preto sta“cí aby overil, “ci x = y alebo “ci (x, y) je hranou grafu G (zistí z inciden“cnej matice). Ak i ≥ 1 tak platnost’ predikátu overí aplikovaním nasledovnej rekurzívnej procedúry Procedúra CESTA(x, y, i) if i = 0

then if x = y ∨ x ⊢ y then return true else for ka›dý vrchol z grafu G do if CESTA(x, z, i − 1) ∧ CESTA(z, y, i − 1) then return true od return false

Algoritmus je zalo›ený na jednoduchej úvahe, vychádzajúcej z toho, ›e ka›dá cesta dťl›ky nanajvýŽ 2^i z x do y musí mat’ stred z taký, ›e cesty z x do z a zo z do y majú dťl›ku nanajvýŽ polovi“cnú, t.j. 2^{i−1}. Implementácia algoritmu na Turingovom stroji je jednoduchá: stroj generuje vrcholy z jeden za druhým, vyu›ívajúc ten istý priestor. Zaka›dým, ked’ vygeneruje nové z, zapíŽe na koniec prvej pracovnej pásky trojicu (x, z, i − 1) . Rekurzívne volá procedúru rozhodujúcu predikát CESTA(x, z, i − 1). Ak dostane negatívnu odpoved’, vyma›e z prvej pracovnej pásky trojicu (x, z, i − 1) a vygeneruje nasledujúce z. Pri pozitívnej odpovedi vyma›e (x, z, i−1) z prvej pracovnej pásky, zapíŽe na “nu novú trojicu (z, y, i−1) a znovu rekurzívne volá algoritmus rozhodujúci predikát CESTA(z, y, i − 1). Ak odpoved’ je negatívna, zma›e trojicu a generuje nové z; ak odpoved’ je pozitívna, predikát CESTA(x, y, i) je splnený. Poznamenávame, ›e po“cas celého výpo“ctu stroj pou›íva prvú pracovnú pásku ako zásobník, v ktorom si ukladá informácie o jednotlivých rekurzívnych volaniach.

Zostáva ur“cit’ priestorovú zlo›itost’ navrhnutého stroja. Na prvej pracovnej páske nikdy nebude zapísaných viac ne› ⌈log n⌉ trojíc. Ka›dá trojica má dťl›ku nanajvýŽ 3 log n. Priestorová zlo›itost’ je O((log n)^2). 2

Pokra“covanie dôkazu Savitchovej teorémy. Deterministický stroj M simulujúci výpo“cet nedeterministického stroja M na slove w volá pre ka›dú prípustnú akceptujúcu kon^guráciu Turingov stroj rozhodujúci problém DOSIAHNUTEL’NOS “T. Jediný rozdiel je v tom, ›e testovanie, “ci skúmaná hrana (x, y) patrí do grafu sa nahradí testom, “ci M mô›e v jednom kroku prejst’ z kon^gurácie x do kon^gurácie y. Preto›e po“cet vrcholov kon^gura“cného grafu G(M, w) nepresiahne c^{f (|w|)} (c je konŽtanta, ktorej hodnota závisí len od M), tak priestorová zlo›itost’ stroja M je O((f (n))^2). 2 Zhrnutím poznatkov získaných v predchádzajúcich “castiach dostávame:

DLOG ⊆ NLOG ⊆ P ⊆ NP ⊆ PSPACE ⊆ EXPTIME ⊆ NEXPTIME.

O vŽetkých inklúziách v prezentovanej hierarchii predpokladáme, ›e sú ostré. Ale ani pre jednu z nich sa to doteraz nepodarilo dokázat’ (ani vyvrátit’) napriek tomu, ›e tento problém rozhodne patrí k najviac skúmaným v teórii zlo›itosti. Výsledky o “casovej resp. priestorovej hierarchii pritom ukazujú, ›e niektorá z uvedených inklúzií musí byt’ ostrá. Platí toti›

DLOG ⊂ PSPACE

P ⊂ EXPTIME

NP ⊂ NEXPTIME Výsledky, ktoré sme doteraz prezentovali, samozrejme nedávajú odpoved’ na vzt’ah l’ubovol’ných dvoch zlo›itostných tried. Uká›eme preto eŽte na záver tejto “casti dôkazovú techniku, ktorá mô›e byt’ v mnohých prípadoch nápomocná.

Veta 4.19 Ak DSPACE(n) ⊆ P tak P = PSPACE.

Dôkaz Predpokladajme, ›e DSPACE(n) ⊆ P. Nech jazyk L ∈ PSPACE. Chceme ukázat’, ›e L ∈ P.

Nech M je deterministický TS, s polynomiálnou priestorovou zlo›itost’ou p(n), rozhodujúci jazyk L. SkonŽtruujeme nový jazyk L^′ takto:

L^{′ def}= { w10^{p(|w|)} | w ∈ L }.

Uká›eme, ›e L^′ ∈ DSPACE(n). Deterministický TS M’ rozhodujúci jazyk L^′ v lineárnom priestore pracuje takto:

1. M’ hl’adá vo vstupnom slove najpravejŽí symbol 1

2. M’ simuluje výpo“cet stroja M na slove, ktoré predchádza najpravejŽí symbol 1.

Vo výpo“cte na vstupe w10^{p(|w|)} pou›ije M^′ priestor p(|w|), “co je priestor lineárny vzhl’adom k dťl›ke vstupu.

Z predpokladu DSPACE(n) ⊆ P vyplýva existencia polynomiálne “casovo ohrani“ceného deterministického stroja M^{′′} rozhodujúceho jazyk L^′. Vyu›ijúc stroj M^{′′} skonŽtruujeme nový stroj M rozhodujúci jazyk L v polynomiálnom “case. Stroj M pracuje na vstupe w takto:

1. M skopíruje vstup w na prvú pracovnú pásku a pripojí k nemu ret’azec 10^{p(|w|)}. Vyu›ije sa pritom konŽtruovatel’nost’ funkcie p(n).

2. M simuluje výpo“cet stroja M^{′′} na slove, ktoré má zapísané na prvej pracovnej páske.

Tým sme dokázali, ›e L ∈ P a teda PSPACE ⊆ P. Preto›e opa“cná inklúzia je zrejmá, je tvrdenie vety dokázané. 2

Dôsledok 4.20 P ≠ DSPACE(n)

4.4 Komplement zlo›itostných tried

De^novanie nedeterminizmu prináŽa so sebou istú asymetriu: zatial’ “co na akceptovanie vstupu sta“cí existencia jedného akceptujúceho výpo“ctu, na to aby sme zamietli vstup, musíme overit’, “ci vŽetky výpo“cty sú zamietajúce. V tejto “casti uká›eme, aké dôsledky má táto asymetria na komplementy zlo›itostných tried.

Nech L ⊆ Σ^∗ je jazyk. Komplement jazyka L, ozna“cujeme ho L alebo coŰL, je jazyk

coŰL^{def}= Σ^∗ \ L.

Túto de^níciu mô›eme rozŽírit’ aj na rozhodovacie problémy: komplement rozhodovacieho problému A (zvy“cajne pou›ívame ozna“cenia A KOMPL) je problém, ktorého rieŽenie je ŤánoŞ kedykol’vek je rieŽenie toho istého prípadu problému A ŤnieŞ a naopak. Napríklad DOSI- AHNUTEL’NOS “T KOMPL je problém, ktorého rieŽením pre daný graf G a jeho dva vrcholy x a y je ŤánoŞ práve vtedy, ak neexistuje cesta z x do y v G. Formálne vzaté, jazyky zodpovedajúce problémom DOSIAHNUTEL’NOS “T a DOSIAHNUTEL’NOS “T KOMPL nie sú komplementárne, preto›e ich zjednotenie netvorí mno›inu Σ^∗, ale mno›inu slov, správne kódujúcich grafy (s dvoma Žpeci^kovanými vrcholmi).

Pre ka›dú zlo›itostnú triedu C de^nujeme jej komplement coŰC ako triedu

coŰC^{def}= { coŰL | L ∈ C } .

Zrejme deterministické “casové aj priestorové zlo›itostné triedy sú uzavreté na komplement.Ka›dý deterministický TS rozhodujúci jazyk L, mô›eme transformovat’ na stroj rozhodujuci coŰL tak, ›e navzájom zameníme stavy q_{accept} a q_{reject}ṔresnejŽie, ak f je konŽtruovatel’ná funkcia, tak DTIME(f (n)) = coŰDTIME(f (n))

DSPACE(f (n)) = coŰDSPACE(f (n)).

Analogický vzt’ah platí aj pre nedeterministické priestorové zlo›itostné triedy. Dôkaz tohoto tvrdenia, ako uká›eme v nasledujúcej vete, nie je a› tak priamo“ciary. Otázka, “ci nedeterministické “casové zlo›itostné triedy sú uzavreté na komplement je dôle›itým otvoreným problémom, známym predovŽetkým vo formulácii P^?= coŰNP.

Vrát’me sa teraz spät’ k otázke komplementu nedeterministických priestorovo ohrani“cených zlo›itostných tried. Tento problém bol prvýkrát sformulovaný za“ciatkom 60-tych rokov, ale vyrieŽili ho a› v roku 1987 nezávisle na sebe Neil Immerman a Róbert Szelepcsényi. Kl’- ú“com k rieŽeniu bolo nájdenie log nŰpriestorovo ohrani“ceného Turingovho stroja, ktorý rieŽi rozŽírenú verziu problému DOSIAHNUTEL’NOS “T: stroj ur“cí po“cet vrcholov, ktoré sú dosiahnutel’né z daného vrcholu x.

Lema 4.21 Pre daný orientovaný nŰvrcholový graf G a vrchol x sa po“cet vrcholov dosiahnutel’ných v G z x dá vypo“cítat’ nedeterministickým Turingovym strojom v priestore log n.

Dôkaz Podobne ako v predchádzajúcich dôkazoch, najprv vysvetlíme algoritmus na rieŽenie daného problému a potom Žpeci^kujeme jeho implementáciu na nedeterministickom Turingovom stroji.

Algoritmus pozostáva zo Žtyroch vnorených cyklov. Ka›dý z cyklov je pomerne jednoduchý, ale preto›e vyu›ívajú nedeterminizmus, ich vzájomná kombinácia nie je triviálna.

VonkajŽí cyklus po“cíta iteratívne |S(1)|, |S(2)|, . . . , |S(n − 1)|, kde S(k) je mno›ina vrcholov grafu G, ktoré sa dajú dosiahnut’ z vrcholu x po ceste dťl›ky nanajvýŽ k. Zrejme ak n je po“cet vrcholov grafu, tak |S(n − 1)| je hl’adaným rieŽením náŽho problému. V›dy, ked’ sa vypo“cíta |S(k − 1)|, za“cína výpo“cet hodnoty |S(k)|. Na za“ciatku vieme, ›e |S(0)| = 1. Tak›e vonkajŽí cyklus je

|S(0)| := 1;

for k = 1, 2, . . . , n − 1 do

vypo“cítaj |S(k)| z |S(k − 1)| od

Pri výpo“cte hodnoty |S(k)| vyu›ívame |S(k − 1)|, (ale, naŽt’astie, ›iadne iné z predchádzajúcich |S(j)|). Po“cítadlo l sa nastaví na nulu. Potom preverujeme vŽetky vrcholy grafu G, jeden po druhom, v “císelnom usporiadaní, vyu›ívajúc ten istý priestor. Ak nájdeme vrchol, ktorý patrí do S(k), zvýŽime po“cítadlo l o jednotku. Na konci obsahuje po“cítadlo l práve hodnotu |S(k)|:

l := 0 for ka›dý vrchol u = 1, 2, . . . , n do

if u ∈ S(k) then l := l + 1 od Zatial’ sme ale nepovedali, ako rozhodneme, “ci u ∈ S(k). Ur“címe to pomocou tretieho cyklu. V tomto cykle budeme opät’ prechádzat’ cez vŽetky vrcholy grafu G v “císelnom usporiadaní, vyu›ívajúc ten istý priestor. Ak vrchol v je z mno›iny S(k − 1), tak zvýŽime po“cítadlo m o jednotku. V tomto po“cítadle si pamätáme po“cet u› nájdených prvkov mno›iny S(k − 1). Potom overíme, “ci u = v alebo “ci existuje v G hrana z v do u (v d’al’Žom bude G(v, u) ozna“covat’, ›e bud’ u = v alebo existuje hrana z v do u). Ak áno, naŽli sme u patriace do S(k); nastavíme hodnotu premennej odpoved’ na true. Ak sa nám nepodarilo ukázat’, ›e u ∈ S(k), tak hodnotou premennej odpoved’ bude false. Ak ale porovnaním vypo“cítanej hodnoty m a známeho “císla |S(k − 1)| zistíme, ›e sme nevzali do úvahy vŽetky prvky mno›iny S(k − 1), (a takáto situácia mô›e nastat’, preto›e o vzt’ahu v ∈ S(k − 1) rozhodujeme nedeterministicky), tak výpo“cet ukon“címe v zamietajúcom stave . Tento výpo“cet neovplyvní výsledok.

m := 0;

odpoved’ := false;

for ka›dý vrchol v = 1, 2, . . . , n do

if v ∈ S(k − 1) then m := m + 1; if G(v, u) then odpoved’ := true od; if m < |S(k − 1)| then koniec výpo“ctu; vstup zamietnutý else if odpoved’ then u ∈ S(k) else u ∉ S(k)

Stále nám ale zostáva ukázat’, ako ur“címe, “ci v ∈ S(k − 1). Platnost’ tejto podmienky overíme nedeterministicky a to tak, ›e nedeterministicky uhádneme k − 2 vrcholov w_1, . . . , w_{k−2} a otestujeme, “ci vrcholy x, w_1, . . . , w_{k−1}, v tvoria cestu v grafe G. Pritom nevylu“cujeme mo›nost’, ›e w_i = w_j pre nejaké i, j, preto›e potrebujeme overit’ existenciu cesty dťl›ky nanajvýŽ k − 1.

w_0 := x;

for p = 1, . . . , k − 1 do

uhádni vrchol w_p;

if ¬G(w_{p−1}, w_p) then koniec výpo“ctu; vstup zamietnutý od; if w_{k−1} = v then v ∈ S(k − 1)

else koniec výpo“ctu; vstup zamietnutý

Tým sme ukon“cili popis algoritmu. Algoritmus sa dá realizovat’ nedeterministickým log nŰ priestorovo ohrani“ceným Turingovym strojom M. M si v priebehu výpo“ctu uchováva na separátnych páskach hodnoty deviatich premenných k, |S(k − 1)|, l, u, m, v, p, w_p a w_{p−1} plus vstupný a výstupný ret’azec. Hodnoty vŽetkých premenných sa po“cas výpo“ctu iba zvyŽujú o jednotku, sú porovnávané navzájom a so vstupom. Hodnota ›iadnej premennej neprevýŽi n.

Doká›eme korektnost’ navrhnutého algoritmu, t.j. ›e správne vypo“cíta hodnoty |S(k)| pre vŽetky k. Tvrdenie platí pre k = 0. Uva›ujme úspeŽne vypo“cítanú hodnotu |S(k)| (t.j. vypo“cítanú vo výpo“cte, v ktorom nikdy nedoŽlo k situácii m < |S(k − 1)|). Uká›eme, ›e obsah po“cítadla l sa zvýŽil práve vtedy, ked’ skúmané v patrilo do S(k − 1). Ked’›e mŰcyklus a vŰcyklus boli úspeŽne ukon“cené, muselo byt’ m rovné |S(k − 1)|. To znamená, ›e vŽetky v ∈ S(k − 1) boli rozpoznané, lebo najvnútornejŽí cyklus nikdy nepotvrdí existenciu cesty z x do v ak takáto v grafe nie je. Preto hodnota premennej odpoved’ správne ur“cuje, “ci u ∈ S(k); ale na základe hodnoty tejto premennej sa zvyŽuje hodnota po“cítadla l. Nakoniec, l’ahko mo›no vidiet’, ›e v›dy existuje aspo“n jeden úspeŽný výpo“cet (ten, v ktorom boli správne uhádnuté vŽetky prvky mno›iny S(k − 1) a cesty vedúce do nich). 2

Bezprostredným dôsledkom práve dokázanej Lemy je

Veta 4.22 (ImmermanovaŮSzelepcsényiho teoréma) Ak f je konŽtruovatel’ná funkcia, f (n) ≥ log n, tak NSPACE(f (n)) = coŰNSPACE(f (n)).

Dôkaz Predpokladajme, ›e jazyk L ∈ NSPACE(f (n)) je rozhodovaný f (n)Űpriestorovo ohrani“ceným nedeterministickým Turingovym strojom M. SkonŽtruujeme f (n)Űpriestorovo ohrani“cený deterministický Turingov stroj M rozhodujúci L. Pre vstup w, M simuluje algoritmus z lemy 4.21 pre kon^gura“cný graf stroja M na vstupe w. Tak ako v predchádzajúcich aplikáciach, kedykol’vek potrebuje algorimus vediet’, “ci v grafe existuje daná hrana, M zistí túto informáciu z prechodovej funkcie stroja M. Kedykol’vek stroj M zistí, ›e akceptujúca kon^- gurácia u patrí do mno›iny S(k) (pre l’ubovol’né k), tak ukon“cí výpo“cet a zamietne vstup. V opa“cnom prípade, ak bola vypo“cítaná hodnota |S(k − 1)| a ›iadna akceptujúca kon^gurácia nebola nájdená, tak M akceptuje vstup. 2

ImmermanovaŮSzelepcsényiho teoréma dovol’uje jednoduché odvodenie hierarchie nedeterministických priestorovo ohrani“cených zlo›itostných tried. Preto›e tieto triedy sú uzavreté na komplement, mô›eme pou›it’ priamu diagonalizáciu (“co predtým nebolo mo›né Ů pozri Vetu 4.12).

“Cást II

Vzt’ah tried P a NP

Kapitola 5

Redukcie problémov a úplnost’

V predchádzajúcich “castiach sme u› nazna“cili, ›e poznáme len vel’mi málo techník na ur“covanie presnej obtia›nosti problémov. Preto Cook ako prvý pou›il metódu, umo›“nujúcu získavat’ tzv. relatívne dolné odhady, vd’aka ktorým mô›eme porovnat’ obtia›nost’ dvoch problémov aj v prípade, ked’ ich presnú zlo›itost’ nepoznáme. Metóda je zalo›ená na myŽlienke redukcie problémov.

Prvé, “co potrebujeme, je popísat’ presný význam tvrdenia, ›e daný problém je aspo“n tak t’a›ký ako iný problém. Tento vzt’ah vyjadríme pomocou redukcie. Problém A je aspo“n tak t’a›ký (zlo›itý) ako problém B, ak B sa dá redukovat’ na A. Neformálne, redukcia problému B na problém A znamená, ›e existuje transformácia R, ktorá ka›dý prípad x problému B prevedie na ekvivalentný prípad R(x) problému A. Ekvivalentý tu znamená, ›e rieŽenie prípadu R(x) problému A je ŤánoŞ práve vtedy ak rieŽenie prípadu x problému B je ŤánoŞ.

Mo›nost’ redukcie problému B na problém A zodpovedá tomu, ›e A je aspo“n tak t’a›ký ako B iba za predpokladu, ›e transformácia R nie je príliŽ komplikovaná. Ak neohrani“címe zlo›itost’ transformácie, mô›eme sa dostat’ k takým absurditám, ako je redukcia problému obchodného cestujúceho (rozhodovacej verzie) POC(R) na problém DOSIAHNUTEL’NOS “T spolu s dôsledkom, ›e POC(R) je t’a›Ží problém ne› DOSIAHNUTEL’NOS “T. Skuto“cne, sta“cí uvá›it’ takúto transformáciu: pre daný prípad x problému POC(R) preskúmaj vŽetky cesty; ak niektorá z nich je kratŽia ne› dané d, tak R(x) je graf s dvoma vrholmi 1 a 2 a jedinou hranou vedúcou z 1 do 2. V opa“cnom prípade je R(x) graf s vrcholmi 1 a 2 a bez hrany. Problém je v tom, ›e takáto transformácia si vy›aduje exponenciálny “cas.

Druhým naŽim ciel’om bude charakterizovat’ v danej zlo›itostnej triede problémy, ktoré sú v nej relatívne najt’a›Žie. Tieto problémy istým spôsobom reprezentujú uva›ovanú zlo›itostnú triedu; na ich rieŽenie je potrebné skuto“cne vyu›it’ vŽetky zdroje (“cas resp. priestor), ktoré sú v rámci danej zlo›itostnej triedy k dispozícii. Formalizáciou idey reprezentanta triedy je pojem úplnosti.

Pojem redukcie problémov samozrejme nie je významný len pri porovnávaní obtia›nosti problémov resp. pri hl’adaní najt’a›Žích problémov v danej zlo›itostnej triede, ale je aj významnou metodológiou návrhu algoritmov. Na rieŽenie nového problému mô›eme vyu›it’ algoritmus pre u› vyrieŽený problém; sta“cí nájst’ vhodnú redukciu prevádzajúcu prípady nového problému na prípady vyrieŽeného problému.

5.1 Redukovatel’nost’

De^nícia 5.1 Jazyk L_1 ⊆ Σ^∗_1 je redukovatel’ný na jazyk L_2 ⊆ Σ^∗_2 (zna“címe L_1 ≤ L_2), práve ak existuje funkcia R : Σ^∗_1 → Σ^∗_2 vypo“cítatel’ná deterministickým Turingovym strojom s polynomiálnoun “casovou zlo›itost’ou a taká, ›e

w ∈ L_1 ⇐⇒ R(w) ∈ L_2.

R sa nazýva redukcia z L_1 do L_2.

Ak L_1 ≤ L_2 a sú“casne L_2 ≤ L_1, tak jazyky L_1 a L_2 nazveme polynomiálne ekvivalentné (ozna“cujeme L_1 ≡ L_2).

Práve de^novaná redukcia sa nazýva tie› polynomiálna redukcia, preto›e sa dá vypo“cítat’ v polynomiálnom “case.

Nasledujúce príklady ilustrujú pojem redukovatel’nosti. Konkrétne, skonŽtruujeme redukcie medzi problémami SAT, CNF, HAM a kŰKLIKA, ktoré sú formulované nasledovne:

PROBLÉM SAT VSTUP: Booleovská formula F. OTÁZKA: Je formula F splnitel’ná?

Łpeciálne, ak uva›ujeme len splnitel’nost’ booleovských formúl v konjunktívnom normálnom tvare, hovoríme o probléme CNF.

PROBLÉM HAM VSTUP: Orientovaný graf G.

OTÁZKA: Existuje cesta v G, ktorá navŽtívi ka›dý vrchol grafu práve raz?

Lema 5.2 HAM ≤ CNF.

Dôkaz Problém splnitel’nosti booleovskej formuly v konjunktívnom normálnom tvare je pravdepodobne najznámejŽím problémom patriacim do triedy NP. Navrhneme redukciu problému nájdenia hamiltonovskej cesty v grafe na problém CNF.

Predpokladajme, ›e máme daný graf G. Zostrojíme booleovskú formulu R(G) takú, ›e R(G) je splnitel’ná práve vtedy, ak graf G má hamiltonovskú cestu. Nech G má n vrcholov 1, 2, . . . , n. Potom R(G) bude mat’ n^2 booleovských premenných x_{ij} , 1 ≤ i, j ≤ n. Neformálne, premenná x_{ij} reprezentuje fakt, “ci vrchol j je alebo nie je iŰtym vrcholom hamiltonovskej cesty. R(G) bude v konjuktívnom normálnom tvare a preto sta“cí opísat’ jej klauzuly. Klauzuly musia garantovat’ splnenie vŽetkých po›iadaviek potrebných na to, aby hodnoty premenných x_{ij} kódovali hamiltonovskú cestu. Za prvé, vrchol j sa musí objavit’ na ceste. To zachytíme klauzulou (x_{1j} ∨ x_{2j} ∨ . . . ∨ x_{nj}); takúto klauzulu budeme mat’ pre ka›dé j (pre ka›dý vrchol). Ale vrchol j sa nemô›e na ceste objavit’ via ckrát; vyjadríme to klauzulou (¬x_{ij} ∨ ¬x_{kj}). Takúto klauzulu budeme mat’ pre vŽetky j a i ≠ k. “Dalej, aspo“n jeden vrchol musí byt’ iŰty v poradí, “co vyjadruje klauzula (x_{i1} ∨ x_{i2} ∨ . . . ∨ x_{in}) pre ka›dé i. Zárove“n nemô›u byt’ sú“casne dva vrcholy iŰte, preto potrebujeme klauzulu (¬x_{ij} ∨ ¬x_{ik}) pre ka›dé i a vŽetky j ≠ k. Nakoniec, pre ka›dú dvojicu (i, j) ktorá nie je hranou grafu G nesmie platit’, ›e j nasleduje bezprostredne po i v hamiltonovskej ceste. Preto pre ka›dé takéto (i, j) a k = 1, . . . , n − 1 pridáme klauzulu (¬x_{ki} ∨ ¬x_{k+1,j}). Tým sme ukon“cili konŽtrukciu. Formula R(G) je konjunkciou vŽetkých uvedených klauzulí.

Tvrdíme, ›e R je redukciou z HAM na CNF. Aby sme toto tvrdenie dokázali, musíme ukázat’ dve veci: pre ka›dý graf G formula R(G) je splnitel’ná vtedy a len vtedy, ak G má hamiltonovskú cestu a R je vypo“cítatel’ná v polynomiálnom “case.

Predpokladajme, ›e R(G) je splnitel’ná a ›e ju spťl“na priradenie T. Ked’›e T spťl“na vŽetky klauzuly formuly R(G), tak musí platit’, ›e pre ka›dé j existuje jediné i také, ›e T(x_{ij}) = 1; inak by klauzuly (x_{1j} ∨ x_{2j} ∨ . . . ∨ x_{nj}) a (¬x_{ij} ∨ ¬x_{kj}) nemohli byt’ splnené. Podobne, klauzuly (x_{i1} ∨ x_{i2} ∨ . . . ∨ x_{in}) a (¬x_{ij} ∨ ¬x_{ik}) zaru“cujú, ›e pre ka›dé i existuje jediné j také, ›e T(x_{ij}) = 1. Z toho plynie, ›e T skuto“cne reprezentuje permutáciu π(1), . . . , π(n) vrcholov grafu G, kde π(i) = j práve ak T(x_{ij}) = 1. NavyŽe, klauzula (¬x_{ki} ∨ ¬x_{k+1,j}), kde (i, j) nie je hranou grafu G a k = 1, . . . , n−1 zaru“cuje, ›e pre ka›dé k, (π(k), π(k+1)) je hranou grafu G. Preto π(1), . . . , π(n) je hamiltonovská cesta v G.

Naopak, predpokladajme, ›e graf G má hamiltonovskú cestu π(1), . . . , π(n), kde π je permutácia mno›iny vrcholov. Potom zrejme priradenie hodnôt T(x_{ij}) = 1 ak π(i) = j a T(x_{ij}) = 0 ak π(i) ≠ j spťl“na formulu R(G).

Zostáva ukázat’, ›e R sa dá vypo“cítat’ v polynomiálnom “case. Turingov stroj po“cítajúci R pracuje pre vstup G takto. Najprv ur“cí po“cet vrcholov n. V závislosti od n vygeneruje tie klauzuly, ktorých tvar nezávisí od tvaru grafu, ale len od po“ctu jeho vrcholov (prvé Žtyri skupiny v popise R(G)). Pre poslednú skupinu, Turingov stroj generuje postupne vŽetky klauzuly tvaru (¬x_{ki} ∨ ¬x_{k+1,j}) pre k = 1, . . . , n − 1. Pre ka›dú z nich overí, “ci (i, j) je hranou grafu G; ak nie, pripojí klauzulu k výstupu. Ked’›e po“cet klauzulí ako aj ich dťl›ka je polynomiálna vzhl’adom k po“ctu vrcholov grafu G, bude mat’ aj výpo“cet Turingovho stroja polynomiálny po“cet krokov.

2

KAPITOLA 5. REDUKCIE PROBLÉMOV A ÚPLNOS “T 41

Nasledujúci príklad ukazuje, aký je vzt’ah medzi problémami CNF a kŰKLIKA. Problém kŰKLIKA je de^novaný nasledovne:

PROBLÉM kŰKLIKA VSTUP: Neorientovaný graf G a konŽtanta k ∈ N.

OTÁZKA: Obsahuje G kompletný podgraf o k vrcholoch (tzv. kŰkliku)?

Lema 5.3 CNF ≤ kŰKLIKA.

Dôkaz Máme danú formulu F v konjunktívnom normálnom tvare. SkonŽtruujeme graf R(F) = G a “císlo k také, ›e F je splnitel’ná, práve ak G obsahuje kompletný podgraf o k vrcholoch. “Císlo k volíme rovné po“ctu klauzúl formuly F. Vrcholy grafu G zodpovedajú vŽetkým výskytom literálov vo formule F. Hrana v G medzi dvoma vrcholmi, zodpovedajúcimi dvom literálom, existuje práve ak tieto literály sa nachádzajú v rôznych klauzulách a nie sú komplementárne. Napríklad, formule (x_1 ∨ x_2) ∧ (¬x_1 ∨ ¬x_2) ∧ (x_1 ∨ ¬x_2) priradíme graf

?¿=¡

89:;x_1

PPP PPP PPP PPP PPP PPP PPP PPP PP

� � � � � � � � � � �

GGG GGG GGG GGG GGG GGG GGG GGG GGG GGG ?¿=¡

89:;x_2

nnn nnn nnn nnn nnnn nnn nnn nnn n

BB BB BB BB BB BB BB B

GFED

@ABC¬x_1 nnn nnnn nnn n

YYYYYYY

YYYYYYY

YYYYYYY

YYYYYYY

YYYYYYY

YY ?¿=¡89:;x1

PPP PPP PPP PPP PPP PPP PPP PPP PP

BB

B

eeeeeee eeeeeee eeeeeee eeeeeee eeeeeee ee

GFED

@ABC¬x_2

� � � � � � � � � � � GFED

@ABC¬x_2

Uká›eme, ›e navrhnuté zobrazenie je skuto“cne redukciou problému CNF na problém kŰKLIKA. Vychádzame z toho, ›e ak má byt’ formula v konjunktívnom normálnom tvare splnená, musí byt’ v ka›dej klauzule splnený aspo“n jeden literál. Hrana v grafe medzi dvoma výskytmi literálov zodpovedá mo›nosti priradit’ obom literálom pravdivostnú hodnotu true bez nebezpe“censtva vzniku lokálneho kon~iktu. Kompletný podgraf o k vrcholoch potom reprezentuje mo›nost’ priradit’ hodnotu true aspo“n jednému literálu z ka›dej klauzuly bez vzniku globálneho kon~iktu. V naŽom príklade k = 3 a graf obsahuje dve 3Űkliky, zodpovedajúce dvom spťl“najúcim priradeniam hodnôt.

Predpokladajme, ›e F je splnitel’ná. Nech H : {x_1, . . . , x_n} → {true, false} je priradenie, ktoré spťl“na F. Pri tomto priradení aspo“n jeden literál z ka›dej klauzuly musí mat’ hodnotu 1. Vyberme jeden takýto literál z ka›dej klauzuly. Vrcholy grafu G zodpovedajúce týmto výskytom literálov sú vŽetky navzájom spojené hranami, preto›e ›iadne dva z nich nie sú komplementárne.

Naopak, nech G obsahuje kŰkliku. Preto›e graf G je kŰpartitný a rozdelenie grafu na k partií zodpovedá klauzulám, tak kŰklika obsahuje práve jeden literál z ka›dej klauzuly. Prirad’me hodnotu true ka›dému literálu, ktorý zodpovedá vrcholu kŰkliky. Mô›eme tak urobit’ bez nebezpe“censtva vzniku kon~iktu, preto›e v klike sa nemô›u objavit’ ›iadne dva komplementárne literály. 2

Aby sme úplne Žpeci^kovali vzt’ah medzi problémami CNF a kŰKLIKA, uká›eme aj opa“cnú redukciu kŰKLIKA ≤ CNF. Oba problémy sú teda polynomiálne ekvivalentné.

Lema 5.4 kŰKLIKA ≤ CNF.

Dôkaz Nech je daný graf G = (V, H) a konŽtanta k. Zostrojíme formulu R(G) v konjunktívnom normálnom tvare, ktorá je splnitel’ná práve ak G obsahuje úplný podgraf o k vrcholoch.

Formula R(G) má premenné x^u_i pre ka›dé u ∈ V a 1 ≤ i ≤ k. Intuitívne, x^u_i hovorí, ›e u je iŰtym prvkom kliky. Formula R(G) je konjunkciou troch formúl C, D a E, ktorých význam a de^nície sú nasledovné.

• Pre ka›dé i, 1 ≤ i ≤ k, existuje aspo“n jeden vrchol u ∈ V taký, ›e u je iŰtym prvkom kliky C = k⋀ i=1 ( ⋁ u∈V x^u_i ).

• Pre ka›dé i, 1 ≤ i ≤ k, ›iadne dva vrcholy nie sú sú“casne iŰtym prvkom kliky D = k⋀ i=1 ( ⋁ u;v∈V_{u≠v}

(¬x^u_i ∨ ¬x^v_i ).

• Ak (u, v) patrí do kliky, tak (u, v) je hranou grafu G. Ekvivalentne, ak (u, v) nie je hranou grafu, bud’ u alebo v nepatrí do kliky E = ⋀ (u,v)∉H ⋀ 1≤i,j≤k (¬x^u_i ∨ ¬x^v_j ).

2

Ani pre jeden zo skúmaných problémov (CNFŰSAT, kŰKLIKA) nepoznáme lepŽí ne› exponenciálny algoritmus. Z práve dokázaných redukcií vŽak vyplýva, ›e v okamihu, ked’ niekto navrhne polynomiálny algoritmus pre ktorýkol’vek z nich, máme sú“casne algoritmus aj na rieŽenie druhého problému. Platí toti› nasledujúci vzt’ah:

Veta 5.5 Ak A ≤ B a problém B ∈ P, tak aj A ∈ P.

Dôkaz Nech p(n) (p polynóm) je “casová zlo›itost’ Turingovho stroja M_B rozhodujúceho jazyk B a nech r(n) (r polynóm) je “casová zlo›itost’ stroja M_R po“cítajúceho redukciu R. Stroj M_A, rozhodujúci jazyk A, pre vstup w najprv simuluje M_R a vypo“cíta R(w). Dťl›ka slova R(w) je |R(w)| = r(|w|). “Dalej M_A simuluje stroj M_B na vstupe R(w). “Casová zlo›itost’ simulácie je p(r(|w|)) a teda polynomiálna (zlo›ením dvoch polynomiálnych funkcií získame polynomiálnu funkciu). 2

Ostáva nám eŽte zodpovedat’ nasledovnú otázku. Ak problém A je redukovatel’ný na problém B a B je redukovatel’ný na problém C: existuje redukcia A na C?

Veta 5.6 (Tranzitívnost’ redukcie) Ak R je redukcia jazyka L_1 na jazyk L_2 a R^′ je redukcia jazyka L_2 na jazyk L_3, tak kompozícia R · R^′ je redukciou L_1 na L_3.

Dôkaz Platnost’ ekvivalencie w ∈ L_1 práve ak R^′(R(w)) ∈ L_3 vyplýva priamo z predpokladu, ›e R a R^′ sú redukcie.

Ostáva ukázat’, ›e kompozícia R · R^′ je vypo“cítatel’ná v polynomiálnom “case. Turingov stroj po“cítajúci pre vstup w hodnotu R^′(R(w)) najprv simuluje stroj po“cítajúci redukciu R. Jeho výstupom je R(w), pri“com |R(w)| ≤ p(|w|), kde p je polynóm. V druhej “casti simuluje výpo“cet stroja po“cítajúceho redukciu R^′ na vstupe R(w). “Casová náro“cnost’ druhej simulácie je nanajvýŽ q(p(|w|), kde q je polynóm. Preto stroj po“cítajúci redukciu R · R^′ má polynomiálnu “casovú zlo›itost’. 2

5.2 Úplnost’

Ked’›e redukovatel’nost’ je tranzitívna, poskytuje “ciasto“cné usporiadanie problémov podl’a ich obtia›nosti. Nás budú Žpeciálne zaujímat’ najt’a›Žie problémy v tomto usporiadaní, tzv. úplné problémy.

De^nícia 5.7 Nech C je zlo›itostná trieda.

Jazyk L nazveme CŰt’a›ký, ak ka›dý jazyk L^′ ∈ C sa dá redukovat’ na L. Jazyk L nazveme CŰúplný ak je CŰt’a›ký a naviac patrí do C.

Rozdiel medzi oboma prezentovanými pojmami je v tom, ›e ak jazyk L je CŰt’a›ký, tak nemusí patrit’ do triedy C. V skuto“cnosti jeho zlo›itost’ mô›e byt’ ovel’a vyŽŽia a teda nie je vhodným reprezentantom triedy C. Pojem úplných problémov je jedným z centrálnych pojmov teórie zlo›itosti. Na jednej strane je to dané tým, ›e skuto“cnost’, ›e skúmaný problém je úplným pre ur“citú zlo›itostnú triedu, plne charaktrerizuje jeho náro“cnost’. Z druhej strany, úplné problémy predstavujú v›dy tie najt’a›Žie problémy z danej zlo›itostnej triedy. Je pre ne najmenej pravdepodobné, ›e patria do menŽej zlo›itostnej triedy. Presná formulácia vlastností úplných a t’a›kých problémov je obsiahnutá v leme 5.9.

De^nícia 5.8 Nech C je zlo›itostná trieda a L jazyk patriaci do C. Trieda C je uzavretá vzhl’adom na redukciu práve ak pre ka›dý jazyk L platí L ≤ L =⇒ L ∈ C. Lema 5.9 Nech C, C^′ sú zlo›itostné triedy, C^′ ⊆ C.

1. Ak A je CŰúplný, A ≤ B a B ∈ C, tak aj B je CŰúplný.

2. Ak A je CŰúplný, tak coŰA je coŰCŰúplný.

3. Ak A je CŰt’a›ký, trieda C^′ je uzavretá vzhl’adom na redukciu a A ∈ C^′, tak C^′ = C.

Dôkaz Vyplýva priamo z de^nície úplnosti a uzavretosti na redukciu. 2

L’ahko overíme, ›e napr. triedy P, NP a PSPACE sú uzavreté vzhl’adom na redukciu. Preto ak o l’ubovol’nom NPŰúplnom probléme L sa uká›e, ›e patrí do triedy P, tak bezprostredným dôsledkom je kolapsia tried NP a P (t.j. NP = P). Analogicky napríklad prísluŽnost’ PSPACEŰ úplného problému do triedy P znamená rovnost’ tried P a PSPACE, atd’. Naopak, ak P ⊂ NP, tak ka›dý NPŰúplný jazyk patrí do NP Ű P (a teda ho pova›ujeme za prakticky nerieŽitel’ný). Pojem úplných problémov je tak u›ito“cným nástrojom na skúmanie vzt’ahu medzi zlo›itostnými triedami a na odhadovanie zlo›itosti konkrétnych problémov.

5.2.1 NPŰúplné problémy

Pojem NPŰúplnosti má Žpeciálny teoretický aj praktický význam. Dôkaz, ›e konkrétny problém je NPŰúplný, má tri bezprostredné dôsledky. Za prvé, ›e v sú“castnosti nie je známy ›iaden polynomiálny algoritmus na rieŽenie tohoto problémuŮvŽetky známe algoritmy sú zalo›ené na úplnom prehl’adávaní vŽetkých (exponenciálne vel’a) mo›ností. To je nepríjemný dôsledok vzhl’adom k tomu, ›e mnoho prakticky dôle›itých problémov je NPŰúplných. Druhý, príjemnejŽí, dôsledok je, ›e stále existuje Žanca, ›e pre uva›ovaný problém sa polynomiálny algoritmus niekomu podarí skonŽtruovat’. Inými slovami, nie je vylú“cená existencia polynomiálneho algoritmu pre uva›ovaný problém. Tretím, najpríjemnejŽím, dôsledkom je, ›e ak sa nám podarí skonŽtruovat’ polynomiálny algoritmus pre jeden NPŰúplný problém, tak l’ahko navrhneme polynomiálne algoritmy pre vŽetky NPŰúplné problémy.

Poznáme dve základné metódy na dôkaz NPŰúplnosti jazyka L.

Priama metóda Uká›eme, ›e L ∈ NP. Táto “cast’ dôkazu býva obvykle jednoduchá. Následne uká›eme, ›e ka›dý jazyk z NP sa dá v polynomiálnom “case redukovat’ na L. PresnejŽie to znamená pre ka›dý nedeterminisitický Turingov stroj M pracujúci v polynomiálnom “case a pre ka›dý vstup x stroja M skonŽtruovat’ v polynomiálnom “case slovo y_{M,x} také, ›e y_{M,x} ∈ L vtedy a len vtedy ak M akceptuje x.

Reduk“cná metóda Uká›eme, ›e L ∈ NP a ›e L ≤ L pre NPŰúplný jazyk L. NPŰúplnost’ jazyka L plynie z tranzitivity relácie ≤.

Priamy dôkaz NPŰúplnosti problému splnitel’nosti

V tejto “casti uká›eme pou›itím priamej metódy, ›e problém splnitel’nosti booleovskej formuly v konjunktívnom normálnom tvare je NPŰúplný.

Veta 5.10 Problém CNF je NPŰúplný.

Dôkaz PrísluŽnost’ jazyka do NP je zrejmáŮstroj (nedeterministicky) priradí hodnoty premenným a (deterministicky) overí, “ci sa jedná o spťl“najúce priradenie. V pozitívnom prípade vstup akceptuje, inak zamietne.

Nech L ⊆ Σ^∗ je l’ubovol’ný, ale ^xovaný jazyk z NP. Potom L je rozhodovaný nejakým nedeterministickým Turingovym strojom M s polynomiálnou “casovou zlo›itost’ou p(n); mô- ›eme predpokladat’, ›e M je jednopáskový. De^nujeme redukciu R, ktorá l’ubovol’nému slovu w ∈ Σ^∗ priradí booleovskú formulu R(w) = F v konjunktívnom normálnom tvare takú, ›e F je splnitel’ná práve vtedy ak M akceptuje w. Pritom redukcia R je vypo“cítatel’ná deterministicky v polynomiálnom “case a jej de^nícia závisí len od M.

Pri konŽtrukcii R vyjdeme z nasledovnej úvahy. Ka›dý jednotlivý výpo“cet stroja M na ^xovanom vstupe w je postupnost’ kon^gurácií, ktoré za sebou nasledujú v súlade s prechodovou reláciou δ. Pritom dťl›ka výpo“ctu je nanajvýŽ p(|w|) = N. Ak pripustíme, ›e v postupnosti sa tá istá kon^gurácia mô›e opakovat’ viackrát za sebou, tak ka›dý výpo“cet stroja M na w mô›eme prezentovat’ ako postupnost’ práve N + 1 kon^gurácií. Naviac, vo výpo“cte dťl›ky N nemô›e stroj M zapísat’ viac ne› N polí“cok. Preto obsah pásky v ka›dej kon^gurácii uva›ovanej postupnosti mô›eme jendozna“cne reprezentovat’ ako ret’azec dťl›ky N.

V d’al’Žom sa budeme sna›it’ zakódovat’ výpo“cet stroja M na w pomocou pravdivostných hodnôt niekol’kých sád booleovských premenných. Tieto booleovské premenné reprezentujú také skuto“cnosti, ako napr. “ci v iŰtom kroku výpo“ctu sníma hlava jŰte polí“cko, alebo “ci obsah jŰteho polí“cka v iŰtom kroku je a (a ∈ Γ) atd’. Navrhneme klauzuly, opisujúce prípustné výpo- “ctové kroky stroja M, ako aj jeho po“ciato“cnú a akceptujúcu kon^guráciu. Priradenie hodnôt premenným, ktoré spťl“na vŽetky klauzuly, zodpovedá akceptujúcemu výpo“ctu M na w. Preto formula bude splnitel’ná práve vtedy, ak M akceptuje w.

Nech M = (Q, Σ, Γ, Λ, ⊔, δ, q_0). Vymenujeme najprv vŽetky pou›ívané booleovské premenné spolu s ich intuitívnou interpretáciou.

Q^q_i pre 0 ≤ i ≤ N, q ∈ Q.

Premenná vyjadruje, “ci v iŰtom kroku výpo“ctu je M v stave q.

H_{ij} pre 0 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤ N.

Premenná vyjadruje, “ci v iŰtom kroku výpo“ctu hlava sníma jŰte polí“cko pásky.

S^a_{ij} pre 0 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤ N, a ∈ Γ.

Premenná vyjadruje, “ci v iŰtom kroku výpo“ctu jŰte polí“cko pásky obsahuje symbol a.

Celkový po“cet premenných je (N + 1)|Q| + N(N + 1) + N(N + 1)|Γ| = O(p(|w|)^2). Hl’adaná formula F má tvar F = A ∧ B ∧ C ∧ D ∧ E ∧ G ∧ H

kde A, . . . , G sú booleovské formuly popisujúce M a jeho výpo“cet na w.

Spťl“najúce priradenie hodnôt premenným formuly F musí kódovat’ akceptujúci výpo“cet stroja M na w. Napríklad, práve jedna spomedzi premenných H_{11} a› H_{1N} musí mat’ priradenú hodnotu true. Podobne pre premenné typu Q a S. Tieto podmienky sú vyjadrené formulami A, B a C. Formula A nadobúda hodnotu true práve ak poloha hlavy v ka›dej kon^gurácii je jednozna“cne ur“cená.

A = ⋀ 0≤i≤N ( ⋁ 1≤j≤N H_{ij}) ⋀ 1≤j<k≤N (¬H_{ij} ∨ ¬H_{ik})

Formula B nadobúda hodnotu true práve ak je jednozna“cne ur“cený stav ka›dej kon^gurácie.

B = ⋀ 0≤i≤N ( ⋁ q∈Q Q^q_i ) ⋀ p;q∈Q_{p≠q}

(¬Q^p_i ∨ ¬Q^q_i )

KAPITOLA 5. REDUKCIE PROBLÉMOV A ÚPLNOS “T 45

Formula C nadobúda hodnotu true práve ak je jednozna“cne ur“cený obsah ka›dého polí“cka v ka›dej kon^gurácii. C = ⋀ 0≤i≤N 1≤j≤N ( ⋁ a∈Γ S^a_{ij}) ⋀ a;b∈Γ_{a≠b}

(¬S^a_{ij} ∨ ¬S^b_{ij})

V po“ciato“cnej (nultej) kon^gurácii je na páske zapísaný ret’azec Λw_1 · · · w_n nasledovaný symbolmi ⊔, hlava sníma symbol Λ a M je v po“ciato“cnom stave q_0. Premenné zodpovedajúce po“ciato“cnej kon^gurácii preto musia nadobúdat’ relevantné booleovské hodnoty, “co overíme formulou D, D = Q^{q0}_0 ∧ H_{01} ∧ S�_{01} ∧ ⋀ 1≤j≤|w| S^{wj}_{0(j+1)} ∧ ⋀ |w|+2≤j≤N S^⊔_{0j}.

Predpokladajme (bez straty vŽeobecnosti), ›e ak stroj M chce akceptovat’ vstup w, tak skôr ne› prejde do stavu q_{accept}, tak vyma›e celý obsah pásky s výnimkou najl’avejŽieho symbolu Λ a nastaví hlavu na tento symbol. Potom akceptujúcu kon^guráciu mo›no zachytit’ formulou

E = Q^{qaccept}_N ∧ H_{N1} ∧ S�_{N1} ∧ ⋀ 2≤j≤N S^⊔_{Nj}.

Posledné dve formuly musia zachytit’ najkomplikovanejŽie podmienky. Je treba zaru“cit’, ›e spťl“najúce priradenie hodnôt premenným kóduje kon^gurácie, ktoré tvoria výpo“cet, tj. ›e kon- ^gurácie za sebou nasledujú v súlade s prechodovou reláciou. Formula G^′_{ijpa} nadobúda hodnotu true práve ak iŰtom kroku výpo“ctu sa stav, poloha hlavy a obsah jŰteho polí“cka zmenia v súlade s prechodovou reláciou. G = ⋀ 0≤i¡N_{1≤j≤N} p∈Q;a∈Γ

G^′_{ijpa}

G^′_{ijpa} = ( Q^p_i ∧ H_{ij} ∧ S^a_{ij} ) =⇒ ⋁ ((p,a),(q,b,d))∈δ (Q^q_{i+1} ∧ H_{i+1,j+d} ∧ S^b_{i+1,j}) .

Formula H nadobúda hodnotu true práve ak obsah polí“cka, ktoré nebolo v i-tom kroku “cítané, zostáva nezmenený. H = ⋀ 0≤i¡N_{1≤j≤N} a∈Γ ((S^a_{ij} ∧ ¬H_{ij}) =⇒ S^a_{i+1,j}) .

Formuly G a H nie sú v konjunktívnom normálnom tvare, ale pou›itím distributívneho zákona a DeMorganových pravidiel sa l’ahko dajú do tohoto tvaru previest’. Dťl›ka formuly F je O(p(n)^3) a dá sa skonŽtruovat’ z w v polynomiálnom “case. Naviac, ka›dé spťl“najúce priradenie hodnôt zodpovedá akceptujúcemu výpo“ctu a naopak. 2

Dôkaz NPŰúplnosti redukciou

Vychádzajúc z NPŰúplnosti problému splnitel’nosti bola odvodená NPŰúplnost’ stoviek d’al’- Žích problémov. Uká›eme niektoré z nich. Ich spolo“cnou charakteristikou je, ›e

• pre ka›dý prípad problému vyberáme fakt dosved“cujúci odpoved’ ŤánoŞ z exponenciálne vel’kej mno›iny do úvahy prichádzajúcich rieŽení a

• overit’, ›e vybrané rieŽenie skuto“cne dosved“cuje ŤánoŞ odpoved’ je l’ahké (t.j. vy›aduje si polynomiálny “cas).

Efektívnost’ nedeterministického výpo“ctu je zalo›ená na tom, ›e sta“cí (nedeterminsticky) vybrat’ jedno rieŽenie a overit’, “ci naozaj dosved“cuje odpoved’ ŤánoŞ. Z druhej strany, nevieme skonŽtruovat’ efektívnejŽí deterministický algoritmus ne› ten, ktorý je zalo›ený na postupnom prehl’adávaní a preverovaní vŽetkých do úvahy prichádzajúcich rieŽení.

Skuto“cnost’, ›e nepoznáme efektívnu deterministickú simuláciu nedeterministického výpo“ctu spolu s predpokladom, ›e nájst’ rieŽenie je podstatne t’a›Žie ne› overit’, ›e daný kandidát je správnym rieŽením, podporujú domnienku, ›e NPŰúplné problémy sa nedajú rieŽit’ deterministicky v polynomiálnom “case.

Prvý z problémov, o ktorom doká›eme, ›e je NPŰúplný, je varianta problému splnitel’nosti booleovskej formuly.

PROBLÉM kCNF VSTUP: Booleovská formula F v konjunktívnej normálnej forme a taká, ›e ka›dá klauzula obsahuje práve k literálov .

OTÁZKA: Je formula F splnitel’ná?

Lema 5.11 Problém 3CNF je NPŰúplný.

Dôkaz PrísluŽnost’ problému 3CNF do triedy NP sa opät’ overí jednoducho. Uká›eme, ako mo›no problém CNF redukovat’ na problém 3CNF. Prípadom problému CNF je formula pozostávajúca z klauzulí; ka›dú z nich musíme previest’ na formulu obsahujúcu len klauzuly s tromi literálmi. Nech C_i je klauzula prípadu problému CNF. C_i transformujeme na formulu C^′_i takto:

1. Ak C_i = l_{i1} , tak C^′_i = l_{i1} ∨ l_{i1} ∨ l_{i1} .

2. Ak C_i = l_{i1} ∨ l_{i2} , tak C^′_i = l_{i1} ∨ l_{i2} ∨ l_{i1} .

3. Ak C_i = l_{i1} ∨ l_{i2} ∨ l_{i3} , tak C^′_i = l_{i1} ∨ l_{i2} ∨ l_{i3} .

4. Ak C_i = l_{i1} ∨ l_{i2} ∨ . . . ∨ l_{ik} pre k > 3, tak C^′_i = (l_{i1} ∨ l_{i2} ∨ y_{i1} ) ∧ (¬y_{i1} ∨ l_{i3} ∨ y_{i2} ) ∧ · · · (¬y_{ik−4} ∨ l_{ik−2} ∨ y_{ik−3} ) ∧ (¬y_{ik−3} ∨ l_{ik−1} ∨ l_{ik} ), kde y sú nové premenné.

L’ahko sa overí, ›e popísanú transformáciu mo›no vypo“cítat’ v polynomiálnom “case.

Uká›eme, ›e ak t je priradenie hodnôt premenným, ktoré spťl“na klauzulu C_i, tak z neho mô›eme skonŽtruovat’ priradenie t^′ spťl“najúce formulu C^′_i . Problém je triviálny ak C_i obsahuje maximálne tri literály. Preto nech C_i = l_{i1} ∨ l_{i2} ∨ . . . ∨ l_{ik} , kde k > 3. Ked’›e t spťl“na C_i, tak existuje literál l_{ij} , ktorý má priradenú hodnotu true. Ostatným premenným formuly C^′_i priradíme hodnoty v závislosti od indexu j:

1. j = 1, 2: l_{ij} sa vyskytuje v klauzule tvaru (l_{i1} ∨ l_{i2} ∨ y_{i1} ); v tomto prípade vŽetkým yŰ premenným priradíme hodnotu false.

2. j = k − 1, k: l_{ij} sa vyskytuje v klauzule tvaru (¬y_{ik−3} ∨ l_{ik−1} ∨ l_{ik} ); v tomto prípade vŽetkým yŰpremenným priradíme hodnotu true.

3. 2 < j < k − 1: l_{ij} sa vyskytuje v klauzule tvaru (¬y_{ij−2} ∨ l_{ij} ∨ y_{ij−1} ); v tomto prípade prvým j − 2 yŰpremenným priradíme hodnotu true, zatial’ “co ostatným priradíme hodnotu false.

Naopak, ak máme priradenie spťl“najúce formulu C^′_i , tak to isté priradenie, obmedzené len na pôvodné premenné, spťl“na formulu C_i. Preto problém 3CNF je NPŰúplný. 2

Problém 3CNF je zaujímavý hned’ z dvoch dôvodov. Vd’aka svojej jednoduchosti sa “casto vyu›íva ako referen“cný problém pri dôkaze NPŰúplnosti redukciou. Zárove“n predstavuje Ťhrani“cnýŞ problém. Ak by sme toti›to problém CNF zú›ili na formuly, kde ka›dá klauzula obsahuje iba dva literály, tak problém prestane byt’ NPŰúplným.

Lema 5.12 Problém 2CNF patrí do triedy P.

Dôkaz Nech F je formula v 2Űkonjunktívnom normálnom tvare. Bez straty obecnosti mô›eme predpokladat’, ›e ka›dá jej klauzula má práve dva literály (v opa“cnom prípade nahradíme klauzulu l klauzulou l ∨ l).

Na za“ciatku deklarujeme vŽetky klauzuly ako nesplnené. Vyberieme l’ubovol’nú premennú x a priradíme jej hodnotu true . Následne sa sna›íme priradit’ hodnoty ostatným premenným a to na základe nasledujúceho pravidla:

Vezmi l’ubovol’nú nesplnenú klauzulu (l_l ∨ l_r) takú, ›e jeden z literálov, povedzme l_l, u› má priradenú hodnotu. Ak l_l má priradenú hodnotu true , tak klauzulu deklaruj ako splnenú. Ak l_l má priradenú hodnotu false , tak literálu l_r prirad’ hodnotu true a deklaruj klauzulu ako splnenú.

Po“cas výpo“ctu mô›e nastat’ niektorá z nasledujúcich troch situácií.

1. Kon~ikt vznikne v okamihu, ked’ sa sna›íme priradit’ hodnotu true literálu, ktorý u› má priradenú hodnotu false . To ale znamená, ›e po“ciato“cné priradenie pravdivostnej hodnoty premennej x nebolo správne. Preto priradíme premennej x hodnotu false a celý výpo“cet opakujeme odznovu. Ak aj potom vznikne kon~ikt, tak formula F je nesplnitel’ná.

2. Nevznikne ›iaden kon~ikt a vŽetky premenné majú priradenú hodnotu. Potom formula F je splnitel’ná.

3. Nevznikne ›iaden kon~ikt, ale nie vŽetky premenné majú priradené hodnoty. Takáto situácia mô›e nastat’ iba vtedy, ak literály v nesplnených formulách nemajú priradenú ›iadnu hodntou. V takomto prípade mô›eme ignorovat’ vŽetky u› splnené klauzuly a pracovat’ s redukovanou formulou. Zrejme redukovaná formula je splnitel’ná práve ak pôvodná formula je splnitel’ná. Splnitel’nost’ redukovanej formuly overíme rekurzívne.

L’ahko overíme, ›e na“crtnutý algoritmus pracuje v “case O(mn), kde n jepo“cet premenných formuly F a m je po“cet jej klauzulí. 2

Nasledujúce NPŰúplné problémy sa týkajú testovania vlastností grafov. Prvý z nich je problém vrcholového pokrytia grafu.

PROBLÉM kŰVRCHOLOVÉ POKRYTIE VSTUP: Neorientovaný graf G = (V, H) a konŽtanta k ∈ N.

OTÁZKA: Existuje pokrytie grafu G nanajvýŽ k vrcholmi? Inak povedané, zist’ujeme, “ci existuje kŰprvková mno›ina M ⊆ V taká, ›e pre ka›dú hranu (i, j) ∈ H aspo“n jeden z vrcholov i, j patrí do M.

Lema 5.13 Problém kŰVRCHOLOVÉ POKRYTIE je NPŰúplný.

Dôkaz Problém kŰVRCHOLOVÉ POKRYTIE zrejme patrí do NP. Nedeterministický TS, ktorý dostane na vstup kód grafu G a “císlo k, (nedeterministicky) vyberie k jeho vrcholov a (deterministicky) overí, “ci pokrývajú ka›dú hranu grafu.

Navrhneme redukciu problému splnitel’nosti CNF na problém pokrytia. Redukcia priradí booleovskej formule F v konjunktívnej normálnej forme neorientovaný graf G a “císlo k také, ›e F je splnitel’ná práve vtedy ak graf G je mo›né pokryt’ k vrcholmi.

Nech x_1, x_2, . . . , x_n sú premenné formuly F, nech m je po“cet jej klauzulí a n_i (1 ≤ i ≤ m) je po“cet literálov iŰtej klauzuly. De^nujme graf G = (V, H) takto:

1. Pre ka›dú premennú x_i formuly F obsahuje graf G dvojicu vrcholov x^t_i a x^f_i a hranu (x^t_i , x^f_i ).

Na pokrytie tejto je hrany je potrebný (a posta“cujúci) jeden vrchol. Intuitívne; vybraný vrchol bude zodpovedat’ priradeniu hodnoty premennej x_i.

2. Pre ka›dú klauzulu C_j formuly F obsahuje G kompletný podgraf G_j s n_j vrcholmi, z ktorých ka›dý zodpovedá jednému literálu klauzuly. Na pokrytie hrán tejto kliky je potrebných (a posta“cujúcich) n_j −1 vrcholov. Intuitívne; zvyŽný vrchol kliky zodpovedá tomu literálu klauzuly, ktorý bude mat’ priradenú pravdivostnú hodnotu true.

3. Ak x_i resp. ¬x_i je literál formuly F, tak G obsahuje hranu spájajúcu vrchol zodpovedajúci literálu x_i resp. ¬x_i s vrcholom x^t_i resp. x^f_i .

Napríklad, formule (x_1 ∨ x_2 ∨ x_3) ∧ (x_1 ∨ ¬x_2 ∨ ¬x_3 ∨ x_1) priradíme graf

KAPITOLA 5. REDUKCIE PROBLÉMOV A ÚPLNOS “T 48

GFED

@ABCx_1

VVVVV

VVVVV

VVVVV

VVVVV

VVVVV

VVVVV

VVVVV

VVVVV VV

LLL LLL LLL LLL LLL LLL LLL LLL LLL LLL LLL LLL L GFED

@ABC¬x_1 GFED

@ABCx_2

www www www www www www GFED

@ABC¬x_2

HHH HHH HHH HHH HHH HHH GFED

@ABCx_3

rrr rrr rrr rrr rrr rrr rrr rrr rrr rrr rrr rrr r GFED

@ABC¬x_3

GFED

@ABCx_2 –– –– –– –– CC CC CC CC GFED

@ABCx_1 –– –– –– –– QQQQ

QQQQ

QQQQ

QQQQ

GFED

@ABC¬x_2 EE EE EE EE mmmm mmmm mmmm mmm GFED

@ABCx_1 GFED

@ABCx_3 GFED

@ABCx_1 GFED

@ABC¬x_3

“Císlo k de^nujeme ako

k^{def}= n + (n_1 − 1) + (n_2 − 1) + . . . + (n_m − 1).

L’ahko overíme, ›e uvedenú transformáciu mo›no vypo“cítat’ v polynomiálnom “case a ›e F je splnitel’ná práve ak G je mo›né pokryt’ k vrcholmi. Skuto“cne: ak F je splnitel’ná, tak graf mo›no pokryt’ takto:

1. Pre ka›dú premennú x_i, vyberieme vrchol x^t_i ak premennej x_i bola priradená hodnota true;

inak vyberieme vrchol x^f_i .

2. Pre ka›dú kaluzulu C_j vyberieme do pokrytia vŽetkých n_j vrcholov grafu G_j s výnimkou jedného, ktorý je spojený s vrcholom, ktorý sme u› zaradili do pokrytia. Existencia takéhoto vrcholu plynie z toho, ›e pracujeme so spťl“najúcim priradením hodnôt premenným.

Naopak, ak máme pokrytie grafu G k vrcholmi, tak spťl“najúce priradenie hodnôt premenným formuly F je takéto: premennej x_i priradíme hodnotu true práve ak x^t_i patrí do pokrytia, inak jej priradíme hodnotu false. 2 “DalŽím NPŰúplným problémom je kŰKLIKA, preto›e CNF ≤ kŰKLIKA (lema 5.3) a kŰ KLIKA patrí do triedy NP. Alternatívny spôsob dôkazu NPŰúplnosti problému kŰKLIKA poskytuje redukcia problému kŰVRCHOLOVÉ POKRYTIE na tento problém. Pre daný graf G = (V, H) de^nujeme k nemu komplementárny graf ako G^c = (V, H^c), kde H^c = {(i, j) | i, j ∈ V; i ≠ j; (i, j) ∉ H}. Zrejme pre l’ubovol’né V^′ ⊆ V je V^′ vrcholovým pokrytím pre G vtedy a len vtedy ak vrcholy z V \ V^′ tvoria kompletný podgraf grafu G^c. Hl’adaná redukcia spo“cíva v transformovaí grafu G a “císla k na komplementárny graf G^c a “císlo |V| − k.

S problémom vrcholového pokrytia úzko súvisí problém nezávislej mno›iny.

PROBLÉM kŰNEZÁVISLÁ MNO‹INA VSTUP: Neorientovaný graf G = (V, H) a konŽtanta k ∈ N.

OTÁZKA: Existuje k prvková mno›ina M ⊆ V taká, ›e pre ka›dé dva prvky i, j ∈ M platí (i, j) ∉ H?

Redukcia problému kŰKLIKA na problém kŰNEZÁVISLÁ MNO‹INA priradí dvojici graf G a “císlo k komplementárny graf G^c a to isté “císlo k. Preto›e problém kŰNEZÁVISLÁ MNO‹INA patrí do triedy NP, jedná sa o NPŰúplný problém.

Nasledujúci npŰúplný problém sa týka farbenia grafov.

PROBLÉM kŰZAFARBENIE GRAFU VSTUP: Neorientovaný graf G = (V, H) a konŽtanta k ∈ N.

OTÁZKA: Existuje také priradenie farieb 1, 2, . . . , k vrchlom grafu, ›e ka›dé dva susedné vrcholy majú rôzne farby?

Podobne ako pre problém kCNF je aj pre problém kŰZAFARBENIE GRAFU hrani“cnou hodnotou k = 3. Pre k = 2 je problém jednoduchý: graf je zafarbitel’ný dvoma farbami práve vtedy, ked’ je bipartitný, “co je práve vtedy, ak nemá cyklus nepárnej dťl›ky. Tieto vlastnosti sa dajú overit’ v polynomiálnom “case prehl’adávaním do hťlbky resp. do Žírky.

Lema 5.14 Problém kŰZAFARBENIE GRAFU je pre k ≥ 3 NPŰúplný.

KAPITOLA 5. REDUKCIE PROBLÉMOV A ÚPLNOS “T 49

Dôkaz Uká›eme, ›e pre k = 3 je problém NPŰúplný. Jeho prísluŽnost’ do triedy NP sa overí jednoducho. Navrhneme redukciu CNF ≤ 3ŰZAFARBENIE GRAFU. Nech F je booleovská formula v konjunktívnom normálnom tvare a nech x_1,. . . , x_n sú jej premenné. SkonŽtruujeme graf G, ktorý bude zafarbitel’ný 3 farbami práve ak F je splnitel’ná.

Graf G bude mat’ tri Žpeciálne vrcholy Z, C, B, spojené do trojuholníka (kompletný graf o troch vrcholoch). V 3Űzafarbení grafu musia mat’ tieto tri vrcholy rôzne farby, povedzme zelenú, “cervenú a bielu. Z •

• 33 33 33 33 33 3 •ff ffff ffff ffff ffff ffff

C

B Pre ka›dý premennú x formuly F bude graf obsahovat’ vrcholy x a ¬x a hrany tvoriace kompletný graf s vrcholmi x, ¬x, B. V 3Űzafarbení grafu vrcholy zodpovedajúce literálom x a ¬x musia mat’ zelenú alebo “cervenú farbu a obidva nesmú mat’ tú istú farbu. Intuitívne; správne 3Űzafarbenie grafu reprezentuje spťl“najúce priradenie hodnôt premenným formuly, pri“com zelené literály sú pravdivé a “cervené nepravdivé. x•

• 33 33 33 33 33 3 •ff ffff ffff ffff ffff ffff

¬x

B Aby sme dokon“cili konŽtrukciu grafu potrebujeme k nemu pridat’ pre ka›dú klauzulu formuly podgraf. Tvar podgrafu pre klauzulu (x ∨ y ∨ ¬z ∨ u ∨ ¬v ∨ w) je nazna“cený na obrázku. Vrcholy ozna“cené na obrázku ako Z predstavujú v skuto“cnosti ten istý vrchol grafu, konkrétne vrchol Z. ¬x y ¬z u ¬v w

Z • •

•

•

Z• • •

•

Z • •

•

•

Z • •

•

•

Z • •

•

•

Z • •

•

• Z • •Z Tento podgraf má tú vlastnost’, ›e zafarbenie vrcholov v hornom riadku zelenou alebo “cervenou farbou sa dá rozŽírit’ na 3Űzafarbenie celého podgrafu vtedy a len vtedy, ak aspo“n jeden vrchol v hornom riadku je zelený. Ak vŽetky vrcholy v hornom riadku sú zafarbené na “cerveno, potom vŽetky vrcholy v strednom riadku susediace s vrcholmi horného riadku musia byt’ zafarbené na bielo. Łtartujúc zl’ava, vrcholy v spodnom riadku musia byt’ zafarbené striedavo “cervenou a zelenou farbou. To vedie ku kon~iktu pri farbení posledného vrcholu v spodnom rade (ak po“cet literálov v klauzule je nepárny, tak najpravejŽí vrchol v spodnej rade ozna“címe namiesto Z ako C).

Naopak, predpokladajme, ›e niektorý z vrcholov hornom rade bol zafarbený zelenou farbou. Vyberme si tento zelený vrchol. Zafarbime vrchol v strednom rade s ním susediaci “cervenou farbou a s ním susediaci vrchol v spodnom rade bielou farbou. VŽetky ostané vrcholy v strednom rade zafarbíme na bielo. Łtartujúc z oboch koncov farbíme vrcholy spodného radu “cervenou a zelenou farbou tak, ako nám to graf dovolí.

Preto v 3Űzafarbení grafu G musí mat’ ka›dý podraf zodpovedajúci klauzule aspo“n jeden zelený literál a priradenie hodnoty truezeleným literálom ur“cuje spťl“najúce priradenie hodnôt premenným formuly F. Naopak, ak F je splnitel’ná, zafarbenie vrcholov zodpovedajúcim pravdivým literálom na zeleno a ostatných na “cerveno indikuje 3Űzafarbenie grafu.

Problém 3ŰZAFARBENIE GRAFU l’ahko rozŽírime na problém kŰZAFARBENIE GRAFU tak, ›e do grafu pridáme kompletný graf s k − 3 vrcholmi a hrany spájajúce vrcholy tejto kliky s ka›dým iným vrcholom grafu. 2

S mnohými NPŰúplnými úlohami sa mô›eme stretnút’ pri testovaní vlastností mno›ín. Uvedieme niekol’ko z nich.

PROBLÉM PRESNÉ POKRYTIE VSTUP: Kone“cná mno›ina X a systém S podmno›ín mno›iny X.

OTÁZKA: Existuje podmno›ina S^′ ⊆ S taká, ›e ka›dý element X je prvkom práve jednej mno- ›iny systému S^′?

Lema 5.15 Problém PRESNÉ POKRYTIE je NPŰúplný.

Dôkaz PrísluŽnost’ problému do triedy NPsa overí jednoducho. Navrhneme redukciu 3Ű ZAFARBENIE GRAFU ≤ PRESNÉ POKRYTIE.

Majme daný neorientovaný graf G = (V, H). Pre ka›dý vrchol u ∈ V ozna“cme N(u) mno- ›inu vrcholov susediacich s u. Z neorientovanosti grafu G máme u ∈ N(v) práve ak v ∈ N(u). Budeme uva›ovat’ tri farby: modrú, zelenú a bielu. NaŽim ciel’om je ku grafu G skonŽtruovat’ prípad (X, S) problému pokrytia.

Najprv de^nujeme mno›inu X. Do mno›iny X zaradíme ka›dý vrchol u ∈ V spolu s d’al’Žími 3(|N(u)| + 1) prvkami. Týchto 3(|N(u)| + 1) prvkov rozdelíme do troch disjunktných mno›ín, z ktorých ka›dá bude mat’ |N(u)| + 1 prvkov. Ka›dá mno›ina zodpovedá jednej farbe; ozna“cme ich S^{modrá}_u , S^{zelená}_u , S^{biela}_u . Pre ka›dú farbu c vyberieme jeden Žpeciálny prvok p^c_u z S^c_u. Ostatných |N(u)| prvkov mno›iny S^c_u asociujeme jednoŰjednozna“cným spôsobom s prvkami mno›iny N(u). Nech q^c_{uv} ozna“cuje ten prvok mno›iny S^c_u, ktorý je asociovaný s prvkom v ∈ N(u).

De^nujeme systém S. S obsahuje vŽetky dvojprvkové mno›iny

{u, p^c_u} (5.1)

a vŽetky mno›iny

S^c_u (5.2)

pre u ∈ V a farbu c ∈ {modrá, zelená, biela}. Okrem toho S obsahuje dvojprvkové mno›iny tvaru

{q^c_{uv}, q^{c′}_{uv}} (5.3)

pre vŽetky (u, v) ∈ H a c, c^′ ∈ {modrá, zelená, biela}, c ≠ c^′.

Uká›eme, ›e mno›ina X má presné pokrytie práve vtedy, ak existuje zobrazenie Λ : V → {modrá, zelená, biela}, ktoré je 3Űzafarbením grafu G.

Predpokladajme, ›e Λ je 3Űzafarbenie grafu G. Potom mno›inu X mô›eme pokryt’ systémom mno›ín S^′. Pre ka›dý vrchol u ∈ V obsahuje S^′ mno›iny {u, p^{Λ(u)}_u } a S^c_u pre c ≠ Λ(u). Tieto mno›iny pokryjú vŽetky prvky X okrem tých, ktoré sú tvaru q^{Λ(u)}_{uv} , kde (u, v) ∈ H. Pre ka›dú hranu (u, v) preto pridáme do S^′ mno›inu {q^{Λ(u)}_{uv} , q^{Λ(v)}_{uv} }, ktorá ur“cite patrí do S, lebo Λ(u) ≠ Λ(v). Tým sme pokryli ka›dý prvok X práve jednou mno›inou zo systému S^′.

Naopak, predpokladajme, ›e S^′ je presné pokrytie mno›iny X. Ka›dý prvok u je pokrytý práve jednou mno›inou z S^′; tá musí byt’ tvaru {u, p^c_u} pre nejaké c. Polo›me Λ(u)^{def}= c. Tvrdíme, ›e takto de^nované zobrazenie je 3Űzafarbením grafu G. Musíme ukázat’, ›e ak (u, v) ∈ H, tak Λ(u) ≠ Λ(v). Preto›e {u, p^{Λ(u)}_u } ∈ S^′, tak ›iadne p^c_u pre c ≠ Λ(u) nemô›e byt’ pokryté mno›inou tvaru 5.1 (prvok u by bol pokrytý dva krát). Pokrytie teda obsahuje mno›iny tvaru 5.2, preto›e tie ako jediné zo zvyŽných mno›ín obsahujú prvky p^c_u. Mno›iny {u, p^{Λ(u)}_u } a S^c_u pre c ≠ Λ(u) pokrývajú vŽetky prvky s výnimkou tých, ktoré majú tvar q^{Λ(u)}_{uv} , kde (u, v) ∈ H. Jediný spôsob, ako ich pokryt’, je vziat’ mno›iny tvaru 5.3. Z konŽtrukcie S, tieto sú tvaru {q^{Λ(u)}_{uv} , q^{Λ(v)}_{uv} } pre (u, v) ∈ H a Λ(u) ≠ Λ(v). 2

Nasledujúce tri problémyŮproblém batohu, problém sumy a problém rozdeleniaŮspolu vel’mi úzko súvisia.

PROBLÉM HŰBATOH VSTUP: Kone“cná mno›ina S polo›iek (objektov), váhová funkcia v : S → N, hodnotová funkcia h : S → N, váhový limit V ∈ N a o“cakávaný zisk H ∈ N. OTÁZKA: Existuje taká podmno›ina S^′ ⊆ S, ›e ∑ a∈S^′ v(a) ≤ V ∑ a∈S^′ h(a) ≥ H ?

Názov úlohy je odvodený zo situácie, ked’ do batohu ^xovanej váhovej kapacity chceme ulo- ›it’ polo›ky rôznej váhy tak, aby hodnota ulo›ených vecí bola aspo“n H.

PROBLÉM SUBSET SUM VSTUP: Kone“cná mno›ina S polo›iek, váhová funkcia v : S → N a ciel’ová hodnota V ∈ N. OTÁZKA: Existuje taká podmno›ina S^′ ⊆ S, ›e ∑ a∈S^′ v(a) = V ?

Alternatívna formulácia problému je: Predpokladajme, ›e mno›ina S má n prvkov; ozna“cme ich váhy porade v_1, . . . , v_n. Existuje booleovský vektor (x_1, . . . , x_n) taký, ›e n∑ i=1 x_iv_i = V ?

Jedná sa vlastne o zjednoduŽenú verziu problému HŰBATOH.

PROBLÉM PARTITION VSTUP: Kone“cná mno›ina S polo›iek a váhová funkcia v : S → N. OTÁZKA: Existuje taká podmno›ina S^′ ⊆ S, ›e ∑ a∈S^′ v(a) = ∑ a∈S−S^′ v(a) ?

Redukciu PARTITION ≤ SUBSET SUM nájdeme jednoducho: sta“cí vziat’ V = 1 2 ∑ a∈S v(a).

Analogicky redukciu SUBSET SUM ≤ PARTITION získame pridaním dvoch nových polo›iek váhy N − V a N − (Σ − V), kde Σ = ∑ a∈S v(a)

a N je dostato“cne vel’ké “císlo (sta“cí N > Σ). “Císlo N je vybrané tak, aby nové dve polo›ky nemohli patrit’ do tej istej podmno›iny, preto›e prevá›ia vŽetky ostatné polo›ky. Teraz sa pýtame, “ci novovytvorená mno›ina polo›iek sa dá rozdelit’ na dve mno›iny rovnakej váhy (a to práve N). Ak z rozdelenia vynecháme dve nové polo›ky, dostaneme rozdelenie pôvodnej mno›iny polo›iek na podmno›iny váhy V a Σ − V.

Oba problémy SUBSET SUM a PARTITION sú redukovatel’né na problém batohu. Redukciu PARTITION ≤ HŰBATOH dostaneme vol’bou v = h a V = H =^1_2 Σ.

Nakoniec uká›eme, ›e vŽetky tri problémy sú NPŰúplné a to tak, ›e navrhneme redukciu PRESNÉ POKRYTIE ≤ SUBSET SUM.

Lema 5.16 Problémy HŰBATOH, SUBSET SUM a PARTITION sú NPŰúplné.

Dôkaz PrísluŽnost’ problémov do triedy NP sa overí jednoducho. NPŰt’a›kost’ problémov preuká›eme nájdením redukcie 3CNF ≤ SUBSETŰSUM.

Nech F je formula v 3Űkonjunktívnej normálnej forme, F = F_1 ∧ · · · ∧ F_k, kde ka›dé F_i je klauzula s 3 literálmi z mno›iny {x_1, . . . , x_m, ¬x_1, . . . , ¬x_m}. Mno›ina S bude obsahovat’ 2m+2k prvkov, ktorých váhy ozna“címe v_1, . . . , v_{2m+2k}. Hodnota V je prirodzené “císlo, ktorého zápis v desiatkovej sústave má (m + k) “císlic, vŽetky rovné 3

V = 3 . . . 3 m_{+k} . Váhy v_1, . . . , v_{2m+2k} sú (m + k)Űciferné “císla, ktoré poporadí ozna“címe ako

x_1, . . . , x_m, ¬x_1, . . . , ¬x_m, y_1, . . . , y_k, y^′_1, . . . , y^′_k

a de^nujeme nasledovne (notácia pou›itá v predchádzajúcom riadku nazna“cuje súvislost’ medzi týmito “císlami na jednej strane a literálmi x_1, . . . , x_m,¬x_1, . . . , ¬x_m a klauzulami F_1, . . . , F_k na strane druhej):

1. Pre i = 1, . . . , m, iŰta cifra zprava v x_i ako aj v ¬x_i je 3. Pre j = 1, . . . , k, (m + j)Űta cifra zprava v x_i (v ¬x_i) je 1 práve ak F_j obsahuje x_i (ak F_j obsahuje ¬x_i). VŽetky ostatné “císlice v x_i a v ¬x_i sú 0.

Upozor“nujeme, ›e x_i obsahuje, v desiatkovom zápise, úplnú a l’ahko dekódovatel’nú informáciu o tom, ktorej premennej zodpovedá (konkrétne x_i) a v ktorých klauzulách sa x_i vyskytuje. To isté platí pre ¬x_i. Preto “císla x_1, . . . , x_m, ¬x_1, . . . , ¬x_m obsahujú kompletnú informáciu o formule F.

2. Pre j = 1, . . . , k, (m+j)Űta cifra zprava v y_j je 1. VŽetky ostatné “císlice sú 0. Naviac, y_i = y^′_i pre vŽetky 0 ≤ i ≤ k.

K formule F = (x_1 ∨ x_2 ∨ ¬x_3) ∧ (¬x_1 ∨ ¬x_2 ∨ x_3) by sme takto skonŽtruovali (k = 2, m = 3)

c = 3333 x_1 = 01003 ¬x_1 = 10003 y_1 = 01000 = y^′_1 x_2 = 01030 ¬x_2 = 10030 y_2 = 10000 = y^′_2 x_3 = 10300 ¬x_3 = 01300

Zrejme V = x_1 + x_2 + x_3 + y_1 + y^′_1 + y_2.

Zostáva nám ukázat’, ›e problém SUBSET SUM S s váhami v_1, . . . , v_{2m+2k} a hodnotou V má rieŽenie vtedy a len vtedy, ak formula F je splnitel’ná.

1. Nech F je splnitel’ná. Fixujme spťl“najúce priradie α pre F. Pre ka›dé i = 1, . . . , m zaradíme do rieŽenia S prvok s váhou x_i práve ak literál x_i (x_i) má hodnotu true (false) v priradení α. Suma vŽetkých týchto váh má posledných m “císlic rovných 3; ka›dá z prvých k “císlic je bud’ 1, 2 alebo 3. Pripo“cítaním vhodného po“ctu y a y^′ dostaneme presne V.

2. Nech problém S má rieŽenie. To znamená, ›e existuje taká podmno›ina x_1, . . . , y^′_k, ktorá je rieŽením S. To je mo›né len vtedy, ak pre ka›dé i = 1, . . . , m práve jedno z “císiel x_i alebo ¬x_i je v sume rovnej V. To “císlo ur“cuje spťl“najúce priradenie formuly F.

2

Pre ilustráciu uvádzame eŽte niekol’ko d’al’Žích NPŰúplných problémov.

PROBLÉM HŰBIN PACKING VSTUP: Kone“cná mno›ina S polo›iek, váhová funkcia v : S → N a k koŽov váhovej kapacity

V ∈ N.

OTÁZKA: Je mo›né vŽetky polo›ky mno›iny S ulo›it’ do k koŽov tak, aby nebola prekro“cená ich váhová kapacita?

PROBLÉM CELO “CÍSELNÉ PROGRAMOVANIE VSTUP: k × l matica A nad Z, b ∈ Z^k.

OTÁZKA: Existuje y ∈ Z^l také, ›e Ay ≥ b?

L’ahko sa zostrojí redukcia SUBSET SUM ≤ CELO “CÍSELNÉ PROGRAMOVANIE. Pre mno- ›inu S, váhovú funkciu v : S → N a hodnotu V ∈ N existuje pozitívne rieŽenie práve ak prípad

0 ≤ x_a ≤ 1, a ∈ S ∑ a∈S v(a)x_a = V

celo“císelného programovania má celo“císlené rieŽenie.

Ak pripustíme, aby hl’adaný vektor y obsahoval racionálne “císla, tak problém patrí do triedy P.

NPŰúplnými sú aj problémy Hamiltonovskej cesty a rozhodovacia verzia problému obchodného cestujúceho.

PSEUDOPOLYNOMIÁLNE ALGORITMY A NPŰÚPLNOS “T

Uva›ujme eŽte raz problém batohu.

Lema 5.17 Existuje algoritmus, ktorý rieŽenie ka›dého prípadu problému HŰBATOH nájde v “case O(nV), kde n je po“cet polo›iek prípadu a V váhový limit.

Dôkaz Nech S = {a_1, . . . , a_n}. De^nujme W(v, i) ako najvä“cŽiu hodnotu, ktorú mô›eme dosiahnut’ výberom spomedzi prvých i polo›iek tak, ›e ich váha je práve v. L’ahko vidno, ›e nV polo›iek tabul’ky W(v, i) mo›no postupne vypo“cítat’, za“cínajúc od najmenŽieho i, ka›dú polo›ku v konŽtantnom “case:

W(v, i + 1) = max{W(v, i), h(a_{i+1}) + W(v − v(a_{i+1}), i)}.

Polo›ky W(v, 0) = 0 pre vŽetky v. Daný prípad problému batohu má rieŽenie ŤánoŞ, ak v konŽtruovanej tabul’ke existuje polo›ka vä“cŽia alebo rovná H. Preto sta“cí, aby sme si po“cas výpo“ctu pamätali najvä“cŽiu dosial’ vypo“cítanú hodnotu a nakoniec ju porovnali s H. 2

Uvedený algoritmus vŽak (aj ked’ sa to naprvý pohl’ad mô›e zdat’) nie je polynomiálny. Jeho “casová zlo›itost’ nV nie je funkciou polynomiálnou od dťl›ky vstupu. Dťl›ka vstupu je toti›to rádovo n log V. Jedná sa o tzv. pseudopolynomiálny algoritmus. Pseudopolynomiálnym nazveme ka›dý algoritmus, ktorého “casová zlo›itost’ by bola polynomiálna v prípade, ›e vŽetky vstupné údaje sú zapísané v unárnej notácii. Pseudopolynomiálne algoritmy sú zdrojom “castých nedorozumení.

Ak problém zostáva NPŰúplný aj v prípade, ›e po›adujeme, aby vŽetky prípady problému rozsahu n obsahovali “císla vel’kosti nanajvýŽ p(n), kde p je polynóm, tak hovoríme o silnej NPŰ úplnosti. VŽetky problémy, pre ktoré sme doteraz ukazovali NPŰúplnost’ sú silne NPŰúplnéŮ práve s výnimkou problému HŰBATOH. Preto nie je prekvapujúce, ›e spomedzi vŽetkých týchto problémov jedine HŰBATOH mô›e byt’ rieŽený pseudopolynomiálnym algoritmom. Za predpokladu P ≠ NP sa silne NPŰúplné problémy nedajú rieŽit’ ›iadnym pseudopolynomiálnym algoritmom.

Kapitola 6

P versus NP

6.1 Alternatívna charakterizácia problémov z NP

Triedu NP sme de^novali pomocou nedeterminisitických Turingovych strojov. Uká›eme, ako inak mô›eme de^novat’ túto zlo›itostnú triedu.

Nech Σ je abeceda a nech R ⊆ Σ^∗ × Σ^∗ je binárna relácia. Reláciu R nazveme polynomiálne rozhodnutel’nou, ak existuje Turingov stroj rozhodujúci jazyk { hx, yi | | (x, y) ∈ R } v polynomiálnom “case. Reláciu R nazveme polynomiálne vyvá›enou ak existuje konŽtanta k ∈ N taká, ›e (x, y) ∈ R implikuje |y| ≤ |x|^k. Inak povedané, dťl›ka druhej komponenty je v›dy ohrani“cená polynómom dťl›ky prvej komponenty.

Lema 6.1 Nech L ⊆ Σ^∗ je jazyk. L ∈ NP vtedy a len vtedy, ak existuje polynomiálne rozhodnutel’ná a polynomiálne vyvá›ená relácia R taká, ›e L = { x | (x, y) ∈ R pre nejaké y } . Turingov stroj M rozhodujúci reláciu R sa nazýva overovatel’ pre L.

Dôkaz Predpokladajme, ›e existuje relácia R uvedených vlastností. Potom jazyk L mô›e byt’ rozhodovaný nasledujúcim nedeterministickým, polynomiálne “casovo ohrani“ceným strojom T . Pre vstup x uhádne T ret’azec y dťl›ky nanajvýŽ |x|^k. Potom, vyu›ijúc stroj M, rozhodujúci reláciu R, overí, “ci (x, y) ∈ R. Ak áno, akceptuje, inak zamietne. Zrejme akceptujúci výpo“cet na vstupe x existuje práve vtedy, ak x ∈ L.

Z druhej strany; nech L ∈ NP, tzn. existuje nedeterministický Turingov stroj N rozhodujúci L v “case |x|^k pre nejaké k. De^nujeme reláciu R takto: (x, y) ∈ R práve vtedy, ak y je kód akceptujúceho výpo“ctu stroja N na vstupe x. Polynomiálna vyvá›enost’ relácie R plynie z polynomiálnej “casovej zlo›itosti stroja N . Zárove“n je R polynomiálne rozhodnutel’ná, lebo v polynomiálnom “case vieme overit’, “ci y je skuto“cne kódom akceptujúceho výpo“ctu stroja N na x. Naviac, ak N rozhoduje L, tak L = { x | (x, y) ∈ R pre nejaké y } . 2 Lema 6.1 poskytuje nový pohl’ad na triedu NP. Ak jazyk L patrí do NP, tak ka›dé slovo x ∈ L) má krátky (polynomiálne vel’ký) certi^kát (dôkaz prísluŽnosti) y d dosved“cujúci, ›e x ∈ L. Naviac, korektnost’ vybraného ceriti^kátu sa l’ahko (v polynomiálnom “case) overí. Napríklad pre problém splnitel’nosti booleovskej formuly je certi^kátom spťl“najúce priradenie hodnôt premenným. V probléme Hamiltonovského cyklu je certi^kátom hamiltonovský cyklus. Zdôraz“nujeme, ›e nová charakterizácia triedy NP vôbec nepou›íva pojem nedeterminizmu.

Trieda NP je z praktického hl’adiska nepochybne vel’mi dôle›itáŮobsahuje preva›nú vä“c- Žinu problémov, ktoré potrebujeme prakticky rieŽit’. Lema 6.1 s“casti poskytuje vysvetlenie, pre“co tomu tak je: mnoho výpo“ctových problémov toti›to spo“cíva v úlohe navrhnút’ objekt s ur“citými vlastnost’ami. Tieto matematické objekty sú abstrakciou reálnych objektov a preto je prirodzené, ›e nemô›u mat’ enormnú vel’kost’. Pritom tieto objekty sú vlastne certi^kátmi, o ktorých hovorí lema 6.1.

Z druhej strany, trieda P sa dá charakterizovat’ ako trieda problémov, kde certi^kát (dôkaz prísluŽnosti) prípadu sa dá l’ahko (v polynomiálnom “case) nájst’. Na P^?= NPproblém sa preto mô›eme pozerat’ ako na otázku “co je t’a›Žie: nájst’ dôkaz alebo overit’ dôkaz. Intuitívne sa zdá odpoved’ na otázku jasnáŮale len do chvíle, ne› sa ju pokúsime dokázat’.

6.2 Vzt’ah tried P a NP

Význam pojmu NPŰúplnosti pri klasi^kácii problémov je nepopieratel’ný; v sú“castnosti sú známe stovky NPŰúplných problémov. AvŽak aj napriek vel’kému úsiliu existujú problémy, na ktoré takúto klasi^káciu nevieme aplikovat’: sú to problémy, pre ktoré nie je známy polynomiálny algoritmus, ale zárove“n ani o nich nevieme, “ci sú NPŰúplné. Ako príklad mô›eme uviest’ problém grafového izomor^zmu (t.j. pre dané dva grafy rozhodnút’, “ci sú izomorfné alebo nie). Preto je prirodzenou otázka: Existujú problémy, ktoré patria do NP ale pritom nepatria do P a ani nie sú NPŰúplné?

Mo›ností je niekol’ko. Prvá z nich, P = NP, je triviálna, ale najmenej pravdepodobná. Ak P = NP, tak ka›dý problém z NP má polynomiálny algoritmus a sú“casne je NPŰúplný. Druhou mo›nost’ou je, ›e P ≠ NP. Potom mô›e nastat’ situácia, ked’ ka›dý problém z NP je bud’ z P alebo je NPŰúplný. Mo›ná je aj situácia, ked’ existuje jazyk z NP, ktorý ani nepatrí do P, ani nie je NPŰúplný (pozri obrázok 6.1). Uká›eme, ›e pravdivé mô›u byt’ len prvý a posledný prípad.

wv ut

pq rs wv ut

pq rs wv ut

pq rs

NPŰúplné problémy

NPŰúplné problémy

P = NP P P

NP NP NP

Obrázek 6.1: Vzt’ah tried P a NP

Veta 6.2 Ak P ≠ NP, tak existuje jazyk z NP, ktorý ani nepatrí do P, ani nie je NPŰúplný.

Dôkaz Predpokladajme, ›e M_1, M_2, . . . je efektívne o“císlovanie vŽetkých polynomiálne ohrani“cených Turingovych strojov. Pod pojmom efektívne o“císlovanie pritom rozumieme, ›e existuje Turingov stroj, ktorý po“cíta jeden po druhom kódy M_1, M_2, . . . Existencia predpokladaného o“císlovania sa l’ahko overí: vyjdime z o“císlovania M_1, M_2, . . . Turingovych strojov, ako sme ho prezentovali v “casti 3.1. SkonŽtruujeme nové o“císlovanie tak, ›e ku ka›dému stroju pripojíme Ťvnútorné hodinyŞ, ktoré ho zastavia po polynomiálnom po“cte krokov: ∀i, j M_{⟨i,j⟩}^1 je stroj, ktorý na vstupe w simuluje | w |^j krokov stroja M_i.

Podobným spôsobom mô›eme predpokladat’, ›e R_1, R_2, . . . je efektívne o“císlovanie polynomiálne “casovo ohrani“cených strojov, po“cítajúcich redukcie. “Dalej predpokladajme, ›e S je deterministický Turingov stroj, ktorý rozhoduje problém splnitel’nosti CNF (ked’›e predpokladáme P ≠ NP, tak S nemá polynomiálnu “casovú zlo›itost’.

1Symbolom ⟨⟩ tu ozna“cujeme párovaciu funkciu na mno›ine prirodzených “císiel N. Párovacia funkcia je pre dvojice prirodzených “císiel de^novaná ako ⟨i; j⟩ = 1 + 2 + · · · + (i + j) + j.

OpíŽeme jazyk L, ktorý ani nepatrí do P, ani nie je NPŰúplný. PresnejŽie, popíŽeme Turingov stroj K, ktorý ho rozhoduje. Stroj K je de^novaný takto:

if S(x) = ACCEPT ∧ f (|x|)je párne then K(x) = ACCEPT else K(x) = REJECT

Inak povedané, stroj K akceptuje vstupný ret’azec x práve vtedy, ak x je kódom splnitel’nej booleovskej formuly v konjunktívnom normálnom tvare a sú“casne funkcia f nadobúda párnu hodnotu. Pritom f je celo“císelná funkcia f : N → N, ktorej argumentom je dťl›ka vstupného ret’azca x. De^nícia funkcie f je jadrom dôkazu.

De^nujeme funkciu f . Je to neklesajúca funkcia (f (n + 1) ≥ f (n)), ktorá rastie vel’mi pomaly. OpíŽeme Turingov stroj F so vstupnou páskou, ktorý po“cíta funkciu f ; argument n funkcie f je zakódovaný ako vstupný ret’azec 1^n stroja F. Stroj F pracuje v dvoch etapách; v ka›dej z nich vykoná presne n krokov. Technická realizácia: F posúva hlavu na vstupnej páske v ka›dom kroku výpo“ctu o 1 polí“cko doprava; pre“cítanie prázdneho symbolu ⊔ znamená ukon“cenie prvej etapy výpo“ctu. Po“cas druhej etapy výpo“ctu sa hlava na vstupnej páske posúva v ka›dom kroku o 1 polí“cko dol’ava. Pre“cítanie symbolu Λ znamená ukon“cenie druhej etapy výpo“ctu.

Po“cas prvej etapy výpo“ctu po“cíta F na svojej pracovnej páske postupne hodnoty f (0), f (1), f (2) atd’.; tol’ko, kol’ko ich je schopný za n krokov vypo“cítat’. Nech posledná vypo“cítaná hodnota funkcie f bola f (j) = k. Hodnota f (n) bude rovná bud’ k alebo k + 1. O tom, ktorá z nich to bude, sa rozhodne v druhej etape výpo“ctu stroja F.

U› teraz si mô›eme overit’, ›e funkcia f rastie vel’mi pomaly. Ak n(k) je najmenŽie “císlo, pre ktoré f (n) = k, tak je zrejmé, ›e najmenŽie “císlo, pre ktoré mô›e f (n) byt’ rovné k + 1 je prinajmenŽom^{n(k)2}_2 . Pri tomto odhade vychádzame zo skuto“cnosti, ›e na výpo“cet hodnoty f (l) je potrebných aspo“n l krokov. Potom ale f (n) = O(log log n), “co je skuto“cne vel’mi pomaly rastúca funkcia. Z toho, ako upresníme výpo“cet funckie f v druhej etape výpo“ctu stroja F vyplynie, ›e v skuto“cnosti rastie f eŽte pomalŽie.

Výpo“cet v druhej etape závisí od toho, “ci “císlo k vypo“cítané v prvej etape je párne alebo nepárne. Uvá›me najprv prípad, ked’ k = 2i je párne. Stroj F za“cne simulovat’ výpo“cty M_i(z), S(z) a F(|z|), kde za z sa dosadzujú postupne binárne ret’azce v rastúcom usporiadaní. Opät’ F simuluje tol’ko výpo“ctov, kol’ko ich za n krokov mô›e. Pritom F sa sna›í nájst’ taký ret’azec z, pre ktorý platí

K(z) ≠ M_i(z) (6.1)

kde K je vyŽŽie popísaný stroj rozhodujúci jazyk L. Podl’a de^nície stroja K to znamená, ›e F hl’adá z také, ›e

• bud’ M_i(z) = ACCEPT a potom bud’ S(z) = REJECT alebo f (|z|) je nepárne

• alebo M_i(z) = REJECT a S(z) = ACCEPT a f (|z|) je párne.

Predpokladajme teraz, ›e k = 2i − 1 je nepárne. Potom v druhej etape svojho výpo“ctu simuluje F výpo“cty R_i(z), S(R_i(z)) a F(|R_i(z)|) (R_i je redukcia a jej výsledkom je ret’azec). Opät’ za z berie postupne vŽetky binárne ret’azce v rastúcom usporiadaní. Tentokrát F hl’adá taký ret’azec z, pre ktorý platí

K(R_i(z)) ≠ S(z) (6.2)

Teda pre ret’azec z musí platit’

• bud’ S(z) = ACCEPT a potom bud’ S(R_i(z)) = REJECT alebo f (|R_i(z)|) je nepárne

• alebo S(z) = REJECT a S(R_i(z)) = ACCEPT a f (|R_i(z)|) je párne.

Ak F takéto z nájde (v rámci limitu n krokov), tak f (n) = k + 1, inak f (n) = k.

Tým sme ukon“cili de^níciu stroja F po“cítajúceho funkciu f s “casovou zlo›itost’ou O(n). To ale implikuje, ›e aj stroj K je úplne de^novaný a teda následne aj jazyk L. L’ahko nahliadneme, ›e L ∈ NP. Pre vstup x sta“cí urobit’ nasledovné dve akcie: Uhádnut’ spťl“najúce priradenie hodnôt premenným a vypo“cítat’ f (|x|). Oba výpo“cty sa dajú realizovat’ nedeterministicky v polynomiálnom “case.

Musíme eŽte ukázat’, ›e L ani nepatrí do P, ani nie je NPŰúplný. Predpokladajme najprv, ›e L ∈ P. PotomL je rozhodovaný nejakým deterministickým polynomiálne “casovo ohrani“ceným Turingovym strojom, v naŽom o“císlovaní M_i. To jest L = L(M_i), alebo inak zapísané, K(z) =

M_i(z) pre vŽetky z. Za predpokladu platnosti tohoto vzt’ahu , v druhej etape svojho výpo“ctu

pre k = 2i stroj F nikdy nenájde z, pre ktoré by bola splnená podmienka 6.1. Preto f (n) = 2i pre vŽetky n ≥ n_0, pre nejaké n_0 ∈ N. Následne f (n) je párne pre vŽetky, a› na kone“cne vel’a, prirodzené “císla. To znamená, ›e L koinciduje (je zhodné) s jazykom CNF pre vŽetky a› na kone“cne vel’a ret’azcov. Tým sa ale dostávame do sporu s naŽimi dvoma predpokladmi: L ∈ P a P ≠ NP. Preto L ∉ P.

Predpokladajme teda, ›e L je NPŰúplný jazyk. L’ahko sa dostaneme k podobnému sporu. Ked’›e L je NPŰúplný problém, tak existuje redukcia jazyka CNF na L, v naŽom o“císlovaní R_i. Teda, K(R_i(z)) = S(z) pre vŽetky z. Za predpokladu platnosti tohoto vzt’ahu, v druhej etape svojho výpo“ctu pre k = 2i − 1 stroj F nemô›e nájst’ ret’azec z spťl“najúci 6.2. Preto f (n) = 2i − 1 pre vŽetky, s výnimkou kone“cne vel’a, prirodzené “císla. Ak spojíme tento fakt s popisom stroja K (rozhodujúceho jazyk L) vidíme, ›e L je kone“cný jazyk. Preto L patrí do P. “Co je spor s predpokladom , ›e L je NPŰúplný a P ≠ NP. 2

Najvá›nejŽími kandidátmi na prísluŽnost’ do triedy jazykov, ktoré ani nepatria do P, ani nie sú NPŰúplné sú problémy grafového izomor^zmu (pre dané dva grafy rozhodnút’, “ci sú izomorfné) a problém prvo“císelnosti (o danom prirodzenom “císle rozhodnút’, “ci je prvo“císlom).

ZovŽeobecnením techniky uvedenej v dôkaze vety 6.2 sa dajú získat’ analogické výsledky aj pre iné zlo›itostné triedy.

6.3 Izomor^zmus NPŰúplných jazykov

VŽetky NPŰúplné jazyky navzájom spolu vel’mi úzko súvisia, preto›e l’ubovol’ný z nich je mo›né redukovat’ na ktorýkol’vek iný. Uká›eme, ›e súvislost’ medzi nimi je eŽte tesnejŽia a ›e vŽetky tieto jazyky sú Ťv podstateŞ rovnaké, t.j. rovnaké a› na polynomiálne vypo“cítatel’nú permutáciu svojich prvkov. Formálne, vŽetky NPŰúplné jazyky sú polynomiálne izomorfné.

De^nícia 6.3 Dva jazyky A, B ⊆ Σ^∗ sú polynomiálne izomorfné, ak existuje funkcia h : Σ^∗ → Σ^∗ spťl“najúca:

1. h je bijekcia

2. pre ka›dé x ∈ Σ^∗platí x ∈ A ⇐⇒ h(x) ∈ B

3. obidve funkcie h a h^{−1} (preto›e h je bijekcia, existuje k nej inverzná funkcia) sú vypo“cítatel’né v polynomiálnom “case.

Príklad 6.4 Kandidátom na polynomiálny izomor^zmus je ka›dá redukcia, ktorá je bijekciou. NaneŽt’astie vä“cŽina redukcií, s ktorými sme sa stretli v kapitole 5, nie je bijektívna. Výnimkou je redukcia problému kŰKLIKA na problém kŰNEZÁVISLÁ MNO‹INA, ktorá prípadu (G, k) problému kŰKLIKA priradí prípad (G^c, k) problému kŰNEZÁVISLÁ MNO‹INA, kde G^c je graf komplementárny ku grafu G.

Vo vŽeobecnosti, ak A a B sú dva NPŰúplné jazyky, tak existujú redukcie f (redukuje A na B) a redukcia g (redukuje B na A). AvŽak nemusí platit’ g = f^{−1} a preto z existencie f a g eŽte nevyplýva, ›e jazyky A a B sú polynomiálne izomorfné. Existuje vŽak jednoduchý, systematický spôsob, ako transformovat’ l’ubovol’nú redukciu na bijektívnu redukciu. Je zalo›ený na pojmoch dťl›kou rastúca a dťl›kou klesajúca funkcia.

De^nícia 6.5 Funckia f : Σ^∗ → Γ^∗ je dťl›kou rastúca ak, pre ka›dé x ∈ Σ^∗ platí | f (x)| > |x|. Funkcia je dťl›kou klesajúca ak, pre ka›dé x ∈ Σ^∗ je |f (x)| < |x|.

KAPITOLA 6. P VERSUS NP 58

Nasledujúca veta vyjadruje nutné podmienky existencie polynomiálneho izomor^zmu medzi dvoma jazykmi.

Lema 6.6 Nech A ⊆ Σ^∗ a B ⊆ Γ^∗ sú jazyky. Nech f : Σ^∗ → Γ^∗ je redukcia z A do B a g : Γ^∗ → Σ^∗ redukcia z B do A. Nech obidve redukcie sú dťl›kou rastúce, vypo“cítatel’né v polynomiálnom “case a invertovatel’né^2, pri“com aj inverzné funkcie f^{−1} a g^{−1} sú vypo“cítatel’né v polynomiálnom “case. Potom jazyky A a B sú polynomiálne izomorfné.

Dôkaz NaŽim ciel’om je, vychádzajúc z redukcií f a g, skonŽtruovat’ redukciu h, ktorá je bijekciou. Pre tento ú“cel rozdel’me mno›iny Σ^∗ na podmno›iny R_1 a R_2 a Γ^∗ na podmno›iny S_1 a S_2 nasledovne (pozri obrazok 6.2). Pre dané slovo x ∈ Σ^∗

x ∈ R_1 ak existuje celé “císlo k ≥ 0 také, ›e kompozícia (f^{−1} ∘ g^{−1})^k aplikovaná na x je de^novaná, zatial’ “co kompozícia g^{−1} ∘ (f^{−1} ∘ g^{−1})^k je nede^novaná,

x ∈ R_2 ak existuje celé “císlo k ≥ 0 také, ›e kompozícia g^{−1} ∘ (f^{−1} ∘ g^{−1})^k aplikovaná na x je de^novaná, zatial’ “co pre to isté x je kompozícia (f^{−1} ∘ g^{−1})^{k+1} nede^novaná.

Inak povedané, slovo x patrí do R_1 (R_2) práve ak najdlhŽia mo›ná kompozícia inverzných funkcií f^{−1} a g^{−1} ho prevedie na slovo z Σ^∗ (Γ^∗). Dôle›ité je uvedomit’ si, ›e ak vyjdeme z R_1 (R_2), nikdy sa nedostaneme do R_2 (R_1).

Podobne de^nujeme rozdelenie Γ^∗ na mno›iny S_1 a S_2. Pre dané slovo y ∈ Γ^∗

y ∈ S_1 ak existuje k ≥ 0, ›e kompozícia (g^{−1} ∘ f^{−1})^k aplikovaná na y je de^novaná, avŽak kompozícia f^{−1} ∘ (g^{−1} ∘ f^{−1})^k pre to isté y nie je de^novaná,

y ∈ S_2 ak existuje k ≥ 0, ›e kompozícia f^{−1} ∘ (g^{−1} ∘ f^{−1})^k aplikovaná na y je de^novaná, ale kompozícia (g^{−1} ∘ f^{−1})^{k+1} pre to isté y nie je de^novaná.

R_176 54

01 23

S_276 54

01 23

• g^{−1} ..“““““““““““““

“““““““ ““““ •

f −1

ppbbbbbbbbbbbbbb bbbbbb bbbb

• g^{−1} ..“““““““““““““

“““““““ ““““ •

f −1

ppbbbbbbbbbbbbbb bbbbbb bbbb • R_2 S_1

•^g −1 // •

f −1

rreeeeeee eeeeeee eeeeee eeee

•^g −1 // •

Σ^∗ Γ^∗

Obrázek 6.2: Rozdelenie mno›ín Σ^∗ a Γ^∗

Ked’›e f a g sú dťl›kou rastúce, tak f^{−1} a g^{−1} sú dťl›kou klesajúce. Preto pre ka›dé x ∈ Σ^∗ vieme v polynomiálnom “case rozhodnút’, “ci patrí do R_1 alebo do R_2 (striedavo budeme po“cítat’ g^{−1} a f^{−1}, nanajvýŽ |x|Űkrát). Podobne pre ka›dé y ∈ Γ^∗ vieme v polynomiálnom “case rozhodnút’, “ci patrí do S_1 alebo do S_2.

Teraz u› sme pripravení de^novat’ funkciu h

h(x)^{def}= { f (x) ak x ∈ R_1 g^{−1}(x) ak x ∈ R_2

2Funkcia f je invertovatel’ná, ak k nej existuje inverzná funkcia, t.j ak f je injektívna

a k nej inverznú funkciu h^{−1}

h^{−1}(y)^{def}= { g(y) ak y ∈ S_1 f^{−1}(y) ak y ∈ S_2

Overíme, ›e h má po›adované vlastnosti, tj. ›e h je redukcia, h aj h^{−1} sú vypo“cítatel’né v polynomiálnom “case a h je bijekcia.

Podl’a predpokladu je funkcia f resp. g redukciou z A do B, resp. z B do A. Preto pre ka›dé x platí: x ∈ A ⇐⇒ h(x) ∈ B. Naviac, preto›e f , g, f^{−1} a g^{−1} sú polynomiálne vypo“cítatel’né, tak aj h a h^{−1} sú polynomiálne vypo“cítatel’né.

Nakoniec overíme bijektivitu, t.j. ›e pre ka›dé x ∈ Σ^∗ je h^{−1}(h(x)) = x a pre ka›dé y ∈ Γ^∗ je h(h^{−1}(y)) = y. Vyjdeme z toho, ›e ak x ∈ R_1, tak f (x) ∈ S_2. Skuto“cne, zo vzt’ahu f (x) ∈ S_1 by vyplývala (na základe de^nície mno›iny S_1) existencia celého “císla k ≥ 0, ›e (g^{−1} ∘ f^{−1})^k[f (x) je de^nované, ale f^{−1} ∘ (g^{−1} ∘ f^{−1})^k[f (x)] je nede^nované. Z toho ale plynie (dosadením f^{−1} ∘ f [x] = x ), ›e kompozícia g^{−1} ∘ (f^{−1} ∘ g^{−1})^{k−1} aplikovaná na to isté x je de^novaná, ale (f^{−1} ∘ g^{−1})^k je nede^novaná. To je ale spor s predpokladom, ›e x ∈ R_1. Pomocou rovnakých argumentov mô›eme ukázat’, ›e ak x ∈ R_2, tak f (x) ∈ S_1, d’alej ›e z y ∈ S_1 plynie g(y) ∈ R_2 a z y ∈ S_2 plynie g(y) ∈ R_1. Teraz u› sta“cí len dat’ do súvislosti tieto vzt’ahy s de^níciou funkcie h aby sme videli, ›e h je bijekcia. Preto A a B sý polynomiálne izomorfné. 2

V nasledujúcej “casti uká›eme, ako sa dá l’ubovol’ná redukcia transformovat’ na injektívnu, dťl›kou rastúcu funkciu, ktorej inverzná funkcia je polynomiálne “casovo vypo“cítatel’ná. Spolu s lemou 6.6 nám tento návod poskytne algoritmus, ako redukciu transformovat’ na bijektívnu redukciu. Celý postup je zalo›ený na princípe tzv. predl›ovacej funkcie (z angl. padding function).

De^nícia 6.7 Nech L ∈ Σ^∗ je jazyk. Hovoríme, ›e funkcia pad : (Σ^∗)^2 → Σ^∗ je predl›ovacia funkcia pre L, ak sú splnené podmienky:

1. Funkcia pad je polynomiálne “casovo vypo“cítatel’ná

2. Pre l’ubovol’né x, y ∈ Σ^∗ platí pad(x, y) ∈ L ⇐⇒ x ∈ L

3. Pre l’ubovol’né x, y ∈ Σ^∗ platí | pad(x, y) | > | x | + | y |

4. Existuje polynomiálne “casovo ohrani“cený algoritmus, ktorý pre danú hodnotu pad (x, y) vypo“cíta y.

Funkcia pad je v skuto“cnosti dťl›kou rastúca redukcia z L do L, ktorá slovu z L ŤprikódujeŞ (pripojí) d’al’Ží ret’azec y.

Príklad 6.8 Navrhneme predl›ovaciu funkciu pre problém splnitel’nosti CNF. Pre daný prípad x problému CNFŮbooleovskú formulu s n premennýmiŮa ret’azec y de^nujeme funkciu pad takto: pad(x, y) bude boolevská formula obsahujúca formulu x a naviac d’al’Žích |y| + 1 premenných a |y| + 1 klauzulí:

pad (x, y)^{def}= x ∧ (x_{n+1} ∨ ¬x_{n+1}) ∧ l_1 ∧ . . . ∧ l_{|y|}, kde l_i^{def}= { x_{n+i+1} ak iŰty bit ret’azca y je 1 ¬x_{n+i+1} ak iŰty bit ret’azca y je 0.

Bez straty vŽeobecnosti predpokladáme, ›e Σ je {0, 1}.

Tvrdíme, ›e takto de^novaná funkcia pad je skuto“cne predl›ovacia funkcia pre jazyk CNF. Zrejme funkcia pad je vypo“cítatel’ná v polynomiálnom “case. “Dalej, pridanie nových klauzúl nijako neovplyvní splnitel’nost’. Funkcia je dťl›kou rastúca. NavyŽe, pre dané pad (x, y) l’ahko identi^kujeme, kde kon“cí pôvodná formula x a doká›eme zrekonŽtruovat’ y.

Príklad 6.9 SkonŽtruujeme predl›ovaciu funkciu pre problém kŰVRCHOLOVÉ POKRYTIE. Pre daný graf G = (V, H) s mno›inou vrcholov {x_1, . . . , x_n} a pre ret’azec y = y_1 . . . y_q de^nujeme pad(G, y)^{def}= G^′ = (V^′, H^′),

kde V^′ je rozŽírením V o 2q + 3 nových vrcholov x_{n+1}, . . . , x_{n+2q+3} a H^′ = H ∪ {(x_{n+1}, x_{n+2}), (x_{n+1}, x_{n+3}), (x_{n+2}, x_{n+3})} ∪ { (x_{n+2i+2}, x_{n+2i+3}) | y_i = 1 } . Graf G má pokrytie vel’kosti nanajvýŽ k práve ak G^′ má pokrytie vel’kosti nanajvýŽ k + 2 + n_1, kde n_1 je po“cet jednotiek v ret’azci y. Podobne ako v predchádzajúcom príklade, z daného pad(G, y) l’ahko zrekonŽtruujeme y.

Pre vä“cŽinu známych NPŰúplných problémov sa predl›ovacia funkcia konŽtruuje vel’mi jednoducho. Pomocou nej doká›eme transformovat’ redukciu na injektívnu redukciu.

Lema 6.10 Nech A, B ⊆ Σ^∗ sú jazyky a f je polynomiálna redukcia z A do B. Nech pad je predl›ovacia funkcia pre jazyk B.

Potom funkcia, zobrazujúca x ∈ Σ^∗ na pad (f (x), x) je dťl›kou rastúca, invertovatel’ná redukcia z A do B. Naviac, k nej inverzná funkcia (pre dané pad(f (x), x) vypo“cíta x) je vypo“cítatel’ná v polynomiálnom “case.

Dôkaz Skuto“cnost’, ›e pad(f (x), x) je redukcia vyplýva z faktu, ›e f je redukcia a z vlastností 1 a 2 predl›ovacej funkcie. Vlastnost’ 3 predl›ovacej funkcie implikuje, ›e skonŽtruovaná redukcia je dťl›kou rastúca. Kone“cne, vlastnost’ 4 zaru“cuje, ›e aj inverzná funkcia je polynomiálne vypo“cítatel’ná. 2

Skombinovaním výsledkov prezentovaných v lemách 6.6 a 6.10 dostávame nástroj na dokazovanie polynomiálneho izomor^zmu medzi NPŰúplnými problémami: dva NPŰúplné jazyky A a B sú polynomiálne izomorfné, ak pre ne existujú predl›ovacie funkcie.

Príklad 6.11 Problémy CNF a kŰVRCHOLOVÉ POKRYTIE sú polynomiálne izomorfné, preto›e (ako ukazujú predchádzajúce dva príklady) pre ka›dý z nich existuje predl›ovacia funkcia.

Ked’›e ku ka›dému doteraz známemu NPŰúplnému problému sa podarilo nájst’ predl›ovaciu funkciu, sú vŽetky známe NPŰúplné problémy polynomiálne izomorfné. Táto skuto“cnost’ viedla Hartmanisa a Bermana k formulovanie tzv. hypotézy o pŰizomor^zme:

VŽetky NPŰúplné jazyky sú polynomiálne izomorfné.

Nasledujúca veta ukazuje, ›e dokázat’ práve uvedenú hypotézu nemusí byt’ vôbec jednoduché.

Veta 6.12 Ak vŽetky NPŰúplné jazyky sú navzájom polynomiálne izomorfné, tak P ≠ NP.

Dôkaz Predpokladajme, ›e P = NP. Potom ka›dý neprázdny kone“cný jazyk patrí do P a je NPŰúplný (doká›te). Ale kone“cný jazyk nemô›e byt’ polynomiálne izomorfný s nekone“cným jazykom (napr. s jazykom CNF). 2

V skuto“cnosti hypotéza o pŰizomor^zme nemusí byt’ pravdivá a mô›e sa stat’, ›e existuje NPŰúplný jazyk, ktorý nie je polynomiálne izomorfný s jazykom CNF.

6.4 NPŰúplnost’ a riedke jazyky

Polynomiálny izomor^zmus úzko súvisí s d’al’Žou dôle›itou vlastnost’ou jazykov a to s ich hustotou. Nech L ⊆ Σ^∗ je jazyk. Jeho hustota je funkcia dens_L de^novaná na mno›ine prirodzených “císiel:

dens_L(n)^{def}= | { x ∈ L | |x| ≤ n } |.

Inak povedané, dens_L(n) je rovné po“ctu slov jazyka L, ktorých dťl›ka nepresahuje n. Hustota jazyka nemô›e rást’ rýchlejŽie ne› exponenciálna funkcia. Z toho vyplýva rozlíŽenie jazykov na riedke jazyky, ktorých hustota je polynomiálne ohrani“cena a na husté jazyky so superpolynomiálnou hustotou. Príkladom riedkych jazykov sú tzv. unárne jazyky, tj. jazyky de^nované nad jednoprvkovou abecedou. Evidentne je hustota l’ubovol’ného unárneho jazyka U dens_U (n) ≤ n.

Vzt’ah medzi hustotou a polynomiálnym izomor^zmom je zachytený v nasledujúcej leme.

Lema 6.13 Ak A, B ⊆ Σ^∗ sú polynomiálne izomorfné jazyky, tak funkcie dens_A a dens_B sú v polynomiálnom vzt’ahu.

Dôkaz VŽetky ret’azce jazyka A dťl›ky nepresahujúcej n sa polynomiálnym izomor^zmom zobrazia na ret’azce jazyka B dťl›ky nepresahujúcej p(n), kde izomor^zmus je vypo“cítatel’ný v “case ohrani“cenom polynómom p. Tento izomor^zmus je injektívny, preto dens_A(n) ≤ dens_B (p(n)). Analogicky dostaneme dens_B (n) ≤ dens_A(p^′(n)), kde p^′ je polynóm ohrani“cujúci “casovú náro“cnost’ výpo“ctu inverzného izomor^zmu. 2

VŽetky známe NPŰúplné jazyky sú husté a preto podl’a lemy 6.13 nemô›u byt’ izomorfné s riedkym jazykom. Z platnosti hypotézy o pŰizomor^zme by preto vyplývalo, ›e neexistuje riedky NPŰúplný jazyk. Naopak, ak by sa podarilo nájst’ riedky NPŰúplný problém, znamenalo by to vyvrátenie hypotézy o pŰizomor^zme.

Otázka existencie riedkeho NPŰúplného problému je zaujímavá aj z praktického hl’adiska. Predpokladajme, ›e máme riedky NPŰúplný problém R a nech L je l’ubovol’ný jazyk z triedy NP. Z NPŰúplnosti jazyka R vyplýva existencia redukcie z L do R vypo“cítatel’nej v polynomiálnom “case p(n). Potom pre l’ubovol’né dané n vieme skonŽtruovat’ tabul’ku, obsahujúcu vŽetky slová jazyka R dťl›ky nepresahujúcej p(n). Vel’kost’ tejto tabul’ky je zhora ohrani“cená polynómom dens_R(p(n)). KonŽtrukcia tabul’ky si vy›aduje exponenciálny “cas, preto›e pre exponenciálne vel’a slov musíme overit’, “ci patria do R. Ak vŽak u› máme tabul’ku vypo“cítanú, doká›eme v polynomiálnom “case rozhodovat’ o l’ubovol’nom slove dťl›ky nepresahujúcej n, “ci patrí do jazyka L. Sta“cí vypo“cítat’ redukciu tohoto slova (polynomiálny “cas) a overit’, “ci redukcia patrí do u› skonŽtruovanej tabul’ky (polynomiálnej vel’kosti).

Nasledujúci výsledok ukazuje, ›e za predpokladu P ≠ NP, ›iaden NPŰúplný jazyk nemô›e byt’ riedky.

Veta 6.14 Ak existuje riedky NPŰúplný jazyk, tak P = NP.

Dôkaz Na“crtneme hlavné myŽlienky dôkazu. Pozostáva z dvoch “castí. Najprv de^nujeme NPŰúplný jazyk A. V druhej “casti, vyu›ijúc predpokladanú existenciu riedkeho NPŰúplného jazyka, skonŽtruujeme deterministický, polynomiálne “casovo ohrani“cený Turingov stroj rozhodujúci A. Teda A ∈ P a P = NP.

Jazyk A de^nujeme ako

A^{def}= { hx, Fi | F je booleovská formula r premenných, x ∈ {0, 1}^r ∃y : (x < y ∧ F(y) = 1) }.

Zrejme jazyk A patrí do NP. Zárove“n je NPŰt’a›ký, preto›e CNF ≤A (redukcia priradí formule F slovo h00 . . . 0, Fi).

Nech R je riedky NPŰúplný jazyk, ktorého hustota dens_R je ohrani“cená polynómom n^k. “Dalej nech f je polynomiálne “casovo vypo“cítatel’ná funkcia, ktorá je redukciou z A do R a pre ktorú |f (x)| ≤ N(|x|) (N polynóm). Funkcia f existuje, preto›e R je NPŰúplný a A∈NP.

Majme dané slovo hx, Fi dťl›ky n, kde F je formula r premenných a r ∈ {0, 1}^r, o ktorom chceme rozhodnút’, “ci patrí do jazyka A. Urobíme to takto: nájdeme (ak existuje) najvä“cŽí binárny ret’azec y dťl›ky r taký, ›e hy, Fi ∈ A. Ak ho nájdeme, sta“cí porovnat’ ret’azce x a y a vieme, “ci hx, Fi ∈ A.

Predstavme si 2^r binárnych ret’azcov dťl›ky r zapísaných za sebou do jedného riadku v lexikogra^ckom usporiadaní. Rozdel’me tento riadok na 2(N(n))^k segmentov a vypo“cítajme hodnotu funkcie f (f je redukcia z A do R) pre 2(N(n))^k vektorov zo za“ciatku ka›dého segmentu. Predpokladajme, ›e vŽetkých 2(N(n))^k vypo“cítaných hodnôt je rôznych. Potom medzi prvými (N(n))^k + 1 spomedzi vypo“cítaných hodnot musí byt’ taká hodnota f (hy, Fi), ktorá nepatrí do jazyka R (ka›dá vypo“cítaná hodnota je ret’azec dťl›ky nepresahujúcej N(n) a takýchto ret’azcov obsahuje riedky jazyk R nanajvýŽ (N(n))^k). To ale znamená, ›e hl’adané y ur“cite nele›í vpravo od y. Preto mô›eme odstránit’ pravú polovi“cku riadku a hl’adat’ rieŽenie len v jej l’avej polovi“cke. Celý postup teraz opakujeme pre novovytvorený riadok (polovi“cnej dťl›ky). Zrejme ak aj nad’alej budeme mat’ Žt’astie, a vypo“cítané hodnoty funkcie f budú v›dy rôzne, tak po polynomiálnom po“cte opakovaní sa dostaneme k polynomiálnemu po“ctu hodnôt, mezi ktorými musí byt’Ůak existujeŮaj hl’adané spťl“najúce priradenie y. Preto sta“cí preverit’ ka›dé z nich a celý problém sme vyrieŽili v polynomiálnom “case.

Samozrejme musíme uvá›it’ aj situáciu, ked’ nie vŽetky vypo“cítané hodnoty funkcie f sú navzájom rozdielne. Vyu›ijeme to, ›e aj dve rovnaké hodnoty obsahujú dostatok informácie. Mô›eme toti›to odstránit’ vŽetky segmenty nachádzajúce sa medzi bodmi s rovnakou hodnotou. PresnejŽie: ak y < y^′ a pritom f (hy, Fi) = f (hy^′, Fi) ∉ R, tak hl’adané y ur“cite nele›í napravo od y a teda ani medzi y a y^′. Z druhej strany, ak f (hy, Fi) = f (hy^′, Fi) ∈ R, tak hl’adané y le›í napravo od y^′ a preto mô›eme odstránit’ segmenty medzi y a y^′ bez toho, aby sme pritom stratili hl’adané rieŽenie. Ak medzi vypo“cítanými hodnotami je viac navzájom rovnakých, mô›eme odstránit’ segmenty medzi ka›dou dvojicou bodov s rovnakými hodnotami. L’ahko nahliadneme, ›e skombinovaním oboch popísaných metód doká›eme v›dy skrátit’ riadok tak, ›e po“cet segmentov, medzi ktorými musíme hl’adat’ rieŽenie, sa zní›i aspo“n o polovicu.

Tým sme dokázali, ›e A ∈ P, z “coho u› plynie P = NP. 2

6.5 Relativizácia P^?= NP problému

A› doteraz sme sa zaoberali v podstate len dvoma zlo›itostnými triedami, P a NP, a vzt’ahom medzi nimi. Videli sme, ›e napriek snahe pristupovat’ k otázke ich vzt’ahu z rôznych strán, nebola doteraz nájdená uspokojivá odpoved’. To vŽetko viedlo k snahe nájst’ odpoved’ aspo“n na takúto otázku: aký bude vzt’ah skúmaných tried P a NP, ak trochu zmeníme podmienky?

Zodpovedzme najprv otázku, “co rozumieme, v kontexte výpo“ctovej zlo›itosti, zmenou podmienok. Spolo“cnou charakterisktikou doteraz uva›ovaných výpo“ctov je, ›e do celkovej zlo›itosti sa zapo“cítava ka›dý vykonaný krok. Skúsme si predstavit’ svet, v ktorom budú niektoré výpo“cty ŤzadarmoŞ. Napríklad, majme algoritmus, v ktorom ked’ po“cas výpo“ctu potrebujeme o nejakej booleovskej formule rozhodnút’, “ci je splnitel’ná, dostaneme túto informáciu okam›ite ŤzvonkaŞ. Na základe poskytnutej odpovede potom výpo“cet pokra“cuje d’alej. Inak povedané, pohybujeme sa vo svete CNF, kde l’ubovol’ný dotaz na prísluŽnost’ formuly do jazyka CNF je zodpovedaný okam›ite a správne nejakým orákulom.

Samozrejme, ›e takýto svet má d’aleko od reality; uvedomme si, ›e slú›i len ako prostriedok na skúmanie prirodzených problémov. Akonáhle máme toti›to skonŽtruovaný tento alternatívny svet, mô›eme sa pýtat’, “ci v “nom platí P = NP alebo nie. De^nujeme teraz presne pojmy, s ktorými sme doteraz pracovali na intuitívnej úrovni. Potom sa znovu vrátime k otázke, “co nám takto získané výsledky mô›u povedat’ o vzt’ahu tried P a NP.

Formalizáciou spomínaných pojmov je orákulový Turingov stroj.

De^nícia 6.15 Turingov stroj s orákulom M^? je viacpáskový deterministický Turingov stroj, ktorý má Žpeciálnu pásku (nazýva sa aj dotazovacia páska; M^? na “nu mô›e len zapisovat’) a tri Žpeciálne stavy: q_? (tzv. dotazovací stav) a q_{yes}, q_{no} (tzv. odpovedacie stavy).

Nech A ⊆ Σ^∗ je l’ubovol’ný jazyk. Výpo“cet orákulového Turingovho stroja M^? s orákulom A prebieha presne ako výpo“cet Turingovho stroja s výnimkou kon^gurácie, ked’ M^? je v dotazovacom stave q_?. V nasledujúcom kroku výpo“ctu prejde M^? bud’ do stavu q_{yes} alebo do stavu q_{no} v závislosti od toho, “ci ret’azec práve zapísaný na dotazovacej páske patrí do jazyka A alebo nie. Pritom sa celý obsah dotazovacej pásky vyma›e. Prostredníctvom odpovedacieho stavu teda získava M^? informáciu o prísluŽnosti ret’azca zapísaného na dotazovacej páske do jazyka A. Výsledok výpo“ctu orákulového stroja M^? s orákulom A na vstupe w ozna“cujeme ako M^A(w).

“Casová zlo›itost’ orákulového Turingovho stroja sa de^nuje presne tak isto, ako pre obecný Turingov stroj; ka›dý dotazovací krok výpo“ctu sa ráta za jeden krok presne ako oby“cajný krok. Spôsob, ako de^novat’ priestorovú zlo›itost’ nie je celkom jednozna“cný; bli›Žie sa k tejto otázke vrátime na zodpovedajúcom mieste. De^níciu orákulového stroja je mo›né rozŽírit’ aj na nedeterministické Turingove stroje. Prostredníctvom orákulových strojov mô›eme de^novat’ zlo›itostné triedy.

De^nícia 6.16 Nech A je jazyk. De^nujeme (DTIME(f (n)))^A ako triedu jazykov

(DTIME(f (n)))^{A def}= { L | L je rozhodovaný deterministickým orákulovým TS s orákulom A a s “casovou zlo›itost’ou f (n) }.

Analogicky pre nedeterministické triedy. De^níciu mô›eme zobecnit’ pre prípad, ked’ A nie je jazyk, ale trieda jazykovŮv takomto prípade po›adujeme, aby L bol rozhodovaný orákulovým strojom s orákulom z triedy A.

Tým sme upresnili pojem náŽho alternatívneho, relativizovaného sveta. NaŽou d’al’Žou snahou bude ur“cit’ vzt’ah relativizovaných tried P a NP. Motiváciou je skuto“cnost’, ›e na otázku P^?= NP sa dá pozerat’ ako na Žpeciálny prípad otázky P^{X ?}= NP^X pre X = ∅. Uká›eme prekvapujúci fakt, a to, ›e je mo›né skonŽtruovat’ dva rôzne relatizované svety, v ktorých má táto otázka dve rôzne odpovede. Výsledok tohoto typu sa nazýva protichodná relativizácia.

Veta 6.17 Existuje orákulum A, pre ktoré P^A = NP^A.

Veta 6.18 Existuje orákulum B, pre ktoré P^B ≠ NP^B .

Dôkaz [vety 6.17] NaŽou snahou je nájst’ taký jazyk A, ktorý eliminuje silu nedeterminizmu. Alebo, inak povedané, jazyk, ktorého pomocou sa deterministický výpo“cet stane rovnako silným ako nedeterministický výpo“cet. S takouto situáciou sme sa u› stretli: podl’a Savitchovej teorémy (veta 4.17) vieme, ›e triedy polynomiálne priestorovo ohrani“cených deterministických a nedeterministických výpo“ctov koincidujú.

Zvol’me A ako l’ubovol’ný PSPACEŰúplný jazyk. Uká›eme

PSPACE ⊆ P^A ⊆ NP^A ⊆ NPSPACE ⊆ PSPACE.

Platnost’ prvej inklúzie vyplýva z PSPACEŰúplnosti jazyka A: ka›dý jazyk L z PSPACE sa dá rozhodovat’ polynomiálne “casovo ohrani“ceným deterministickým orákulovým strojom, ktorý najprv vypo“cíta redukciu z jazyka L do A a potom urobí jediný dotaz na orákulum A. Druhá inklúzia je triviálna. K tretej inklúzii: ka›dý nedeterministický polynomiálne “casovo ohrani- “cený orákulový Turingov stroj sa dá simulovat’ polynomiálne priestorovo ohrani“ceným strojom bez orákula tak, ›e namiesto dotazu na orákulum stroj priamo rozhodne (v polynomiálnom priestore) o prísluŽnosti dotazovaného slova do jazyka A. Łtvrtá inklúzia je obsahom Savitchovej teorémy. Preto je P^A = NP^A. 2

Argumenty ukazujúce platnost’ druhej vety sú o nie“co komplikovanejŽie. Dôkaz [vety 6.18] Tentokrát potrebujeme nájst’ orákulum B, ktoré umocní silu nedeterminizmu a jazyk L ∈ NP^B − P^B . Najprv de^nujeme unárny jazyk L ako

L^{def}= {0^n | existuje x ∈ B pre ktoré |x| = n}.

Platnost’ L ∈ NP^B je zrejmá: nedeterministický stroj s orákulom B uhádne pre vstup 0^n ret’azec x dťl›ky n a pou›itím orákula overí, “ci x ∈ B.

Zostáva de^novat’ orákulum B tak, aby L ∉ P^B . Pou›ijeme pritom diagonalizáciu cez vŽetky polynomiálne “casovo ohrani“cené orákulové deterministické Turingove stroje. Predpokladajme, ›e M^?_1, M^?_2, . . . je o“císlovanie vŽetkých takýchto strojov^3. Predpokladáme, ›e ka›dý stroj sa v tomto o“císlovaní vyskytuje nekone“cne vel’a krát. Táto po›iadavka je triviálne splnená, preto›e ku ka›dému stroju mo›no l’ubovol’ne vel’a rôznymi spôsobmi pridat’ nové, nedosiahnutel’né stavy, ktoré nijako nezmenia jazyk rozhodovaný strojom. Pritom vŽetky tieto varianty sa musia niekde v o“císlovaní objavit’.

Jazyk B budeme de^novat’ postupne v etapách, v iŰtej etape skonŽtruujeme mno›imu B_i, “co je mno›ina vŽetkých slov jazyka B dťl›ky nanajvýŽ i. Jazyk B = ⋃_∞ i=0 B_i. Na za“ciatku iŰtej

3KonŽtruciu hl’adaného o“císlovania mo›no nájst’ napríklad v dôkaze Vety 6.2.

etapy máme u› vypo“cítané B_{i−1}, mno›inu vŽetkých slov jazyka B dťl›ky menŽej ne› i. Naviac máme mno›inu X ⊆ Σ^∗ výnimiek, ret’azcov, ktoré nesmieme zaradit’ do B. Na za“ciatku prvej etapy je B_0 = X = ∅. PopíŽeme, ako pomocou nich vypo“cítame mno›inu B_i. Kritérium, na základe ktorého rozhodneme, ktoré slová dťl›ky i patria do mno›imy B_i vyplýva z náŽho ciel’a skonŽtruovat’ B tak, aby L ∉ P^B : slovo 0^i musí rozlíŽit’ jazyk L a jazyk rozhodovaný strojom M^B_i . Preto budeme simulovat’ i^{log i} krokov stroja M^B_i na vstupe 0^i. Upozor“nujeme na výber po“ctu simulovaných krokov: je to funkcia menŽia ne› exponenciálna, ale pritom rastúca asymptoticky rýchlejŽie ne› ka›dý polynóm.

Po“cas simulácie stroja M^B_i na vstupe 0^i mô›e orákulový stroj vzniest’ dotaz Ťje x ∈ B?Ş. Ako zodpovieme tento dotaz? Ak |x| < i, tak sta“cí ak zistíme, “ci x ∈ B_{i−1}. Ak x ∈ B_{i−1}, zodpovieme orákulový dotaz kladne, t.j. M^B_i prejde do stavu q_{yes} , inak prejde do stavu q_{no} . Ak ale |x| ≥ i, tak M^B_i prejde do stavu q_{no} a naviac pridáme x do mno›iny X, aby sme si zapamätali naŽe rozhodnutie, ›e x ∉ B.

Predpokladajme, ›e po nanajvýŽ i^{log i} krokoch simulácie sa výpo“cet zastaví v zamietajúcom stave. Pripomíname, ›e naŽim ciel’om je zabezpe“cit’, aby M^B_i nerozhodoval jazyk L. Preto de^nujeme B_i^{def}= B_{i−1} ∪ { x ∈ {0, 1}^∗ | |x| = i; x ∉ X } .

Tým dosiahneme, ›e 0^i ∈ L (lebo B obsahuje slovo dťl›ky i), ale pritom M^B_i nerozhoduje jazyk L (stroj M^B_i zamietol vstup 0^i). Potrebujeme ale eŽte ukázat’, ›e mno›ina

{ x ∈ {0, 1}^∗ | |x| = i; x ∉ X }

je naozaj neprázdna. Je to dané tým, ›e X zaru“cene neobsahuje viac ne›

∑_i

j=1 j^{log j} ret’azcov dťl›ky i ( to je celkový po“cet doteraz odsimulovaných krokov na vŽetkých strojoch a v ka›dom kroku sa do X pridá nanajvýŽ 1 prvok); táto suma je ale menŽia ne› 2^i, “co je po“cet ret’azcov v {0, 1}^i.

Ak M^B_i akceptuje vstup 0^i v uva›ovanom “case i^{log i}, tak kladieme B_i^{def}= B_{i−1}. Tak zabezpe- “címe, ›e 0^i ∉ L, a teda L(M^B_i ) ≠ L.

“Co urobíme v prípade, ›e simulovaný výpo“cet stroja MB_i na vstupe 0i sa po ilog i krokoch nezastaví? Takáto situácia mô›e vzniknūt’, preto›e polynóm p, ohrani“cujúci “casovú zlo›itost’ stroja M^B_i , mô›e byt’ tak vel’ký, a index i tak malý, ›e i^{log i} < p(i). V takomto prípade kladieme B_i = B_{i−1}, ako keby stroj vstup akceptoval. Tak ale nemáme zabezpe“cné, ›e L(M^B_i ) ≠ L. Kl’ú“covým je tu predpoklad, ›e stroje ekvivalentné stroju M^B_i sa v zvolenom o“císlovaní vyskytnú nekone“cne vel’a krát. Preto sa tento stroj objaví ako nejaké M^?_I , kde I je také vel’ké, ›e I^{log I} ≥ p(I). Tam bude zabezpe“cené, ›e L(M^B_i ) = L(M^B_I ) ≠ L.

Tým sme ukon“cili de^níciu orákula B. KonŽtrukcia bola prevedená tak, aby ›iaden deterministický, polynomiálne “casovo ohrani“cený orákulový stroj s orákulom B neakceptoval jazyk L. To dokazuje tvrdenie vety. 2

Výsledok o protichodnej relativizácii problému nazna“cuje, ›e P^?= NP je v skuto“cnosti vel’mi t’a›ký problém. Obvyklá vzájomná simulácia ako prostriedok na dokázanie rovnosti dvoch zlo›itostných tried, ani diagonalizácia ako metóda na dokázanie nerovnosti medzi zlo›itostnými triedami nemô›u vyrieŽit’ P^?= NP problém. Obidve tieto techniky sú toti›to pou›itel’né aj v relativizovanom svete (relativizujú). Predpokladajme, ›e chceme dokázat’ inklúziu P ⊂ NP diagonaliza“cnou technikou, ktorou skonŽtruujeme jazyk L patriaci do NP − P. Tento istý postup sa ale dá priamo aplikovat’ aj na separáciu zodpovedajúcich relativizovaných tried, pre l’ubovol’né orákulum. Teda, ak vieme separovat’ triedy P a NP diagonaliza“cnou technikou, tak vieme dokázat’ aj separáciu P^R a NP^R pre l’ubovol’né orákulum R, “co je spor s vetou 6.17. Naopak, simulácia sa zdá byt’ najlepŽím spôsobom, ako dokázat’, ›e P = NP. Znamená to, ›e potrebujeme obecnú metódu na simuláciu nedeterministického polynomiálne “casovo ohrani- “ceného algoritmu deterministickým polynomiálne “caosovo ohrani“ceným algoritmom. Opät’ sa zdá, ›e simula“cná technika sa dá pou›it’ aj pre relativizované triedy. Takýto výsledok by viedol k sporu s vetou 6.18.

Obecne platí, ›e ›iadna dôkazová technika, ktorá relativizuje, nemô›e byt’ pou›itá na ur- “cenie vzt’ahu medzi dvoma zlo›itostnými triedami s protichodnou relativizáciou.

Výsledok o protichodnej relativizácii P^?= NP problému dokázali v roku 1975 Baker, Gill a Solovay. Odvtedy boli dokázané v teórii zlo›itosti stovky výsledkov. S výnimkou niekol’ko málo tvrdení, týkajúcich sa napríklad interaktívnych protokolov a triedy PSPACE, vŽetky relativizujú. Význam skúmania orákul a relativizovaných svetov spo“cíva v tom, ›e odhal’ujú techniky, ktoré sa pravdepodobne nedajú pou›it’ na rieŽenie daných problémov.

6.6 P^?= NP

Pokúsime sa analyzovat’ dôsledky rovnosti tried P a NP.

Napriek tomu, ›e o triede P sa zvykne hovorit’ ako o triede prakticky rieŽitel’ných problémov, tak P obsahuje mno›stvo ŤprirodzenýchŞ problémov, ktoré sa prakticky pomocou po“cíta“cov rieŽit’ nedajú. Dôvodov je niekol’ko.

Prvá prí“cina je vo vysokom stupni polynómu. Zatial’ “co je pravdou, ›e vel’ká vä“cŽina existujúcich polynomiálnych algoritmov má nízky stupe“n polynómu (nie vä“cŽí ne› 5 alebo 6), z vety o “casovej hierarchii vyplýva existenca problémov, ktoré sa nedajú rieŽit’ v “case lepŽom ne› O(n^k), pre l’ubovol’ne vel’ké k.

Príklad 6.19 Uva›ujme modi^káciu problému k-KLIKA, kde vstupom je graf a úlohou je ur- “cit’, “ci obsahuje k-kliku (pre pevné k). Jediný známy algoritmus na rieŽenie tohoto problému spo“cíva v prehl’adávaní vŽetkých k prvkových podmno›ín mno›iny vrcholov a overovaní, “ci indukujú úplný podgraf. “Casová zlo›itost’ algoritmu je úmerná po“ctu podmno›ín, ktoré musíme preverit’, a teda O(n^k ), kde n je po“cet vrcholov grafu. Algoritmus má teda polynomiálnu zlo›itost’, ale pre vel’ké hodnoty k je prakticky nepou›itel’ný.

Druhá preká›ka mô›e byt’ v príliŽ vysokej hodnote konŽtanty. Pripome“nme si, ›e po“cet krokov polynomiálneho algoritmu je ohrani“cný hodnotou cn^k, kde c a k sú konŽtanty. Opät’ pre vel’kú vä“cŽinu prakticky pou›ívaných algoritmov je konŽtanta c nízka a dominantným výrazom ur“cujúcim zlo›itost’ je polynóm n^k. AvŽak nemô›eme a priori vylú“cit’ existenciu algoritmov s vysokými konŽtantami.

Tretí, a asi najzáva›nejŽí, argument je nasledujúci. Vieme, ›e trieda P bola de^novaná ako trieda jazykov (problémov), pre ktoré existuje polnynomiálny algoritmus na ich rozhodovanie. Vo vä“cŽine prípadov sa dá prísluŽnost’ jazyka do triedy P dokázat’ konŽtruktívne. Otázkou je, “ci mô›e nastat’ situácia, ›e vieme o existencii polynomiálne “casovo ohrani“ceného Turingovho stroja pre nejaký konkrétny jazyk, ale nie sme schopní ho skonŽtruovat’. Inými slovami: existujú jazyky, pre ktoré sa dá prísluŽnost’ do triedy P dokázat’ len nekonŽtruktívnym spôsobom?

Odpoved’ je áno. Nebudeme prezentovat’ výsledky, ktoré viedli k tomuto prekvapujúcemu zisteniu, preto›e sú pomerne dlhé a technicky obtia›ne. Pre ilustráciu uká›eme jeden problém uvedených vlastností, tj. problém, pre ktorý je mo›né dokázat’ jeho prísluŽnost’ do triedy P, ale pritom nie je známy ›iaden algoritmus (bez ohl’adu na zlo›itost’) na jeho rieŽenie.

Príklad 6.20 Uva›ujem problém vnorenia grafu do trojrozmerného priestoru R^3. Je to priradenie, ktoré s ka›dým vrcholom grafu asociuje bod a ka›dej hrane grafu, spájajúcej dva vrcholy, priradí priamku, spájajúcu zodpovedajúce body. Naviac, priamky nesmú mat’ spolo“cné body, s výnimkou tých, ktoré sú asociované incidentným hranám a ktoré majú práve jeden spolo“cný bod.

Predstavme si vnorenie grafu G do R^3; ka›dý cyklus v G sa stane uzavretou “ciarou v R^3. Neformálne, uzavretá “ciara tvorí uzol, ak nie je mo›né natiahnut’ ju doŤkruhuŞ (ten sa nazýva aj triviálny uzol). Obrázok 6.20 ilustruje dve vnorenia, ktoré tvoria triviálny a netriviálny uzol.

Problém ur“cit’ pre daný graf, “ci je mo›né ho vnorit’ do R^3 tak, aby vnorenie neobsahovalo uzly, je hl’adaným problémom.

6.7 Funkcionálna verzia P^?= NP problému

A› doteraz sme sa zaoberali iba jazykmi kódujúcimi rozhodovacie problémy. Otázkou je, “ci takéto zú›enie pohl’adu je opodstatnené. Výpo“ctové úlohy, ktoré potrebujeme v praxi rieŽit’, sú málokedy formulované ako úlohy, kde rieŽením je bud’ ŤánoŞ alebo ŤnieŞ. Napríklad, úlohou

KAPITOLA 6. P VERSUS NP 66

•

fflffl fflffl fflffl fflffl ?? ?? ?? ?? ??

??? ?? • jjjjj jjjjj jj

¨¨ ¨¨ ¨¨ ¨¨ ¨¨ ¨¨ ¨¨

¨¨ ¨¨ ¨¨

•

ooo ooo ooo ooo ooo oo

ooo ooo oo ’’ ’’ ’’ ’’ ’’ ’’ ’’ ’’ • ??? ??

?? ?? ?? ?? ?? • ?? ?? ?? ?? ?? ? •

OOO OOO OOO OOO OOO OO •

ˇˇ ˇˇ ˇˇ ˇˇ ˇˇ ˇˇ •

OOO OOO OOO OOO OOO OO • WWWWWW WWWWWW WWW • • • • Obrázek 6.3: Triviálny (vl’avo) a netriviálny (vpravo) uzol

nie je zistit’, “ci daná formula je splnitel’ná, ale chceme nájst’ konkrétne priradenie hodnôt premenným, ktoré spťl“na formulu. Podobne v probléme obchodného cestujúceho, nie je ani tak zaujímavé vediet’, “ci dťl›ka najkratŽej cesty je menŽia ako daná konŽtatna, ako skôr vediet’, ako vyzerá najkratŽia cesta.

Rozhodovacie problémy sú adekvátnymi zástupcami funkcionálnych problémov v kontexte negatívnych zlo›itostných výsledkov. Napríklad, ked’›e vieme, ›e problémy CNF a POC(R) sú NPŰúplné, tak za predpokladu P ≠ NP neexistuje polynomiálny algoritmus na hl’adanie spl’“najúceho priradenia resp. najkratŽej cesty. Obecne ovŽem rozhodovací problém mô›e byt’ podstatne jednoduchŽí ako zodpovedajúci funkcionálny. Uká›eme, ›e v prípade problému splnitel’nosti tomu tak nie je.

Príklad 6.21 FCNF je nasledovný funkcionálny problém: pre danú booleovskú formulu Φ, ak Φ je splnitel’ná tak úlohou je nájst’ nejaké jej spťl“najúce priradenie; inak vrátit’ŤnieŞ. Pre ka›dý vstup Φ mô›e mat’ toto zobrazenie vel’a mo›ných hodnôt (ka›dé spťl“najúce priradenie). Nejedná sa teda o skuto“cnú funkciu asociovanú s rozhodovacím problémom. AvŽak pre naŽe úvahy je to zatial’ posta“cujúce. Alternatívne formulácie mo›no násjt’ v kapitole o aproximatívnych výpo“ctoch.

Zrejme ak problém FCNF je rieŽitel’ný v polynomiálnom “case, tak aj problém CNF je rie- Žitel’ný v polynomiálnom “case. Uká›eme, ›e (prekvapujúco) platí aj opa“cná implikácia. Ak máme k dispozícii polynomiálny algoritmus na rozhodovanie problému CNF, tak nasledovný polynomiálny algoritmus rieŽi problém FCNF:

Pre danú formulu Φ algoritmus najprv testuje, “ci Φ je splnitel’ná. Ak nie, tak vráti odpoved’ŤnieŞ . V opa“cnom prípade hl’adá spl’“najúce priradenie. Uva›ujme formuly Φ_{x1=1} a Φ_{x1=0}, ktoré získame z Φ ak za x_1 dosadíme true resp. false. Evidentne aspo“n jedna z nich musí byt’ splnitel’ná. Algoritmus rozhodne ktorá (v prípade, ›e sú obidve, tak zvolí jednu z nich). Zodpovedajúcu hodnotu x_1 substiiuje do Φ a v d’al’Žom skúma premennú x_2. Zrejme po nanajvýŽ 2n volaniach predpokladaného polynomiálneho algoritmu, ka›dé s výrazom nie komplikovanejŽím ne› Φ, náŽ algoritmus nájde spťl“najúce priradenie formuly Φ.

Predchádzajúci algoritmus vyu›íval vlastnost’ selfŰredukovatel’nosti problému splnitel’nosti. Podobný trik je mo›né pou›it’ aj vprípade iných NPŰúplných problémov.

Vzt’ah medzi rozhodovacími a funkcionálnymi problémami je mo›né formalizovat’. Predpokladajme, ›e jazyk L patrí do NP. Podl’a Lemy 6.1 existuje polynomiálne vyvá›ená a polynomiálne rozhodnutel’ná relácia R_L taká, ›e pre ka›dý ret’azec x platí, ›e x ∈ L vtedy a len vtedy, ak existuje y také, ›e (x, y) ∈ R_L. Funkcionálny problém asociovaný s jazykom L je nasledovný výpo“ctový problém:

Pre dané x nájdi y také, ›e (x, y) ∈ R_L; ak ›iadne y po›adovaných vlastností neexistuje, tak vrát’ odpoved’ ŤnieŞ.

Triedu vŽetkých funkcionálnych problémov, asociovaných vyŽŽie uvedeným spôsobom jazykom z triedy NP, nazývame FNP. FP je jej podtrieda obsahujúca len tie problémy, ktoré sú rieŽitel’né deterministicky v polynomiálnom “case. Napríklad problém FCNF patrí do triedy FNP, ale nie je o “nom známe, “ci patrí do FP.

Podobne, ako v prípade triedy NP, aj v triede FNP mô›eme vyŽpeci^kovat’ relatívne najt’a›Žie problémy pomocou pojmu redukcie.

De^nícia 6.22 Funkcionálny problém A je redukovatel’ný na funkcionálny problém B práve ak je splnené nasledovné: Exisstujú dve funkcie R a S de^nované na mno›ine ret’azcov, obe vypo“cítatel’né v polynomiálnom “case a také, ›e pre l’ubovol’né dva ret’azce x a z platí: Ak x je prípadom problému A, tak R(x) je prípadom problému B. Naviac, ak z je správnym rieŽením prípadu R(x), tak S(z) je správnym rieŽením prípadu x.

Funkcionálny problém A je úplný pre triedu FNP, ak patrí do triedy FNP a ka›dý problém z tejto triedy je na“n redukovatel’ný.

Preto›e triedy FP a FNP sú uzavreté vzhl’adom na redukovatel’nost’, tak FNPŰúplné problémy majú analogické vlastnosti ako NPŰúplné problémy. Nie je t’a›ké ukázat’, ›e problém FCNF je úplným pre triedu FNP. Naviac, ako ukazuje príklad 6.21, problém FCNF je rieŽitel’ný v polynomiálnom “case práve ak CNF je rieŽitel’ný v polynomiálnom “case. Z toho u› plynie:

Veta 6.23 FP = FNP vtedy a len vtedy ak P = NP.

“Cást III

Trieda NP

Mnoho problémov, s ktorými sa v praxi mô›eme stretnút’ je NPŰúplných. Vieme, ›e efektívne (polynomiálne) algoritmy na rieŽenie týchto problémov mô›u existovat’, iba ak P = NP, “co je vel’mi nepravdepodobné. To ale neznamená, ›e tieto problémy sú prakticky nerieŽitel’né. Skuto“cnost’, ›e problém je NPŰúplný znamená, ›e ak P ≠ NP, tak neexistuje polynomiálny algoritmus, ktorý by poskytoval optimálne rieŽenie pre ka›dý prípad problému. Ak upustíme od tejto striktnej po›iadavky, mô›eme mnohé problémy vcelku uspokojivo rieŽit’.

Existuje niekol’ko mo›ností, ako mo›no oslabit’ vyŽŽie uvedené po›iadavky tak, aby sa problém stal prakticky rieŽitel’ný.

Deterministické algoritmy Pre mnohé z uva›ovaných problémov je mo›né skonŽtruovat’ algoritmy, ktorých zlo›itost’ síce nie je polynomiálna, ale superpolynomiálna a sú prakticky pou›itel’né. Príkladom takéhoto problému je problém batohu. Nevýhodou tohoto prístupu je, ›e je známych len málo problémov, kde poznáme superpolynomiálny algoritmus; pre vä“cŽinu z nich je najlepŽí známy algoritmus skuto“cne exponenciálny. Iná mo›nost’ je pokúsit’ sa nájst’ deterministický Turingov stroj M (algoritmus, program), ktorý rieŽi problém so zlo›itost’ou napr. T_M(n) =^1_{100} · 2^{n/50}. M má exponenciálnu zlo›itost’, ale napriek tomu poskytuje uspokojivé rieŽenie pre vstupy vel’kosti a› niekol’ko sto bitov. Preto ak prípady, ktoré potrebujeme prakticky rieŽit’, neprekro“cia danú hranicu, mô›eme aj tento (exponenciálny) algoritmus pova›ovat’ za vyhovujúce rieŽenie problému.

Ohrani“cenie problému “Casto nepotrebujeme rieŽit’ zadaný problém v tak vŽeobecnom tvare, ako bol pôvodne formulovaný. V mnohých prípadoch mô›e zú›enie problému podstatne zní›it’ jeho obtia›nost’. NajtypickejŽie je ohrani“cenie mno›iny prípadov problému Napr. ak (nerozhodnutel’ný) Postov koreŽponden“cný problém uvá›ime len pre zoznamy nad jednoprvkovou abecedou, tak problém sa stane rozhodnutel’ným. Ak sa v problémue CNF obmedzíme na formuly v konjunktívnom normálnom tvare s klauzulami dťl›ky nanajvýŽ 2, máme problém patriaci do P. Podobne ak namiesto Hamiltonovského cyklu v grafe hl’adáme Eulerovský cyklus (pokrývajúci vŽetky hrany).

Pravdepodobnostná analýza vstupu Doteraz sme hodnotili algoritmy podl’a ich najhorŽieho mo›ného chovania. Pokial’ doká›eme, ›e istý algoritmus je vyhovujúci aj v tom najmenej priaznivom prípade, je tento algoritmus z praktického hl’adiska vel’mi cenný. Ak vŽak naopak uká›eme, ›e v niektorých prípadoch by trval výpo“cet neúmerne dlho a bol by prakticky nerealizovatel’ný, neznamená to, ›e algoritmus je nepou›itel’ný. Je toti› mo›né, ›e nepriaznivý vstup sa objaví len zriedkavo, a ›e v obvyklom prípade prebehne výpo“cet rýchlo a uspokojivo^4. Problémom tohoto prístupu je u“cit’ dostato“cne presne pravdepodobnostné rozdelenie vstupných hodnôt.

Pravdepodobnostné algoritmy “Dal’Žou mo›nost’ou je upustit’ od po›iadavky, aby algoritmus pre daný prípad problému poskytol v›dy to isté rieŽenie, t.j. aby bol deterministický. Obecne je teda mo›né pokúsit’ sa zostrojit’ algoritmus, ktorý sa v niektorých krokoch mô›e náhodne (napr. pomocou generátora náhodných “císel) rozhodnút’ medzi niekol’- kými mo›nými pokra“covaniami; pritom pripúŽt’ame, ›e v niektorých prípadoch bude výsledok neuspokojivý, alebo dokonca chybný. Pri hodnotení priemerného chovania sa potom priemer neberie cez vŽetky mo›né vstupy istej vel’kosti, ale pre vŽetky mo›né výpo“cty ur“cené jedným vstupom. Výsledok analýzy nezávisí na tom, ako “casto sa jednotlivé vstupy vyskytujú (ako tomu bolo pri pravdepodobnostnej analýze vstupu).

Aproximatívne algoritmy Ak hl’adáme algoritmus na rieŽenie optimaliza“cného problému, tak mô›eme upustit’ od po›iadavky, aby algoritmus naŽiel v›dy optimálne rieŽenie. Ciel’om je nájst’ také algoritmy, ktoré v›dy poskytnú rieŽenie blízke optimálnemu. Preto›e v praxi sa “casto uspokojíme s pribli›ným rieŽením, je tento prísup k rieŽeniu obtia›- nych úloh jeden z najúspeŽnejŽích.

4NajznámejŽím príkladom je simplexový algoritmus úlohy lineárneho programovania. Empirická skúsenost’ ukazuje, ›e dťl›ka jeho výpo“ctu je úmerná vel’kosti spracovávanej úlohy, zatial’ “co umelo vykonŽtruované príklady ukazujú, ›e táto závislost’ mô›e byt’ a› exponenciálna. Podobné vlastnosti vykazuje triediaci algoritmus Quicksort. Je pova›ovaný za jeden z najrýchlejŽích triediacich algoritmov napriek tomu, ›e v najhorŽom prípade je “cas potrebný na utriedenie n polo›iek kvadratický.

Pravdepodobnostné aproximatívne algoritmy Kombinácia predchádzajúcich dvoch prístupov vedie k algoritmom, ktoré pre daný prípad optimaliza“cného problému poskytnú rieŽenie, ktoré s vel’kou pravdepodobnost’ou nie je príliŽ vzdialené od optimálneho rie- Ženia.

Heuristiky Heuristické algoritmy sa podobajú pravdepodobnostným algoritmom v tom, ›e tie› v priebehu výpo“ctu robia náhodné rozhodnutia. Rozdiel je v tom, ›e nie sme schopní dokázat’, ›e heuristický algoritmus poskytuje uspokojivé rieŽenie problému a to aj napriek tomu, ›e algoritmus je úspeŽne pou›ívaný na rieŽenie konkrétneho praktického problému. Príkladom mô›u byt’ genetické algoritmy a algoritmy simulovaného ›íhania. Teoretické aj experimentálne výsledky ukazujú, ›e vyŽŽie uvedené metódy sú spol’ahlivejŽie ne› heuristické a ›e heuristické algoritmy by mali byt’ pou›ívané len v situáciách, ked’ ›iaden z predchádzajúcich prístupov nevedie k vhodnému rieŽeniu problému.

Poznamenávame eŽte, ›e uvedené prístupy je mo›né vhodne kombinovat’.

Pravdepodobnosté a aproximatívne algoritmy v sebe zahťr“najú nový prístup ku konŽtrukcii algoritmov a preto sa im budeme venovat’ podrobnejŽie.

Kapitola 7

Pravdepodobnostné výpo“cty

7.1 Pravdepodobnostné algoritmy

Ka›dý deterministický algoritmus pri viacnásobnom opakovaní výpo“ctu pre ten istý vstup vypo“cíta v›dy ten istý výstup. Základnou “crtou pravdepodobnostného algoritmu je, ›e pri výpo“cte sa v “nom Ťhád›e mincouŞ, a teda pri viacnásobnom opakovaní výpo“ctu pre ten istý vstup mô›eme dostat’ rôzne výstupy. V pravdepodobnostnom algoritme sa typicky hád›e mincou preto, aby sa vybral jeden z mo›ných spôsobov pokra“covania vo výpo“cte. Uká›eme prekvapujúci fakt, ›e náhodnost’ mô›e priniest’ v niektorých prípadoch podstatné zefektívnenie deterministického algoritmu.

Iný pohl’ad na pravdepodobnostné algoritmy je prostredníctvom nedeterminizmu. Ka›dý nedeterministický krok výpo“ctu mô›eme interpretovat’ ako náhodné rozhodnutie (hádzanie mincou). Zatial’ “co pri nedeterministických výpo“ctoch je existencia jedného prijímajúceho výpo“ctu posta“cujúcou podmienkou na akceptovanie vstupu, pri pravdepodobnostných výpo- “ctoch po›adujeme Şdostato“cne vel’kýŤ po“cet akceptujúcich výpo“ctov. Dôsledkom je, ›e získaný výsledok je správny s vysokou pravdepodobnost’ou. Zvy“cajne sa pravdepodobnostný algoritmus opakuje pre ten istý vstup niekol’ko krát, “cím sa pravdepodobnost’ správneho výsledku eŽte zvýŽi.

Príklad 7.1 Sú dané matice A, B a C rozmerov n × n. Úlohou je zistit’, “ci AB ≠ C. NajlepŽie známe deterministické rieŽenie tohoto problému je vynásobit’ matice A a B a ich sú“cin porovnat’ s maticou C. “Casová zlo›itost’ algoritmu je O(n^{2.376}), t.j. zlo›itost’ najlepŽieho známeho algoritmu na násobenie matíc. Uká›eme, ako mo›no tento problém rieŽit’ v “case O(n^2) vyu›itím pravdepodobnostného prístupu:

vyber náhodne x ∈ {0, 1}^n if ABx ≠ Cx then return (AB ≠ C) else return (pravdepodobneAB = C)

Analýza zlo›itosti: Sú“cin ABx mô›eme, vyu›ijúc asociativitu, vypo“cítat’ ako A(Bx). Sú“cin matice rozmerov n × n a nŰrozmerného vektora sa dá vypo“cítat’ v “case O(n^2) a teda aj celý algoritmus bude mat’ zlo›itost’ O(n^2). Odôvodnenie správnosti:

1. Ak AB = C, tak ABx = Cx pre vŽetky x a teda Pr(ABx = Cx)=1.

2. Ak AB ≠ C, tak mô›e platit’ rovnost’ ABx = Cx.

Uká›eme, ›e druhý prípad nemô›e nastat’ príliŽ “casto.

Lema 7.2 Predpokladajme, ›e AB ≠ C a x je náhodne vybrané z {0, 1}^n (uva›ujeme uniformné rozdelenie pravdepodobnosti). Potom

Pr(ABx = Cx) ≤ 1 2 .

Dôkaz Z predpokladu AB ≠ C plynie (AB − C) ≠ 0, tj. existujú i, j také, ›e (AB − C)_{i,j} ≠ 0. Nech (a_1, a_2, . . . , a_n) je iŰty riadok matice AB − C. Potom platí

Pr((AB − C)x = 0) ≤ Pr( n∑ k=1 a_kx_k = 0)

= Pr(x_j = −1 a_j ∑ k≠j

a_kx_k)

= 1 2 , preto›e a_j ≠ 0 a Pr(x_j = 1) = Pr(x_j = 0) =^1_2 . 2

Ak algoritmus pre dané matice A, B a C dá odpoved’ AB ≠ C, tak táto odpoved’ je ur“cite správna. AvŽak ak algoritmus poskytne rieŽenie AB = C, tak existuje mo›nost’, ›e odpoved’ je nesprávna, t.j. v skuto“cnosti je AB ≠ C. Pravdepodobnost’ takéhoto chybného výsledku je vŽak nanajvýŽ^1_2 . Existuje jednoduchý spôsob, ako mo›no zní›it’ pravdepodobnost’ chybného výsledku: vykonaním viacerých nezávislých pokusov. To znamená, ›e algoritmus opakujeme kŰkrát, zaka›dým pre nový, náhodne vybraný vektor x. Ak pri ka›dom opakovaní pokusu dostaneme odpoved’ AB = C, tak výstupom je AB = C; ak aspo“n pri jednom opakovaní zistíme AB ≠ C, tak výstupom je AB ≠ C. Pravdepodobnost’ chybného výstupu sa tak zní›ila; je nanajvýŽ^1_{2k} , zatial’ “co zlo›itost’ algoritmu sa zvýŽila na O(kn^2).

Pravdepodobnostné algoritmy, ktoré majú tú vlastnost’, ›e jeden typ odpovede je v›dy správny (v naŽom príklade je to odpoved’ AB ≠ C) a druhý typ mô›e byt’ chybný (AB = C), sa nazývajú algoritmy typu Monte Carlo.

Príklad 7.3 Nech f (x_1, . . . , x_n) je polynóm n premenných s racionálnymi koe^cientami a stup“na k. Chceme rozhodnút’, “ci f , ako funkcia n premenných, je identicky rovná 0.

Základnou myŽlienkou pravdepodobnostného algoritmu je, ›e za vŽetky premenné dosadíme náhodne zvolené “císla a vypo“cítame hodnotu polynómu. Ak výsledná hodnota je rôzna od 0, tak samozrejme polynóm nemô›e byt’ identicky rovný 0. AvŽak mô›e sa stat’, ›e sme náhodne zvolili práve kore“n polynómu a teda výsledná hodnota je 0 aj ked’ polynóm nie je identicky rovný 0. Dôle›ité je, ›e pravdepodobnost’ toho, ›e náhodne zvolíme kore“n polynómu, je vel’mi malá; t.j. pravdepodobnost’, ›e urobíme chybu je malá.

Ak by sme ako hodnoty premenných uva›ovali reálne “císla, tak pravdepodobnost’ chyby by bola 0. Napríklad lineárna rovnica n∑ i=1 a_ix_i = a

opisuje hyperrovinu; v trojrozmernom priestore kvadratická rovnica

x^2 + y^2 − z^2 = 0

opisuje povrch ku›ela. Náhodne vybraný bod bude potom skoro ur“cite le›at’ mimo tejto plochy. AvŽak v realite sa musíme ohrani“cit’ na diskrétne hodnoty premenných; budeme preto predpokladat’, ›e hodnoty premenných vyberáme nezávisle, podl’a uniformného rozdelenia, z celo“císelného intervalu [0, . . . , N − 1]. V takomto prípade bude pravdepodobnost’ chyby nenulová a bude závisiet’ od vol’by “císla N; s rastúcim N bude pravdepodobnost’ chyby klesat’. PresnejŽiu formuláciu poskytuje nasledujúca lema.

Lema 7.4 Nech f je polynóm n premenných a stup“na k, ktorý nie je identicky rovný 0. Ak hodnoty a_1, . . . , a_n sú vybrané nezávisle a uniformne z intervalu [0, . . . , N − 1], tak

Pr(f (a_1, . . . , a_n) = 0) ≤ kn N .

Dôkaz Tvrdenie doká›eme matematickou indukciou vzhl’adom na po“cet premenných n. Platnost’ tvrdenia pre n = 1 vyplýva z faktu, ›e polynóm jednej premennej stup“na k mô›e mat’ nanajvýŽ k kore“nov. Nech n > 1; usporiadajme polynóm f podl’a mocniny premennej x_1:

f = f_0 + f_1x_1 + f_2x^2_1 + · · · + f_tx^t_1,

kde f_0, . . . , f_t sú polynómy premenných x_2, . . . , x_n; f_t nie je identicky rovný 0 a t ≤ k. Potom

Pr(f (a_1, . . . , a_n) = 0) ≤ Pr(f (a_1, . . . , a_n) = 0 | f_t(a_2, . . . , a_n) = 0) · Pr(f_t(a_2, . . . , a_n) = 0) + Pr(f (a_1, . . . , a_n) = 0 | f_t(a_2, . . . , a_n) ≠ 0) · Pr(f_t(a_2, . . . , a_n) ≠ 0) ≤ Pr(f_t(a_2, . . . , a_n) = 0) + Pr(f (a_1, . . . , a_n) = 0 | f_t(a_2, . . . , a_n) ≠ 0).

Prvý “clen sú“ctu mô›eme odhadnút’ induktívne a druhý je nanajvýŽ^k_N (lebo a_1 je nezávislá od a_2, . . . , a_n; preto ak tieto ^xujeme tak, aby f_t ≠ 0 a teda aj f ako polynóm premennej x_1 bol nenulový, tak pravdepodobnost’, ›e a_1 je jeho kore“nom je nanajvýŽ^k_N ). Preto

Pr(f (a_1, . . . , a_n) = 0) ≤ k(n − 1) N + k N ≤ kn N .

2

Práve dokázaná lema opodstat“nuje nasledovný algoritmus na zist’ovanie, “ci daný polynóm f je identicky rovný 0.

vyber náhodne a nezávisle celé “císla a_1, . . . , a_n z intervalu [0, . . . , 2kn] if f (a_1, . . . , a_n) ≠ 0 then return (f nie je identicky rovné 0) else return (f pravdepodobne je identicky rovné 0)

Ak polynóm f je identicky rovný 0, tak navrhnutý algoritmus dá správnu odpoved’. V opa“cnom prípade je pravdepodobnost’ chybnej odpovede nanajvýŽ^1_2 .

Jednou z mnohých aplikácií uvedeného algoritmu je metóda na zist’ovanie, “ci bipartitný graf má úplné párovanie.

Príklad 7.5 Je daný bipartitný graf G = (U, V, E), kde U = {u_1, . . . , u_n} a V = {v_1, . . . , v_n} sú mno›iny jeho vrcholov a E ⊆ U × V. Zaujíma nás, “ci v grafe G existuje úplné párovanie, t.j. “ci existuje podmno›ina H ⊆ E taká, ›e ka›dý vrchol grafu inciduje práve s jednou hranou z H. Inými slovami, hl’adáme permutáciu π mno›iny {1, . . . , n} takú, ›e (u_i, v_{π(i)}) ∈ H pre vŽetky u_i ∈ U.

Prirad’me ka›dej hrane (u_i, v_j) grafu G symbol x_{ij}. SkonŽtruujme n×n bipartitnú inciden“cnú maticu M takto: m_{ij} = { x_{ij} ak (u_i, v_j) ∈ E 0 inak Pre graf G = ({u_1, u_2, u_3}, {v_1, v_2, v_3}, {(u_1, v_1), (u_1, v_2), (u_2, v_2), (u_2, v_3), (u_3, v_1), (u_3, v_2)}) je M = x_{11} x_{12} 0 0 x_{22} x_{23} x_{31} x_{32} 0

Determinant det M je polynóm stup“na n a premenných x_{ij}, kde ka›dý s“cítanec zodpovedá jednému úplnému párovaniu. V naŽom príklade má graf dve úplné párovania zodpovedajúce dvom “clenom determinantu

det M = x_{12}x_{23}x_{31} − x_{11}x_{23}x_{32}

Súvislost’ medzi existenciou úplneho párovania a determinantom matice mo›no sformulovat’ takto:

Lema 7.6 Bipartitný graf G má úplné párovanie práve vtedy, ak polynóm det M nie je identicky rovný 0.

x_{11} x_{12} 0 0 x_{22} x_{23} x_{31} x_{32} 0 =⇒ x_{11} x_{12} 0 0 x_{22} x_{23} 0 x_{32} −^{x31}_{x11} x_{12} 0

=⇒ x_{11} x_{12} 0 0 x_{22} x_{23} 0 0 −^{x23}_{x22} (x_{32} −^{x31}_{x11} x_{12})

Obrázek 7.1: Výpo“cet determinantu matice M Gaussovou elimináciou

Dôkaz Pripome“nme si, ›e

det M = ∑ π σ(π) n∏ i=1 x_{i,π(i)},

kde π be›í cez vŽetky permutácie mno›iny {1, . . . , n} a σ(π) je rovné 1 ak π je sú“cinom párneho po“ctu transpozícií; inak je σ(π) rovné -1. Zrejme “clen m_{1,π(1)} · m_{2,π(2)} · · · m_{n,π(n)} je nenulový, práve ak (u_i, v_{π(i)}) ∈ E pre vŽetky i = 1, . . . , n, t.j. ak π zodpovedá úplnému párovaniu. Preto›e ka›dé dva “cleny sa líŽia aspo“n v jednej premennej, nemô›u sa v sume navzájom vyruŽit’. Z toho plynie, ›e G má úplné párovanie práve ak det M nie je identicky rovný 0. 2

Ka›dý algoritmus, ktorý vypo“cíta determinant matice M je teda alternatívnou metódou na rieŽenie problému úplného párovania. Jednou z obvykle pou›ívaných metód je Gaussova eliminácia: maticu upravíme na hormú trojuholníkovú a determinant je rovný sú“cinu prvkov na diagonále. Ak ale tento postup aplikujeme na naŽu symbolickú maticu, získame trojuholníkovú maticu, ktorej prvky mô›u byt’ a› exponenciálnedlhé výrazy (pozri obrázok 7.5). Spôsob, ako tento problém obíst’, spo“cíva v tom, ›e za premenné pôvodnej matice dosadíme celé “císla. Dostaneme tak numerickú maticu, ktorej determinant vypo“cítame Gaussovou elimináciou v polynomiálnom “case. Ak determinant symbolickej matice je nulový, tak aj determinant numerickej matice bude nulový. Ak symbolická matica má nenulový determinant, tak numerická matica mô›e mat’ determinant nulovýŮv prípade, ›e sme za premenné dosadili korene determinantu symbolickej matice.

Ak vieme, ›e graf má úplné párovanie, tak ho mô›eme nájst’ tak, ›e postupne odstra“nujeme hrany grafu a zaka›dým zist’ujeme, “ci graf bez práve odstránenej hrany má úplné párovanie. Hoci pre skúmaný problém je známy aj deterministický polynomiálny algoritmus, má navrhnutý polynomiálny Monte Carlo algoritmus tie› svoj význam, preto›e rieŽi obecný problém týkajúci sa determinantov symbolických matíc. Naviac, popísaný algoritmus je mo›né efektívne paralelizovat’.

V predchádzajúcich príkladoch bolo ilustrované pou›itie pravdepodobnostného prístupu pre problémy, na rieŽenie ktorých sú známe aj deterministické polynomiálne algoritmy. Nasledujúci polynomiálny Monte Carlo algoritmus rieŽi problém, pre ktorý nie je známy ›iaden deterministický polynomiálny algoritmus.

Príklad 7.7 Problém prvo“císelnosti: pre dané “císlo N chceme vediet’, “ci N je prvo“císlo (tzn. jeho jediné delitele sú 1 a N), alebo “ci N je zlo›ené “císlo. Pri návrhu pravdepodobnostného algoritmu vychádzame z nasledovných poznatkov teórie “císel.

Pre ka›dé celé “císlo x, 1 ≤ x < N ozna“cme W(x) nasledujúcu podmienku:

W(x) : bud’ x^{N−1} ≢ 1 mod N

alebo ∃ celé “císlo M tvaru M = (N − 1)^1_{2i} také, ›e x^M − 1 a N majú spolo“cného delitel’a rôzneho od 1 a N.

Fakt 7.8 Ak W(x) platí pre nejaké x, tak N je zlo›ené “císlo.

Ak N je nepárne zlo›ené “císlo, tak W(x) platí aspo“n pre (N − 1)/2 “císel x, 1 ≤ x < N.

Uvedený fakt je základom nasledujúceho MilnerŰRabinovho pravdepodobnostného tesu, “ci dané “císlo N je zlo›ené.

MilnerŰRabinov test if N je párne then return (N je zlo›ené “císlo); náhodne vyber “císlo x; 1 < x < N; if W(x) then return (N je zlo›ené “císlo) else return (N je pravdepodobne prvo“císlo)

Ak “císlo N je prvo“císlo, tak algoritmus v›dy vráti odpoved’ N je prvo“císlo. Ak algoritmus vráti odpoved’ N je zlo›ené, tak N je skuto“cne zlo›ené “císlo; ak algoritmus vráti odpoved’ N je prvo“císlo, tak s pravdepodobnost’ou <^1_2 je táto odpoved’ nesprávna, t.j. N je zlo›ené.

Existuje aj komplementárny pravdepodobnostný polynomiálny algoritmus, ktorý rozpozná zlo›ené “císla s pravdepodobnost’ou 1 prvo“císla s pravdepodobnost’ou aspo“n^1_2 .

7.2 Pravdepodobnostné zlo›itostné triedy

V predchádzajúcej “casti sme prezentovali niekol’ko konkrétnych pravdepodobnostných algoritmov. Ciel’om tejto kapitoly je de^novat’ triedu problémov rieŽitel’ných takýmito algoritmami.

Na prvý pohl’ad sa zdá, ›e k tomu, aby sme mohli formálne de^novat’ pravdepodobnostné zlo›itostné triedy potrebujeme nový výpo“ctový modelŮTuringov stroj, ktorý by dokázal Ťhádzat’ mincouŞ. Uká›eme, ›e úplne posta“cí modi^kovat’ nedeterministický Turingov stroj.

Pre zjednoduŽenie úvah budeme v d’al’Žom pracovat’ s tzv. Žtandartizovaným Turingovym strojom. Je de^novaný takto:

De^nícia 7.9 (Łtandartizovaný Turingov stroj) Łtandartizovaný Turingov stroj je nedeterministický stroj M s “casovou zlo›itost’ou f (n), kde f je konŽtruovatel’ná funkcia, a s vlastnost’ami:

1. v ka›dom kroku výpo“ctu sa M mô›e rozhodnút’ práve medzi dvoma mo›nost’ami, ako d’alej pokra“covat’ vo výpo“cte,

2. ka›dý výpo“cet stroja M na ka›dom vstupe w má dťl›ku práve f (|w|).

Z výsledkov uvedených v kapitole 4 vyplýva, ›e ka›dý nedeterministický Turingov, ktorého “casová zlo›itost’ je konŽtruovatel’ná funkcia, sa dá previest’ na Žtandartizovaný stroj.

De^nícia 7.10 (Trieda RP) Monte Carlo Turingov stroj M je Žtandartizovaný Turingov stroj s polynomiálnou “casovou zlo›itost’ou p(n) a taký, ›e pre ka›dý vstup w je bud’

aspo“n polovica spomedzi 2^{p(|w|)} výpo“ctov stroja M na w je akceptujúcich alebo

vŽetky výpo“cty M na w sú zamietajúce.

Trieda jazykov rozhodovaných Monte Carlo Turingovymi strojmi sa ozna“cuje RP (skrátené z Randomized Polynomial time).

Vol’ne povedané, jazyk L patrí do triedy RP práve ak existuje taký Žtandartizovaný Turingov stroj M s polynomiálnou “casovou zlo›itost’ou, ›e

w ∈ L práve ak aspo“n polovica spomedzi 2^{p(|w|)} výpo“ctov stroja M na w je akceptujúcich a

w ∉ L práve ak vŽetky výpo“cty na w sú zamietajúce

VŽetky jazyky, ktoré sme uva›ovali v predchádzajúcej “casti majú Monte Carlo Turingov stroj. Jediným nedeterministickým krokom v týchto algoritmoch bol náhodný výber “císla (“císel) z vopred ur“ceného intervalu. AvŽak Turingov stroj mô›e tento výber previest’ tak, ›e bude najprv hádat’ prvý bit “císla (t.j. prvý bit binárnej reprezentácie “císla), potom druhý atd’. Naopak, kroky v ktorých sa nerobí ›iadne nedeterministické rozhodnutie mo›no l’ahko upravit’ do tvaru po›adovaného pre Žtandartizovaný stroj: dovolíme, aby sa hádzalo mincou, ale v oboch prípadoch bude výpo“cet pokra“covat’ rovnako. Ak vstupné slovo nepatrí do jazyka, tak

›iaden z výpo“ctov nemô›e skon“cit’ akceptovaním preto›e polynomiálny Monte Carlo algoritmus bol konŽtruovaný ako algoritmus, ktorý nikdy nedá nesprávnu negatívnu odpoved’. Zárove“n pravdepodobnost’ nesprávnej pozitívnej odpovede je nanajvýŽ^1_2 a preto po“cet zamietajúcich výpo“ctov Monte Carlo Turingovho stroja na slove patriacom do jazyka je nanajvýŽ polovi“cný.

Trieda RP zostane nezmenená, ak konŽtantu^1_2 ohrani“cujúcu pravdepodobnost’ nesprávnej pozitívnej odpovede zmeníme. V skuto“cnosti mô›eme namiesto^1_2 vziat’ l’ubovol’né kladné “císlo ostro vä“cŽie ako 0 a menŽie ne› 1. Ak toti›to máme algoritmus, v ktorom je pravdepodobnost’ nesprávnej pozitívnej odpovede nanajvýŽ 1−ε, kde ϵ <^1_2 , tak ho mô›eme transformovat’ na taký algoritmus, kde pravdepodobnost’ nesprávnej pozitívnej odpovede bude menŽia ne› 1 2 : sta“cí existujúci algoritmus kŰkrát zopakovat’. Pritom opakovanie v terminológii Turingovych strojov znamená, ›e vo výpo“ctovom strome na ka›dý list ŤzavesímeŞ strom identický s originálnym. Inak povedané: z ka›dej kon^gurácie, v ktorej sa výpo“cet Turingovho stroja zastavil, sa eŽte raz spustí výpo“cet pôvodného Turingovho stroja. Koncová kon^gurácia tohoto nového výpo“ctu bude akceptujúca, ak aspo“n jeden z výpo“ctov, ktoré do nej viedli bol akceptujúci. Celkove sa tak pravdepodobnost’ nesprávnej pozitívnej odpovede zní›i a bude menŽia ne› (1 − ε)^k. Ak zvolíme konŽtantu k, t.j. po“cet opakovaní algoritmu, ako k = ⌈−^1_{log(1−ε)} ⌉, tak pravdepodobnost’ nesprávnej pozitívnej odpovede bude menŽia ne›^1_2 . Zárove“n vŽak zlo›itost’ nového algoritmu bude kŰnásobkom zlo›itosti originálneho algoritmu a teda polynomiálna. Poznamenávame, ›e ε mô›e byt’ l’ubovol’ne malá konŽtanta. Dokonca za ε mô›eme vziat’ aj funkciu tvaru^1_{p(n)} , kde p(n) je polynomiálna funckia (po“cet potrebných opakovaní algoritmu je k = ⌈−^1_{log(1−ε)} ⌉ ∼^1_ε a teda polynomiálny).

V súvislosti s de^novaním novej zlo›itostnej triedy je prirodzená otázka, aký je jej vzt’ah k u› známym zlo›itostným triedam. Na ka›dý Monte Carlo Turingov stroj sa mô›eme pozerat’ ako na nedeterministický Turingov stroj s polynomiálnou “casovou zlo›itost’ou. Z druhej strany, deterministický Turingov stroj je Žpeciálnym prípadom Monte Carlo stroja. Celkove teda platí P ⊆ RP ⊆ NP.

7.2.1 Trieda ZPP

Doteraz uva›ované pravdepodobnostné Monte Carlo algoritmy boli svojim spôsobom asymetrické: na jednej strane existovala nenulová pravdepodobnost’, ›e odpoved’ w ∉ L je nesprávna, na druhej strane pozitívna odpoved’ bola v›dy správna. Je prirodzené predpokladat’, ›e niektoré problémy sa dajú rieŽit’ algoritmami s opa“cnou vlastnost’ouŮnenulovou pravdepodobnost’ou nesprávnej pozitívnej odpovede a v›dy správnou negatívnou odpoved’ou. Formálne, trieda coŰRP je de^novaná ako trieda jazykov, pre ktoré existuje Žtandartizovaný Turingov stroj polynomiálnej “casovej zlo›itosti a taký, ›e pre w ∈ L je ka›dý výpo“cet stroja akceptujúci a pre w ∉ L je aspo“n polovica výpo“ctov stroja je zamietajúcich.

Základnou spolo“cnou vlastnost’ou RP a coŰRP algoritmov je, ›e aj po niekol’konásobnom opakovaní algoritmu stále existuje nenulová pravdepodobnost’, ›e získaný výsledok (pozitívny resp. negatívny) je nesprávny. Nikdy nemô›eme s ur“citost’ou povedat’, ›e u› sme pokus opakovali dostato“cný po“cet krát na to, aby sme získaný výsledok mohli pova›ovat’ za de^nitívne správny.

Rozdielne vlastnosti bude mat’ ale trieda RP ∩ coŰRP. Nech na rieŽenie problému máme k dispozícii dva algoritmy, jeden z nich je typu RP a druhý typu coŰRP. Pozitívna odpoved’ RP algoritmu je v›dy správna a negatívna odpoved’ coŰRP algoritmu je v›dy správna. Preto ak urobíme niekol’ko nezávislých pokusov s obidvoma algoritmami, skôr alebo neskôr dostaneme de^nitívnu odpoved’Ůbud’ pozitívnu od prvého algoritmu alebo negatívnu od druhého algoritmu. Po kŰnásobnom opakovaní oboch algoritmov je pravdepodobnost’ toho, ›e eŽte nevieme de^nitívnu odpoved’ menŽia ako 2^{−k}. Rozdiel oproti predchádzajúcim algoritmom je v tom, ›e po ur“citej dobe budeme poznat’ de^nitívnu odpoved’. Nevieme a priori (vopred) povedat’, kol’ko nezávislých pokusov musíme vykonat’, ale vieme, kedy sme ich u› spravili dost’. Algoritmy tohoto typu sa nazývajú Las Vegas algoritmy. Trieda jazykov rozhodovaných polynomiálnymi Las Vegas algoritmami sa nazýva ZPP a de^nuje sa ako

ZPP^{def}= RP ∩ coŰRP.

PodrobnejŽie je charakterizovaná nasledujúcou vetou.

Veta 7.11 Pre l’ubovol’ný jazyk L sú nasledujúce dve podmienky ekvivalentné:

(i) L ∈ ZPP

(ii) Existuje Žtandartizovaný Turingov stroj M s polynomiálnou “casovou zlo›itost’ou, ktorého ka›dý výpo“cet skon“cí v kon^gurácii so stavom q_{accept} , q_{reject} alebo q_{stop}. Pritom

∘ ak w ∈ L, tak ka›dý výpo“cet skon“cí v stave q_{accept} alebo q_{stop}

∘ ak w ∉ L, tak ka›dý výpo“cet skon“cí v stave q_{reject} alebo q_{stop}

∘ pravdepodobnost’, ›e výpo“cet skon“cí v stave q_{stop} je nanajvýŽ 1/2.

Dôkaz

(i) ⇒ (ii) Hl’adaný stroj M skonŽtruujeme takto: pre vstup w simuluje M výpo“cet RP stroja na w; ak tento je akceptujúci, tak M prejde do stavu q_{accept}. V opa“cnom prípade simuluje výpo“cet coŰRP stroja w; ak tento je zamietajúci, tak M prejde do stavu q_{reject}, inak prejde do stavu q_{stop}. Pravdepodobnost’ ›e výpo“cet skon“cí v stave q_{stop} je nanajvýŽ 1/2.

(ii) ⇒ (i) Aby sme ukázali, ›e L ∈ ZPP sta“cí stroj M modi^kovat’ tak, ›e stav q_{stop} nahradíme stavom q_{reject}. Podobne pre triedu coŰRP.

2

Polynomiálne algoritmy typu Las Vegas sú z praktického hl’adiska vel’mi u›ito“cné. Sú spol’ahlivé (získaný výsledok je zaru“cene správny) a výsledok je vypo“cítaný s vel’kou pravdepodobnost’ou v polynomiálnom “case. Príkladom problému patriaceho do ZPP je u› diskutovaný problém ur“covania prvo“císelnosti. Platí

P ⊆ ZPP ⊆ NP ∩ coŰNP.

7.2.2 Trieda PP

Pri de^novaní d’al’Žieho typu pravdepodobnostných algoritmov upustíme od po›iadavky asymetrie, ktorá zaru“covala, ›e pozitívna (resp. negatívna pri coŰRP) odpoved’ je v›dy správna.

De^nícia 7.12 (Trieda PP) Jazyk L patrí do triedy PP práve vtedy, ak existuje polynomiálne “casovo ohrani“cený Žtandartizovaný Turingov stroj M taký, ›e pre ka›dý vstup w,

w ∈ L ⇐⇒ viac ako polovica výpo“ctov stroja M na vstupe w je akceptujúcich.

Hovoríme, ›e jazyk L je Ťrozhodovaný vä“cŽinouŞ.

Príkladom jazyka patriaceho do triedy PP je jazyk MAJŰCNF (z anglického Majority CNF) obsahujúci také booleovské formuly, pre ktoré viac ne› polovica spomedzi vŽetkých mo›ných priradení hodnôt premenným spťl“na danú formulu. Nedeterministický Turingov stroj pre danú booleovskú formulu F n premenných postupne háda hodnoty (0 alebo 1) vŽetkých n premenných. Výpo“cet je akceptujúci práve ak uhádnuté priradenie spťl“na formulu F. Zrejme ak F patrí do MAJŰCNF, tak viac ne› polovica výpo“ctov na F bude akceptujúcich.

V porovnaní s triedou RP má trieda PP jednu odliŽnú vlastnost’: ka›dý nedeterministický Turingov stroj de^nuje nejaký jazyk z PP. Trieda RP túto vlastnost’ nemá; nie pre ka›dý Turingov stroj toti›to platí, ›e ak akceptuje, tak vä“cŽina výpo“ctov je akceptujúcich. Naviac neexistuje jednoduchý spôsob, ako len z de^nície (popisu) stroja ur“cit’, “ci má alebo nemá po›adovanú vlastnost’. Jedným z dôsledkov týchto rozdielnych vlastností je, ›e trieda PP má úplný problém (napr. MAJŰCNF je PPŰúplný), ale pre RP nie je známy ›iaden.

Opät’ nás zaujíma, aký je vzt’ah triedy PPk ostatným zlo›itostným triedam.

Lema 7.13

NP ⊆ PP ⊆ PSPACE

Dôkaz Inklúzia PP ⊆ PSPACE vyplýva z toho, ›e ka›dý nedeterministický polynomiálne “casovo ohrani“cený Turingov stroj sa dá simulovat’ deterministickým strojom s polynomiálnou priestorovou zlo›itost’ou.

Doká›me platnost’ inklúzie NP ⊆ PP. Predpokladajme, ›e jazyk L ∈ NP je rozhodovaný Žtandartizovaným strojom M. SkonŽtruujeme Žtandartizovaný stroj M, rozhodujúci jazyk L vä“cŽinou. M je identický so strojom M s jedinou výnimkou. M má nový po“ciato“cný stav a z neho dve mo›nosti nedeterministického výberu. Jedna z mo›ností vedie k simulovaniu stroja M. Druhá mo›nost’ k výpo“ctom (rovnako dlhým ako sú vŽetky výpo“cty stroja M), ktoré sú vŽetky akceptujúce.

Uva›ujme vstup w. Ak M akceptuje w, tak viac ne› polovica výpo“ctov stroja M bude akceptujúcich (aspo“n jeden zodpovedajúci akceptujúcemu výpo“ctu stroja M plus vŽetky, ktoré sú akceptujúce v›dy). Naopak, ak M neakceptuje w, tak len polovica spomedzi vŽetkých výpo“ctov stroja M je akceptujúcich, “co ale nesta“cí na akceptovanie slova w strojom M. Preto M rozhoduje L vä“cŽinou a L ∈ PP 2

Trieda PP je uzavretá na komplement; ak zameníme stavy q_{accept} a q_{reject} , dostaneme stroj, ktorý bude rozhodovat’ komplementárny jazyk s výnimkou slov, pre ktoré je po“cet akceptujúcich a zamietajúcich výpo“ctov rovnaký. Tento prípad sa vŽak dá l’ahko vyrieŽit’.

Doteraz sme skúmali tri rôzne pravdepodobnostné zlo›itostné triedy: RP , ZPP a PP. AvŽak zatial’ “co algoritmy typu RP a ZPP sú realistické, prakticky pou›itel’né, algoritmy typu PP túto vlastnost’ nemajú. Hlavná prí“cina je v tom, ›e hranica medzi akceptovaním a zamietnutím je pri týchto algoritmoch vel’mi ŤjemnáŞ. Na to, aby vstupné slovo bolo akceptované sta“cí, aby po“cet akceptujúcich výpo“ctov bol o 2 vä“cŽí ne› po“cet zamietajúcich výpo“ctov. Pravdepodobnost’ chyby je v tomto (najmenej priaznivom) prípade 1/2 − 1/2^{p(n)}, kde p je polynóm ohrani- “cujúci “casovú zlo›itost’ Žtandartizovaného stroja. Pri praktickom pou›ití potom nevieme dobre rozlíŽit’, o aký vstup sa jedná.

Aby sme predchádzajúce úvahy viac ozrejmili, uva›ujme nasledovný príklad. Máme mincu, ktorá nie je vyvá›ená, to znamená, ›e “castejŽie bude padat’ jedna strana mince ne› druhá. Vieme, ›e jedna strana bude padat’ s pravdepodobnost’ou^1_2 + ε a druhá s pravdepodobnost’ou 1 2 − ε, pre nejaké^1_2 ≥ ε > 0, ale nevieme, ktorá strana má ktorú pravdepodobnost’. Ako zistíme, ktorá strana padá s vä“cŽou pravdepodobnost’ou? Mô›eme niekol’kokrát hodit’ mincou a stranu, ktorá padne viac krát prehlásit’ za stranu s vä“cŽou pravdepodobnost’ou. Otázkou je: kol’ko krát musíme hodit’ mincou, aby náŽ odhad bol s vysokou pravdepodobnost’ou správny?

Odpoved’ na túto otázku vyplýva zo vzt’ahu

Fakt 7.14 Predpokladajme, ›e x_1, . . . , x_N sú nezávislé náhodné premenné, ktoré nadobúdajú hodnoty 1 resp. 0 s pravdepodobnost’ou p resp. 1 − p. Uva›ujme sumu X =

∑_N i=1 x_i. Potom pre vŽetky 0 ≤ θ ≤ 1 je Pr[X ≥ (1 + θ)pN] ≤ e^{− 13 θ2 pN} .

Zvol’me p =^1_2 − ε a θ =^ε_{12 −ε} ; potom pravdepodobnost’, ›e

∑_N

i=1 x_i ≥^N_2 je nanajvýŽ e^{− 1}6^{ε2N} .

Preto v naŽom príklade s mincou mô›eme dostato“cne presne ur“cit’ ktorá strana mince padá s pravdepodobnost’ou^1_2 + ε tak, ›e vezmeme stranu, ktorá padne “castejŽie v N =^1_{ε2} hádzaniach mincou.

Vrát’me sa naspät’ k úvahám týkajúcim sa triedy PP. Predpokladajme, ›e sme Žtandartizovaný stroj rozhodujúci jazyk L ∈ PP spustili NŰkrát. Nech hodnota náhodnej premennej x_i je 1 práve ak pri iŰtom spustení Žtandartizovaného stroja výpo“cet na vstupe bol zamietajúci. V najmenej priaznivom prípade vŽak hodnota ε je 2^{−p(n)} (p je polynóm ohrani“cujúci zlo›itost’ stroja) a preto na ur“cenie správnej odpovede s uspokojivou pravdepodobnost’ou by sme potrebovali aspo“n^1_{ε2} = 2^{2p(n)}, t.j. exponenciálny, po“cet opakovaní algoritmu.

Zlo›itostná trieda, ktorú budeme de^novat’ nasledujúcej “casti, je ŤrealistickáŞ vo vyŽŽie uvedenom zmysle a pritom v porovnaní s triedami RP a ZPP zrejme najobsiahlejŽia.

KAPITOLA 7. PRAVDEPODOBNOSTNÉ VÝPO “CTY 79

7.2.3 Trieda BPP

De^nícia 7.15 (Trieda BPP) Jazyk L patrí do triedy BPP práve vtedy, ak existuje polynomiálne “casovo ohrani“cený Žtandartizovaný Turingov stroj taký, ›e pre ka›dý vstup w,

ak w ∈ L, tak aspo“n 3/4 výpo“ctov stroja na vstupe w je akceptujúcich a

ak w ∉ L, tak aspo“n 3/4 výpo“ctov stroja na vstupe w je zamietajúcich.

Po›adujeme teda, aby stroj prijímal slovo jasnou vä“cŽinou a zamietal slovo tie› jasnou vä“c- Žinou. S pravdepodobnost’ou vä“cŽou ako 3/4 je získaný výsledok správny; pravdepodobnost’ chyby je menŽia ako 1/4. Trieda BPP zostane nezmenená, ak namiesto “císla 3/4 vezmeme l’ubovol’nú konŽtantu ostro vä“cŽiu ne› 1/2 a menŽiu ne› 1. Alternatívny pohl’ad na triedu BPP poskytuje nasledujúca veta.

Veta 7.16 Jazyk L patrí do triedy BPP vtedy a len vtedy, ak pre ka›dý polynóm p sa dá skonŽtruovat’ Žtandartizovaný Turingov stroj rozhodujúci L s polynomiálnou “casovou zlo›itost’ou a s pravdepodobnost’ou chyby nanajvýŽ (^1_2 )^{p(n)}.

Dôkaz Implikácia sprava dol’ava vyplýva z de^nície.

Pre opa“cnú implikáciu predpokladajme, ›e jazyk L patrí do BPP a M je Žtandartizovaný stroj akceptujúci L s pravdepodobnost’ou chyby ε <^1_2 . Ozna“cme δ = (1 − ε) pravdepodobnost’ toho, ›e získaný výsledok je správny. Nech p je l’ubobol’ný polynóm. Ozna“cme q(n) polynóm, spťl“najúci^1_2 (2q(n) + 1) > cp(n), kde c je konŽtanta taká, ›e (4εδ)^c <^1_2 . SkonŽtruujeme nový stroj M po›adovaných vlastností.

Stroj M bude mat’ dve po“cítadla. Prvé z nich nastaví na za“ciatku na 0, druhé na hodnotu 2q(n)+1, kde n je dťl›ka vstupu w. Potom 2q(n)+1Űkrát simuluje výpo“cet stroja M na vstupe w; zaka›dým, ked’ M akceptuje, zvýŽi M hodnotu prvého po“cítadla o 1. Ak na konci výpo“ctu je obsah prvého po“cítadla stroja M vä“cŽí ako q(n), tak M akceptuje vstup, inak zamietne vstup.

Nech m = 2q(n) + 1. Pravdepodobnost’ toho, ›e práve j ^xovaných simulácii stroja M dá správnu odpoved’ je δ^j · ε^{m−j}. Pravdepodobnost’ toho, ›e práve j simulácií stroja M (l’ubovol’- ných) dá správnu odpoved’ je

(_m j ) · δ^j · ε^{m−j}.

Pravdepodobnost’, ›e stroj M dá nesprávnu odpoved’ je rovná pravdepodobnosti, ›e nanajvýŽ q(n) simulácii dá správnu odpoved’, a to je

q(n)∑

j=0 ( m j ) · δ^j · ε^{m−j}.

Preto›e δ > ε, je δ^j · ε^{m−j} ≤ δ^{m/2} · ε^{m/2}. Pravdepodobnost’ chyby stroja M sa teda dá ohrani“cit’ zhora hodnotou

δ^{m/2} · ε^{m/2} ·

q(n)∑

j=0 ( m j ) , ktorá je menŽia ne› δ^{m/2} · ε^{m/2} · 2^m = (4εδ)^{m/2}. Dosadením za m a za c dostávame, ›e pravdepodobnost’ chyby je menŽia ako (^1_2 )^{p(n)}. 2

Vzt’ah medzi triedou BPP a ostatnými pravdepodobnostnými zlo›itostnými triedami je

RP ⊆ BPP ⊆ PP.

Úplný prehl’ad de^novaných pravdepodobnostných zlo›itostných tried a vzt’ahov medzi nimi poskytuje nasledovná schéma (−→ znamená inklúziu).

RP //

’’NN NNN NNN NNN NP ##HH HHH HHH H

P // ZPP

88qq qqq qqq qqq // &&MM MMM MMM MM NP ∪ coŰNP

77pp ppp ppp ppp

’’NN NNN NNN NNN BPP // PP // PSPACE

coŰRP

77pp ppp ppp ppp // coŰNP

;;vv vvv vvv v

O ›iadnej z uvedených inklúzií nie je známe, “ci je ostrá alebo nie. Pravdepodobnostné algoritmy s ohrani“cenou pravdepodobnost’ou chyby (tzn. tie, pri ktorých mô›eme pravdepodobnost’ chyby l’ubovol’ne zmenŽit’) mô›u byt’ nesmierne u›ito“cné pri rieŽení rozhodovacích problémov. Na druhej strane je málo pravdepodobné, ›e sa podarí nájst’ takýto algoritmus na rieŽenie nejakého NPŰúplného problému (implikovalo by to existenciu pravdepodobnostného algoritmu pre l’ubovol’ný NPŰúplný problém!).

Zhrnutím: pravdepodobnostné algoritmy sa pou›ívajú na rieŽenie takých problémov z triedy P, pre ktoré pravdepodobnostné algoritmy sú efektívnejŽie ne› najlepŽie známe deterministické algoritmy. “Dalej sa pou›ívajú na rieŽenie problémov, ktorých prísluŽnost’ do triedy P resp. NPŰúplnost’ je otvorenou otázkou (patrí sem napr. problém ur“covania prvo“císelnosti a problém ur“cit’, “ci daný polynóm je identicky rovný nule) .

Kapitola 8

Aproximatívne výpo“cty

Ciel’om je nájst’ také algoritmy na rieŽenie optimaliza“cných problémov, ktoré v›dy poskytnú rieŽenie blízke optimálnemu. Ukazuje sa, ›e práve tento prístup prináŽa najviac prakticky pou›itel’ných algoritmov. Ciel’om tejto kapitoly je ukázat’ na niekol’kých príkladoch rôzne typy aproximatívnych algoritmov. Zárove“n sa budeme sna›it’ ukázat’, kde sú hranice pou›itel’nosti tohoto prístupu.

8.1 Aproximatívne algoritmy

De^nujeme najprv presne, “co budeme rozumiet’ pod pojmom optimaliza“cný problém.

De^nícia 8.1 Optimaliza“cný problém je charakterizovaný tromi zlo›kami

I Ű mno›ina vstupných prípadov problému,

F Ű funkcia, ktorá ka›dému vstupnému prípadu x ∈ I priradí mno›inu vŽetkých jeho prípustných rieŽení,

c Ű cenová funkcia ktorá ka›dému rieŽeniu r ∈ F(x) priradí jeho cenu c(r) ∈ Q^+ .

Maximaliza“cný problém Π je formulovaný ako úloha pre daný prípad problému nást’ rieŽenie s maximálnou cenou. Analogicky je de^novaný minimaliza“cný problém, kde úlohou je nájst’ rieŽenie s minimálnou cenou. Optimálnu cenu rieŽenia ozna“cujeme OPT(x); OPT(x)^{def}= max_{r∈F(x)} c(r) pre maximaliza“cný problém a OPT(x)^{def}= min_{r∈F(x)} c(r) pre minimaliza“cný problém.

V d’al’Žom budeme pracovat’ len s optimaliza“cnými problémami, ktoré mô›u byt’ rieŽitel’né v polynomiálnom “case. Po›adujeme preto, aby dťl›ka ka›dého prípustného rieŽenia bola polynomiálne závislá na dťl›ke prípadu, aby sme v polynomiálnom “case vedeli overit’, “ci daný ret’azec je prípustným rieŽením problému, a aby cenová funkcia bola vypo“cítatel’ná v polynomiálnom “case. Formálne de^nujeme triedu NPO obsahujúcu práve tieto problémy.

De^nícia 8.2 (Triedy PO a NPO) Optimaliza“cný problém (I, F, c) patrí do triedy NPO práve ked’ sú splnené podmienky:

1. Mno›ina I patrí do P.

2. Existuje polynóm p taký, ›e pre ka›dý prípad problému x ∈ I a pre ka›dé prípustné rieŽenie r ∈ F(x) platí |r| ≤ p(|x|).

3. Pre ka›dé x ∈ I a ka›dé r také, ›e |r| ≤ p(|x|), je rozhodnutel’né v polynomiálnom “case, “ci r ∈ F(x).

4. Funckia c je vypo“cítatel’ná deterministickým Turingovym strojom v polynomiálnom “case.

Optimaliza“cný problém patrí do triedy PO, ak patrí do triedy NPO a je rieŽitel’ný deterministicky v polynomiálnom “case.

Rozhodovacie problémy sú Žpeciálnym prípadom optimaliza“cných. Naopak, ku ka›dému optimaliza“cnému problému mô›eme asociovat’ jazyk (tj. rozhodovací problém) nasledujúcim spôsobom. Namiesto toho, aby sme hl’adali optimálne rieŽenie prípadu x, tak sa budeme pýtat’, “ci existuje rieŽenie, ktorého cena je aspo“n k (resp. nanajvýŽ k); v prípade kladnej odpovede zaradíme dvojicu < x, k > do jazyka. Inak povedané, jazyk asociovaný maximaliza“cnému (resp. mimimaliza“cnému) problému obsahuje vŽetky také dvojice < x, k >, x ∈ I, k > 0, pre ktoré existuje r ∈ F(x) s cenou c(r) ≥ k (resp. c(r) ≤ k). Optimaliza“cné problémy z triedy NPO, ktorých asociované jazyky sú NPŰúplné, sa zvyknú ozna“covat’ ako NPŰt’a›ké optimaliza“cné problémy.

Vlastnosti de^novaných zlo›itostných tried zhťr“najú nasledovné lemy.

Lema 8.3 Ak optimaliza“cný problém patrí do triedy NPO resp. PO, tak jazyk s ním asociovaný patrí do triedy NP resp. P.

Dôkaz Nech Π =< I, F, c > je maximaliza“cný problém z triedy NPO a nech p je polynóm ohrani“cujúci dťl›ku prípustných rieŽení. SkonŽtruujeme nedeterministický Turingov stroj M rozhodujúci jazyk asociovaný s Π takto:

Stroj M pre daný vstup < x, k > overí, “ci x je prípadom problému. Ak áno, tak nedeterministicky uhádne slovo r dťl›ky |r| ≤ p(|x|). Overí, “ci r ∈ F(x). Ak áno, tak vypo“cíta cenu rieŽenia c(r); v prípade, ›e je aspo“n k, vstup akceptuje. Polynomiálna zlo›itost’ sroj M je daná podmienkami 1Ű4 z de^nície triedy NPO.

Samozrejme, ›e ak optimaliza“cný problém je rieŽitel’ný deterministicky v polynomiálnom “case, tak aj jazyk s ním asociovaný je rozhodnutel’ný v polynomiálnom “case. 2

Lema 8.4 P ≠ NP =⇒ PO ≠ NPO

Dôkaz Existencia deterministického polynomiálneho algoritmu pre l’ubovol’ný NPŰt’a›ký optimaliza“cný problém Π implikuje existenciu polynomiálneho algoritmu na rieŽenie NPŰ úplného jazyka s ním asociovaného. 2

Pre daný NPŰt’a›ký optimaliza“cný problém Π teda existuje polynomiálny algoritmus, ktorý pre vŽetky prípady vypo“cíta optimálne rieŽenie, iba za predpokladu P = NP. Uká›eme, ako sa oslabením po›iadavky optimality dostaneme k aproximatívnym algoritmom, poskytujúcim

Ťpou›itel’néŞ rieŽenie.

De^nícia 8.5 (Aproximatívny algoritmus) Aproximatívny algoritmus A pre optimaliza“cný problém Π je algoritmus polynomiálnej “casovej zlo›itosti, ktorý pre ka›dý prípad x problému Π vypo“cíta nejaké prípustné rieŽenie A(x).

Upozor“nujeme, ›e v naŽich úvahách sa obmedzujeme len na polynomiálne algoritmy. Samozrejme, rieŽenie, ktoré nám poskytne aproximatívny algoritmus, mô›e byt’ vel’mi rozdielne od optimálneho. Preto potrebujeme nejaké kritérium, umo›“nujúce porovnávat’ kvalitu získaných rieŽení. Takýmto kritériom je chyba aproximatívneho algoritmu.

8.1.1 Absolútne aproximatívne algoritmy

De^nícia 8.6 (Absolútny aproximatívny algoritmus) Aproximatívny algoritmus A pre optimaliza“cný problém Π nazveme absolútny, ak existuje konŽanta k > 0 taká, ›e pre vŽetky prípady x problému Π je |c(A(x)) − OPT(x)| ≤ k.

“Císlo k sa nazýva (absolútnou) chybou algoritmu A.

Uká›eme problém, pre ktorý existuje absolútny aproximatívny algoritmus.

PROBLÉM ZAFARBENIE PLANÁRNEHO GRAFU VSTUP: Neorientovaný planárny graf G = (V, H).

ÚLOHA: Zafarbit’ vrcholy grafu najmenŽím mo›ným po“ctom farieb tak, aby ›iadne dva susedné vrcholy neboli zafarbené tou istou farbou.

Problém rozhodnút’, “ci graf sa dá zafarbit’ 3 farbami je NP-úplný dokonca aj v prípade, ›e uva›ujeme len planárne grafy. Navrhneme absolútny aproximatívny algoritmus pre problém farbenia planárnych grafov.

Vyjdeme z nasledových faktov známych z teórie grafov. Ka›dý planárny graf sa dá zafarbit’ 4 farbami a existuje polynomiálny algoritmus, ktorý nájde zafarbenie planárneho grafu 5 farbami.

Aproximatívny algoritmus A pre farbenie planárneho grafu najprv zistí, “ci graf sa dá zafarbit’ nanajvýŽ dvoma farbami, tj. “ci je bipartitný (“co je mo›né v “case úmernom po“ctu hrán a vrcholov). V opa“cnom prípade sa aplikuje polynomiálny algoritmus, ktorý nájde zafarbenie piatimi farbami. V ›iadnom prípade algoritmus A nepou›ije viac ne› dve nadbyto“cné farby. Inak povedané, pre ka›dý planárny graf G je

c(A(G)) − OPT(G) ≤ 2.

Predchádzajúci príklad nazna“cuje, ›e absolútne aproximatívne algoritmy sa dajú navrhnút’ pre také problémy, kde cena optimálneho rieŽenia sa pohybuje v malom rozpätí a obtia›nost’ problému spo“cíva v jej presnom ur“cení. Absolútny aproximatívny algoritmus vyu›íva tento fakt a poskytuje nejaké tiriviálne rieŽenie. Otvorenou otázkou je, “ci aj nejaké skuto“cne zaujímavé problémy majú absolútne aproximatívne algoritmy.

Negatívne výsledky pre absolútnu aproximáciu

Neexistenciu absolútneho aproximatívneho algoritmu uká›eme pre dva problémy: pre problém BATOH a pre problém KLIKA.

PROBLÉM BATOH VSTUP: Kone“cná mno›ina S polo›iek (objektov), váhová funkcia v : S → N, hodnotová funkcia h : S → N, váhový limit V ∈ N. Prípustným rieŽením daného prípadu je podmno›ina S^′ ⊆ S taká, ›e ∑ a∈S^′ v(a) ≤ V. Cenou rieŽenia S

′ je c(S^′) = ∑ a∈S^′ h(a).

ÚLOHA: Nájst’ rieŽenie s maximálnou cenou.

Neformálne: do batohu ^xovanej váhovej kapacity V chceme ulo›it’ polo›ky rôznej váhy tak, aby sme pritom maximalizovali hodnotu ulo›ených vecí. Jazyk asociovaný s týmto problémom je práve jazyk HŰBATOH, o ktorom sme v leme 5.16 dokázali, ›e je NPŰúplný.

Veta 8.7 Ak P ≠ NP, tak pre problém BATOH neexistuje ›iaden absolútny aproximatívny algoritmus.

Dôkaz Dôkaz budeme viest’ sporom. Predpokladajme, ›e pre problíém BATOH existuje algoritmus A, ktorého absolútna chyba je k, kde k je nejaké prirodzené “císlo. Vyu›ijúc A navrheme nový (polynomiálny) algoritmus, ktorý pre l’ubovol’ný prípad problému BATOH nájde jeho optimálne rieŽenie. Aplikáciou lemy 8.4 dostávame P= NP, “co je spor s predpokladom.

Hl’adaný polynomiálny algoritmus pre daný prípad x problému BATOH najprv skonŽtruuje nový prípad x^′ a potom simuluje výpo“cet algoritmu A na vstupe x^′. Prípad x^′ dostaneme ak polo›íme v^′ = v a h^′(a) = (k + 1)h(a). Inak povedané, nový prípad x^′ sa od pôvodného líŽi len nastavením hodnôt polo›iek, ktoré sa zvä“cŽili (k + 1) násobne. Evidentne majú oba prípady tie isté prípustné rieŽenia, F(x) = F(x^′). Jediný rozdiel je v tom, ›e cena prípustných rieŽení problému x^′ je (k + 1) násobkom cien rieŽení prípadu x.

Algoritmus A na vstupe x^′ vypo“cíta rieŽenie A(x^′). Preto›e absolútna chyba algoritmu A je k, tak | ∑ a∈A(x^′)

h^′(a) − OPT(x^′)| ≤ k.

Vzhl’adom na nastavenie hodnotovej funkcie prípadu x^′ ke OPT(x^′) = (k + 1)OPT(x). Preto platí | ∑ a∈A(x^′)

(k + 1)h(a) − (k + 1)OPT(x)| ≤ k.

Úpravou dostávame | ∑ a∈A(x^′)

h(a) − OPT(x)| ≤ k k + 1 .

Preto›e pracujeme s celými “císlami, je | ∑ a∈A(x^′)

h(a) − OPT(x)| = 0

a teda A(x^′) je optimálnym rieŽením prípadu x. 2 Uvedená konŽtrukcia je zalo›ená na tom, ›e, vd’aka lineárnej závislosti cenovej funkcie od vstupu, sme mohli daný prípad potrebným spôsobom ŤnaŽkálovat’Ş. Iný pohl’ad na problém absolútnej aproximácie poskytuje problém KLIKA. PROBLÉM KLIKA VSTUP: Orientovaný graf G. Prípustným rieŽením prípadu G je ka›dý úplný podgraf grafu G. Cenou rieŽenia je vel’kost’ podgrafu, tj. po“cet jeho vrcholov. ÚLOHA: Nájst’ rieŽenie s maximálnou cenou.

V kapitole 5 sme ukázali, ›e prísluŽný rozhodovací problém kŰKLIKA je NPŰúplný.

Veta 8.8 Ak P ≠ NP, tak pre problém KLIKA neexistuje ›iaden absolútny aproximatívny algoritmus. Dôkaz De^nujeme najprv pojem mŰtej mocniny grafu G, zna“címe G^m. Vezmeme m kópií grafu G a hranou spojíme ka›dé dva vrcholy, ktoré nele›ia v tej istej kópii. L’ahko overíme, ›e ak najvä“cŽí úplný podgraf grafu G má vel’kost’ α, tak najvä“cŽí úplný podgraf grafu G^m má vel’kost’ mα. Predpokladajme opät’, ›e pre problém KLIKA existuje aproximatívny algoritmus A, ktorého absolútna chyba je k. Potom optimálne rieŽenie problému KLIKA mo›no nájst’ tak, ›e spustíme A na vstupe G^{k+1}. Platí

|c(A(G^{k+1})) − OPT(G^{k+1})| ≤ k.

L’ahko vidno, ›e ak máme kliku vel’kosti β grafu G^m, tak kliku vel’kosti ⌈^β_m ⌉ grafu G doká›eme nájst’ v polynomiálnom “case. To ale zna“cí, ›e vieme nájst’ kliku K v G takú, ›e

|c(K) − OPT(G)| ≤ k k + 1 . Hodnoty c(K) aj OPT(G) sú celo“císelné a preto K musí byt’ optimálna klika. 2

8.1.2 Relatívne aproximatívne algoritmy De^nícia 8.9 (ϵŰaproximatívny algoritmus) Aproximatívny algoritmus A pre maximaliza“cný problém Π nazvemem ϵŰaproximatívny (ϵ je konŽtanta, 1 > ϵ ≥ 0), ak pre vŽetky prípady x problému Π platí OPT(x) − c(A(x))

OPT(x) ≤ ϵ. V prípade, ›e Π je minimaliza“cný problém, po›adujeme aby c(A(x)) − OPT(x)

c(A(x)) ≤ ϵ. Alternatívne mo›no vlastnost’ ϵŰaproximatívneho algoritmu vyjadrit’ ako vzdialenost’ poskytnutého rieŽenia od optimálneho rieŽenia. ϵŰaproximatívny algoritmus poskytne pre ka›dý prípad maximaliza“cného problému rieŽenie, ktoré nie je menŽie ako (1 − ϵ) násobok optimálneho rieŽenia, tj.

c(A(x)) ≥ (1 − ϵ)OPT(x) (8.1)

Pre minimaliza“cný problém získané rieŽenie nikdy nie je vä“cŽie ako^1_{1−ϵ} násobok optima,tj.

c(A(x)) ≤ 1 1 − ϵ OPT(x) (8.2)

“Císlo ϵ sa nazýva relatívna chyba algoritmu. Platí, ›e “cím menŽia je hodnota ϵ, tým kvalitnej- Žie (bli›Žie optimu) rieŽenie algoritmus poskytuje. Preto pre ka›dý optimaliza“cný problém Π nás zaujíma, pre aké najmenŽie ϵ existuje polynomiálny ϵŰaproximatívny algoritmus pre problém Π. V niektorých prípadoch ›iadne takéto najmenŽie ϵ neexistuje; je mo›né konŽtruovat’ l’ubovol’ne presné algoritmy.

De^nícia 8.10 (Aproximatívny prah) Aproximatívny prah optimaliza“cného problému Π je maximálne “císlo p také, ›e pre vŽetky ϵ ≥ p existuje ϵŰaproximatívny algoritmus pre problém Π.

Uvedieme niekol’ko príkladov problémov, pre ktoré existujú relatívne aproximatívne algoritmy.

PROBLÉM VRCHOLOVÉ POKRYTIE VSTUP: Neorientovaný graf G = (V, H). Prípustným rieŽením je ka›dá mno›ina M ⊆ V taká, ›e pre ka›dú hranu (i, j) ∈ H aspo“n jeden z vrcholov i, j patrí do M. Cenou rieŽenia je kardinalita mno›iny M.

ÚLOHA: Nájst’ rieŽenie s minimálnou cenou.

Lema 5.13 obsahuje dôkaz, ›e jazyk asociovaný s problémom VRCHOLOVÉ POKRYTIE je NPŰúplný. Uká›eme, ako pre“n mo›no skonŽtruovat’ aproximatívny algoritmus.

Prirodzená úvaha, z ktorej by sme mohli pri konŽtrukcii algoritmu vychádzat’ je takáto: Ktorý vrchol je výhodné zaradit’ do mno›iny M? Zrejme vrchol s “co najvä“cŽím stup“nom, preto›e ten pokrýva sú“casne vel’a hrán. Zodpovedajúci algoritmus by bol:

VSTUP: graf G = (V, H) M := ∅ while H ≠ ∅ do nájdi vrchol v grafu G s najvä“cŽím stup“nom

M := M ∪ {v} V := V \ {v} H := H \ { (u, v) | (u, v) ∈ H } od Tento algoritmus vŽak nie je ϵŰaproximatívny, preto›e relatívna chyba mô›e rást’ spolu s po- “ctom vrcholov grafu (napríklad pre binárne stromy) a preto ju nemo›no ohrani“cit’ ›iadnou konŽtantou menŽou ako 1. Na zostrojenie ϵŰaproximatívneho algoritmu pre problém VRCHO- LOVÉHO POKRYTIA musíme pou›it’ jemnejŽiu metódu:

VSTUP: graf G = (V, H) M := ∅ while H ≠ ∅ do vyber l’ubovol’nú hranu (u, v) ∈ H

M := M ∪ {u, v} V := V \ {u, v} H := H \ { (u, u^′), (v, v^′) | (u, u^′), (v, v^′) ∈ H } od Výstupom navrhnutého algoritmu je mno›ina M. Aký je jej vzt’ah k optimálnemu pokrytiu? Pri vytváraní mno›iny M sme z grafu G odstránili^1_2 |M| hrán, z ktorých ›iadne dve nemali spolo“cný vrchol. Ka›dé pokrytie, vrátane optimálneho, musí obsahovat’ aspo“n jeden vrchol ka›dej z týchto hrán (inak by hrana nebola pokrytá). Preto OPT(G) ≥^1_2 |M| , a teda

|M| − OPT(G) |M| ≤ 1 2 . Fakt 8.11 Aproximatívny prah problému VRCHOLOVÉ POKRYTIE je nanajvýŽ^1_2 .

“DalŽí problém, pre ktorý je známy ϵŰaproximatívny algoritmus, je rozvrhovací problém (Multiprocessor Scheduling).

PROBLÉM ROZVRHOVANIE VSTUP: Je daných n úloh U_1, . . . , U_n. Ka›dej úlohe U_i je priradený “cas p_i potrebný na jej vykonanie. Okrem toho je daných m identických strojov (procesorov). Prípustným rieŽením je ka›dé rozdelenie n úloh na m podmno›ín, predstavujúce priradenie úloh procesorom. Cenou rieŽenia je celkový “cas potrebný na vykonanie vŽetkých n úloh. Celkový “cas sa de^nuje ako maximum cez sú“cet “casov potrebných na vykonanie úloh priradených jednotlivým procesorom.

ÚLOHA: Nájst’ rieŽenie s minimálnou cenou.

Jazyk asociovaný s týmto problémom je NPŰt’a›ký dokonca aj v prípade, ›e m = 2. Uva›ujme pre“n nasledujúci rozvrhovací algoritmus A. Algoritmus berie úlohy jednu po druhej a ka›dej priradí jeden z m procesorov. Prirad’ovanie sa riadi nasledovným pravidlom: úlohe sa priradí procesor, ktorý je v danom okamihu najmenej obsadený. Obsadením procesoru rozumieme sú“cet “casových zlo›itostí úloh, ktoré mu u› boli priradené.

Lema 8.12 Nech A je vyŽŽie uvedený rozvrhovací algoritmus. Potom pre ka›dý prípad x rozvrhovacieho problému je c(A(x)) − OPT(x)

c(A(x)) ≤ m − 1 2m − 1 . NavyŽe, táto hranica je tesná, t.j. existuje vstup x^∗ pre ktorý je

c(A(x^∗)) − OPT(x^∗) c(A(x^∗)) = m − 1 2m − 1 . Dôkaz Uká›eme, ›e pre l’ubovol’ný prípad x je c(A(x)) ≤ (2 −^1_m )OPT(x). Z toho u› l’ahko na základe vzt’ahu 8.2 odvodíme, ›e relatívna chyba algoritmu A je^{m−1}_{2m−1} .

Predpokladajme, bez straty vŽeobecnosti, ›e po rozvrhnutí vŽetkých úloh je procesor P_1 najviac obsadený; jeho obsadenie je práve c(A(x)). “Dalej nech U_j je posledná úloha, ktorá mu bola priradená.

Tvrdíme, ›e obsadenie ka›dého procesora je aspo“n c(A(x)) − p_j. V okamihu, ked’ úloha U_j bola priradená procesoru P_1, bol tento procesor najmenej obsadený; jeho obsadenie bolo práve c(A(x)) − p_j. Preto_n ∑ i=1 p_i ≥ m(c(A(x)) − p_j) + p_j

Zárove“n ale platí

OPT(x) ≥

∑_n i=1 p_i m preto›e na konci rozvrhovacieho algoritmu musí mat’ aspo“n jeden procesor takéto obsadenie. Zhrnutím dostávame OPT(x) ≥ (c(A(x)) − p_j) + p_j m OPT(x) + p_j m − 1 m ≥ c(A(x))

Ak teraz vezmeme do úvahy, ›e p_j ≤ OPT(x) (niektorý proces musí previest’ úlohu p_j), tak dostaneme potrebný odhad relatívnej chyby.

Aby sme ukázali, ›e získaný odhad je tesný, uva›ujme nasledujúci prípad x^∗ rozvrhovacieho problému. Nech n = m(m − 1) + 1 a nech na vykonanie prvých n − 1 úloh je potrebný “cas 1, zatial’ “co na vykonanie poslednej úlohy je potrebný “cas m. L’ahko vidno, ›e OPT(x^∗) = m, ale A(x^∗) = 2m − 1. 2

Uvedený algoritmus nie je najlepŽí známy algoritmus na rieŽenie rozvrhovacieho problému. Napríklad, ak v u› uvedenom algoritme zaradíme pred samotný výpo“cet procedúru, ktorá najprv zoradí vŽetky úlohy podl’a “casu potrebného na ich vykonanie v zostupnom poradí, tak relatívna chyba algoritmu sa zní›i na^{m−1}_{4m−1} .

Ako posledný uvádzame ϵŰaproximatívny algoritmus pre problém hl’adania maximálneho rezu v grafe.

PROBLÉM MAXIMÁLNY REZ VSTUP: Je daný graf G = (V, H). Prípustným rieŽením je rozdelenie mno›iny vrcholov na dve podmno›iny S a V − S. Cenou rieŽenia je po“cet hrán spájajúcich vrcholy z S a z V − S. ÚLOHA: Nájst’ rieŽenie s maximálnou cenou.

Jazyk asociovaný s problémom nájdeniat’ maximálneho rezu v grafe je NPŰúplný. Nami prezentovaný aproximatívny algoritmus je zalo›ený na myŽlienke tzv. lokálneho vylepŽenia. Za- “cneme s l’ubovol’ným rozdelením mno›iny vrcholov grafu G = (V, H) (dokonca mô›e byt’ aj S = ∅) a opakujeme nasledujúci krok: Ak pridaním (alebo odobraním) jediného vrcholu z mno›iny S mo›no rez zvä“cŽit’ (bude obsahovat’ viac hrán), tak tento vrchol do S pridáme (alebo odoberieme). Ak ›iadne zvä“cŽenie nie je mo›né, výpo“cet algoritmu kon“cí.

Kone“cnost’ algoritmu je zaru“cená, lebo v ka›dom kroku sa vel’kost’ rezu zvýŽi aspo“n o 1 a jeho vel’kost’ pritom nemô›e presiahnut’ po“cet hrán grafu. Naviac tvrdíme, ›e vel’kost’ rezu, ktorý takto získame, bude aspo“n polovi“cná v porovnaní s optimálnym rezom.

Uva›ujme rozklad mno›imy vrcholov na Žtyri disjunktné podmno›iny V = V_1 ∪ V_2 ∪ V_3 ∪ V_4 také, ›e rozdelenie získané naŽim algoritmom je práve (V_1 ∪ V_2, V_3 ∪ V_4), zatial’ “co optimálne rozdelenie mno›imy vrcholov je (V_1 ∪ V_3, V_2 ∪ V_4). Nech h_{ij}, pre 1 ≤ i, j ≤ 4, je po“cet hrán medzi vrcholmi z V_i a z V_j. VŽetko, “co vieme o naŽom rozdelení je, ›e ho nemo›no zlepŽit’ presunutím ›iadneho vrchola z jednej mno›iny do druhej. Tak›e pre ka›dý vrchol z V_1 po“cet hrán vedúcich z tohoto vrchola do vrcholov z V_3 a z V_4 prevyŽuje po“cet hrán, ktoré vedú z tohoto vrchola do vrcholov z V_1 a z V_2. Ak vezmeme vŽetky vrcholy z V_1, dostávame nerovnost’ 2h_{11} + h_{12} ≤ h_{13} + h_{14}, z “coho plynie h_{12} ≤ h_{13} + h_{14}. Analogicky pre ostatné tri mno›iny vrcholov dostaneme:

h_{12} ≤ h_{23} + h_{24} h_{34} ≤ h_{23} + h_{13} h_{34} ≤ h_{14} + h_{24}

Aritmetickou úpravou z uvedených Žtyroch nerovností získame

h_{12} + h_{34} + h_{14} + h_{23} ≤ 2 · (h_{13} + h_{14} + h_{23} + h_{24}),

“co je vlastne tvrdenie, ›e získané rieŽenie je aspo“n polovi“cka optimálneho.

Fakt 8.13 Aproximatívny prah problému MAXIMÁLNY REZ je nanajvýŽ^1_2 .

Algoritmus zalo›ený na technike lokálneho vylepŽenie je mo›né navrhnút’ pre mnoho optimaliza“cných problémov. Nevýhodou je, ›e len zriedkakedy vieme pre takúto heuristiku presne analyzovat’ jej “casovú zlo›itost’ a odhadnút’ vel’kost’ relatívnej chyby.

8.2 Aproximatívne schémy

“Dal’Žiu triedu optimaliza“cných problémov tvoria problémy, pre ktoré je mo›né skonŽtruovat’ aproximatívne algoritmy s l’ubovol’ne malou relatívnou chybou. V tejto “casti sa pokúsime charakterizovat’ problémy tohoto typu. Najprv spresníme tvrdenie Ťje mo›né skonŽtruovat’ aproximatívne algoritmy s l’ubovol’ne malou relatívnou chybouŞ.

De^nícia 8.14 (Polynomiálna aproximatívna schéma) Nech Π je optimaliza“cný problém, x prípad problému Π a ϵ racionálne “císlo, 1 >ϵ ≥ 0. Polynomiálna aproximatívna schéma pre problém Π je algoritmus A, ktorý pre vstup < x, ϵ > vypo“cíta, v “case polynomiálnom vzhl’adom k dťl›ke x, prípustné rieŽenie prípadu x, ktorého relatívna chyba je nanajvýŽ ϵ.

Upozor“nujeme, ›e na algoritmus A sa mô›eme pozerat’ ako na triedu algoritmov {A_ϵ | ϵ > 0}, kde relatívna chyba algoritmu A_ϵ je ϵ. V de^nícii sa naviac po›aduje, aby táto (nekone“cná) trieda algoritmov mala kone“cnú a uniformnú reprezentáciu (tj. bola rekurzívna).

Vrát’me sa k problému ROZVRHOVANIE, ktorý sme skúmali v predchádzajúcej “casti. Uká- ›eme, ›e optimalizáciou tam navrhnutého algoritmu mo›eme získat’ aproximatívnu schému.

Predpokladajme, ›e n > m (po“cet úloh je vä“cŽí ako po“cet procesorov) a ›e úlohy sú zoradené podl’a “casu potrebného na ich vykonanie v nerastúcom poradí, tj. i < j implikuje p_i ≥ p_j (to mô›eme docielit’ aplikáciou triediaceho algoritmu). Uva›ujme teraz algoritmus A_k, ktorý je de^novaný pre ka›dé celé “císlo z intervalu 1, . . . , n.

KAPITOLA 8. APROXIMATÍVNE VÝPO “CTY 88

Algoritmus A_k 1. krok Rozvrhni optimálne prvých k úloh U_1, . . . , U_k.

2. krok Łtartujúc s rozvrhnutím získaným v 1. kroku, rozvrhni ostatné úlohy takto: úlohy sa berú jedna po druhej a ka›dej sa priradí jeden z m procesorov. Prirad’ovanie sa riadi nasledovným pravidlom: úlohe sa priradí procesor, ktorý je v danom okamihu najmenej obsadený. Obsadením procesoru rozumieme sú“cet “casových zlo›itostí úloh, ktoré mu u› boli priradené.

Lema 8.15 Relatívna chyba algoritmu A_k je 1 − 1 1 +^{m−1}_{m⌈ km ⌉} . Dôkaz Nech K ozna“cuje “cas rozvrhnutia nájdeného v prvom kroku algoritmu A_k pre vstup x. Zrejme, ak c(A_k(x)) = K, tak algoritmus naŽiel optimálne rozvrhnutie a tvrdenie je dokázané. Predpokladajme, ›e “cas rozvrhnutia nájdeného algoritmom A_k je ostro vä“cŽí ako K. Potom musí existovat’ úloha U_j, pre nejaké j > k, taká, ›e jej vykonanie skon“cilo v “case c(A_k(x)). To implikuje, ›e v “casovom intervale [0, c(A_k(x)) − p_j] boli vŽetky procesory obsadené, preto›e inak by úloha U_j bola vykonávaná u› skôr. Z toho plynie n∑ i=1 p_i ≥ m(c(A_k(x)) − p_j) + p_j

Ked’›e úlohy boli zoradené podl’a “casu potrebného na ich vykonanie, je p_j ≤ p_{k+1} a dosadením n∑ i=1 p_i ≥ mc(A_k(x)) − (m − 1)p_{k+1}

Ak teraz vyu›ijeme, ›e OPT(x) ≥

P_{ni=1 pi}

m , tak máme

c(A_k(x)) ≤ OPT(x) + (1 − 1 m )p_{k+1}

Ak sa nám teraz podarí ukázat’, ›e p_{k+1} nie je v porovnaní s OPT(x) príliŽ vel’ké, dostaneme hl’adaný odhad relatívnej chyby^1. To sa dá urobit’ takto: Uva›ujme k najzlo›itejŽích úloh, ktoré boli rozvrhnuté v prvom kroku algoritmu. V optimálnom rozvrhnutí musí byt’ niektorému procesoru priradených aspo“n ⌈^k_m ⌉ z týchto k úloh. Pritom “cas potrebný na vykonanie ka›dej z nich je aspo“n p_{k+1}. Zhrnutím

OPT(x) ≥ ⌈ k m ⌉ p_{k+1}

p_{k+1} ≤

OPT(x)

⌈^k_m ⌉

Dosadením do predoŽlej nerovnosti dostávame

c(A_k(x)) ≤ OPT(x) · (1 + m − 1 m⌈^k_m ⌉ ). Z toho u› plynie hl’adaný odhad relatívnej chyby. 2 Teraz u› sme pripravení navrhnút’ polynomiálnu aproximatívnu schému pre problém ROZ- VRHOVANIE. Nech A_ϵ, pre l’ubovol’né ϵ > 0 je algoritmus A_k s k vybraným tak, aby relatívna

1Odhad relatívnej chyby pozostáva vä“cŽinou z dvoch “castí. Najprv sa nájde horná hranica pre c(A_k(x)), “casto vyjadrená pomocou OPT(x) a nejakého parametra R. Potom sa nájde dolná hranica pre OPT(x), vyjadrená aj s pomocou c(A_k(x)) a R. Eliminovaním R z týchto dvoch nerovností u› dostaneme hl’adanú nerovnost’.

chyba algorimtu A_k bola nanajvýŽ ϵ. L’ahko sa overí, ›e sta“cí vziat’ k ≥^{1−ϵ}_ϵ m. V popise algoritmu A_k sme eŽte neŽpeci^kovali krok 1. Na jeho realizáciu sta“cí pou›it’ algoritmus úplného prehl’adávania, ktorý nájde optimálne rozvrhnutie pre k úloh na m procesoroch v “case O(m^k). “Casová zlo›itost’ kroku 1 je teda polynomiálna vzhl’adom na dťl›ku vstupu pre dostato“cne malé hodnoty m, povedzme pre m konŽtantné. Preto platí nasledovná veta.

Veta 8.16 Pre ^xované m, existuje polynomiálna aproximatívna schéma pre problém rozvrhovania pre m procesorov.

Poznamenávame, ›e tento algoritmus má malý praktický význam dokonca aj pre malé hodnoty m. “Casová zlo›itost’ prvého kroku je O(m^k) a teda exponenciálna v^1_ϵ . Pre relatívnu chybu blí›iacu sa k nule je prakticky nepou›itel’ný. Uvedený trade-off medzi “casovou zlo›itost’ou a kvalitou aproximácie je dôle›itou charakteristikou ka›dej aproximatívnej schémy. Dobré sú také schémy, kde so zni›ovaním relatívnej chyby nerastie “casová zlo›itost’ príliŽ rýchlo. Túto vlastnot’ majú úplné aproximatívne schémy.

De^nícia 8.17 (Úplná aproximatívna schéma) Polynomiálna aproximatívna schéma sa nazýva úplná, ak jej “casová zlo›itost’ je polynomiálna sú“casne vzhl’adom k dťl›ke prípadu a k^1_ϵ .

Problémom, pre ktorý je známa úplná aproximatívna schéma je problém BATOH. Predpokladajme, ›e máme daný prípad x problému BATOH. To znamená, ›e máme mno›inu S obsahujúcu n polo›iek; polo›ka a má váhu v(a) a hodnotu h(a); naviac máme daný váhový limit V. Úlohou je nájst’ podmno›inu S^′ ⊆ S takú, ›e ∑ a∈S^′ v(a) ≤ V a pritom suma ∑ a∈S^′ h(a)

je maximálna.

Pri konŽtrukcii úplnej aproximatívnej schémy vyjdeme z pseudopolynomiálneho algoritmu pre problém BATOH popísaného v leme 5.17. Jeho jednoduchou modi^káciou dostaneme algoritmus, ktorý vypo“cíta nielen cenu, ale aj samotné optimálne rieŽenie.

Zlo›itost’ skúmaného algoritmu je O(n · V) a je úmerná váham jednotlivých polo›iek. Pri navrhovaní úplnej aproximatívnej schémy vyu›ijeme duálny prístup; namiesto s váhami budeme pracovat’ s hodnotami.

Nech H = max_{a∈S}{h(a)} je maximálna hodnota; pre ka›dé i = 0, 1, . . . , n a w = 0, 1, . . . , nH de^nujeme “císlo W(i, w) ako minimálnu váhu, ktorú mô›eme dosiahnut’ výberom spomedzi prvých i polo›iek tak, aby ich celková hodnota bola presne w. Polo›íme W(0, w) = ∞ pre vŽetky w a d’alej po“cítame

W(i + 1, w) = min{W(i, w), (W(i, w − h(a_{i+1})) + v(a_{i+1}))}.

Tu a_{i+1} ozna“cuje i+1Űvý prvok mno›iny S. Na konci vyberieme najvä“cŽie w také, ›e W(n, w) ≤ V. Po“cet krokov potrebných na nájdenie optimálneho rieŽenia je tak O(n^2H). Ked’ vŽak uvá- ›ime, ›e na zakódovanie prípadu x problému BATOH potrebujeme O(n(log H + log V)) bitov (V = max_{a∈S}{v(a)}) dostávame, ›e sa jedná o pseudoŰpolynomiálny a nie polynomiálny algoritmus. AvŽak my sa uspokojíme s pribli›ným rieŽením: preto si mô›eme dovolit’ zanedbat’ niekol’ko najmenej významných bitov “císel, s ktorými narábame. Docielime tak zvýŽenie rýchlosti algoritmu na úkor jeho presnosti.

Pre daný prípad x de^nujeme aproximatívny prípad x^′, ktorý sa od pôvodného líŽi len nastavením hodnôt polo›iek: nová hodnota polo›ky a je h^′(a) = 2^b⌊^{h(a)}_{2b} ⌋; t.j. staré hodnoty, v ktorých je b najmenej významných bitov nahradených nulami; b je parameter, ktorý Žpeci^kujeme neskôr.

Ak teraz namiesto prípadu x budeme rieŽit’ aproximatívny prípad x^′, tak po“cet krokov potrebných na výpo“cet tabul’ky bude O(^{n2 H}_{2b} ), preto›e posledné nuly v hodnotách polo›iek mô›eme ignorovat’. Nasledujúce vzt’ahy ukazujú, ako sa líŽi cena optimálneho rieŽenia R^′ aproximatívneho prípadu x^′ od ceny optimálneho rieŽenia R prípadu x: ∑ a∈R h(a) ≥ ∑ a∈R^′ h(a) ≥ ∑ a∈R^′ h^′(a) ≥ ∑ a∈R h^′(a) ≥ ∑ a∈R (h(a) − 2^b) ≥ ∑ a∈R h(a) − n2^b.

Platnost’ prvej nerovnosti vyplýva z optimality rieŽenia R prípadu x; druhá nerovnost’ je daná vzt’ahom h^′(a) ≤ h(a); tretia optimalitou rieŽenia R^′ prípadu x^′; nasledujúca plynie z h^′(a) ≥ h(a) − 2^b a posledná platí preto, ›e |R| ≤ n. Porovnaním druhého a posledného výrazu vidíme, ›e cena rieŽenia získaného naŽim aproximatívnym algoritmom je nanajvýŽ o n2^b men- Žia, ne› cena optimálneho rieŽenia. Dolná hranica ceny optimálneho rieŽenia je H (vychádzame z toho, ›e váhy vŽetkých polo›iek sú v_i ≤ V). Relatívna chyba aproximatívneho algoritmu je teda nanajvýŽ ϵ =^{n2b}_H . Ak teda chceme skonŽtruovat’ ϵŰaproximatívny algoritmus pre l’ubovol’né, dané ϵ > 0, sta“cí zvolit’ b = ⌈log^{ϵH}_n ⌉. Zlo›itost’ algoritmu bude O(^{n2 H}_{2b} ) = O(^{n3}_ϵ ) a teda polynomiálna vzhl’adom k dťl›ke prípadu a k^1_ϵ .

8.3 Redukcie

Úplná aproximatívna schéma je evidentne najlepŽie mo›né rieŽenie optimaliza“cného problému v prípade, ked’ polynomiálny algoritmus poskytujúci jeho presné rieŽenie nie je známy. Preto je pre NPŰt’a›ké optimaliza“cné problémy dôle›ité vediet’, “ci sa pre ne dá skonŽtruovat’ úplná aproximatívná schéma resp. aproximatívna schéma resp. relatívny aproximatívny algoritmus. Ked’›e odpovede na otázky takéhoto typy sa hl’adajú vel’mi t’a›ko, ponúka sa rieŽenie obdobné tomu, ktoré sme pou›ili pri úvahách o triede NPŮredukcie. Redukcia medzi problémami nám umo›ní jednak ur“cit’ relatívnu obtia›nost’ problémov, jednak je nástrojom dovol’ujúcim získat’ výsledky o neaproximovatel’nosti.

Pojem LŰredukcie je analogický pojmu polynomiálnej reduckie. Jej kl’ú“covou vlastnost’ou je, ›e ak R je polynomiálna redukcia problému A na problém B, tak rieŽenie prípadu R(x) problému B je zárove“n rieŽením prípadu x problému A. Ak chceme, aby aj redukcia medzi optimaliza“cnými problémami mala analogickú vlastnost’, tak musíme vziat’ do úvahy dve funkcie: funkciu R, ktorá prípadu x problému A priradí prípad R(x) problému B, a funkciu S, ktorá rieŽeniu prípadu R(x) priradí rieŽenie prípadu x, pri“com obidve rieŽenia budú Ťrovnako kvalitnéŞ.

De^nícia 8.18 Nech A a B sú optimaliza“cné problémy toho istého typu. LŰredukcia problému A na problém B je dvojica funkcií (R, S), ktoré sú vypo“cítatel’né v polynomiálnom “case a ktoré majú naviac tieto dve vlastnosti:

1. Ak x je prípadom problému A s optimálnou cenou OPT(x), tak R(x) je prípadom problému B s optimálnou cenou vyhovujúcou nerovnosti

OPT(R(x)) ≤ α · OPT(x) ,

kde α je kladná konŽtanta.

2. Ak s je l’ubovol’né prípustné rieŽenie prípadu R(x) problému B, tak S(s) je prípustné rieŽenie prípadu x problému A také, ›e

|OPT(x) − c(S(s))| ≤ β · |OPT(R(x)) − c(s)|,

kde β je d’al’Žia kladná konŽtanta a c ozna“cuje cenu rieŽenia.

Funkcia S zaru“cuje, ›e získané rieŽenie prípadu x nebude horŽie (viac vzdialené od optimálneho) ako rieŽenie prípadu R(x). Naviac sa zachováva optimalita: ak s je optimálne rieŽenie prípadu R(x), tak S(s) je optimálne rieŽenie prípadu x.

Príklad 8.19 Triviálna redukcia problému NEZÁVISLÁ MNO‹INA na problém VRCHOLOVÉ POKRYTIE (R je identická funckia a S vráti pre mno›inu M jej komplement V − M) nie je LŰ redukciou. Prí“cina je v tom, ›e optimálne rieŽenie problému vrcholového pokrytia mô›e byt’ neohrani“cene vä“cŽie ako optimálne rieŽenie problému nezávislej mno›iny (sta“cí uvá›it’ graf obsahujúci vel’kú kliku).

Ked’ sa vŽak obmedzíme na grafy stup“na nanajvýŽ k, tak popísaná dvojica funkcií (R,S) je LŰredukciou. Ak maximálny stupe“n vrchola grafu je k, tak maximálna nezávislá mno›ina má aspo“n^{|V|}_{k+1} vrcholov, zatial’ “co minimálne vrcholové pokrytie má nanajvýŽ |V| vrcholov. Preto sta“cí zvolit’ konŽtantu α = k + 1. Rozdiel medzi l’ubovol’ným pokrytím C a optimálnym pokrytím je taký istý ako medzi mno›inou V − C a maximálnou nezávislou mno›inou a preto sta“cí vziat’ β = 1.

KAPITOLA 8. APROXIMATÍVNE VÝPO “CTY 91

LŰredukcia má podobné vlastnosti ako polynomiálna redukcia de^novaná v 5.1.

Lema 8.20 Ak (R, S) je LŰredukcia problému A na problém B a (R^′, S^′) je LŰredukcia problému B na problém C, tak ich kompozícia (R · R^′, S · S^′) je LŰredukciou problému A na problém C. Dôkaz Kompozície funkcií R · R^′ a S · S^′ sú vypo“cítatel’né v polynomiálnom “case. “Dalej pre prípad x problému A máme OPT(x) ≤ α · OPT(R(x)) a OPT(R(x)) ≤ α^′ · OPT(R^′(R(x))), kde α a α^′ sú zodpovedajúce konŽtanty. Preto OPT(x) ≤ α · α^′ · OPT(R^′(R(x))) a R · R^′ vyhovuje prvej podmienke s konŽtantou α · α^′. Podobne pre druhú kompozíciu. 2 Kl’ú“covou vlastnost’ou LŰredukcie je, ›e zachováva aproximatívnost’:

Lema 8.21 Ak existuje LŰredukcia (R, S) problému A na problém B s konŽtantami α a β, a naviac existuje polynomiálny ϵŰaproximatívny algoritmus pre B, tak potom existuje aj polynomiálny^{αβϵ}_{1−ϵ} Ű aproximatívny algoritmus pre A.

Dôkaz Aproximatívny algoritmus pre problém A je takýto. Pre daný prípad x problému A, vypo“cítame prípad R(x) problému B. Na“n aplikujeme predpokladaný ϵŰaproximatívny algoritmus pre B; získame rieŽenie s. Nakoniec vypo“cítame rieŽenie S(s) prípadu x problému A.

Vypo“cítame relatívnu chybu navrhnutého algoritmu, t.j. podiel

|OPT(x) − c(S(s))| max{OPT(x), c(S(s))} . Podl’a druhej vlastnosti LŰredukcie vieme, ›e

|OPT(x) − c(S(s))| ≤ β · |OPT(R(x)) − c(s)|.

Z prvej vlastnosti LŰredukcie dostávame, ›e

max{OPT(x), c(S(s))} ≥

OPT(R(x)) α ≥ max{OPT(R(x)), c(s)} α (1 − ϵ). Dosadením získame |OPT(x) − c(S(s))| max{OPT(x), c(S(s))} ≤ αβ 1 − ϵ · |OPT(R(x)) − c(s)| max{OPT(R(x)), c(s)} ≤ αβ 1 − ϵ · ϵ, lebo na rieŽenie problému B sme pou›ili ϵŰaproximatívny algoritmus. Dostávame hl’adaný odhad relatívnej chyby algoritmu pre A. 2 Dôle›itou vlastnost’ou navrhnutého aproximatívneho algoritmu pre problém A je, ›e ked’ hodnota “císla ϵ je kladná a blí›i sa k nule, tak aj hodnota výrazu^{αβϵ}_{1−ϵ} sa blí›i k nule, tj. s rastúcou kvalitou aproximatívneho algoritmu pre B rastie aj kvalita aproximatívneho algoritmu pre A. Ak existuje LŰredukcia problému A na problém B a naviac pre problém B existuje polynomiálna aproximatívna schéma, tak potom existuje polynomiálna aproximatívna schéma aj pre problém A.

8.4 Neaproximovatel’nost’

Zhr“nme výsledky predchádzajúcich sekcií: de^novali sme pät’ tried optimaliza“cných problémov:

NPO optimaliza“cné problémy, ktorých asociované jazyky patria do NP.

APX problémy z NPO, pre ktoré existuje ϵŰaproximatívny algoritmus.

PAS problémy z NPO, pre ktoré existuje aproximatívna schéma.

FPAS problémy z NPO, pre ktoré existuje úplná aproximatívna schéma.

PO problémy z NPO, ktoré sú rieŽitel’né deterministicky v polynomiálnom “case.

Zrejme platí PO ⊆ FPAS ⊆ PAS ⊆ APX ⊆ NPO.

Úplná aproximatívna schéma je evidentne najlepŽie mo›né rieŽnie optimaliza“cného probému v prípade, ked’ polynomiálny algoritmus poskytujúci jeho presné rieŽenie nie je známy. Uká- ›eme, ›e existujú problémy, pre ktoré, za predpokladu P ≠ NP, neexistuje ›iadna úplná chéma, tj. ›e za predpokladu P ≠ NP je APX ≠ NPO. Analogickú otázku si mô›eme polo›it’ aj pre polynomiálne aproximatívne schémy a pre relatívne aproximatívne algoritmy. Uká›eme, ›e za predpokladu P ≠ NP existujú problémy, pre ktoré sa nedá zostrojit’ aproximatívna schéma a ani aproximatívny algoritmus.

Negatívne výsledky pre relatívnu aproximáciu

Problémom, pre ktorý je doká›eme negatívny výsledok je problém obchodného cestujúceho.

PROBLÉM OBCHODNÝ CESTUJÚCI (OC) VSTUP: Orientovaný graf G = (V, H), v ktorom ka›dej hrane je priradená dťl›ka w : V → N. Prípustným rieŽením je cyklus v grafe, ktorý navŽtívi ka›dý vrchol práve raz. Cenou rieŽenia je dťl›ka cyklu ÚLOHA: Nájst’ rieŽenie s minimálnou cenou.

Veta 8.22 Ak P ≠ NP, tak pre problém OBCHODNÝ CESTUJÚCI neexistuje ›iaden ϵŰaproximatívny algoritmus pre ϵ < 1.

Dôkaz Predpokladajme, existenciu ϵŰaproximatívneho algoritmu E pre problém OC. Vyu›ijúc tento algoritmus, navrhneme polynomiálny algoritmus A na rieŽenie NPŰúplného problému HAMILTONOVSKÝ CYKLUS^2. Algoritmus A dostane na vstup graf G = (V, H). Vytvorí nový, úplný ohodnotený graf G^′ s mno›inou vrcholov V. Hrana (i, j) grafu G^′ má dťl›ku 1 práve ak (i, j) ∈ H a má dťl›ku^{|V|}_{1−ϵ} práve ak (i, j) ∉ H. Na graf G^′ sa mô›eme pozerat’ ako na prípad problému OC. Pritom pre jeho optimálne rieŽenie platí:

OPT(G^′) = |V| ⇐⇒ G má hamiltonovský cyklus

OPT(G^′) ≥ |V| 1 − ϵ + |V| − 1 ⇐⇒ G nemá hamiltonovský cyklus .

Algoritmus A d’alej simuluje ϵŰaproximatívny algoritmus E (pre problém OC) na vstupe G^′. Ak OPT(G^′) = |V|, tak c(E(G^′)) ≤^{|V|}_{1−ϵ} . Naopak, ak OPT(G^′) ≥^{|V|}_{1−ϵ} + |V| − 1, tak c(E(G^′)) > |V| 1−ϵ . Preto cena rieŽenia poskytnutého algoritmom E jednozna“cne ur“cuje, “ci G má alebo nemá hamiltonovský cyklus. Algoritmus A poskytne ako výstup zodpovedajúcu odpoved’.

2

Upozor“nujeme, ›e v predchádzajúcom dôkaze sme pou›ili Žpeciálny druh redukcie medzi problémami. V uva›ovanom príklade existuje vel’ký rozdiel medzi optimálnou cenou ak originálny prípad je ŞánoŤ prípadom problému hamiltonovského cyklu a optimálnou cenou ak originálny prípad je ŞnieŤ prípadom. Naviac sa ukázalo, ›e aproximatívny algoritmus je citlivý na tento rozdiel.

Poznamenávame, ›e existujú ϵŰaproximatívne algoritmy pre rôzne Žpeciálne prípady problému obchodného cestujúceho. Napríklad ak vzdialenosti medzi mestami mô›u byt’ len 1 alebo 2, tak existuje^1_7 Űaproximatívny algoritmus. Pre prípad, ›e vzdialenosti medzi mestami spťl“najú trojuholníkovú nerovnost’, je známy^1_3 Űaproximatívny algoritmus.

2Úlohou je rozhodnút’, “ci v grafe existuje cyklus obsahujúci vŽetky vrcholy.

Neexistencia aproximatívnej schémy

PodrobnejŽie preskúmame otázku, “ci pre daný optimaliza“cný problém existuje polynomiálna aproximatívna schéma. Na to, aby sme mohli ukázat’ výsledok tohoto typu, vyjdeme z alternatívnej charakterizácie triedy NP, ktorú sme prezentovali v “casti 6.1.

Podl’a lemy 6.1 jazyk L patrí do NP práve vtedy, ked’ pre“n existuje overovatel’ polynomiálnej “casovej zlo›itosti. Ako uká›eme d’alej, po›iadavku na polynomiálnu “casovú zlo›itost’ overovatel’a mo›no eŽte viac oslabit’.

Lema 8.23 Jazyk L ∈ NP vtedy a len vtedy, ak pre“n existuje deterministický overovatel’ s logaritmickou priestorovou zlo›itost’ou.

Dôkaz Vyjdeme z NPŰúplnosti problému splnitel’nosti CNF. Nech F je redukcia jazyka L na CNF. De^nujeme reláciu R takto: (x, y) ∈ R práve vtedy, ak y = hF(x), zi, kde z je spťl“najúce priradenie hodnôt premenných formuly F(x). Zrejme x ∈ L práve ak existuje y také, ›e (x, y) ∈ R. Naviac, relácia R sa dá rozhodovat’ v logaritmickom priestore: stroj, ktorý po“cíta redukciu F(x) porovná (bit po bite) svoj výstup s ret’azcom y. Overenie, “ci z spťl“na F(x) sa dá v logaritmickom priestore realizovat’ triviálne. 2

Dôle›itým poznatkom je, ›e zlo›itost’ overovatel’a je mo›né redukovat’ eŽte viac. Overovatel’, s ktorým budeme v d’al’Žom pracovat’, je pravdepodobnostný stroj, ktorý pri overovaní, “ci (x, y) ∈ R mô›e pou›it’ O(log |x|) náhodných bitov. Naviac, aj ked’ má ni“cím neohrani“cený prístup k ret’azcu x, jeho prístup k ret’azcu y je vel’mi ohrani“cený: má prístup len ku konŽtantnému po“ctu bitov ret’azca y. Realizácia je nasledovná. Pre vstup x, vyu›ijúc náhodný ret’azex r ∈ {0, 1}^{⌈c log |x|⌉}, pre nejaké c > 0, overovatel’ vypo“cíta mno›inu “císiel Q(x, r) = {i_1, . . . , i_k}, kde k je ^xované “císlo a vŽetky hodnoty i_j sú nanajvýŽ |y| = p(|x|). Potom i_jŰty symbol ret’azca y sa objaví na overovatel’ovej páske, pre j = 1, . . . , k; zvyŽok ret’azca y je overovatel’ovi neprístupný. Nakoniec overovatel’, poznajúc x, r, y_{i1} , . . . , y_{ik} , vykoná polynomiálne “casovo ohrani“cený výpo“cet.

Overovatel’ uvedených vlastností nazývame (log n, 1)Űohrani“cený overovatel’, aby sme zachytili jeho dve dôle›ité ohrani“cenia: O(log n) náhodných bitov a konŽtantný (t.j. O(1)) po“cet bitov ret’azca y. Hovoríme, ›e (log n, 1)Űohrani“cený overovatel’ rozhoduje reláciu R, ak pre ka›dú vstupnú dvojicu ret’azcov (x, y) platí: ak (x, y) ∈ R, tak pre vŽetky náhodné ret’azce r skon“cí výpo“cet overovatel’a v akceptujúcej kon^gurácii. Ale ak (x, y) ∉ R, tak aspo“n pre 1 2 spomedzi vŽetkých náhodných ret’azcov výpo“cet skon“cí v zamietajúcej kon^gurácii. Inak povedané, pripúŽt’ame, aby ohrani“cená “cast’ pozitívnych výsledkov bola nesprávna; vŽetky negatívne výsledky sú správne. Nová charakterizácia triedy NP je vyjadrená v nasledovnej vete.

Veta 8.24 Jazyk L ∈ NP vtedy a len vtedy, ak pre“n existuje (log n, 1)Űohrani“cený overovatel’.

Pre uvedenú vetu sa pou›íva názov PCP teoréma, ktorý vznikol skrátením z Probabilistically Checkable Proofs. Má bezprostredné dôsledky týkajúce sa aproximovatel’nosti optimaliza“cných problémov.

Ak (log n, 1)Űohrani“cený overovatel’ dostane vstup (x, y), |x| = n, tak existuje práve 2^{O(log n)} = n^{O(1)} mo›ností výberu pre náhodný ret’azec. “Dalej, akonáhle je ^xovaný náhodný ret’azec, tak priebeh výpo“ctu závisí len na O(1) bitoch ret’azca y. PresnejŽiu formuláciu poskytuje nasledujúca Lema.

Lema 8.25 Nech pre jazyk L existuje (log n, 1)Űohrani“cený overovatel’. Potom existujú celé “císla c, d, k ≥ 1 také, ›e pre ka›dý vstup x dťl›ky n existuje n^c booleovských funkcií f_1, f_2, . . . n^d premenných s nasledujúcimi vlastnost’ami:

1. Ka›dá funkcia f_i je funkciou k premenných a pre dané (x, i) sa tabul’ka pravdivostných hodnôt funkcie f_i dá vypo“cítat’ v polynomiálnom “case.

2. Ak slovo x patrí do L, tak existuje také priradenie hodnôt premenným, ›e ka›dá funkcia f_i je splnená.

3. Ak slovo x nepatrí do L, tak pre ›iadne priradenie hodnôt premenným nie je splnených viac ne› 1/2 funkcií f_i.

Dôkaz Majme jazyk L a (log n, 1)Űohrani“cený overovatel’ V rozhodujúci reláciu R takú, ›e L = { x | (x, y) ∈ Rpre nejaké y } . Bez straty na vŽeobecnosti mô›eme predpokladat’, ›e x, y ∈ {0, 1}^∗. Predpokladajme, ›e V pri overovaní, “ci (x, y) ∈ R pou›íva ⌈c log |x|⌉ náhodných bitov. To implikuje, ›e pre daný vstup (x, y), kde |x| = n, existuje nanajvýŽ 2^{⌈c log n⌉} ≤ 2n^c rôznych výpo“ctov; v ka›dom sa pre“cíta nanajvýŽ O(1) bitov ret’azca y. Bez straty vŽeobecnosti preto mô›ememe predpokladat’, ›e dťl›ka ret’azca y je O(n^c), presnejŽie n^d pre nejaké celé “císlo d.

Ak ^xujeme náhodný ret’azec r ∈ {0, 1}^{⌈c log n⌉}, máme tým presne ur“cené, ktoré bity ret’azca y = y_1y_2 . . . y_nd overovatel’ pozná. Nech po“cet týchto bitov je nanajvýŽ k (k konŽtanta). Nech ich pozície sú i_1(r), . . . i_k(r). “Dal’Ží priebeh výpo“ctu overovatel’a závisí od toho, aké sú hodnoty y_{i1(r)}, . . . y_{ik(r)}. De^nujme booleovskú funkciu k premenných, f_r, takú, ›e f_r(b_1, . . . , b_k) = 1 vtedy a len vtedy, ak overovatel’ akceptuje vstup v prípade, ›e premenné y_{i1(r)}, . . . y_{ik(r)} majú hodnoty b_1, . . . , b_k. Ked’›e výpo“cet overovatel’a je polynomiálne “casovo ohrani“cený, tak tabul’ku pravdivostných hodnôt funkcie f_r (obsahuje hodnoty funkcie f_r pre vŽetkých 2^k rôznych vektorov b_1, . . . , b_k) vieme vypo“cítat’ v polynomiálnom “case.

Uva›ujeme teraz mno›inu vŽetkých funkcií { f_r | | r ∈ {0, 1}⌈c log n⌉ } de^novaných uvedeným spôsobom. Podl’a de^nície (log n, 1)Űohrani“ceného overovatel’a ak slovo x patrí do jazyka L, tak existuje taký ret’azec y = y_1y_2 . . . y_nd , ›e vŽetky funkcie z mno›iny sú splnené. V opa“cnom prípade ›iaden ret’azec y nemô›e spôsobit’, ›e viac ako 1/2 funkcií z mno›iny bude splnených. 2

Veta 8.26 Ak existuje polynomiálna aproximatívna schéma pre MAXCNF^3, tak P = NP.

Dôkaz Nech L je NPŰúplný jazyk a nech x je slovo, o ktorom chceme rozhodnút’, “ci patrí do L. Predpokladajme, ›e máme polynomiálnu aproximatívnu schému pre optimaliza“cný problém MAXCNF, ktorá poskytuje aproximáciu s relatívnou chybou ϵ v “case p_ϵ(n), p_ϵ polynóm. Na základe tohoto predpokladu skonŽtruujeme deterministický polynomiálny algoritmus rozhodujúci jazyk L.

Podl’a vety 8.24 existuje pre L (log n, 1)Űohrani“cený overovatel’. Vyu›ijeme notáciu zavedenú v leme 8.25. Nech y_1, . . . , y_nd je súbor booleovských premenných a {f_i | 1 ≤ i ≤ 2n^c} mno›ina booleovských funkcií, ktoré zodpovedajú slovu x.

Uva›ujme funkiu f_i z tejto mno›iny. Nech je to funkcia premenných y_{i1} , . . . , y_{ik} . Potom f_i mô›eme vyjadrit’ ako konjunkciu maximálne 2^k klauzúl vel’kosti k a obsahujúcich uvedené premenné. Ozna“cme klauzuly C_{i,1}, . . . , C_{i,2}k . Potom formula

F = nc⋀ i=1

2^k⋀

j=1 C_{i,j}

v konjunktívnom normálnom tvare je splnitel’ná, práve ak x ∈ L. Naviac, ak x ∉ L, tak pre ka›dý ret’azec y aspo“n polovica funkcií f_inie je splnených; ka›dá nesplnená funkcia obsahuje aspo“n jednu nesplnenú klauzulu. Spolu, maximálny mo›ný po“cet splnených klauzúl formuly F je bud’ n^c2^k alebo nanajvýŽ 2n^c2^k −^1_2 2n^c = (1 −^1_{2k+1} )2n^c2^k.

Teraz vyu›ijeme predpokladanú polynomiálnu aproximatívnu schému pre MAXCNF. Aplikujeme schému s ϵ =^1_{2k+2} na formulu F. “Casová zlo›itost’ výpo“ctu bude p_{1/2}k+1 (2n^c2^k) a teda polynomiálna (2^k je konŽtatna!). Spojením faktov o mo›nom po“cte splnených klauzúl formuly F a vel’kosti relatívnej chyby schémy dostávame: Ak výsledkom výpo“ctu schémy je, ›e existuje priradenie hodnôt premenným formuly F spťl“najúce aspo“n (1 −^1_{2k+2} )2n^c2^k klauzulí, tak x ∈ L; v opa“cnom prípade x ∉ L. 2

3Jedná sa o modi^káciu problému splnitel’nosti. Pre danú booleovskú funkciu v konjunktívnom normálnom tvare je úlohou nájst’ také priradenie hodnôt premenným, aby bol splnený maximálny mo›ný po“cet klauzúl formuly.

“Cást IV

Trieda P

Kapitola 9

Paralelné výpo“cty

Dôsledkom technického pokroku posledných desat’ro“cí je mo›nost’ konŽtruovat’ masívne paralelné po“cíta“ce, t.j. po“cíta“ce pozostávajúce z obrovského mno›stva procesorov, schopných pracovat’ paralelne na rieŽení jedného problému. V tom istom “case sa za“cína formovat’ aj teória paralelných výpo“ctov, ciel’om ktorej je charakterizácia problémov vhodných pre rie- Ženie na paralelných po“cíta“coch. Táto “cast’ teórie zlo›itosti vel’mi úzko súvisí s praktickými aplikáciami. Predmetom skúmania nie sú vŽetky algoritmicky rieŽitel’né problémy, ale len tie problémy z P, ktoré sa dajú efektívne rieŽit’ paralelne.

9.1 Paralelné algoritmy

Hlavným ciel’om pri návrhu paralelných algoritmov je minimalizovat’ “cas medzi za“ciatkom a koncom vŽetkých paralelných výpo“ctov. Naviac by sme chceli, aby paralelné algoritmy boli podstatne (podl’a mo›nosti exponenciálne) rýchlejŽie ako sekven“cné, preto›e to je hlavnou motiváciou ich konŽtrukcie. Samozrejme, ›e paralelné algoritmy nemô›u vy›adovat’ enormné mno›stvo procesorov.

V snahe porozumiet’ mo›nostiam, ktoré poskytuje paralelizmus, ale aj problémom, ktoré so sebou prináŽa, uvedieme najprv neformálne niekol’ko paralelných algoritmov. Sú navrhnuté pre paralelný po“cíta“c s vel’kým mno›stvom navzájom nezávislých procesorov. Ka›dý procesor vykonáva svoj vlastný program. Komunikácia medzi procesormi je okam›itá a synchronizovaná; realizuje sa cez spolo“cne zdiel’anú pamät’. To znamená, ›e vŽetky procesory sú“casne vykonajú svoju prvú inŽtrukciu, vymenia si informácie, vykonajú druhú inŽtrukciu atd’.

Príklad 9.1 (TRIEDENIE) Je daných n polo›iek; úlohou je utriedit’ ich podl’a kl’ú“cov.

Prvá verzia hl’adaného paralelného algoritmu bude vel’mi jednoduchá. Rozdelíme n polo- ›iek rovnomerne medzi procesory, ka›dú podmno›inu utriedime jedným procesorom a utriedené podpostupnosti spojíme.

Vyjadrime po“cet procesorov pou›itých vo výpo“cte ako p(n), t.j. ako funkciu po“ctu polo- ›iek n. Predpokladajme, ›e polo›ky, ktoré máme utriedit’ sú na za“ciatku výpo“ctu v spolo“cnej pamäti na pamät’ových miestach x_1, . . . , x_n. V prvej fáze algoritmu sa ka›dému procesoru priradí rovnako vel’a polo›iek. V druhej fáze ka›dý procesor (paralelne) utriedi svoju podmno- ›inu nejakým dobrým sekven“cným triediacim algoritmom; vy›iada si to “cas O((n/p(n)) log(n/p(n))). V tretej fáze výpo“ctu potrebujeme spojit’ vŽetky utriedené podpostupnosti do jednej utriedenej postupnosti. Táto “cast’ výpo“ctu vychádza z nasledovnej myŽlienky: postupne budeme (sú“casne) spájat’ v›dy dve podpostupnosti. V prvej etape pou›ijeme p(n)/2 procesorov a spojíme p(n)/2 dvojíc podpostupností vel’kosti n/p(n). V d’al’Žej etape pou›ijeme p(n)/4 procesorov a spojíme p(n)/4 dvojíc podpostupností vel’kosti 2n/p(n). V závere“cnej etape pou›itím jedného procesora spojíme dve podpostupnosti vel’kosti n/2. Ka›dá etapa sa realizuje sekven“cne. “Casovo najnáro“cnejŽia je zrejme posledná, ktorá si vy›aduje “cas O(n).

S“cítaním “casovej zlo›itosti vŽetkých fáz výpo“ctu dostávame asymptotický odhad “casovej zlo›itosti paralelného triedenia vyu›ívajúceho p(n) ≤ n procesorov:

O(n + n p(n) log n p(n) ). Ak po“cet procesorov je konŽtantný (nezávislý od n), tak dostávame paralelný algoritmus zlo›itosti O(n log n). Ak po“cet procesorov je malý, presnejŽie ak p(n) ≤ log n, tak paralelná zlo›itost’ je O(n(log n)/p(n)). Na druhej strane ak po“cet procesorov presiahne log n, tak paralelná zlo›itost’ je O(n).

Celkové zrýchlenie dosiahnuté vyu›itím paralelizmu vŽak nie je príliŽ vel’ké: od “casu n log n sme sa dostali k “casu n. Optimálne by bolo, keby sme dosiahli exponenciálne urýchlenie, to znamená logaritmický paralelný “cas O(log n) alebo aspo“n polylogaritmický “cas O((log n)^k) (k je konŽtanta). V prípade triedenia je takéto zlepŽenie mo›né.

Podstatou triedenia je ur“cit’ pozíciu (rank) ka›dej polo›ky v utriedenej postupnosti. Ak polo›ky x_1, . . . , x_n majú rank r_1, . . . , r_n, tak v jednom paralelnom kroku n procesorov mô›e preusporiadat’ celú postupnost’ tak, ›e iŰty procesor vykoná priradenie x_i := x_{ri} (predpokladáme, ›e vŽetky polo›ky sú navzájom rôzne).

Problémom je vypo“cítat’ efektívne rank ka›dej polo›ky. Ak rank jednej polo›ky doká›eme vypo“cítat’ nezávisle od ostatných, tak paralelný “cas potrebný na výpo“cet ranku celej postupnosti bude zhodný s “casom na výpo“cet ranku jednej polo›ky.

Uká›eme, ako sa dá efektívne vypo“cítat’ rank celej postupnosti vyu›itím n^2 procesorov. V prvej fáze výpo“ctu sa ka›dému procesoru priradí dvojica (i, j), kde 1 ≤ i, j ≤ n. Procesor (i, j) ur“cí, “ci polo›ka x_i je vä“cŽia alebo rovná ako x_j; ak áno, tak na pozíciu c_{ij} ulo›í hodnotu 1, inak hodnotu 0. V druhej fáze výpo“ctu procesory (i, 1), . . . , (i, n) vypo“cítajú sumu

∑_n

j=1 c_{ij}. Suma ∑_n

j=1 c_{ij} je rankom polo›ky x_i a ulo›í sa do r_i. Pritom suma sa dá vypo“cítat’ paralelne v “case O(log n), vyu›ívajúc adi“cný strom.

Tým sme skonŽtruovali nový paralelný triediaci algoritmus vyu›ívajúci n^2 procesorov a s “casovou zlo›itost’ou O(log n)^1. Dosiahli sme exponenciálne urýchlenie v porovnaní so sekven“cným algoritmom. Dôle›ité pritom je, ›e po“cet pou›itých procesorov je polynomiálny. Exponenciálny po“cet procesorov je toti›to eŽte menej realistickým predpokladom ne› exponenciálny “cas.

Príklad 9.2 (NÁSOBENIE MATÍC) Majme dané dve matice A a B rozmerov n × n. Úlohou je vypo“cítat’ ich sú“cin, teda maticu C = A · B, kde

C_{ij} = n∑ k=1 A_{ik}B_{kj}, i, j = 1, . . . , n.

Triviálny sekven“cný algoritmus na násobenie matíc zahťr“na O(n^3) aritmetických operácií s“cítania a násobenia. Je to zárove“n algoritmus, ktorý sa vel’mi jednoducho a priamo“ciaro implementuje ako paralelný. VŽetkých n^3 sú“cinov sa vypo“cíta sú“casne v n^3 procesoroch; nazvime (i, j, k) procesor po“cítajúci sú“cin A_{ik}B_{kj}. V druhej fáze výpo“ctu usporiadame procesory tak, ›e v›dy n procesorov vypo“cíta sú“cet n sú“cinov v “case log n (opät’ vyu›itím adi“cného stromu).

Celkový paralelný “cas potrebný na násobenie matíc je tak 1 + log n a po“cet procesorov n^3. Dosiahnuté zrýchlenie je, podobne ako v predchádzajúcom príklade, exponenciálne. Otázkou je, “ci navrhnutý algoritmus je naozaj najlepŽí mo›ný. Nie je t’a›ké overit’, ›e log n paralelných krokov je nevyhnutných na násobenie dvoch matíc. Ako je to s po“ctom procesorov?

Namiesto toho, aby sme po“cítali vŽetkých n^3 sú“cinov v jedinom kroku, vypo“cítame ich postupne v log n krokoch, v ka›dom kroku vyu›ívajúc ⌈n^3/ log n⌉ procesorov. V druhej fáze, podobne ako v pôvodnom algoritme, po“cítame n^2 súm. Ak by sme v niektorom kroku potrebovali viac ako ⌈n^3/ log n⌉ procesorov, nahradíme opät’ tento krok postupnost’ou krokov (konkrétne sa to týka prvých log log n adi“cných krokov). Tak dostávame paralelný algoritmus s “casovou zlo›itost’ou neprevyŽujúcou 3 log n a po“ctom procesorov ⌈n^3/ log n⌉.

Uvedený príklad je dôle›itý pre to, ›e ukazuje aplikáciu tzv. Brentovho princípu (Brent Scheduling Principle). Je to technika, umo›“nujúca optimalizovat’ po“cet potrebných paralelných procesorov:

1Prezentovaný algoritmus nie je najlepŽí známy!

Veta 9.3 Ak existuje paralelný algoritmus s “casovou zlo›itost’ou t(n) a pou›ívajúci p(n) procesorov, tak pre funkciu q(n) < p(n) existuje modi^kovaný algoritmus na rieŽenie toho istého problému s “casovou zlo›itost’ou Θ(^{p(n)t(n)}_{q(n)} ) a pou›ívajúci len q(n) procesorov.

Dôkaz Podobne ako v konŽtrukcii nazna“cenej pri rieŽení problému násobenia matíc, rozdelíme p procesorov na q skupín a pou›ijeme q procesorov, ktoré máme k dispozícii, na simuláciu ka›dej skupiny. V prvom kroku modi^kovaného algoritmu simuluje ka›dý z q procesorov prvý krok prvého procesoru svojej skupiny. “Dalej simuluje prvý krok druhého procesoru a tak d’alej. Preto›e ka›dá skupina obsahuje nanajvýŽ ⌈p/q⌉ procesorov, vy›iada si simulácia prvého kroku vŽetkých procesorov modi^kovaným algoritmom ⌈p/q⌉ krokov. Celková “casová zlo›itost’ modi^kovaného algoritmu je Θ(⌈p/q⌉t). Ak uvá›ime, ›e p/q ≤ ⌈p/q⌉ < 2p/q, tak získame tvrdenie vety. 2

Skuto“cnost’, ›e doteraz sme v paralelných algoritmoch uva›ovali po“cet procesorov ako funkciu dťl›ky vstupu, sa zdá dost’ neprirodzená. Reálne po“cíta“ce majú ^xovaný po“cet procesorov a na nich musíme rieŽit’ prípady akéhokol’vek rozsahu. “Co sa napríklad stane, ak máme po“cítat’ sú“cin dvoch n × n matíc na po“cíta“ci s P procesormi, kde P je podstatne menŽie ne› ⌈n^3/ log n⌉? Vychádzajúc z navrhnutého algoritmu a aplikáciou Brentovho princípu mô›eme ho modi^kovat’ tak, aby sa dal realizovat’ za pou›itia P procesorov. Uvedená úvaha zdôraz- “nuje význam snahy o minimalizáciu po“ctu procesorov pou›ívaných paralelnými algoritmami: ak v základnom algoritme sa pou›íva príliŽ vel’ký po“cet procesorov, odrazí sa to následne na vysokej “casovej zlo›itosti pri pou›ití tohoto algoritmu na rieŽenie prípadov vel’kého rozsahu na po“cíta“ci s ^xným po“ctom procesorov.

Príklad 9.4 (MAXIMÁLNY TOK) Problém nájdenia maximálneho toku v grafe poukazuje na limity paralelného prístupu k rieŽeniu problémov. Sekven“cný algoritmus hl’adá optimálny tok v grafe postupnými iteráciami. Prvá iterácia je nulový tok. Ka›dú d’al’Žiu iteráciu získame tak, ›e sa sna›íme zmenit’ ohodnotenie niektorej hrany v súlade s jej kapacitou a tak, aby sa zvýŽil celkový tok. Ak takúto zmenu nie je mo›né previest’, naŽli sme maximálny tok.

L’ahko sa skonŽtruuje paralelný algoritmus na výpo“cet jednej iterácie. Problémom je, ›e iterácie musia byt’ po“cítané postupne, jedna za druhou. Samozrejme, je mo›né pokúsit’ sa spojit’ výpo“cet niekol’kých iterácii do jednej paralelnej fázy, resp. postavit’ paralelný algoritmus pre problém MAXIMÁLNY TOK na úplne iných princípoch. Ale ani takýto prístup zatial’ neuspel a MAXIMÁLNY TOK zostáva príkladom problému, pre ktorý nie je známy ›iaden polylogaritmický paralelný algoritmus.

Predchádzajúce príklady nazna“cili dve otázky týkajúce sa zlo›itosti paralelných výpo“ctov: kedy mô›eme paralelný výpo“cet pova›ovat’ za optimálny a kedy mô›eme hovorit’ o optimálnom urýchlení v porovnaní so sekven“cným algoritmom.

Aby sme mohli zodpovedat’ na obe formulované otázky, de^nujeme cenu (paralelného alebo sekven“cného) algoritmu ako sú“cin po“ctu pou›itých procesorov a “casu potrebného na vykonanie algoritmu. L’ahko vidíme, ›e táto hodnota je zárove“n “casom potrebným na simuláciu paralelného výpo“ctu na jedinom procesore (tj. sekven“cne), ktorý postupne simuluje jeden krok ka›dého procesora. Nech A a B sú dva algoritmy pre ten istý problém s cenou c_A resp. c_B. Potom hovoríme, ›e A je efektívny vzhl’adom k B ak c_A = O(c_B). Paralený algoritmus je optimálny, ak je efektívny vzhl’adom k najlepŽiemu mo›nému sekven“cnému algoritmu. V prípade, ›e je efektívny vzhl’adom k najlepŽiemu známemu sekven“cnému algoritmu, tak hovoríme o optimálnom urýchlení.

“Casto je mo›né redukovat’ “casovú zlo›itost’ paralelného algoritmu tým, ›e pou›ijeme vä“cŽí po“cet procesorov a naopak. Obecne sa ovŽem preferujú algoritmy s ni›Žou “casovou zlo›itost’ou: ciel’om je návrh takých paralelných algoritmov, ktoré sú podstatne (tj. exponenciálne) rýchlejŽie v porovnaní so sekven“cnými a pritom pou›ívajú rozumný (tj. polynomiálny) po“cet procesorov. Ako efektívny sa preto ozna“cuje paralelný algoritmus, ktorý si na rieŽenie prípadu rozsahu n vy›aduje n^{O(1)} procesorov a polylogaritmický “cas (log n)^{O(1)}.

Zhrnutím dostávame nasledujúcu klasi^káciu problémov:

• paralelne rieŽitel’né problémy, pre ktoré existuje paralelný algoritmus s polynomiálnou “casovou zlo›itost’ou a vyu›ívajúci polynomiálny po“cet procesorov,

• vysoko paralelizovatel’né problémy, pre ktoré existuje efektvíny paralelný algoritmus (s polylogaritmickou “casovou zlo›itost’ou a vyu›ívajúci polynomiálny po“cet procesorov),

• vnútorne (dedi“cne) sekven“cné problémy, ktoré sú paralelne rieŽitel’né, ale nedajú sa rieŽit’ ›iadnym efektívnym paralelným algoritmom.

Zrejme trieda paralelne rieŽitel’ných problémov je zhodná s triedou P problémov rieŽitel’ných sekven“cne v polynomiálnom “case. Otvorenou otázkou je, “ci pre ka›dý problém z triedy P je mo›né navrhnút’ efektívny paralelný algoritmus. Inak formulované, pýtame sa, “ci existujú vnútorne sekven“cné problémy. V “casti 9.3.1 uká›eme, ktoré problémy sú najpravdepodobnejŽími kandidátmi na vnútorne sekven“cné problémy.

Druhým dôle›itým dôsledkom predchádzajúcich úvah je, ›e (za predpokladu P ≠ NP) paralelizmus nie je spôsob, ako rieŽit’ NPŰúplné problémy. Ka›dý paralelný algoritmus pre NPŰúplný problém si vy›aduje bud’ exponenciálny “cas alebo exponenciálny po“cet procesorov (alebo oboje). To samozrejme neznamená, ›e paralelné algoritmy sú bezcenné. V spojení s rýchlymi procesormi a efektívnymi programovacími technikami umo›“nujú exaktne rieŽit’ stále vä“cŽie a vä“cŽie prípady NPŰúplných problémov.

V nasledujúcej “casti dáme predchádzajúcim (neformálnym) úvahám exaktný rámec tým, ›e presne de^nujeme paralelný výpo“ctový model, jeho zlo›itostné miery a následne aj triedu vysoko paralelizovatel’ných problémov.

9.2 Paralelné výpo“ctové modely

Faktom je, ›e výskum v teórii paralelných výpo“ctov sa nesústred’uje na jeden vybraný paralelný výpo“ctový model, ale na niekol’ko tried výpo“ctových modelov. Za vŽetky spome“nme aspo“n vektorové stroje, Booleovské (logické) obvody, paralelné RAMy, alternujúce Turingove stroje, agregáty, konglomeráty, neurónové siete a vel’ké mno›stvo strojov s ^xovanou Žtruktúrou prepojenia (hyperkocky, stromy, shuf~eŰexchange). Ka›dý z nich pritom odrá›a iné aspekty paralelného po“cítania: rozmiestnenie procesorov, ich vzájomné prepojenie, spôsob komunikácie medzi procesormi. Modely sa d’alej líŽia typom inŽtrukcií (bitové inŽtrukcie vs. in- Žtrukcie nad celými “císalmi). Jedným zo spôsobov, ako porovnat’ kvalitatívne charakteristiky rozmanitých modelov je ich vzájomná simulácia. Ak l’ubovol’ný stroj z triedy A sa dá simulovat’ strojom z triedy B, tak vieme, ›e ka›dý problém rieŽitel’ný strojom z triedy A je rieŽitel’ný aj strojom z triedy B. Nás naviac zaujíma vzt’ah medzi zlo›itost’ou výpo“ctov na strojoch z A a z B. Ak tieto sú zhruba rovnaké, mô›eme oba modely pova›ovat’ za v podstate ekvivalentné.

NaŽt’astie sa ukazuje, ›e vä“cŽina paralelných výpo“ctových modelov je polynomiálne ekvivalentná. Pojmy paralelne rieŽitel’ného, vysoko paralelizovatel’ného a vnútorne dedi“cného problému sú tak invariantné vzhl’adom k takto zvolenému výpo“ctovému modelu.

Nie vŽetky paralelné modely majú túto peknú vlastnost’. Napríklad niektoré modely s ohrani“ceným prepojením procesorov mô›u byt’ príliŽ slabé na to, aby sa na nich dali efektívne simulovat’ iné modely (napr. stromové prepojenie). Na druhej strane iné modely sú príliŽ silné a nedajú s efektívne simulovat’ na vä“cŽine be›ných paralelných výpo“ctových modelov. Týka sa to strojov, ktoré doká›u generovat’ exponenciálne dlhé ret’azce, resp. aktivovat’ exponenciálne vel’a procesorov v polylogaritmickom “case.

Preto›e v centre náŽho záujmu je paralelná klasi^kácia problémov z P, preferujeme model paralelný RAM (PRAM) v situáciach, ked’ nás zaujímajú horné odhady zlo›itosti a model logické obvody pre skúmanie dolných odhadov.

9.2.1 Stroje PRAM

Paralelný RAM je paralelným rozŽírením stroja RAM. Pozostáva z potenciálne neohrani“ceného mno›stva strojov RAM P_0, P_1, . . . a z neohrani“ceného mno›stva spolo“cných (zdiel’aných) pamät’ových registrov C_0, C_1, . . . . Ka›dý procesor (stroj RAM) má svoju vlastnú, lokálnu, pamät’ a pozná svoj index . V porovnaní so sekven“cným strojom RAM má naviac inŽtrukcie umo›“nujúce zápis do a “cítanie zo spolo“cnej pamäte. Vstup je ulo›ený na za“ciatku výpo“ctu v spolo“cnej pamäti, aby k nemu mali prístup vŽetky procesory. VŽetky inŽtrukcie sú vykonávané v jednotkovom “case a synchronizovane.

K úplnej Žpeci^kácii modelu PRAM musíme vyrieŽit’ dva technické problémy. Prvý sa týka spôsobu, akým sa vo výpo“cte aktivizuje kone“cný po“cet spomedzi potenciálne nekone“cného po“ctu procesorov. Jeden zo spôsobov je predpokladat’, ›e procesor P_0 má Žpeciálny aktiva“cný register. Ka›dý procesor s indexom menŽím ne› hodnota ulo›ená v aktiva“cnom registri mô›e vykonávat’ svoj program. Na za“ciatku je aktívny len procesor P_0, vŽetky ostatné procesory “cakajú. P_0 vypo“cíta aký po“cet procesorov je potrebných na rieŽenie zadaného vstupu; toto “císlo ulo›í do aktiva“cného registra. Výpo“cet potom pokra“cuje a› do toho okamihu, ked’ skon“cí výpo“cet procesora P_0; vtedy sa zastaví aj výpo“cet vŽetkých ostatných aktívnych procesorov.

Druhý technický problém sa týka práce so spolo“cnou pamät’ou. Kon~ikt vzniká, ked’ niekol’ko procesorov chce v tom istom okamihu zapisovat’ resp. “cítat’ z toho istého pamät’ového miesta. Podl’a spôsobu, akým sa takýto kon~ikt rieŽi, rozliŽujeme niekol’ko variácií modelu PRAM.

• CRCWŰPRAM (ConcurrentŰread concurrentŰwrite PRAM)

dovol’uje sú“casne “cítat’ z aj zapisovat’ na to isté pamät’ové miesto. Potrebná je metóda rieŽiaca prípadné kon~ikty. Varianta PRIORITY predpokladá, ›e pri zápise uspeje procesor s najmenŽím indexom. Varianta COMMON predpokladá, ›e k zápisu dôjde len vtedy, ak vŽetky procesory, ktoré sa sna›ia zapísat’ do toho istého pamät’ového registra, sa sna- ›ia zapísat’ to isté. Nakoniec varianta ARBITRARY predpokladá, ›e uspeje l’ubovol’ný procesor (upúŽt’ame od determinizmu).

• CREWŰPRAM (ConcurrentŰread exclusiveŰwrite PRAM)

dovol’uje aby viacej procesorov sú“casne “cítalo z jedného pamät’ového registra, ale vylu- “cuje sú“casný zápis.

• CROWŰPRAM (ConcurrentŰread ownerŰwrite PRAM)

vychádza z modelu CREWŰPRAM . Predpokladá naviac, ›e ka›dý pamät’ový register má svojho vlastníka, ktorý ako jediný mô›e menit’ jeho obsah.

• EREWŰPRAM (ExclusiveŰread exclusiveŰwrite PRAM)

vy›aduje, aby ›iadne dva procesory nikdy nepristupovali sú“casne k jednému pamät’ovému registru.

Łtandartným modelom v naŽich úvahách bude model CREWŰPRAM s aktiva“cným registrom v procesore P_0. To znamená, ›e máme garantované, ›e procesor P_0 je aktívny po celú dobu trvania výpo“ctu a ›e najvä“cŽia hodnota ulo›ená v aktiva“cnom registri je hornou hranicou na po“cet pou›itých (aktívnych) procesorov.

Aby sme mohli s modelom pracovat’, musíme eŽte upresnit’, ako sa zariadeniu zadávajú vstupné údaje, kde sa pre“cíta výstup a aká je cena výpo“ctu. Prijmeme nasledujúce konvencie:

De^nícia 9.5 Nech M je PRAM stroj. VstupnoŮvýstupná konvencia pre stroj M je nasledovná: Vstup x ∈ {0, 1}^n je zadávaný stroju M umiestnením “císla n do spolo“cného pamät’ového registra C_0 a bitov x_1, . . . , x_n ret’azca x do spolo“cných pamät’ových registrov C_1, . . . , C_n. M zobrazí svoj výstup y ∈ {0, 1}^m podobne: “císlo m je v registri C_0 a bity y_1, . . . , y_m ret’azca y v registroch C_1, . . . , C_m.

M po“cíta v paralelnom “case t(n) a s po“ctom procesorov p(n) ak pre ka›dý vstup x ∈ {0, 1}^n výpo“cet stroja M skon“cí po nanajvýŽ t(n) krokoch a po“cas výpo“ctu je aktívnych nanajvýŽ p(n) procesorov.

Presný výber výpo“ctového modelu a de^novanie jeho zlo›itostných mier nám umo›“nuje hovorit’ o funkciách vypo“cítatel’ných v paralelnom “case t(n) s po“ctom procesorov p(n).

De^nícia 9.6 Nech f je funkcia f : {0, 1}^∗ → {0, 1}^∗. Funkcia f (n) je vypo“cítatel’ná v paralelnom “case t(n) a s po“ctom procesorov p(n) ak existuje PRAM stroj M, ktorý po“cíta v paralelnom “case t(n) s po“ctom procesorov p(n) a pre ka›dý vstup x vypo“cíta f (x) .

Pojmy paralelne rieŽitel’ný a vysoko paralelizovatel’ný problém sú invariantné vzhl’adom ku vŽetkým uvedeným variantám PRAM modelu. Preto ka›dý z nich je vhodný na de^novanie zlo›itostnej triedy NC, prezentovanej v “casti 9.3. AvŽak podtriedy NC^k triedy NC nie sú

KAPITOLA 9. PARALELNÉ VÝPO “CTY 101

de^nované pou›itím modelu PRAM. Na ich de^níciu sa vyu›íva paralelný výpo“ctový model logických obvodov, tak ako je de^novaný v “casti 9.2.2. Dôvod je s“casti historický, s“casti je v tom, ›e trieda funkcií vypo“cítatel’ných v paralelnom “case O((log n)^k) je rôzna pre rôzne varianty modelu PRAM.

9.2.2 Logické obvody

Model PRAM je prirodzeným paralelným rozŽírením modelu RAM. Nie je ale úplne zrejmé, ›e takéto rozŽírenie je naozaj zmysluplné. Zodpovedá PRAM paralelným strojom, ktoré sú prakticky konŽtruovatel’né? Nakol’ko nerealistický je predpoklad neohrani“ceného po“ctu procesorov a pamät’ových miest? Je jednotková cena inŽtrukcie adekvátna? Aby sme mohli dat’ odpoved’ na vŽetky otázky, je vhodné uviest’ d’al’Ží paralelný výpo“ctový model, motivovaný pohl’adom na spôsob, akým sa prevádzajú výpo“cty na najni›Žej úrovni. Tento model sa l’ahko popisuje a je vhodný pre podrobnejŽiu matematickú analýzu.

Logické obvody modelujú elektrické obvody, realizujúce bitové operácie. Mô›eme na ne preto nazerat’ ako na booleovské funkcie a zapisovat’ ich pomocou booleovských formúl. AvŽak vel’kost’ booleovskej formuly neodrá›a dostato“cne presne zlo›itost’ booleovskej funkcie. Je to preto, ›e nezachytáva mo›nost’ viacnásobného pou›itia “ciasto“cného výsledku (napr. vo formule (x_1 ∨ x_2 ∨ x_3) ∧ (x_1 ∨ x_2 ∨ x_4 ∨ ¬x_3) ∧ (x_1 ∨ x_2 ∨ ¬x_4) sa viackrát opakuje disjunkcia x_1 ∨ x_2). Tento nedostatok odstra“nuje nasledujúci, vŽeobecnejŽí formalizmus.

Nech G je orientovaný acyklický graf, ktorého vrcholy sú ozna“cené. Korene, t.j. vrcholy do ktorých nevchádzajú ›iadne hrany, sa nazývajú vstupné vrcholy. Vrcholy, ktorých prichádzajúci stupe“n je d > 0, nazývame vnútorné. Listy grafu, t.j. vrcholy, z ktorých nevychádzajú ›iadne hrany, sa nazývajú výstupné vrcholy.

Ka›dému vstupnému vrcholu priradíme literál (booleovskú premennú alebo jej negáciu). Ka›dému vnútornému vrcholu v grafu priradíme booleovskú funkciu F_v : {0, 1}^d → {0, 1}, kde d je prichádzajúci stupe“n vrcholu v. Prichádzajúce hrany sú usporiadané a premenné funkcie F_v im zodpovedajú v tomto poradí. Takýto graf sa nazýva logický obvod.

Ka›dý logický obvod C ur“cuje jednu booleovskú funkciu nasledovne. Hodnotou vstupného vrcholu je hodnota literálu, ktorý mu je priradený. To je tzv. vstup výpo“ctu. Z neho vieme pre ka›dý vrchol v vypo“cítat’ hodnotu x(v) ∈ {0, 1}: ak po“ciato“cné vrcholy u_1, . . . , u_d hrán vstupujúcich do v u› majú priradené hodnoty, tak vrcholu v priradíme hodnotu F_v(x(u_1), . . . , x(u_d)). Hodnota priradená výstupnému vrcholu je výstupom výpo“ctu. O funkcii, ktorá je takto de^- novaná hovoríme, ›e je po“cítaná obvodom C. Ak obvod má viac ne› jeden výstup, tak ho chápeme ako obvod, ktorá po“cíta sú“casne viac funkcií, resp. ako obvod po“cítajúci vektorovú funkciu.

GFED

@ABCx_1 A AAA AA GFED

@ABC¬x_2

˝˝––– ––– GFED

@ABC¬x_1 !!C CCC CC GFED

@ABCx_3

~~˝˝˝ ˝˝˝ GFED

@ABCx_2

�ffiffi ffiffi ffiffi ffiffi ffiffi ffi GFED

@ABC∧ !!C CC CC C GFED

@ABC∨

vvmmmm mmmm mmmm m ’’PP PPP PPP PPP GFED

@ABC∧

((QQQ

QQQQ

QQQQ QQ GFED

@ABC∨

wwnnn nnn nnn nn GFED

@ABC∧

Obrázek 9.1: Booleovský obvod vel’kosti 5 a hťlbky 3

Zrejme ka›dá booleovská funkcia je po“cítaná triviálnym obvodom (hťlbky 1), ktorého jediný vnútorný vrchol po“cíta hodnotu funkcie priamo zo vstupu. Pojem logického obvodu sa stane zaujímavým v okamihu, ked’ ohrani“címe mno›inu funkcií, ktoré mô›eme prirad’ovat’ vnútorným vrcholom. Pre nás najzaujímavejŽím je prípad, ked’ vŽetky vnútorné vrcholy po- “cítajú bud’ disjunkciu alebo konjunkciu dvoch premenných. Takýto obvod sa nazýva aj boole-

KAPITOLA 9. PARALELNÉ VÝPO “CTY 102

ovský obvod. Preto›e konjunkcia, disjunkcia a negácia tvoria úplnú bázu, je mo›né ku ka›dej booleovskej funkcii skonŽtruovat’ booleovský obvod, ktorý ju po“cíta. My budeme v d’al’Žom uva›ovat’ len booleovské obvody.

Dve najprirodzenejŽie zlo›itostné miery obvodov sú jeho vel’kost’ a hťlbka. Zodpovedajú po- “ctu procesorov a “casu potrebnému na výpo“cet funkcie. Pre daný obvod C de^nujeme jeho vel’kost’, ozna“cujeme SIZE(C), ako po“cet jeho vnútorných vrcholov. Jeho hťlbka, DEPTH(C), je rovná dťl›ke najdlhŽej cesty zo vstupného do výstupného vrcholu. Preto›e v booleovskom obvode vstupujú do ka›dého vnútorného vrcholu dve hrany, je SIZE(C) ≤ 2^{DEPTH(C)}.

Od zlo›itosti obvodu mô›eme prejst’ k zlo›itosti booleovskej funkcie f . Zna“címe ju SIZE_f a de^nujeme ako

SIZE_f^{def}= min { q | | ∃C : SIZE(C) = q a C po“cíta f }

Nasledujúce tvrdenie ukazuje, ›e zlo›itost’ booleovskej funkcie je zhora ohrani“cená funkciou exponenciálnou vzhl’adom k po“ctu jej premenných.

Veta 9.7 Nech f je booleovská funkcia n premenných, f : {0, 1}^n → {0, 1}. Potom

SIZE_f ≤ 2^{n+1} − 3.

Dôkaz Ka›dú booleovskú funkciu mô›eme vyjadrit’ ako

f (x_1, . . . , x_n) = (x_1 ∧ f (1, x_2, . . . , x_n)) ∨ (¬x_1 ∧ f (0, x_2, . . . , x_n)).

Preto obvod pre funkciu n premenných sa dá v›dy skonŽtruovat’ vhodným spojením dvoch obvodov pre funkcie (n − 1) premenných. Spojenie si vy›aduje nanajvýŽ dva ∧ vrcholy a jeden ∨ vrchol, tj. spolu tri dodato“cné vrcholy. Preto pre l’ubovol’né n ≥ 1 je SIZE_f ≤ g(n), kde

g(n) = { 1 ak n = 1 2g(n − 1) + 3 inak

L’ahko overíme, ›e g(n) ≤ 2^{n+1} − 3. 2

Z druhej strany sa dá ukázat’, ›e existuje booleovská funkcia, ktorej zlo›itost’ sa pribli›uje k hranici uvedenej v predoŽlej vete.

Veta 9.8 Pre l’ubovol’né dostato“cne vel’ké n existuje booelovská funkcia n premenných taká, ›e

SIZE_f >

2^n n . Dôkaz V skuto“cnosti doká›eme eŽte silnejŽie tvrdenie, a to ›e skoro vŽetky booleovské funkcie n premenných majú zlo›itost’ vä“cŽiu ne›^{2n}_n . Dôkaz je zalo›ený na odhade po“ctu booleovských obvodov vel’kosti s s 2n vstupnými vrcholmi. Ozna“cme toto “císlo ako C(n, s).

Najprv ur“címe horný odhad “císla C(n, s) tak, ›e odhadneme po“cet obvodov, ktorých graf nie je nutne acyklický. Ka›dý takýto obvod má 2n vstupných vrcholov a s vnútorných vrcholov s prichádzajúcim stup“nom 2. Obidve vstupné hrany spájajú vnútorný vrchol s l’ubovol’- ným z 2n + s vrchlov. Ka›dému vnútornému vrcholu je priradená bud’ ∧ alebo ∨. Jeden z vrcholov je výstupný. Spolu

C(n, s) ≤

výstup

s ·[ {∧,∨} 2 ·

po“cet

mo›ných

vstupov

(2n + s)^2]

po“cet

vnútorných

vrcholov s s! o“císlovanie nehrá úlohu

Podl’a Stirlingovej formuly je s! ≥ (^s_e )^s, tak›e po zlogaritmovaní dostávame

log C(n, s) ≤ s log 2(2n + s)^2 + log s − log s!

≤ 2s log(2n + s) + s + log s − s log s + s log e .

Za predpokladu s ≥ n je

log C(n, s) ≤ 2s log 4s + s + log s − s log s + s log e = (s + 1) log s + (5 + log e)s .

Zvol’me s =^{2n}_n

log C(n, s) ≤ (

2^n n + 1)(n − log n) + (5 + log e)

2^n n = 2^n −

2^n log n n (1 + o(1)) .

Ak sa vrátime naspät’ k C(n, s), tak vidíme, ›e po“cet funkcií vypo“cítatel’ných obvodom vel’- kosti nanajvýŽ^{2n}_n je 2^{2n} · 2^{− 2n log n}n^{(1+o(1))}, “co je len vel’mi malá “cast’ spomedzi vŽetkých 2^{2n} booleovských funkcií n premenných. 2

Logické obvody (Žpeciálne booleovské obvody) sú dôle›ité z dvoch hl’adísk. Jednak poskytujú kombinatorický popis niektorých jednoduchých elektrických sietí. Za druhé, a to je z náŽho pohl’adu dôle›itejŽie, poskytujú dobrý popis logickej Žtruktúry paralelného algoritmu. Jeho vrcholy zodpovedajú operáciam algoritmu. Usporiadanie vrcholov ur“cuje poradie, v akom musia byt’ jednotlivé operácie prevádzané: operácia priradená po“ciato“cnému vrcholu hrany sa musí vykonat’ skôr ne› operácia priradená koncovému vrcholu tejto hrany.

V d’al’Žom nás bude zaujímat’, aký je vzt’ah booleovských obvodov a PRAMov, resp. iných výpo“ctových modelov. K jeho upresneniu potrebujeme prezentovat’ obvody vhodným spôsobom. Uvedieme jednu z mo›ností.

De^nícia 9.9 Łtandartné kódovanie C̄ booleovského obvodu C je binárny ret’azec pozostávajúci zo Žtvoríc < v, g, l, r > (jedna Žtvorica pre ka›dý vrchol obvodu), za ktorými nasledujú tri postupnosti “císiel vrcholov < x_1, . . . , x_n >, < x̄_1, . . . , x̄_n > a < y_1, . . . , y_m >. Predpokladáme, ›e vrcholy obvodu C sú l’ubovol’ne, ale ^xne o“císlované “císlami 1,. . . , (po“cet vrcholov obvodu C). Łtvorica < v, g, l, r > opisuje vrchol v; g je funkcia priradená tomuto vrcholu, l resp. r je “císlo l’avého resp. pravého vstupu (ak existujú). Postupnost’ < x_1, . . . , x_n > (< x̄_1, . . . , x̄_n >) popisuje vstupné vrcholy, ktorým sú priradené literály x_1, . . . , x_n (¬x_1, . . . , ¬x_n). Nakoniec postupnost’ < y_1, . . . , y_m > popisuje výstupné vrcholy.

Ka›dú Žtvoricu mô›eme zakódovat’ binárnym ret’azcom dťl›ky O(log V), kde V je po“cet vrcholov obvodu C. Celkove je dťl›ka Žtandartného kódu schémy C rovná O(V log V).

Uniformné obvody

Konkrétny obvod s n vstupmi a m výstupmi je kone“cným objektom, po“cítajúcim funkciu z mno›iny binárnych ret’azcov dťl›ky n do mno›iny binárnych ret’azcov dťl›ky m. Dôsledkom je, ›e pre vstupy rôznej dťl›ky potrebujeme rôzne obvody. To je ale v protiklade s naŽim doterajŽím chápaním výpo“ctov: jeden algoritmus bol schopný spracovávat’ vstupy l’ubovol’nej dťl›ky. Otázkou je, “ci sa dá nejakým spôsobom zobecnit’ pojem obvodov tak, aby sa priblí›il takémuto chápaniu výpo“ctov.

NajjednoduchŽia generalizácia je mo›ná za predpokladu, ›e dťl›ka výstupu m je funkciou (najlepŽie konŽtantnou) len dťl›ky vstupu. To znamená, ›e sa obmedzíme na jednoduché funkcie f , kde dťl›ka ret’azca f (x) je rovnaká pre vŽetky x dťl›ky n. Ozna“cme túto dťl›ku ako m(n). Potom funkciu f : {0, 1}^∗ → {0, 1}^∗ mô›eme reprezentovat’ nekone“cnou postupnost’ou obvodov {C_n}, kde obvod C_n po“cíta funkciu f obmedzenú na vstupy dťl›ky n.

Naopak, ka›dej postupnosti obvodov {C_n}, kde ka›dý obvod C_n po“cíta funkciu f^n : {0, 1}^n → {0, 1}^{m(n)} mô›eme priradit’ booleovskú funkciu f_C : {0, 1}^∗ → {0, 1}^∗ de^novanú ako

f_C(x) = f^{|x|}(x).

Pre nás je zaujímavý Žpeciálny prípad, ked’ m(n) = 1 pre vŽetky n.

De^nícia 9.10 Nech C = {C_n} je postupnost’ booleovských obvodov po“cítajúcich booleovskú funkciu f_C : {0, 1}^∗ → {0, 1}. Potom jazyk akceptovaný postupnost’ou {C_n} je de^novaný ako

L_C = {x ∈ {0, 1}^∗ | f_C(x) = 1}.

Zlo›itostné miery de^nované pre konkrétny obvod mô›eme prirodzeným spôsobom rozŽírit’ aj na postupnost’ C = {C_n} obvodov. Vel’kost’ SIZE_C je de^novaná ako funkcia na mno›ine

N, kde SIZEC(n) = SIZE(Cn). Analogicky pre h^ťlbku. O jazyku L hovoríme, ›e má polynomi-

álny obvod práve ak existuje postupnost’ obvodov C, ktorá akceptuje L a pritom SIZE_C(n) ≤ p(n) pre nejakú polynomiálnu funkciu p. Prirodzenou je otázka, aké typy jazykov majú polynomiálne obvody.

Lema 9.11 Ka›dý jazyk z P má polynomiálnu schému.

Dôkaz Nech jazyk L je rozhodovaný deterministickým Turigovym strojom M = (Q, Σ, Γ, Λ, ⊔, δ, q_0) s “casovou zlo›itost’ou n^k. Bez straty na obecnosti mô›eme predpokladat’ L ⊆ {0, 1}^∗, stroj M je jednopáskový a v akceptujúcej kon^gurácii hlava sníma prvé polí“cko pásky. Výpo“cet stroja M na vstupe x mô›eme potom prezentovat’ ako výpo“ctovú tabul’ku T rozmerov (|x|^k +1) × (|x|^k +1). V tabul’ke ka›dý riadok zodpovedá jednému výpo“ctovému kroku (riadky “císlujeme od 0 do |x|^k), zatial’ “co stťlpce zodpovedajú pozíciam na páske stroja M (“císlujeme ich rovnako ako riadky). Symbol T_{i,j} na pozícii (i, j) teda reprezentuje obsah jŰteho polí“cka v iŰ tej kon^gurácii. Kvôli technickej jednoduchosti d’alej predpokladáme, ›e prázdnemu polí“cku stroja zodpovedá v tabul’ke symbol ⊔. Ak v iŰtej kon^gurácii je stav stroja q a pozícia hlavy s, tak na pozícii (i, s) nie je symbol σ zodpovedajúci obsahu sŰteho polí“cka iŰtej kon^gurácii, ale nový symbol σ_q. Łpeciálne ak iŰta kon^gurácia je akceptujúca (zamietajúca), tak na T_{i,1} je q_{accept} (q_{reject}). Nakoniec predpokladáme, ›e ak výpo“cet stroja M na vstupe x sa zastaví po r < |x|^k krokoch, tak vŽetky riadky nasledujúce za r-tým sú s ním identické. Výpo“ctová tabul’ka sa nazýva akceptujúca, práve ak T_{|x|}k_{,1} = q_{accept} . Existencia akceptujúcej výpo“ctovej tabul’ky pre slovo x teda indikuje, ›e slovo je akceptované strojom M.

Navrhnutá prezentácia výpo“ctov stroja M nám umo›ní priamo“ciaru konŽtrukciu postupnosti obvodov akceptujúcej jazyk L. Umo›ní nám to práve vlastnost’ ŤlokálnostiŞ ka›dého prvku tabul’ky. Zrejme ak i = 0 alebo j = 0 alebo j = |x|^k tak symbol T_{i,j} je ur“cený jednozna“cne ako j-ty symbol z x alebo ⊔ resp. Λ resp. ⊔. Uva›ujme teraz l’ubovol’ný iný prvok T_{i,j}. Hodnota T_{i,j} zodpovedá obsahu jŰteho polí“cka v iŰtej kon^gurácii a závisí len od obsahu toho istého polí“cka a s ním susediacich polí“cok v kon^gurácii i − 1. Inak povedané, hodnota T_{i,j} závisí len od hodnôt T_{i−1,j−1}, T_{i−1,j} a T_{i−1,j+1}.

Nech Υ je abeceda symbolov, ktoré sa mô›u vyskytovat’ v tabul’ke T. Zakódujeme ka›dý prvok γ ∈ Υ ako vektor (s_1, . . . , s_m), kde s_1, . . . , s_m ∈ {0, 1} a m = ⌈log |Υ|⌉. Na výpo“ctovú tabul’ku tak mô›eme nazerat’ ako na tabul’ku obsahujúcu binárne symbolu S_{ijl}, kde 0 ≤ i ≤ n^k, 0 ≤ j ≤ n^k a 1 ≤ l ≤ m. Vieme u›, ›e hodnota ka›dého S_{ijl} závisí len od 3m hodnôt S_{i−1,j−1,l}′ , S_{i−1,j,l}′ a S_{i−1,j+1,l}′ , kde 1 ≤ l^′ ≤ m, To znamená, ›e existuje m booleovských funkcií F_1, . . . , F_m, ka›dá z nich má 3m premenných a pre vŽetky i, j > 0

S_{ijl} = F_l(S_{i−1,j−1,1}, . . . , S_{i−1,j−1,m}, S_{i−1,j,1}, . . . , S_{i−1,j+1,m}).

Ked’›e ka›dú booleovskú funkciu vieme po“cítat’ obvodom, tak existuje booleovský obvod s 3m vstupmi a m výstupmi, ktorý pre vstupy T_{i−1,j−1}, T_{i−1,j} a T_{i−1,j+1} vypo“cíta binárne kód hodnoty T_{ij}. Tvar obvodu C závisí len od M a má ^xovanú, konŽtantnú vel’kost’, nezávislú od dťl›ky x.

Teraz u› l’ahko navrhneme obvod C_n, ktorý pre ka›dý ret’azec x dťl›ky n vypo“cíta hodnotu true vtedy a len vtedy, ak x ∈ L. Obvod C_n pozostáva z (|x|^k)(|x|^k − 1) kópií obvodu

C, jedna kópia pre ka›dé T_{ij} výpo“ctovej tabul’ky s výnimkou prvého riadku a krajných stťlpcov. Ozna“cme C_{ij} (i, j)-tu kópiu C. Pre i ≥ 1 vstupné vrcholy z C_{ij} stoto›níme s výstupnými vrcholmi z C_{i−1,j−1}, C_{i−1,j} a C_{i−1,j+1}. Vstupné vrcholy celého obvodu sú vrcholy zodpovedajúce vrcholom prvého riadku, prvého a posledného stťlpca. Výstupným vrcholom obvodu je prvý výstup obvodu C_{|x|}k za predpokladu, ›e prvý bit ret’azca kódujúceho q_{accept} je 1 a prvý bit ret’azca kódujúceho q_{reject} je 0.

L’ahko sa presved“címe ›e postupnost’ C_n akceptuje práve jazyk L. Jej vel’kost’ je O(n^{2k} ) a hťlbka O(n^k). 2

Opa“cná implikácia vôbec nie je pravdivá:

Lema 9.12 Existuje jazyk, ktorý nie je rekurzívny a pritom má obvod polynomiálnej vel’kosti.

Dôkaz Nech L je l’ubovol’ný nerozhodnutel’ný jazyk nad abecedou {0, 1} a nech U ⊆ {1}^∗ je jazyk U = { 1^n | binárny zápis “císla n patrí do L } . U je zrejme unárny, nerozhodnutel’ný jazyk. Pritom pre“n existuje vel’mi jednoduchá postupnost’ obvodov {C_0, C_1, . . . }. Ak 1^n ∈ U , tak C_n pozostáva z n − 1 vrcholov typu ∧, ktoré vypo“cítajú konjunkciu vŽetkých vstupov.Výstup je true práve ak vstupom je 1^n. Ak 1^n ∉ U , tak C_n má jediný výpo“ctový vrchol, ktorý je zárove“n výstupným a po“cíta konŽtantu false. 2

Predchádzajúca lema nazna“cuje, pre“co nie sú obvody realistickým výpo“ctovým modelom: umo›“nujú investovat’ neohrani“cené mno›stvo výpo“ctu do konŽtrukcie ka›dého obvodu z postupnosti (“coho dôsledkom je napr. existencia polynomiálneho obvodu pre nerozhodnutel’ný jazyk), “co je evidentne neakceptovatel’né. Obvody tohoto typu sa nazývajú neuniformné. Neuniformné obvody hrajú významnú úlohu pri získavaní dolných odhadov zlo›itosti. Naopak, v situácii ked’ potrebujeme odhadnút’ zlo›itost’ konkrétneho problému zhora sú nerealistickéŮ neexistuje pre ne efektívny spôsob, ako pre dané n získat’ popis nŰtej schémy C_n.

Jeden zo spôsobov, ako sa vyhnút’ takýmto problémom je po›adovat’ existenciu algoritmu, generujúceho jednotlivé “cleny postupnosti. Postupnost’ obvodov je potom jednozna“cne de^- novaná prostredníctvom algoritmu (výpo“ctového zariadenia), ktorý pre vstup n poskytne ako výstup Žtandartný kód obvodu C_n. Hovoríme o uniformných obvodoch. Samozrejme je vel’mi dôle›ité, aká je zlo›itost’ algoritmu generujúceho kódy obvodov. Intuitívne, konŽtruktor obvodov by nemal byt’ výpo“ctovo silnejŽí ne› obvody, ktoré generuje. Jedna z mo›ností je chápat’ konŽtruktor ako Turingov stroj s logaritmickou priestorovou zlo›itost’ou.

De^nícia 9.13 (Uniformné obvody) Postupnost’ {C_n} booleovských obvodov sa nazýva logaritmicky priestorovo uniformná práve ak transformácia 1^n → C̄_n je vypo“cítatel’ná deterministickým Turingovym strojom s priestorovou zlo›itost’ou O(log V_n), kde V_n je vel’kost’ obvodu C_n.

Poznamenávame, ›e zlo›itost’ algoritmu po“cítajúceho kódy obvodov je vyjadrená ako funkcia vel’kosti vypo“cítaného kódu. V prípade, ›e pracujeme so schémami polynomiálnej vel’kosti a vstupný parameter n algoritmu zadávame unárne, tak zlo›itost’ algoritmu je logaritmická aj ako funkcia dťl›ky vstupu.

Logaritmická priestorová uniformnost’ sa niekedy nazýva aj BorodinŮCookova uniformita, podl’a autorov, ktorí ju ako prví de^novali. Výhodou tohoto prístupu je, ›e kód schémy C̄_n sa dá vypo“cítat’ sekven“cne v polynomiálnomom “case a paralelne v polylogaritmickom “case s polynomiálnym po“ctom procesorov, a teda je vhodný ako pre sekven“cné, tak aj paralelné po“cítanie.

Uvedený spôsob chápania uniformity samozrejme nie je jediný mo›ný. Tak, ako vládne nejednotnost’ v tom, ktorý paralelný výpo“ctový model je najlepŽí, tak aj v prípade uniformity existuje mnoho rôznych prístupov. Rôzne prístupy sú u›ito“cné v rôznych situáciách. Napríklad, ak upustíme od po›iadavku, aby sa kódy dali po“cítat’ efektívne paralelnými algoritmami, je vhodnejŽie pracovat’ s tzv. PŰuniformitou (po›adujeme, aby kód obvodu bol vypo- “cítatel’ný deterministickým Turingovym strojom v polynomiálnom “case). Pojem logaritmickej priestorovej uniformity nie je vhodný, ak pracujeme s obvodmi malej hťlbky.

V d’al’Žom budeme pod uniformnými obvodmi rozumiet’ v›dy logaritmicky priestorovo uniformné obvody.

Veta 9.14 Jazyk L má uniformnú polynomiálnu schému práve ak L ∈ P.

Dôkaz Jednu implikáciu sme dokázali v leme 9.11: sta“cí overit’, ›e nazna“cená konŽtrukcia sa dá realizovat’ v logaritmickom priestore.

Z druhej strany predpokladajme, ›e L má uniformný polynomiálny obvod. Potom o slove x vieme rozhodnút’, “ci patrí do L tak, ›e skonŽtruujeme v logaritmickom priestore (a teda aj polynomiálnom “case) obvod C_{|x|} a v polynomiálnom “case vyhodnotíme jeho výstup pre vstup x. 2

Vzájomné simulácie

Pre lepŽie pochopenie vzt’ahu medzi obidvoma de^novanými paralelnými výpo“ctovými modelmi uvádzame, ako sa dajú navzájom simulovat’. Prvý výsledok hovorí o simulácii uniformnej postupnosti schém PRAMom.

Lema 9.15 Ak funkcia F je po“cítaná uniformnou postupnost’ou obvodov C = {C_n} s vel’kost’ou SIZE_C(n) = s(n) a hťlbkou DEPTH_C(n) = d(n), tak existuje PRAM po“cítajúci funkciu F v “case O(d(n)) a s O(s(n)) procesormi.

Dôkaz Stroj PRAM pre vstup dťl›ky n najprv vypo“cíta kód obvodu C_n tak, ›e simuluje Turingov stroj generujúci kód obvodu C_n (C je uniformná). Ka›dému vrcholu g_i obvodu bude zodpovedat’ zdiel’aný pamät’ový register c_i a ka›dému vnútornému vrcholu jeden procesor P_i. Program stroja P_i je vel’mi jednoduchý: najprv “caká 4d krokov, kde d je dťl›ka najdlhŽej cesty z nejakého vstupného vrchola do vrcholu g_i. Potom P_i vypo“cíta hodnotu priradenú vrcholu g_i a ulo›í ju do spolo“cného registra c_i. Ak predpokladáme, ›e výstupné vrcholy sú g_1, . . . , g_m, tak výsledok bude na konci výpo“ctu ulo›ený v registroch c_1, . . . , c_m. 2

Simulácia strojov PRAM pomocou obvodov je technicky náro“cnejŽia; hlavná myŽlienka spo“cíva, podobne ako v dôkaze lemy 9.11, v zápise výpo“ctu stroja PRAM ako postupnosti obvodov a jeho následnom prevedení do obvodu.

Lema 9.16 Ak funkcia F je po“cítaná PRAMom v “case f (n) s g(n) procesormi (f, g sú konŽtruovatel’né funkcie), tak existuje uniformná postupnost’ obvodov hťlbky O(f (n)(f (n) + log n)) a vel’kosti O(g(n)f (n)(n^k f (n) + g(n)) po“cítajúca F, pri“com n^k je “casová zlo›itost’ Turingovho stroja generujúceho program pre stroj PRAM.

Spojením uvedených simulácií dostávame Žpeciálne pre polylogaritmickú “casovú zlo›itost’ a polynomiálny po“cet procesorov vzt’ah:

Veta 9.17 Funkcia f : {0, 1}^∗ → {0, 1}^∗ sa dá po“cítat’ uniformnou postupnost’ou booleovských obvodov C s hťlbkou DEPTH_C = (log n)^{O(1)} a vel’kost’ou SIZE_C = n^{O(1)} vtedy a len vtedy, ak f sa dá po“cítat’ CREWŰPRAM strojom v paralelnom “case t(n) = (log n)^{O(1)} za pou›itia p(n) = n^{O(1)} procesorov.

Výsledok ukazuje, ›e hťlbka obvodu zodpovedá paralelnému “casu a vel’kost’ obvodu po“ctu procesorov.

9.2.3 Paralelná výpo“ctová téza

Predpokladajme, ›e máme zlo›itostnú triedu de^novanú ako triedu jazykov rozhodovaných “casovo ohrani“cenými paralelnými strojmi. Je mo›né charakterizovat’ takúto triedu jazykov aj prostredníctvom deterministických sekven“cných “casovo ohrani“cených strojov, konkrétne Turingovych strojov? Łtúdium viacerých paralelných výpo“ctových modelov ukázalo, ›e ak rozumným spôsobom ohrani“címe po“cet a silu paralelných procesorov, tak platí obecné pravidlo, nazývané Paralelná výpo“ctová téza.

Ozna“cme P paralelný výpo“ctový model. Pre model P platí paralelná výpo“ctová téza práve ak existujú dva polynómy p a q také, ›e

P − TIME(f (n)) ⊆ DSPACE(p(f (n))) a DSPACE(g(n)) ⊆ P − TIME(q(g(n))).

Pritom P − TIME(f (n)) ozna“cuje triedu jazykov rozhodovaných paralelnými strojmi typu P v “case O(f (n)). Inak formulované,

Paralelný výpo“ctový model P spťl“na paralelnú výpo“ctovú tézu práve ak trieda jazykov rozhodovaných strojmi typu P v polynomiálnom “case je zhodná s triedou jazykov rozhodovaných v sekven“cnom polynomiálnom priestore (tj. s triedou PSPACE).

Hoci nie vŽetky paralelné výpo“ctové modely vyhovujú paralelnej výpo“ctovej téze, nami uva›ované modely PRAM strojov a uniformných booleovských obvodov jej vyhovujú. To potvrdzuje korektnost’ náŽho výberu paralelných výpo“ctových modelov.

Veta 9.18 Stroje PRAM a uniformné obvody spťl“najú paralelnú výpo“ctovú tézu.

Dôkaz Vzhl’adom na tvrdenie Vety 9.17 sta“cí ukázat’ platnost’ paralelnej výpo“ctovej tézy len pre jeden model; nazna“címe to pre uniformné obvody.

Prvá “cast’ tézy: Uva›ujme obvod C_n vel’kosti s(n) a hťlbky d(n). Potom sa dá skonŽtruovat’ deterministický Turingov stroj, ktorý ak dostane kód obvodu C_n spolu s jeho vstupom, tak v priestore O(d(n)) vypo“cíta výstup obvodu C_n. Turingov stroj vyhodnocuje schému po“cínajúc od výstupného vrcholu a postupujúc naspät’ k vstupným vrcholom. Pritom si v zásobníku uchováva údaje o prejdenej ceste: ked’›e hťlbka schémy je d(n), tak vel’kost’ zásobníku je tie› d(n) a ka›dý údaj zásobníku je konŽtantnej vel’kosti. Preto sta“cí Turingovmu stroju na ulo›enie zásobníka priestor O(d(n)). To, spolu s unifomitou postupnosti obvodov, potvrdzuje platnost’ prvej podmienky paralelnej výpo“ctovej tézy.

Druhá “cast’ tézy: Máme ukázat’, aký je vzt’ah medzi sekven“cným priestorom a paralelným “casom. Nech T je g(n)Űpriestorovo ohrani“cený Turingov stroj a g je konŽtruovatel’ná polynomiálna funkcia. Po“cet rôznych kon^gurácií stroja T vo výpo“cte na vstupe w dťl›ky n je nanajvýŽ m = 2^{cg(n)}, kde c je nejaká konŽtanta. Nech S_1 ozna“cuje po“ciato“cnú kon^guráciu. Naviac mô- ›eme predpokladat’ existenciu jedinej akceptujúcej kon^gurácie, S_m.

Uva›ujme nasledovný paralelný algoritmus: Najprv sa skonŽtruuje m × m prechodová matica A; polo›ka A(i, j) je rovná 1 práve ak stroj T mô›e v nanajvýŽ jednom kroku výpo“ctu prejst’ z kon^gurácie S_i do kon^gurácie S_j, inak A(i, j) = 0. V d’al’Žom sa vypo“cíta tranzitívny uzáver matice A, t.j. matica B = A^m. L’ahko overíme, ›e T akceptuje vstup w práve ak B(1, m) = 1, to znamená, ak kon^gurácia S_m je dosiahnutel’ná z kon^gurácie S_1. Pritom matica A sa dá vypo- “cítat’ uniformným obvodom v O(log m) krokoch. Tranzitívny uzáver matice A sa dá vypo“cítat’ v O((log m)^2) krokoch, teda celkove v O((g(n)^2) paralelných krokoch. 2

Paralelné výpo“ctové modely spťl“najúce paralelnú výpo“ctovú tézu tvoria tzv. druhú po“cíta- “covú triedu. Trieda jazykov rozhodovaných výpo“ctovým modelom z druhej po“cíta“covej triedy v polynomiálnom “case je teda práve PSPACE. Hoci intuitívne sa zdá, ›e trieda PSPACE je ovel’a bohatŽia ako trieda P (teda trieda jazykov rozhodovaných výpo“ctovým modelom z prvej po- “cíta“covej triedy v polynomiálnom “case), ›iaden dôkaz tohoto tvrdenia nie je známy.

9.3 Trieda NC

NaŽim ciel’om je nájst’ exaktný popis triedy vŽetkých vysoko paralelizovatel’ných problémov a následne skúmat’ vzt’ah tejto triedy a triedy P. Preto›e trieda P je de^novaná ako trieda formálnych jazykov s istými vlastnost’ami a na druhej strane máme paralený RAM, po“cítajúci funkcie, potrebujeme transformáciu, ktorá nám umo›ní oba pohl’ady zjednotit’.

De^nícia 9.19 Nech L je jazyk nad abecedou {0, 1}. Charakteristická funkcia jazyka L je funkcia f_L de^novaná pre vŽetky x ∈ {0, 1}^∗ takto: f_L(x) = 1 ak x ∈ L a f_L(x) = 0 ak x ∉ L. Jazyk L je rozhodovaný v paralelnom “case t(n) s p(n) procesormi práve ak jeho charakteristická funkcia f_L je po“cítaná v paralelnom “case t(n) s p(n) procesormi.

Ak vezmeme do úvahy, ›e ka›dý sekven“cný proces be›iaci v polynomiálnom “case sa dá simulovat’ polynomiálnym po“ctom procesorov be›iacich v polynomiálnom “case, a naopak, dostávame nasledovný vzt’ah:

Lema 9.20 Jazyk L je rozhodovaný v sekven“cnom “case n^{O(1)} vtedy a len vtedy, ak L je rozhodovaný v paralelnom “case n^{O(1)} s n^{O(1)} procesormi.

Inak povedané, trieda paralelne rieŽitel’ných problémov je zhodná s triedou P. De^nujeme triedu vysoko paralelizovatel’ných problémov NC.

De^nícia 9.21 (Trieda NC) Trieda NC je trieda jazykov, ktoré sú rozhodované v paralenom “case (log n)^{O(1)} s n^{O(1)} procesormi.

Vzt’ah medzi triedami P a NC ukazuje nasledujúca Lema: Lema 9.22 NC ⊆ P Dôkaz Je analogický s prvou “cast’ou dôkazu vety 9.18. Preto›e v tomto prípade je hťlbka postupnosti schém polylogaritmická, je “casová zlo›itost’ Turingovho stroja, ktorý ju simuluje, polynomiálna. 2 Základnou otázkou paralených výpo“ctov je, “ci táto inklúzia je ostrá, t.j. “ci existujú vnútorne sekven“cné problémy.

Ak sa na triedu NC pozrieme prostredníctvom booleovských obvodov, získame jemnejŽie “clenenie:

De^nícia 9.23 (Trieda NC^k) Pre ka›dé celé “císlo k ≥ 1, je trieda NC^k de^novaná ako trieda vŽetkých jazykov L takých, ›e charakteristická funkcia f_L jazyka L je po“cítaná uniformnou postupnost’ou booleovských obvodov C so zlo›itost’ou DEPTH_C = (log n)^k a SIZE_C = n^{O(1)}. Poznamenávame, ›e NC = ⋃ k≥1 NC^k. Z podrobnej analýzy dôkazu Vety 9.18 plynie vzt’ah NC^1 ⊆ DLOG ⊆ NLOG ⊆ NC^2 Pre ilustráciu uvádzame niekol’ko príkladov problémov patriacich do triedy NC^1 resp. NC^2. Trieda NC^1

1. S“cítanie dvoch binárnych “císiel dťl›ky m. 2. Násobenie dvoch binárnych “císiel dťl›ky m. 3. Delenie dvoch binárnych “císiel dťl›ky m. 4. Suma m binárnych “císiel dťl›ky m.

5. Sú“cin dvoch m × m matíc obsahujúcich binárne “císla dťl›ky l. Trieda NC^2

1. Determinant m × m matice obsahujúcej binárne “císla dťl›ky l. 2. Inverzia m × m matice obsahujúcej binárne “císla dťl›ky l. 3. Triedenie m binárnych “císiel dťl›ky l.

9.3.1 PŰúplnost’ Pri skúmaní vzt’ahu medzi triedami P a NP sa ukázal ako vel’mi u›ito“cný koncept NPŰúplnosti, ktorý nám umo›“noval klasi^kovat’ relatívne najt’a›Žie problémy z triedy NP a teda aj vhodných kandidátov na rozdiel NP \ P. Podobne je tomu aj pri triedach P a NC. OvŽem vzhl’adom na to, ›e sa pohybujeme v triede problémov vypo“cítatel’ných paralelne v polylogaritmickom “case, je redukovatel’nost’ vypo“cítatel’ná v polynomiálnom “case zjavne príliŽ hrubým nástrojom a potrebujeme ho preto zjemnit’. Aby sme mohli de^novat’ vhodný typ redukcie, potrebujeme najprv poznat’ funkcie vypo“cítatel’né paralelne v polylogaritmickom “case a s polynomiálnym po“ctom procesorov.

De^nícia 9.24 (Trieda FNC) Trieda FNC je trieda funkcií vypo“cítatel’ných v paralenom “case (log n)^{O(1)} s n^{O(1)} procesormi.

Podobným spôsobom, ako sa trieda jazykov NC delí na podtriedy NC^k sa aj trieda funkcií FNC delí na podtriedy FNC^k. Pritom de^nícia oboch nových tried je robustná v zmysle uzavretosti na kompozíciu dvoch funkcií.

De^nícia 9.25 (NCŰredukovatel’nost’) Jazyk L_1 je NCŰredukovatel’ný na jazyk L_2, zna“címe L_1 ≤_{NC} L_2, práve ak existuje funkcia R ∈ FNC taká, ›e w ∈ L_1 práve vtedy ak R(w) ∈ L_2. Jazyk L_1 je NC^kŰredukovatel’ný na jazyk L_2, L_1 ≤_{NC}k L_2, práve ak redukcia R je z FNC^k.

Podobne ako (polynomiálna) redukcia, aj NC a NC^k redukovatel’nosti majú dôle›itú vlastnost’ tranzitivity, tj. ak R je NC (NC^k) redukcia jazyka L_1 na jazyk L_2 a R^′ je NC (NC^k) redukcia jazyka L_2 na jazyk L_3, tak kompozícia R·R^′ je NC (NC^k) redukciou L_1 na L_3. Tranzitivita de^novaných redukií nám umo›“nuje uva›ovat’ o relatívne najt’a›Žom probléme z danej zlo›itostnej triedy Ů tzv. úplnom probléme.

De^nícia 9.26 (Úplnost’) Jazyk L je PŰt’a›ký vzhl’adom na NCŰredukovatel’nost’ práve ak L^′ ≤_{NC} L pre ka›dé L^′ ∈ P.

Ak naviac jazyk L ∈ P, tak sa nazýva PŰúplný vzhl’adom na NCŰredukovatel’nost’.

Preto›e triedy P a NC sú uzavreté vzhl’adom na NC a NC^kŰredukovatel’nost’ (porovnaj s uzavretost’ou tried P, NP, PSPACE vzhl’adom na polynomiálnu redukovatel’nost’), mô›eme formulovat’ nasledujúci vzt’ah

Veta 9.27 Ak jazyk, ktorý je PŰúplný vzhl’adom na NCŰredukovatel’nost’ patrí do triedy NC, tak P = NC. Inak vyjadrené: P ≠ NC implikuje, ›e ›iaden PŰúplný problém nepatrí do NC. Preto PŰúplné problémy sú najvá›nejŽími kandidátmi na vnútorne sekven“cné problémy, t.j. problémy, ktoré sa nedajú rieŽit’ paralelne v polylogaritmickom “case s polynomiálnym po“ctom procesorov.

Zatial’ sme vŽak o ›iadnom konkrétnom probléme nedokázali, ›e je PŰúplný. V nasledujúcej “casti to uká›eme pre problémy CVP a MAXIMÁLNY TOK.

PŰúplnost’ problému CVP

Problém hodnoty booleovského obvodu, skrátene CVP (z anglického Circuit Value Problem), je formulovaný nasledovne: je daný Žtandartný kód C̄ booleovského obvodu C po“cítajúceho funkciu f : {0, 1}^n → {0, 1} a je daný vektor hodnôt premenných x ∈ {0, 1}^n. Úlohou je ur“cit’ výstup obvodu, t.j. hodnotu f (x).

Veta 9.28 Problém CVP je PŰúplný vzhl’adom na NCŰredukovatel’nost’.

Dôkaz PrísluŽnost’ problému CVP do triedy P sa overí jednoducho. Uká›eme, ›e ka›dý jazyk L ∈ P je NCŰredukovatel’ný na problém CVP. Znamená to, ›e musíme nájst’ redukciu, ktorá ka›dému slovu w priradí prípad (C̄, x) problému CVP (t.j. kód obvodu a jeho vstup) tak, ›e w ∈ L práve ak výstup obvodu C pre vstup x je 1.

Predpokladajme L ⊆ {0, 1}^∗. Z L ∈ P plynie existencia jednopáskového determinisitického Turingovho stroja M = (Q, Σ, Γ, Λ, ⊔, δ, q_1) rozhodujúceho jazyk L v polynomiálnom “case T(n). Nech Q = (q_1, . . . , q_s), Γ = (a_1, . . . , a_m). “Dalej bez straty vŽeobecnosti mô›ememe predpokladat’ ›e v akceptujúcej kon^gurácii je na prvom polí“cku zapísaná 1. Nazna“címe, ako sa dá skonŽtruovat’ obvod C a jeho vstup tak, aby výstup obvodu bol 1 práve ak M akceptoval.

Obvod C po“cíta konjunkciu nasledujúcich booleovských funkcií:

H(i, t) H(i, t)^{def}= 1 práve ak ak v tŰtom kroku výpo“ctu sníma hlava stroja M iŰte polí“cko;

0 ≤ i ≤ T(n), 0 ≤ t ≤ T(n).

C(i, j, t) C(i, j, t)^{def}= 1 práve ak v tŰtom kroku výpo“ctu stroja M je obsah iŰteho polí“cka a_j;

0 ≤ i ≤ T(n), 1 ≤ j ≤ m, 0 ≤ t ≤ T(n).

KAPITOLA 9. PARALELNÉ VÝPO “CTY 110

S(k, t) S(k, t)^{def}= 1 práve ak v tŰtom kroku výpo“ctu je stroj M v stave q_k; 1 ≤ k ≤ s, 0 ≤ t ≤ T(n).

Obvod bude pozostávat’ z T(n) úrovní; tŰtá úrove“n obsahuje vrcholy po“cítajúce funkcie H(i, t), C(i, j, t) a S(k, t), pre vŽetky 0 ≤ i ≤ T(n), 1 ≤ j ≤ m a 1 ≤ k ≤ s. Po“cet vrcholov na jednej úrovni je O(T(n)), preto›e s a m sú konŽtanty závisiace len od stroja M a nie od jeho vstupu. Najprv Žpeci^kujeme vrcholy nultej úrovne, ktoré sú vstupnými vrcholmi obvodu. Potom uká›eme, ako sa dajú vyjadrit’ H(i, t + 1), C(i, j, t + 1) a S(k, t + 1) pomocou H(∗, t), C(∗, ∗, t) a S(∗, t). Tak získame presný popis obvodu C.

Pre t = 0, hlava stroja M sníma prvé polí“cko, vstup x = (x_1, . . . x_n) je zapísaný na prvých n polí“ckach a M je v stave q_1. Preto do jednotlivých vstupných vrcholov vstupujú hodnoty takto:

H(i, 0) = { 1 ak i = 1; 0 inak.

C(i, j, 0) = { 1 ak iŰte polí“cko obsahuje a_j; 0 inak.

S(k, 0) = { 1 ak k = 1; 0 inak.

“Dalej budeme postupne Žpeci^kovat’ H(i, t + 1), C(i, j, t + 1) a S(k, t + 1).

Nech I_R = {(k, j) | δ(q_k , a_j) = (∗, ∗, 1)} a I_L = {(k, j) | δ(q_k , a_j) = (∗, ∗, −1)}. To znamená, I_R (I_L) obsahuje vŽetky také dvojice (q_k, a_j), ktoré spôsobia, ›e hlava stroja M sa posunie doprava (dol’ava). Potom H(i, t + 1) sa dá vyjadrit’ ako

H(i, t + 1) =(H(i − 1, t) ∧ ⋁ (k,j)∈I_R

C(i − 1, j, t) ∧ S(k, t))

∨ (H(i + 1, t) ∧ ⋁ (k,j)∈IL

C(i + 1, j, t) ∧ S(k, t)).

Z tohoto vyjadrenia vidno, ako sa H(i, t + 1) dá vyjadrit’ ako postupnost’ AND a OR vrcholov dťl›ky O(|Q| · |Σ| = sm), “co je konŽtanta. Naviac, vŽetky H(i, t) sa dajú vygenerovat’ v “case O(1) s pou›itím O(T^2(n)) procesorov.

Uva›ujme teraz C(i, j, t + 1). Pripomíname, ›e C(i, j, t + 1) vyjadruje, fakt, ›e obsah iŰteho polí“cka v “case t+1 je a_j. Preto C(i, j, t+1) = 1 bud’ ak obsah iŰteho polí“cka je a_j a v tŰtom kroku výpo“ctu hlava nie je nastavená na iŰtom polí“cku, alebo ak v t + 1Űvom kroku hlava zapíŽe a_j na iŰte polí“cko. Preto

C(i, j, t + 1) = ¬H(i, t) ∧ C(i, j, t) ∨ H(i, t) ∧ ( ⋁ {(k,j^′) | δ(q_k,a_j′ )=(∗,a_j,∗)}

C(i, j^′, t) ∧ S(k, t)).

Podobne ako v prípade funkcie H(i, t) aj funkcia C(i, j, t) sa dá vyjadrit’ postupnost’ou AND a OR vrcholov konŽtantnej dťl›ky. Opät’, vŽetky C(i, j, t) sa dajú vygenerovat’ v “case O(1) s pou›itím O(T^2(n)) procesorov.

Nakoniec uva›ujme S(k, t + 1). Nech I_k = {(k^′, j) | δ(q_k′ , a_j) = (q_k, ∗, ∗)}. Potom S(k, t + 1) sa dá vyjadrit’ ako

S(k, t + 1) = ⋁ 1≤i≤T(n),(k^′,j)∈I_k

S(k^′, t) ∧ H(i, t) ∧ C(i, j, t).

Teda S(k, t) sa dá vyjadrit’ ako postupnost’ AND a OR vrcholov dťl›ky O(T(n)). Takúto postupnost’ doká›eme vygenerovat’ v “case O(log n) pou›itím O(T^2(n)) procesorov.

Výstupným vrcholom obvodu je C(1, r, T(n)), kde a_r = 1. Z predchádzajúceho popisu je zrejmé, ›e celý obvod C sa dá vygenerovat’ NCŰalgoritmom, lebo T(n) je polynomiálna funkcia. Výstup obvodu je 1 práve ak M akceptoval svoj vstup. Tým sme ukázali, ›e CVP je PŰ úplný problém. 2

L’ahko sa uká›e, ›e aj nasledujúce modi^kácie problému CVP sú PŰúplné:

KAPITOLA 9. PARALELNÉ VÝPO “CTY 111

⋄ MCVP: Problém hodnoty motónneho obvodu^2

⋄ MCVP2: Problém hodnoty motónneho obvodu, v ktorom odchádzajúci stupe“n^3 ka›dého vnútorného a vstupného vrcholu je nanajvýŽ 2 a výstupný vrchol po“cíta funkciu OR.

PŰúplnost’ problému MCVP sa uká›e jendoducho: jediné miesto, kde sme v predchádzajúcom dôkaze pou›ili negáciu bolo pri vyjadrovaní funkcie C(i, j, t + 1). Ale ¬H(i, t) = ⋁_{1≤l≤T(n)}

l≠i

H(l, t), lebo hlava musí snímat’ nejaké polí“cko v “case t.

K dôkazu PŰúplnosti problému MCVP2 potrebujem ukázat’, ako sa dá zní›it’ odchádzajúci stupe“n vrcholu. Táto jednoduchá konŽtrukcia je nazna“cená na obrázku 9.2:

?¿=¡

89:;∨

˙˙@@@ ??~~ ~ ?¿=¡

89:;∨ aaBB BB B ZZ55 55 DD� � � ==— —— —— DD� � � ZZ55 55 =⇒ ?¿=¡89:;∨

ZZ55 55 ;;vvv vv

?¿=¡

89:;∨

ZZ55 55 ;;vvv vv ??~~ ~ ˙˙@@@

Obrázek 9.2: Redukcia odchádzajúceho stup“na vrcholu

PŰúplnost’ problému MAXIMÁLNY TOK

Tento problém^4 sme skúmali u› v príklade 9.4, kde sme uviedli, ›e pre“n nie je známy ›iaden vysoko paralelný algoritmus. Uká›eme, ›e sa jedná o PŰúplný problém a teda existencia takéhoto algoritmu pre problém MAXIMÁLNY TOK by v skuto“cnosti implikovala P = NC.

Nech G je orientovaný graf G = (V, H), s (t) je vrchol v G s nulovým prichádzajúcim (odchádzajúcim) stup“nom a c : H → N je funkcia, ktorá ka›dej hrane priradí jej kapacitu. Nech f je tok v G (f : H → N, f (i, j) ≤ c(i, j) pre (i, j) ∈ H). Potom rezervnou cestou pre tok f v grafe G je neorientovaná cesta Q z s do t taká, ›e pre ka›dé dva susedné vrcholy i, j cesty Q platí:

1. (i, j) ∈ H implikuje f (i, j) < c(i, j). Takúto hranu nazývame súhlasnou.

2. (j, i) ∈ H implikuje f (j, i) > 0. Takúto hranu nazývame spätnou.

Tok f je maximálny práve ak pre“n neexistuje ›iadna rezervná cesta. Tento fakt vyu›ijeme pri dôkaze PŰúplnosti problému MAXIMÁLNY TOK.

Veta 9.29 Problém MAXIMÁLNY TOK je PŰúplný vzhl’adom na NCŰredukovatel’nost’.

Dôkaz Navrhneme redukciu problému MCVP2 na problém MAXIMÁLNY TOK.

Nech obvod C a vstup x sú prípadom problému MCVP2. SkonŽtruujeme graf G = (V, H) taký, ›e maximálny tok v G je nepárny práve ak výstup obvodu je 1. Naviac, G sa bude dat’ skonŽtruovat’ NCŰalgoritmom. Aby bol popis grafu G jednoduchŽí, zavedieme nasledovnú notáciu: g_0, . . . , g_n sú vnútorné vrcholy obvodu C; g_0 je výstupný vrchol. Łtruktúra grafu G bude skoro toto›ná s obvodom Ů acyklickým grafom G; G má naviac dva vrcholy s a t a hrany s nimi incidujúce.

PresnejŽie V = {0, 1, . . . , n}∪{s, t}. Vrchol i zodpovedá vrcholu g_i obvodu C. Mno›ina hrán H obsahuje (pozri obrázok 9.3):

2monotónny obvod je booleovský obvod, v ktorom vstupným vrcholom prirad’ujeme len booleovské premenné (a nie ich negácie).

3po“cet hrán vychádzajúcich z vrchola 4Presná formulácia problému je uvedená v kapitole 2.

KAPITOLA 9. PARALELNÉ VÝPO “CTY 112

1. Pre ka›dý vstupný vrchol g_i obvodu C máme dve hrany (s, i) a (i, s) s kapacitami c(i, s) = 2^i

c(s, i) = { 2^i ak g_i = 1;

0 inak.

2. Pre ka›dý AND vrchol obvodu, povedzme g_i = g_j ∧ g_k, máme tri hrany (j, i), (k, i) a (i, t).

Ich kapacity sú c(j, i) = 2^j, c(k, i) = 2^k a c(i, t) = 2^j + 2^k − d2^i, kde d je odchádzajúci stupe“n (≤ 2) vrcholu g_i.

3. Pre ka›dý OR vrchol obvodu, povedzme g_i = g_j ∨ g_k, máme tri hrany (j, i), (k, i) a (i, s).

Ich kapacity sú c(j, i) = 2^j, c(k, i) = 2^k a c(i, s) = 2^j + 2^k − d2^i, kde d je odchádzajúci stupe“n (≤ 2) vrcholu g_i.

4. Nakoniec máme hranu (0, t) ∈ H s kapacitou c(0, t) = 1

/.-,()*+ ?¿=¡

89:;i

2^i ,,

?¿=¡

89:;j 0 rr g_j = 1 ¿¿˝ ˝˝ ˝˝ ˝ g_j = 0

‘‘AA AA AA ?¿=¡

89:;s

2^j mm 2^j 11

(a) ?¿=¡

89:;t

?¿=¡

89:;∧ ?¿=¡

89:;i

2^j+2^k−d2^i OO

/.-,()*+ g_i

g_j BB� � � � /.-,()*+ g_k

““:: :: :: ?¿=¡

89:;j

2^j BB� � � ?¿=¡

89:;k

2^k

]]:: :: ::

(b) ?¿=¡

89:;i

2^j+2^k−d2^i fflffl ?¿=¡

89:;∨ ?¿=¡

89:;j

2^j BB� � � ?¿=¡

89:;k

2^k

]]:: :: ::

/.-,()*+ g_i

g_j AA� � � � /.-,()*+ g_k

]]:: :: :: ?¿=¡

89:;t (c) Obrázek 9.3: Hrany zodpovedajúce (a) vstupným vrcholom g_i a g_j, (b) AND vrcholu, (c) OR vrcholu

KonŽtrukcia grafu G pozostáva vlastne z nahradenia ka›dého vrcholu obvodu nanajvýŽ tromi hranami. Zrejme takáto konŽtrukcia sa dá realizovat’ NCŰalgoritmom. Zostáva ukázat’, ›e sa skuto“cne jedná o redukciu problému MCVP2 na problém MAXIMÁLNY TOK.

Lema 9.30 Maximálny tok v grafe G = (V, H) je nepárny práve ak výstup obvodu C je 1.

Dôkaz Lemy. De^nujeme funkciu f : H → N. Neskôr o nej uká›eme, ›e je maximálnym tokom v G. Funkcia f je de^novaná takto:

1. Pre ka›dý vstupný vrchol g_i, polo›íme f (s, i) = c(s, i). Pripomíname, ›e c(s, i) = 2^i alebo 0, v závislosti od toho, “ci g_i je 1 alebo 0. Pre hranu (i, s) kladieme f (i, s) = f (s, i) ak g_i nie je vstupom ›iadneho vrcholu; inak f (i, s) = 0.

2. Pre ka›dú hranu (i, j) ∈ H takú, ›e i, j ∉ {s, t}, polo›íme f (i, j) = 2^i ak hodnota g_i je 1;

inak f (i, j) = 0.

3. Pre ka›dý AND vrchol g_i = g_j ∧ g_k, polo›íme f (i, t) = c(i, t) ak g_i je rovné 1; inak f (i, t) = f (j, i) + f (k, i).

4. Pre ka›dý OR vrchol g_i = g_j ∨ g_k, polo›íme f (i, s) = f (j, i) + f (k, i) − d2^i ak hodnota g_i je 1;

inak f (i, s) = 0. V obidvoch prípadoch ozna“cuje d odchádzajúci stupe“n vrchola g_i.

5. Nakoniec polo›íme f (0, t) = 1 ak g_0 je rovné 1; inak f (0, t) = 0.

Funkcia f je tokom v grafe G. L’ahko sa overí, ›e spťl“na kapacitné ohrani“cenia ako aj podmienky kontinuity.

Funkcia f je v›dy maximálnym tokom v G. Predpokladajme opak. Potom musí existovat’ rezervná cesta Q pre f v G. Cesta Q musí za“cínat’ spätnou hranou, lebo kapacita vŽetkých hrán (s, i) je naplnená. Cesta musí kon“cit’ súhlasnou hranou, lebo z vrcholu t nevychádza ›iadna hrana. Preto na ceste Q musia existovat’ tri za sebou nasledujúce vrcholy j, i, k také, ›e (j, i) je spätná hrana a (j, i) je súhlasná hrana.

Uká›eme, ›e takáto situácia nemô›e nastat’. Existujú tri mo›nosti:

1. g_i je výstupný vrchol. Potom j = s, “co implikuje f (i, s) = 0; spor.

2. g_i je AND vrchol. Poznamenávame, ›e (i, j) a (i, k) sú dve hrany, vychádzajúce v vrcholu i a j ≠ t. Preto g_i je vstupom pre g_j. Potom fakt f (i, j) > 0 implikuje f (i, k) = c(i, k); spor.

3. g_i je OR vrchol. Tok f je bud’ nulový na vŽetkých hranách vychádzajúcich z OR vrcholu g_i, alebo kapacita vŽetkých hrán vychádzajúcich z g_i, s mo›nou výnimkou hrany (i, s), je naplnená. Preto›e k ≠ s a f (i, k) < c(i, k), tak potom f (i, j) = 0, “co je v spore s faktom, ›e (i, j) je spätná hrana.

To vylu“cuje existenciu rezervnej cesty pre f , teda f je maximálny tok v G. Pritom parita vel’- kosti toku závisí len od hodnoty f (0, t), preto›e vŽetky ostatné hrany majú priradené párne hodnoty. Preto výstup obvodu C je 1 práve ak vel’kost’ toku je nepárna. To dokazuje PŰúplnost’ problému MAXIMÁLNY TOK. 2 2

“Dal’Žími príkladmi PŰúplných problémov sú

⋄ Problém prísluŽnosti pre bezkontextové gramatiky

(pre danú bezkontextovú gramatiku G a slovo w rozhodnút’, “ci w ∈ L(G)).

⋄ Problém prázdnosti pre bezkontextové gramatiky

(pre danú bezkontextovú gramatiku G rozhodnút’, “ci L(G) = ∅).

⋄ Problém kone“cnosti pre bezkontextové gramatiky

(pre danú bezkontextovú gramatiku G rozhodnút’, “ci jazyk L(G) je kone“cný).