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Abstrakt

Text je ivodem do vybranych partii diskrétni matematiky a souvisejicich oblasti. Postupné seznamuje ¢tenéie s ivodem
do logiky, mnoZin, relaci a funkci, kombinatorikou, teorii grafti a vybranymi pokrocilej§imi partiemi z teorie relaci a
logiky. Text je psdn matematickym stylem, tj. nové pojmy jsou definovény, o definovanych pojmech jsou vyslovovina
tvrzeni a ta jsou pak dokazovana. Diraz je kladen na motivaci pro zavedeni novych pojmi a jejich vysvétleni. Text
predpokladd jen zdkladni sttedoskolské znalosti matematiky.

Cilova skupina

Text je urcen pro studenty oboru Aplikovand informatika uskutectiovaného v kombinované formé na Ptirodovédecké
fakulté¢ Univerzity Palackého v Olomouci. MiZe byt uzite¢ny i studentdm jinych informatickych a matematickych
obord a t€m, ktefi se cht&ji seznamit se se zdklady diskrétni matematiky.
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1 Logika

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly by student mél aktivné znat zaklady syntaxe a sémantiky
vyrokové logiky. Student by mél umét zapisovat vyroky pomoci formuli a vySetfovat pravdivost
pomoci tabulkové metody.

Klicova slova: disjunkce, ekvivalence, formule, implikace, jazyk vyrokové logiky, konjunkce,
kontradikce, logickd operace, logicka spojka, logika, negace, podformule, pravdivostni ohodno-
ceni, sémantickd ekvivalence, sémantika, syntaxe, tabelace, tautologie, vyrok, vyrokova logika,
vyrokovy symbol

Poti‘ebny ¢as: 120 minut.

1.1 Co ak ¢emu je logika

Logika je véda zabyvajici se usuzovdnim. Zkouma pojmy jako jsou pravdivost, dokazatelnost,
vyvratitelnost a zabyva se jejich vzdjemnymi vztahy. Logika si klade otdzky typu: ,,Je kazdé
dokazatelné tvrzeni pravdivé?, ,,Co plyne z toho Ze jsme dosli néjakou dvahou ke sporu?*.
Hlavnimi rysy soudobé logiky jsou idealizace a formalizace — logika zkoumd pouze formu
usuzovani, nezabyva se obsahem tvrzeni, psychologickymi interpretacemi a podobné. Co se
tim m4 na mysli? Vezmeme-li naptiklad dvojici tvrzeni

,Jestlize prsi, pak jsou silnice mokré*“ a ,Prsi*,

pak z nich pfirozenou tvahou odvozujeme ,,Silnice jsou mokré*“. Vezmeme-li dvojici
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,Pokud je Petr unaveny, pak (Petr) spi“ a ,Petrje unaveny*,
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pak odvodime ,,Petr spi*. V téchto dvou pfikladech vyplyvalo z dvojice tvrzeni dalsi tvrzeni.

Ackoliv mély ob¢ dvojice tvrzeni zcela jiny obsah (mokré silnice versus spanek), mély stejnou

formu a z obou jsme vyvodili novy zavér stejnym zplisobem (dsudkem). Formu pfedchozich  Logika zkoumd
tvrzeni lze symbolicky zndzornit takto: A = B (,kdyZ A, pak B*) a A. Usudek, ktery jsme formdlni aspekty
pouzili k odvozeni zavéri byl: z A = B a A odvodime B. Pro uvedené rysy byvd moderni  usuzovdni.
logika oznacCovana jako formdlni logika (symbolickd logika).

Pruvodce studiem

Duivod pro formalizaci tvrzeni a dsudki plyne piimo povahy problémt, kterym se logika
vénuje. JelikoZ se logika zabyva aspekty usuzovani, je zejména potfebné, aby byly pojmy
jako je tvrzeni €i uisudek presné a dostate¢né jednoduSe zavedené. Jediné tak budeme s to
zkoumat jejich vlastnosti — napiiklad rozhodovat, zda-li je konkrétni usudek spravny ¢i
nikoliv, zda-1i dané tvrzeni vyplyva z jinych a podobné.

Logika, jako védni disciplina, se vyvijela béhem staleti a vyvijely se i jeji cile. Za zakladatele
logiky je povazovan fecky filosof Aristotelés. Od svych pocétkid byly otazky logiky smérovany
na podstatu lidského usuzovani a byly tedy svou povahou hlavné filozofické — odtud pochézi
oznaceni filosofickd logika. Na prelomu 19. a 20. stoleti doSlo k vyrazné formalizaci logiky — §lo
predevsim o formalizaci usuzovani v matematice a v jinych védach, filosofické aspekty byly
uplné€ pominuty. V soucasnosti neexistuje Zadna zietelnd hranice mezi formalni a filosofickou
logikou. Mnohé aspekty usuzovédni zkoumané filosofickou logikou se podaftilo formalizovat
a zkoumat je Cist€¢ matematickymi metodami. Na druhou stranu, formdlni logika dokazala
odpovédét na nékteré zdsadni otdzky, kterymi se zabyvali filosofové jiZ od starovéku.

Vztah logiky a informatiky je velmi tésny. Logika je dileZitd v informatice (formdlni metody

specifikace, verifikace, analyzy dat) a elektrotechnice (logika el. obvodi). Naopak, vysledky in-  Logika je zdkladem

formatickych disciplin (teorie informace, teorie jazyki) jsou nepostradatelné v logice. Logikase  formdlnich metod
v informatice.



zabyva napiiklad algoritmickymi aspekty usuzovani a konstrukci automatickych dokazovacich
systému (jde o specidlni algoritmy), které jsou schopny, byt omezené, mechanicky odvozovat
tvrzeni z jinych.

Doposud jsme fekli, Ze logika formalizuje pojmy jako je tvrzeni a usudek, ale nespecifikovali
jsme jak. Formalizace pojmi a prace s nimi je ve skute¢nosti zdvisla na konkrétnim logickém
kalkulu, se kterym pracujeme. Logicky kalkul lze zjednodusené chapat jako soubor pravidel,
kterd mimo jiné specifikuji, jak ,,jemna‘* formalizace se pouZziva. VSe si ukazme na piikladu.
Uvazujme tvrzen{

,,Pokud ma Petr deset korun, pak si mize koupit ¢okoladu.*

V pfipadé, Ze si nebudeme v§imat struktury sdéleni v jednotlivych vétach tohoto souvéti, se jedna
o tvrzeni ve tvaru ,.kdyz A, pak B“. V druhé vété se vsak vyskytuje vazba ,,moci*, z tohoto dhlu
pohledu se jednd o tvrzeni tvaru ,.kdyz A, pak mize B*. Pfi jesté jemnéjsi formalizaci bychom
mohli zachytit i jednotlivé objekty (,,deset korun®, ,,Cokoldda®, ,Petr*) a vztahy mezi nimi
(,,mit“, ,koupit*). Zbytek uvodni kapitoly se vénuje vyrokové logice (vyrokovému kalkulu),
kterd z pohledu formalizace zkoumd usuzovani na trovni vét v souvétich. V kapitole 6.3
predstavime predikdtovou logiku, ktera z pohledu formalizace zkouma usuzovani az na drovni

jednotlivych vétnych ¢lenti.

1.2 Vyrokova logika (ivod)

Vyrokem intuitivné chapeme tvrzeni, pro které ma smysl ptat se, zda-li je pravdivé. Napiiklad
,,Pr8i.* je vyrok, ,,.Byl jsem v obchodé a koupil jsem si knihu.* je vyrok, ,,2 + 2 = 6 je vyrok,
ale ,.kniha v obchodé* nenf vyrok, ,,2 4+ 2* nen{ vyrok. Je zcela v souladu s intuici, Ze z vyroki

N P2

Ize vytvéret vyroky sloZit€jsi tim, Ze je mezi sebou kombinujeme pomoci dodatec¢nych slovnich

konstrukei jako jsou ,,a“, ,,nebo*, ,,pokud, . .. pak.. ., ,ne*“ (tojest,neplati, Ze . . . ). Naptiklad
vyrok ,,Pokud prsi a sviti slunce, pak je na obloze duha“ lze chédpat jako vyrok slozeny z vyroku
,Pr8i*, ,Sviti slunce®, ,,Na obloze je duha* pomoci vazeb ,,a%, ,,pokud. .., pak...*“. Vyrokovd

logika formalizuje tyto slovni vazby pomoci logickych spojek, proto se nékdy nazyva logika
vyrokovych spojek. Formalizace ve vyrokové logice nejde za hranici vyrokd, to jest vyrokova
logika neformalizuje jednotlivé objekty a vztahy mezi nimi, nepracuje s ¢asem, ani s vazbami
typu ,,smét“, ,,moci®, ,,védét* a podobné.

Pruvodce studiem

Vyrokova logika se soustfedi na formu usuzovani o vyrocich — to jest nezajima nis obsah
vyrokd, ale pouze forma usuzovaného. Na jednu stranu tim v jistém smyslu ztratime, nebot’
nase rozliSovaci schopnost odhlédnutim od obsahu vyrokl klesne — vyroky se stejnou
formou, ale riznym obsahem, pro nds budou nerozliSitelné. Na druhou stranu, soustfedénim
se pouze na formu ndm umoZni objevit zdkonitosti, kterymi se fidi usuzovani nad jakymikoli
vyroky, tedy vyroky s libovolnym obsahem. Vysledky, které ziskdme, budeme tedy moci
pouZit na libovolné vyroky.

1.2.1 Jazyk vyrokové logiky, formule vyrokové logiky

Nyni ptikro¢ime k pfesnému zavedeni zdkladnich pojmi a vybudovani formalniho systému vy-
rokové logiky (dale VL). Doposud jsme se o pojmech jako je ,,vyrok* bavili pouze na intuitivni
drovni, kterd byla nepfesnd a neuchopitelnd matematickymi metodami. Intuitivni predstavu vy-
roku je dobré mit neustale na paméti — je dileZitd z hlediska vazby (formaln{) vyrokové logiky
na pfirozené usuzovani, pro nase dalsi Gcely je vSak pouze intuitivni zavedeni pojml nedosta-
¢ujici kvili vagnosti slovniho popisu a ptirozeného jazyka — v nasem piipad€ CeStiny. Misto

Vyrokovd logika
zkoumd usuzovdni
o vyrocich.

Prirozeny jazyk se
pro formalizaci
nehodi — je
komplikovany

a nejednoznacny.



komplikovaného a nejednoznacného prirozeného jazyka nejprve zavedeme vhodny jednoduchy
a presny (formdlni) jazyk vyrokové logiky, ve kterém budeme vyroky popisovat.

Neékteré vyroky jsou sloZeny z jinych uZitim pomocnych slovnich konstrukei (,,Pr8i a sviti
slunce.*), jiné nikoliv (,,Prsi.*) a jsou v tomto smyslu nedélitelné — atomické. Atomické vyroky
budeme v jazyku VL oznacovat specidlnimi symboly, kterym budeme fikat vyrokové symboly.
Slovni konstrukce, kterymi se vyroky spojuji ve sloZené vyroky, budeme v jazyku VL oznacovat
symboly vyrokovych spojek. Vyroky sloZené z jinych budeme v jazyku VL zapisovat pomoci
vyrokovych symbolil a symbold vyrokovych spojek, pro pfehlednost a jednoznac¢nost je budeme
vhodné oddélovat zdvorkami. Nyni mizeme pojem jazyk VL presné zavést.

Jazyk vyrokové logiky se sklada z
e vyrokovych symbolii: p, q, 1, . . .,

o symbolii vyrokovych spojek:
- (negace), = (implikace), A (konjunkce), V (disjunkce), < (ekvivalence),

e pomocnych symbolii: zdvorek (, ).

Poznamka 1.1. (1) Vyrokové symboly oznacujeme podle potieby s indexy, to jest
P1, P2, . . . Ddle budeme predpokladat, ze vyrokovych symbolti mame k dispozici nekone¢né
mnoho — vezmeme-li koneéné mnoho vyrokovych symboli p1, p2, ..., pn, pak mame vzdy
k dispozici dalsi vyrokové symboly, které se mezi py, pa, . . . , pn, nenachézeji.

(2) Symboly vyrokovych spojek — (,,neplati, Ze . .. ), = (,,kdyZ...,pak...“), A(,..a...%),
V (5. ..nebo...%), < (..., pravé kdyzZ...*), zastupuji pouze zlomek vazeb, které lze vy-
jadfit pfirozenym jazykem — v tomto misté jsme oproti pfirozenému jazyku provedli vyrazné
zjednoduseni.

(3) V dalsich kapitoldch budeme nékdy pouzivat rizné typy zdvorek (, ), [, ], .. . kvtli zvySeni
prehlednosti. Pfisné vzato bychom si ale vystacili pouze s jednim typem zdvorek.

Nyni jiz mdme zaveden jazyk, ve kterém budeme vyroky popisovat. Potfebujeme jesté jedno-
znacna pravidla zapisovani vyrokil v tomto jazyku. Vyroky budeme zapisovat jako konecné
posloupnosti symboli jazyka VL spliiujici dalsi pozadavky. Dostdvame se tak k nasledujicimu
pojmu.

Formule (daného jazyka) vyrokové logiky jsou definovany ndsledovné:
e kazdy vyrokovy symbol je formule (atomickd formule),
e jsou-li p a ) formule, pak jsou i mp, (¢ = ), (¢ A Y), (¢ V ), (¢ < 1) formule.

Nejprve nahlédnéme, Ze definice formule je skutecné sprdvnd, nejednd se o definici kruhem,
formule vznikaji aplikaci pfedchozich dvou bodi. Dale si v§imnéme, Ze pojem formule se
vztahuje k jazyku VL, méli bychom tedy spravné hovofit o ,,formulich daného jazyka VL*. Ve
vétsiné piipadl vSak bude jazyk zfejmy z kontextu proto budeme hovofit pouze o ,,formulich
VL* nebo jen o ,,formulich®.

Priklad 1.2. Pokud chceme rozhodnout, zda-li je dand posloupnost symboli jazyka VL
formule, sta¢i pouze mechanicky postupovat podle predchozi definice. Napiiklad p, q1,
-p, (p=4¢q), =(=p<p), (-pA(¢g= —r)) jsou formule. Zdivodnime podrobné pro
(=p A (¢ = —r)): kazdy z vyrokovych symboli p, ¢, r je formule dle prvniho bodu definice.
Potom dle druhého bodu postupné dostavame, ze —p, —=r jsou také formule, ddle (¢ = —r) je
formule, proto i (mp A (¢ = —r)) je formule. Na druhou stranu —(p), (p=q), (p = (¢ A 1),
p=1,(pVqVr),= pnejsou formule.

Abychom zpiehlednili zapis formuli, pfijmeme nyni konvenci o vynechdvdni vnéjsich zdvorek.

Formdlni jazyk
odstrariuje
nevyhody
prirozeného
Jjazyka.

Formule jsou
presnym
zavedenim
intuitivniho pojmu
vyrok.

Wnechdnim
vnéjsich zdvorek
zprehledriujeme
zdpis formull.
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Formule tvaru (¢ = ), (¢ A ), (¢ V ), (¢ < 1) budeme psit bez vnéjsich zavorek, to jest
=Y, 0 AV, oV, o) Zavorky, které mohou byt ve formulich ¢ a ¢, ale nevypoustime.

Prepis tvrzeni z pfirozeného jazyka do jazyka VL a zpét neni pfedmétem zkoumani formaln{
logiky, protoZe je v mnoha ohledech zatiZzen psychologickymi aspekty, vyZaduje znalost pro-
blémové domény, coZ je pravé to, od ceho formalni logika odhliZi. Pfesto je potfebné mit
v prepisu jisty cvik. Pokud na urovni formalizovaného mySleni objevime zakonitost, mizeme
ji pak snadno porovnat s jejim protéjSkem pfirozeného (intuitivniho) usuzovani — nékdy tak
miZeme objevit netuSené zdkonitosti v intuitivnim usuzovani, nebo mtizeme naopak zjistit, Ze
formalizace, kterou jsme zvolili, neni vhodnd — tfeba se nechové dost pfirozené. Potfeba ,,umét
¢ist formule™ je nezbytnad ve vétSin€é informatickych a matematickych disciplin, ve kterych
se formalizované vyroky pouZivaji k pfesnému vyjadfovan{ vztaht v definicich, algoritmech,
vétach a podobné. Nyni si uvedeme stru¢ny navod, jak bychom pfi formalizaci vyroku a ¢teni
formuli méli postupovat, diraz je kladen na vhodné pouZiti spojek.

e negace — se na rozdil od ostatnich spojek vdze pouze s jednim vyrokem — o spojce
fikdme, Ze je undrni. Formuli m¢ ¢teme ,,neplati, Ze ¢*“. Pokud napftiklad vyrokovy
symbol p formalizuje vyrok ,,Venku prsi“, pak —p formalizuje vyrok ,,Venku neprsi“,
nebo kostrbatéji: ,,Neplati, Ze venku prsi“. Je-li ¢ formalizace vyroku ,,5 je liché ¢islo®,

z N7

pak —q je formalizaci vyroku ,,5 nenf liché &islo®.

Zde se prosim vyvarujme jakychkoliv ivah o pravdivosti ¢i nepravdivosti téchto vyrokl —
—potad zkoumdme vyroky pouze z hlediska jejich formy, nikoliv obsahu nebo né€jaké jejich

intuitivni ¢i ,,pFirozené* interpretace. Kdybychom za negaci vyroku ,,5 je liché ¢islo*
povazovali vyrok ,,5 je sudé ¢islo*, uZ bychom tim neptipustné piihlédli k jeho obsahu!

Vsechny ddle uvedené spojky se vztahuji vZdy ke dvéma vyrokiim — fikdme jim bindrni spojky.

e konjunkce A vyjadfuje vazbu ,,a“. Formuli ¢ A 1 ¢teme ,,0 a ¢*“. Podotknéme, Ze kon-
junkce se vztahuje k platnosti vyroku, nikoliv k jejich obsahu ani k jejich ¢asové na-
vaznosti. Budou-li napiiklad vyrokové symboly p,q formalizovat vyroky ,,Egyptané
postavili pyramidy* a ,,Clovék pfistdl na mésici®, pak p A g formalizuje vyrok ,,Plati, Ze
egyptané postavili pyramidy a plati, Ze ¢lovék pfistdl na mésici“, nikoliv vyrok ,,Plati, Ze
egyptané postavili pyramidy a (soucasné€) ¢lovék pfistdl na mésici.

e disjunkce V vyjadfuje vazbu ,,nebo“, nikoliv v§ak ve smyslu ,bud’...a nebo...*, coz
je tak zvand vylucovaci disjunkce, ale ve smyslu platnosti alesponl jednoho z vyroku.
Formuli ¢ V ¥ ¢teme ,, nebo *“. Pokud napriklad vyrokové symboly p a ¢ vyjadiuji
vyroky ,,Pr§i“ a ,,Sviti slunce®, pak p V ¢ vyjadiuje vyrok ,,Pr$i nebo sviti slunce®, ale
zaroveinl nevylucuje platnost vyroku ,,Prsi a svit{ slunce®.

I kdyZ jsme pro vylucovaci disjunkci nezavedli samostatnou spojku, miiZzeme ji snadno
vyjadfit tfeba pomoci =, A a V. Jsou-li ¢, ¥ formule, pak (¢ V ¥) A =(¢ A 1) vyjadiuje,
Ze plati ¢ nebo 1), ale ne obég.

e implikace = vyjadiuje vyrokovou vazbu ,kdyZ..., pak...‘ opét vSak ne ve smyslu
casu, ale ve smyslu ,,pokud plati..., pak plati...“. Formuli ¢ = v lze ¢ist mnoha
zpusoby, napfiklad ,,pokud ¢, pak ¥, ,1) za pfedpokladu, Ze ¢*, ,,p dostauje pro ¢,
» je nutné pro ¢, ,,p, jen kdyZz ¢

Implikace obecné nelze obracet bez ztraty jejich vyznamu, volné feceno, nelze obracet
pii¢inu a disledek. Pokud naptiklad vyrokové symboly p a g vyjadfuji vyroky ,.x je
délitelné Sesti“ a ,,x je d€litelné dvéma“, pak p = ¢ vyjadiuje vyrok ,,pokud je x délitelné
Sesti, pak je x délitelné dvéma“, kdeZto ¢ = p vyjadiuje vyrok ,,pokud je x délitelné
dvéma, pak je x délitelné Sesti®.

Implikace ¢ = 9 nic nefika o platnosti ¢ za predpokladu, Ze ¢ neni platnd. Uvazujme

z X7

napiiklad vyrok ,,pokud je x pfirozené &islo, pak je x celé &islo. Pokud vyrok .,z je

pfirozené ¢islo* nenf platny, pak o platnosti ,,z je celé ¢islo* nelze nic fict, coZ je zcela
v souladu s intuitivni interpretaci.
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e ckvivalence < vyjadfuje vyrokovou vazbu ,,pravé kdyz“, to jest ¢ < 1) ¢teme ,,p, pravé
kdyz . Ekvivalence ¢ < v vyjadiuje, Ze ¢ je platna tehdy a jen tehdy, je-li platnd <.
Jinymi slovy, bud jsou ¢, 1) obé platné, nebo ani jedna z nich neni platnd. Vyjadieno jesté
jinak, pokud je platnd ¢, pak je platnd i ¢ a obracené, pokud je platnd 1, pak je platna
i . Pokud naptiklad vyrokové symboly p a g vyjadiuji vyroky ,,x = 2“ a ,,z je sudé
prvocislo®, pak p < q vyjadiuje vyrok ,,x = 2, prave kdyz je x sudé prvocislo®.

V prirozeném jazyku je nékdy obtiZné rozlisit implikaci a ekvivalenci. Nékdy je typické
sdélovat vyroky ve tvaru ekvivalence pouze s dirazem na jednu jeji stranu, protoZe druha
strana je (v daném kontextu) platna trividlné. Naptiklad vyrokem ,,Jestli budes hodny, do-
stane$ ¢okolddu® (zde je potieba odhlédnout od ¢asové souslednosti) maji rodie obvykle
na mysli ,,Cokoladu dostanes, pravé kdyz budes hodny“. To jest i presto, Ze implikace
,.Cokoladu dostanes, jen kdyZ bude§ hodny* je pro rodie de facto hlavnim pfedmétem
sdéleni, ve vychozim vyroku neni explicitn€ zahrnuta, protoZe plyne z kontextu.

Pruvodce studiem

Rozdil mezi vyroky ve tvaru implikace a ekvivalence je nezbytné nutné pochopit, protoze
témé&f veskera tvrzeni v informatice a matematice jsou bud’ ve tvaru implikace nebo ve tvaru
ekvivalence. Zaména implikace za ekvivalenci je jednou z nejéastéjSich zacate¢nickych
chyb. Kdybychom ze stfedoskolské matematiky zndmé tvrzeni: ,,Pokud mé kvadratickd
rovnice dv€ rizna redlnd feseni, pak nemd komplexné sdruzeny koren®, reformulovali ve
tvaru ekvivalence, dostali bychom tvrzeni: ,, Kvadraticka rovnice ma dvé riznd redlnd feSent,
pravé kdyZ nema komplexné sdruZeny kofen®, coz neplati naptiklad pro 22 = 0.

Priklad 1.3. Nasledujici vyroky
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,Petr nosi destnik, kdyZ je rdno mlha nebo prsi*,
,.KdyZ jsou na obloze vecer Cervanky, pak rdno neni mlha*,
,Petr jezdi autem, jen kdyZ prsi*.

,»Réano je mlha.*

formalizujeme formulemi VL. V pfedchozich vyrocich se vyskytuji tyto atomické vyroky:
,Petr nosi destnik* (oznacime d), ,,Rdno je mlha* (oznacime m), ,,Rano prs$i* (oznacime p),
,INa obloze jsou veCer Cervdnky* (oznalime c), ,,Petr jezdi autem‘ (oznacime a). Vyroky
muzeme nyni formalizovat formulemi (m V p) = d, ¢ = —m, a = p, m. V prvnim ptipadé je
diskutabilni, zda-li bychom neméli uvazovat spiSe formuli (m V p) < d.

V nékterych piipadech se ndm bude hodit odkazovat se na ¢asti formuli, které jsou samy o sobé
formulemi. Mé&jme formuli ¢. Kazd4 formule, kterd se ve ¢ nachézi jako podretézec (véetné
celé @), se nazyva podformule . Vezmeme-li napiiklad formuli —(p A ¢) = p, pak vSechny
jeji podformule jsou p, ¢, p A g, ~(p A q) a =~(p A q) = p. ¥ je vlastni podformule o, pokud
je ¥ podformule ¢ a formule 1, ¢ jsou vzajemné rizné.

1.2.2 Pravdivost formuli

Zatim jsme se formulim vénovali pouze z pohledu jejich tvaru, pfipadné€ zédpisu a Cteni, ale
doposud se nebavili o jejich pravdivosti & nepravdivosti. Cast vyrokové logiky, ktera se zabyva
formulemi pouze jako fetézci symboli jazyka, se nazyva syntaxe. Syntaxe VL nedefinuje
pravdivost formuli ani vyznam spojek, ten jsme si v pfedchozi kapitole neformdlné nastinili
z diivodu nahlédnuti do vztahu vyrok — formule. Formule samy o sob& nemaji Zidny vyznam.
Prifazeni vyznamu syntaktickym objektim je zaleZitosti dalsi ¢asti vyrokové logiky — sémantiky.
Pravé sémantikou vyrokové logiky se nyni budeme zabyvat.

Pri formalizaci
vyrokii je nejprve
vhodné najit
atomické vyroky.

KaZdd formule je
podformule sebe
sama.

Vyrokovd logika
md svou syntaxi
a sémantiku.
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Tabulka 1: Logické operace

Dfiive nez zaéneme, si jesté na jednom piikladu ukaZzeme, proc je nezbytné formalizovat vyroky
ijejich vyznam. V prirozeném jazyku je mozZné snadno vytvaret ,,vazby na sebe sama‘, tak zvané
autoreference. Pfikladem vyroku, ktery v sob€ obsahuje autoreferenci je vyrok: ,,Tento vyrok
neni pravdivy* — jednd se tedy o vyrok, ktery vypovida o své vlastni pravdivosti. Kdybychom
se zamysleli nad pravdivosti tohoto vyroku, pak bychom se dostali do paradoxni situace:
Pokud bychom ptedpoklddali pravdivost vyroku, pak by byla pravda, Ze on sdm je nepravdivy.
Kdybychom naopak vysli z toho, Ze je nepravdivy, pak by nebyla pravda, Ze je nepravdivy,
tudiZ by mél byt pravdivy. V pfirozeném jazyku lze touto cestou snadno dospét k paradoxu,
v jazyku VL nikoliv, protoZe tvrzeni obsahujici autoreferenci v ném nejsou formulovatelna.

Pfi zavedeni pravdivosti formuli se budeme opét snazit odhlédnout od jejich obsahu. Vyro-
kovym symbolim (atomickym formulim), budeme pfidélovat pravdivostni hodnoty 0 nebo 1,
pritom 0 bude mit vyznam ,,nepravda“ a 1 bude mit vyznam ,,pravda“. Tim se opét dopus-
time vyznamného zjednoduseni, protoZe v mnoha situacich se Ize setkat napiiklad s ¢astecné
pravdivymi vyroky. Samotné pfifazeni pravdivostnich hodnot vyrokovym symbolim budeme
nazyvat pravdivostni ohodnoceni. Dostdvdme se tak k nasledujicimu pojmu.

Pravdivostni ohodnocent (zkracené ohodnocent) je predpis e, ktery kazdému vyrokovému sym-
bolu p jazyka VL pfitazuje pravdivostni hodnotu 0 (oznaCujeme e(p) = 0), nebo 1 (oznacujeme
e(p) = 1). Pokud e(p) = 0, pak fikdme, Ze p je nepravdivy v ohodnoceni e, pokud e(p) = 1,
pak fikame, Ze p je pravdivy v ohodnoceni e.

Pruvodce studiem

Vyznam ohodnoceni e miZeme chidpat nasledovné. Vyrokové symboly oznacuji vyroky.
Zadame-li ohodnoceni e, pak vyrokovy symbol p oznacuje vyrok, ktery ma pravdivostni
hodnotu e(p). Na to Ize nahliZzet dvéma zptisoby. V prvnim piipadé ,,zndme* vyrok oznaceny
symbolem p a povaZujeme jej za pravdivy nebo nepravdivy. V tom piipadé poloZime
e(p) = 1 nebo e(p) = 0. V druhém piipadé pravdivostni hodnotu vyroku oznaceného p
nezndme. PoloZime-li pak e(p) = 1 nebo e(p) = 0, omezujeme se na situace, kdy je vyrok
oznaceny p pravdivy nebo nepravdivy — pak se miZeme zabyvat tim, co plyne z pravdivosti
¢i nepravdivosti vyroku p.

Zavedenim pravdivostniho ohodnoceni definujeme pouze pravdivost vyrokovych symbold, to
jest atomickych formuli. Pro stanoveni pravdivosti formuli, které jsou sloZeny z jinych pomoci
symboli logickych spojek je nutné nejprve piesné zavést vyznam logickych spojek. Uvedme
si nejprve neformalni priklad. Pokud zname pravdivost vyroka ,,Pr$i* a ,,Sviti slunce®, pak
prirozenou uvahou rozhodujeme, je-li vyrok ,,Prsi a sviti slunce* pravdivy a to tak, Ze ,,Prsi
a sviti slunce* je pravdivy (pouze) v pripadé, Ze ,,Pr§i* a ,,Sviti slunce* jsou oba pravdivé.
Uplné stejnou dvahu provedeme, pokud budeme mit vyroky ,.z je liché“ a ,z je délitelné
tremi®. Pfi stanoveni pravdivosti vyroku ,,Prsi a sviti slunce” a ,,x je liché a délitelné tremi*
vychazime pouze z pravdivosti dil¢ich vyroka (nikoliv jejich obsahu) a z toho, Ze pfirozené
vime, jak interpretujeme spojku ,,a“. Stejnou tivahu lze udélat i pro ostatni spojky. Pfirozené
interpretace spojek budeme formalizovat logickymi operacemi — ke kazdému symbolu logické
spojky budeme uvazovat logickou operaci.

Logickou operaci negace oznaéime —, logickou operaci konjunkce ozna¢ime A, logickou ope-
raci disjunkce ozna¢ime V a tak dale. Fakt, Ze ,,negaci pravdy je nepravda“ vyjadiime —1 = 0,
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0 znaci nepravdu,
1 znact pravdu.

Logické operace
Jormalizuji vyznam
logickych spojek.



naopak —0 = 1 vyjadfuje, Ze ,,negace nepravdy je pravda®. JelikoZ je negace undrni spojka,
prislusna logicka operace pracuje pouze s jednou pravdivostni hodnotou. U ostatnich (binar-
nich) spojek budou logické operace pracovat se dvéma pravdivostnimi hodnotami, u implikace
bude navic zdleZet na jejich poradi. Naptiklad pro konjunkci polozime 0 A0 =0,0A 1 =0,
1N0=0alA1=1,coZ vyjadiuje nasi intuitivni interpretaci konjunkce uvedenou v pred-
chozim odstavci. Pro prehlednost si logické operace zaddme tabulkami, viz tabulku 1. Tabulku
pro — je tieba Cist nejprve po fadku, pak po sloupci, tedy 0 = 0=1,0—1=1,1—-0=0
al—-1=1.

Nyni nic nebrani tomu, abychom definovali pravdivost formuli VP pfi daném ohodnoceni.
Definice 1.4. Pro kazdé pravdivostni ohodnoceni e definujeme:
Iplo=e@,  leavll=leleAll, Nl =l = el = I8,
[~elle == llelle, MoVl =llelle Vildle, — llee bl =llelle = ¥l

kde p je vyrokovy symbol a ¢, ¢ jsou formule jazyka VL. ||¢||, se nazyva pravdivostni hodnota
formule ¢ pri ohodnocent e. Je-li |||, = 0, pak fikame, Ze o neni pravdivd pri ohodnoceni e.  Pravdivost formule

Pokud ||¢||, = 1, pak fikdme, Ze ¢ je pravdivd pFi ohodnoceni e. chdpeme vidy
hled

Poznamka 1.5. Vsimnéte si, Ze logické operace tak, jak jsme je definovali v tabulkéach 1 Zzn;alfg;m

odpovidaji zamyslenému vyznamu spojek, ktery jsme slovné popsali v kapitole 1.2.1. Logické 0 hoiinocem’

operace bychom také mohli zavést analogickym slovnim popisem. Napfiklad || = ¢||, = 1,
pravé kdyZ |||, = O nebo [|¢[|, = 1.

Pruvodce studiem

V tomto okamziku je potfebné, abyste se ujistili, Ze skute¢né rozumite rozdilu mezi sym-
bolem logické spojky a jemu pfislusnou logickou operaci. Znovu pfipomeiime, Ze symbol
spojky je zaveden v jazyku VL, jednd se tedy o syntakticky pojem. Naproti tomu logickd
operace je pojem sémanticky a slouzi k presnému zavedeni interpretace spojky — tedy jejtho
vyznamu, ktery je na symbolu spojky nezdvisly.

Vztahy z definice 1.4 ndm davaji navod, jak zjistit hodnotu ||¢||. Pokud je formule ¢ atomicka,
pak je ¢ néktery z vyrokovych symbold, feknéme p, a pak ||¢||, = e(p). Pokud ¢ neni atomickd,
pak je v nékterém ze tvari =, ¥ A x, ¥ V x, ¥ = x nebo 9 < x. Pokud je naptiklad ve
tvaru 9} = x, pak stanovime pravdivostni hodnoty ||?||., |/x||. @ pomoci logické operace —
snadno vypodéteme |||, = [|9||, — ||x||.. Pfi vySetfovéani pravdivosti navic miZeme vyuZit
vlastnosti jednotlivych logickych operaci. Pokud napiiklad zjistime, Ze |||, = 1, pak plati
|l V 1||, = 1 bez ohledu na hodnotu ||?/||,, pokud je ||¢||, = 0, pak ||¢ A 9|, = 0 opét bez
ohledu na |||,

Definice 1.6. Formule ¢ se nazyva tautologie, pokud |||, = 1 pfi kazdém ohodnoceni e.
Formule ¢ se nazyva kontradikce, pokud |||, = 0 pfi kazdém ohodnoceni e. Formule ¢ se
nazyva splnitelnd, pokud ||¢||, = 1 pfi n&jakém ohodnoceni e. Formule ¢, 1 jsou sémanticky
ekvivalentni, pokud ||¢||, = ||¢/||, pro kazdé ohodnocent e.

Poznamka 1.7. Pro tautologie, kontradikce a splnitelné formule plati nékolik vztahd, které

vesmés plynou piimo z definice a z vlastnosti logickych operaci. Uvedme si nékteré z nich.

Formule ¢ je tautologie (kontradikce), pravé kdyZ je - kontradikce (tautologie). Formule  Sémanticky

 je kontradikce, pravé kdyZ neni splnitelnd. Pokud méme stanovit, zda-li je néjakad formule ekvivalentni

splnitelnd, staci najit alesponi jedno ohodnoceni, pti kterém je pravdivd. KaZzd4 tautologie je  formule od sebe

splnitelnd formule. Formule ¢, 1) jsou sémanticky ekvivalentni, pravé kdyZ je o < 1) tautologie.  nelze rozlisit
pravdivosti.

Jak mizZeme zjistit, zda-li je dana formule tautologie? Pokud bychom chtéli mechanicky ovéfit

|l = 9|, = 1 pro kazdé ohodnoceni e, narazime na problém, Ze pravdivostnich ohodnoceni
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je nekonecné mnoho, protoze v jazyku VL predpokldddme (a potiebujeme) nekone¢né mnoho
vyrokovych symbold. Na druhou stranu, v kazdé formuli se vyskytuje pouze koneéné mnoho
vyrokovych symboli. Pro pfehlednost tedy zavedeme

Oznaceni 1.8. Vyraz ¢(p1,...,p,) oznatuje, Ze ¢ je formule jazyka VL a py,...,p, jsou
prave vSechny vyrokové symboly vyskytujici se v .

Je téméf evidentni, Ze pokud vezmeme dvé& obecné rtiznd ohodnocenti e a ¢’ takovd, Ze e(p1) =
e'(p1);- - e(pn) = €' (pn), pak pro ¢(p1, . .., pn) mdme [|p||, = [|[| . To jest, plati

Dusledek 1.9. Pravdivost formule ¢ pFi daném pravdivostnim ohodnoceni zdvisi pouze na
ohodnoceni vyrokovych symbolii vyskytujicich se ve formuli . O

Aplikaci pfedchozi Gvahy je jiz zfejmé, Ze k tomu, abychom vySetfili tautologi¢nost formule ¢,
se 1ze omezit pouze na ovéfent jeji pravdivosti v kone¢né mnoha ohodnocenich, ktera se od sebe
vzajemné 1isi v pravdivostnich hodnotach pfifazenych vyrokovym symboliim vyskytujicich se
ve . Pro ¢(p1,...,pn) je tfeba vzit v Gvahu pravé 2" ohodnoceni. Na tomto pozorovani je
zaloZena tabulkovd metoda neboli tabelace.

Tabelaci formule ¢(p1, ..., p,) rozumime vySetieni, ve kterych ohodnocenich je ¢ pravdiva,
pritom se omezime na ohodnocent, ktera vyrokovym symboltim py, . . ., p, pfifazuji vzajemné

rizné pravdivostni hodnoty. Pfi tabelaci vytvarime tabulku, jejiz #ddky reprezentuji pravdivostni
ohodnocent a sloupce reprezentuji podformule , které jsou psdny zleva doprava tak, aby vzdy
platilo, Ze pokud aktudlni sloupec odpovida formuli ¢, pak sloupce odpovidajici vSem vlastnim
podformulim ¢ jsou uvedeny pfed aktudlnim sloupcem. V tabulce tedy bude na poslednim misté
sloupec odpovidajici ¢. Rovnéz je praktické do prvnich n sloupcti zapsat vyrokové symboly
P1, ..., Pn. Napiiklad pro formuli p < ((p = —q) A ) bychom mohli sloupce zapsat v pofadi

plalr|=q|p=—~q| (p=-9Ar|[ps(p=-9Ar)

V tabulce je na daném poli 0 (pfipadné 1), pokud je v ohodnoceni reprezentovaném fadkem
formule pfislu$nd sloupci nepravdiva (pifipadné pravdivd). V tabulce nejprve vypliiujeme hod-
noty u sloupct reprezentujicich vyrokové symboly — s ohledem na to, aby byly kazdé dva fadky
rizné. Poté miZeme vypliiovat zbylé sloupce zleva doprava pomoci logickych operaci — po-
kud postupujeme zleva doprava, madme vzdy k dispozici hodnoty pravdivosti podformuli pri
ohodnoceni reprezentovaném fadkem. Pro formuli p < ((p = —q) A r) tedy budeme mit
tabulku:

plalr|~q|p=>~q| (p=>9Ar | ps((p=>-9AT)
0j/o0l0] 1 1 0 1
0jlof1] 1 1 1 0
o|l1/0/ 0 1 0 1
0l1]1] o0 1 1 0
1/olo] 1 1 0 0
1jol1] 1 1 1 1
1[1]0] 0 0 0 0
1]1]1] 0 0 0 0

Znijejasné, Ze p < ((p = —q) A r) je splnitelnd formule (aspoil v jednom fadku v poslednim
sloupci tabulky je 1), tim pddem neni kontradikce, ale neni tautologie (napiiklad na druhém
fadku v poslednim sloupci je 0, to jest pro ohodnoceni e, kde e(p) = 0, e(q) = 0, e(r) = 1
méime [|p < ((p = =q) A7)l = 0).

Priklad 1.10. Rozhodneme, zda-li jsou formule
pV(p= —q), (p A q) = p, ~(p = p).

splnitelné, tautologie, nebo kontradikce. Provedeme tabelaci:
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plalprg|p=p|lp=q|pVp=-9 | PAg<p]|-(p=p
0]0] o 1 1 1 1 0
01| o 1 1 1 1 0
10| o0 1 1 1 0 0
1]1] 1 1 0 1 1 0

Formule p V (p = —q) je tautologie, (p A q) < p je splnitelnd, «(p = p) je kontradikce.

Ve vyrokovém kalkulu je obvyklé uvazovat pouze dva zdkladni symboly logickych spojek =, =
a nikoliv pét =, A, V, =, <, jak jsme ucinili my. Divody pro sniZeni po¢tu symboli jsou dva.
Prvni dvod je ¢isté technicky — zjednoduseni diikazd. Druhym divodem je fakt, Ze konjunkci,
disjunkci a ekvivalenci je mozné vyjadfit pouze pomoci negace a implikace — v tomto smyslu
jsou i symboly spojek A, V, < nadbyte¢né. Vskutku, formule p V ¢, p A ¢ a p < ¢ (v tomto
poradi) jsou sémanticky ekvivalentni formulim

p = q, -(p = —q), ((p=q) = ~(q¢ = p)),

o ¢emz se mizeme presveédcit tabelaci:

plal-p|=q|-p=q|p=-q]|~(p=—q)
0jo] 1|1 0 1 0
ol1] 1o 1 1 0
10|01 1 1 0
1/1] 0] o0 1 0 1
To jest [lwp = all, = oVl a [~+(p = ~)ll, = lloA gl pti kaidém pravaivostnim

ohodnoceni e. O sémantické ekvivalenci =((p = q) = (¢ = p)) s p < ¢ necht’ se ¢tendf  V jazyku VL

presvédci saim. Pokud bychom v jazyku VL méli pouze symboly spojek —, =, pak ¢ V ¥ jiZz  bychom si vystacili

neni formule takového jazyka, ale miZeme ji chapat jako zkratku za formuli —p = ). pouze se symboly
spojek m a =-.

Shrnuti

v s

Logika je véda zkoumajici usuzovani, pfitom odhliZi od obsahu a zabyva se pouze formou
usuzovani. Vyrokova logika se zabyva formalnim usuzovanim o vyrocich.

Vyrokova logika m4 svou syntaxi a sémantiku. Syntaxe vyrokové logiky definuje pojmy jako
je jazyk a formule, ale formulemi (i ostatnimi syntaktickymi pojmy) se zabyva Cisté z pohledu
jejich tvaru. Sémantika vyrokové logiky zavadi pojem pravdivostni ohodnoceni a pravdivost
formule pfi daném ohodnoceni. Sémantika pfifazuje vyznam syntaktickym pojmutm.

Z hlediska pravdivosti lze kazdou formuli klasifikovat jako splnitelnou, kontradikci, nebo
tautologii. K ovéfeni, do které kategorie formule patii miZeme pouZit tabulkovou metodu.

Pojmy k zapamatovani
e vyrok, logickd spojka, vyrokovy symbol,
e jazyk vyrokové logiky,
e formule, podformule,

e pravdivostni ohodnoceni, logickd operace,

sémantickd ekvivalence, kontradikce, tautologie,
tabelace

Kontrolni otazky
1. Cim se zabyvd logika a ¢im se nezabyvd?
2. Jaky je vztah mezi vyrokem a formuli?

3. Jaky je vztah mezi symbolem logické spojky a logickou operaci?
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4. Existuji tautologie, které nejsou splnitelné?

5. Cim se odlisuje implikace od ekvivalence?

Cviceni

1. Rozhodnéte, zda-li jsou ndsledujici vyrazy formule VL a rozhodnéte proc.

D, -, (mg A q) <,
=(=p), =g V p, p=qAT.

Ke kazdé formuli navic vypiste vSechny jeji podformule.

2. Zjistéte, které z ndsledujicich formuli jsou splnitelné, tautologie, nebo kontradikce.

p=(mp=q), p=(mq=(qgA-p), pV(=qgA-r),
(gA=p) & ~(nqVp), 1= (~(p=0p =q), =q A ((p=q) Ap).
Ijkolyktextu

1. Vratte se k prikladu 1.3 na strané 9. Vhodné formalizujte nasledujici vyroky v souladu
s formalizaci vyroku v pfikladu 1.3:

,,Pokud ma Petr destnik, pak nejede autem*,

,,Vecer nejsou na obloze ¢ervanky*,

,-Réano je mlha, kdyZ neprsi‘,

,,K tomu aby Petr jel autem staci aby byly na obloze ¢ervanky*.

Pokud je mozné néktery z vyroku formalizovat nékolika zptsoby, uvedte vSechny, které
jsou podle vés ,,rozumné‘ a provedte diskusi nad jejich piipadnymi rozdily. Jsou vaSe
odlisné formalizace vyrokli sémanticky ekvivalentni?

ReSeni

1. pjeformule (podformule: p); =p je formule (podformule: p, mp); (mq A q) < 7 je formule
kdyz pfijmeme konvenci o vynechdni vnéjSich zavorek (podformule: q,r, =g, g A
q,(mq A q) < 1); n(—=p) neni formule; =g V —p je formule kdyZ ptijmeme konvenci
o vynechdni vnéjsich zavorek (podformule: p, ¢, p, ~q,q V —=p); p = ¢ A 7 neni
formule.

2. p = (=p = q) je tautologie, p = (—qg = (¢ A —p)) je splnitelna ale nenf tautologie,
p V (=g A ) je splnitelnd ale neni tautologie, (¢ A =p) < (=g V p) je tautologie,
r = (=(p = p) = ¢) je tautologie, =g A ((p = q) A p) je kontradikce.

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly by student mél umét znat pojem sémantického vyplyvani
formuli z mnoZin formuli. Ddle by mél umét vySetfovat sémantické vyplyvani pomoci tabulkové
metody a mél by umét najit normalni formy formuli.

Klicova slova: DNF, KNF, booleovska funkce, elementarni disjunkce, elementarni konjunkce,
funkéni dplnost, literdl, normélni forma, sémantické vyplyvani, Gplny systém spojek

Poti‘ebny ¢as: 120 minut.
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1.3 Sémantické vyplyvani ve vyrokové logice

V predchozim tivodu do vyrokové logiky jsme pfesné zavedli intuitivni pojmy vyrok a pravdi-
vost pomoci formuli vyrokové logiky a pravdivosti formuli pfi daném ohodnoceni vyrokovych
symbolu. Presné zavedeni téchto pojmli nam umozZnilo pracovat s nimi jako s matematickymi
objekty, o kterych miZeme dokazovat riiznd tvrzeni (tfeba, Ze kazda formule je podformule sebe
sama, Ze pravdivost formule pfi daném ohodnoceni zdleZi pouze na ohodnoceni vyrokovych
symboll vyskytujicich se v této formuli a podobné). Nyni se zaméfime na presné zavedeni
pojmu vyplyvdni, ktery mé v logice Ustfedni vyznam.

Definice 1.11. M&jme formule /1, ..., %, kde n > 0. Formule ¢ sémanticky plyne z formuli
Y1, ..,y (znacime 1, . .., ¢y, F @), jestlize ||p||, = 1 pro kazdé pravdivostni ohodnoceni e
takové, ze |1, = 1,...,||¢nll, = 1.

Poznamka 1.12. Formule v1,...,%, z pfedchozi definice nékdy nazyvame piedpoklady,
formuli o nazyvame sémanticky diisledek formuli ¢1, . .., 1. Definice 1.11 zahrnuje i pfipad
vyplyvani z nulového pocétu formuli, tedy F ¢. V tomto pripadé dle definice 1.11 mame, Ze
F ¢, pravé kdyZ pro kazdé pravdivostni ohodnoceni e plati ||¢||, = 1, coZ je pravé kdyZ ¢ je
tautologie.

Priklad 1.13. Rozhodnéte, které z nasledujicich formul{
q =, (p=q)Vr (s Aq)=p, r=((p=q)=r)

sémanticky plynou z formuli p = —=(r V q), —r.

Necht ¢ oznacuje p = —(r V ¢) a necht’ ¢ oznacuje —r. Provedeme tabelaci:

plalr|el|v plalr|el|v
er: 01010111 es: 1101011
010|110 1/10(110]0
er: 01110111 111(0]0]|1
O/1|1]110 1/1(1]01]0

Z ptedchozi tabulky je vidét, Ze staci vySetfovat pravdivost formuli v ohodnocenich, kterd
jsou v tabulce reprezentovana fadky oznacenymi eq, e, e3, protoze to jsou fadky reprezentujici
prave ta ohodnocenti, pfi nichZ jsou ob€ formule pravdivé. Nyni zfejmé ¢, ¢ F ¢ = —p, protoze
formule ¢ = —p je pravdivd v kaZzdém z ohodnoceni e1, 3, e3. Déle ||(p = q) V 7|, = 0,
to jest formule (p = ¢) V r sémanticky neplyne z , 1) — ohodnoceni e3 ndm slouZi jako
protipiiklad. Stejné tak tfeti formule (s A ¢) = p neplyne z ¢, v, uvazujeme-li napiiklad
ohodnocenti e, kde e(p) = e2(p), e(q) = ea(q), e(r) = ea(r) ae(s) = 1, pak e je ohodnocenti,
pfi kterém jsou ob& formule ¢ i v pravdivé, ale ||(s A ¢) = p|, = 0. Kone¢né formule
r = ((p = —q) = r) sémanticky plyne z @, 1), protoZe se jednd o tautologii (tautologie je
pravdivd pfi kazdém ohodnoceni, tedy i ve vSech ohodnocenich, pfi kterych jsou obé ¢ i ¥
pravdivé).

Pruvodce studiem

Sémantické vyplyvani jsme presné zavedli a mizeme se ddl zabyvat jeho vlastnostmi.
V kapitole 6.1 si naptiklad nastinime otdzku, zda-li je moZné o sémantickém vyplyvani
rozhodnout i bez pouZiti pravdivostnich ohodnocent, to jest pouze manipulaci s formulemi.
Podobné otdzky jsou ve stfedu zdjmu formdlni logiky.

Nyni si pro ukdzku dokdZeme jednoduché tvrzeni o sémantickém vyplyvani:

Véta 1.14. x1,...,xXn E @ =, prdvé kdyZ xi,...,Xn, @ F 9.
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Diikaz. Nejprve predpokladejme x1, ..., xn F ¢ = ¥ a dokdZeme x1,..., Xn,p F 1. Stadi
ovérit, Ze pro kazdé ohodnoceni e, pri kterém jsou vSechny formule z X1, ..., Xn, prav-
divé, mame |[¢||, = 1. Jsou-li ale x1, ..., Xn,¢ pfi ohodnoceni e pravdivé, pak dostdvime
|l = ¢||, = 1 dle pfedpokladu x1, ..., xn F ¢ = 1. RovnéZ plati ||p||, = 1. To jest

le = ¢l = llelle = 19l =1 = lI¥ll, = 1.

Z vlastnosti — pak plyne, Ze ||¢||, = 1. To jest x1, ..., Xn, ¢ F .

Naopak, predpokladejme x1, . . ., Xn, @ F . Staci ovérit, Ze pro kazdé ohodnocent e, pri kterém
jsou vSechny formule xi,..., X, pravdivé, je || = ¢|, = 1. Mohou nastat dvé& situace.
V prvnim piipadé je ||¢||, = 0 a tim paddem |l¢ = ¢||, = 0 — ||[¥||, = 1. V druhém piipadé
llell, = 1, to jest pfi ohodnoceni e jsou pravdivé viechny formule z x1, . . . , X, ¢ a tim pidem
dostavame |[|7||, = 1 z pfedpokladu x1,...,Xn,¢ F 9. Odtud ||p = ¢||, =1 -1 =1,
v disledku ¢ehoZ x1,...,xn E © = . O

Véta 1.14 ma nésledujici vyznam: k tomu abychom prokézali, Ze ¢ = 1 sémanticky plyne ze
X1,-- -, Xn Staci ukdzat, Ze ) sémanticky plyne z x1, ..., Xn, ¥ a obracené, k tomu abychom
prokézali, Ze ¢ sémanticky plyne z x1, . . . , Xn, ©, stac¢i ukdzat, Ze implikace ¢ = ) sémanticky
plyne z x1, ..., Xn- Aplikaci tohoto tvrzeni miZeme napiiklad okamzité tvrdit, Ze F ¢ = ¢,
protoZe ¢ sémanticky plyne z ¢ trividlné. Dvojndsobnou aplikaci tvrzeni na zfejmy fakt o, 9 F
@ A 1 dostdvame F ¢ = (¢¥p = (p A 1)) a tak podobné. Véta 1.14 rovnéz dava dalsi
ndvod pro ovéreni sémantického vyplyvani: k tomu, abychom ovéfili, Ze ¢ sémanticky plyne
ZX1,-- -, Xn Stacl ovéfit, Ze formule x; = (x2 = (- (xn = ¢) - -+)) je tautologie.

1.4 Normalni formy formuli

V kapitole 1.2.2 jsme pro formuli ¢ sestrojovali tabulku, kterou jsme vySetfovali pravdivost
formule v zdvislosti na ohodnoceni vyrokovych symbolid. Nabizi se pfirozena otdzka, zda-
li neni moZné provést opacny proces. To jest k libovolné tabulce o 2" fadcich (vyplnénych
nulami a jedni¢kami) najit formuli p(p1, . .., py) tak, Ze jeji tabelaci ziskdme vychozi tabulku
pravdivostnich hodnot. V této kapitole si ukdZeme, Ze je tomu vskutku tak. Nalezend formule
bude navic ve specidlnim tvaru — normdlini formé. Postup uvedeny v této kapitole lze aplikovat
napiiklad v situaci kdy zndme pravdivostni vystupy néjakého systému, které jsme ziskali
jeho pozorovanim nebo jako informaci od experta, a potiebujeme je vyjadrit (popsat) pomoci
vyrokové formule. Misto pojmu ,,fddek v tabulce* nyni zavedeme o néco presné;jsi pojem.

Definice 1.15. n-drni booleovskd funkce je ptedpis f, ktery kazdym n pravdivostnim hod-

notdm ay, . .., a, (v tomto pofadi) pfidéluje pravdivostni hodnotu f(ay,...,a,). Pro kazdou
©(p1, - - ., pn) budeme uvazovat n-arni booleovskou funkci f# takovou, Ze
Fellpdlle - palle) = el

pro kazdé ohodnocent e.

Priklad 1.16. Nejprve si uvédomte, ze f¥ je diky dusledku 1.9 vzdy dobie definovana boo-
leovska funkce. Vezmeme-li napiiklad formuli p A ¢, pak piislusnd booleovské funkce P4
je bindrni a mdme fP(0,0) = fP*(0,1) = fPM(1,0) = 0 a fP2(1,1) = 1. Jinymi slovy,
fPM bychom mohli vyjadfit pomoci logické operace A jako fPA9(a,b) = a A b. Analogicky
tieba P97 (a,b,¢) = a — (b A c) a tak déle. Pfedchozi tivahu lze zobecnit pro libovol-
nou formuli ¢ o ¢emZ se miZete snadno presvédcit. Booleovské funkce tedy v jistém smyslu
zobeciiuji logické operace — v jistém smyslu je to totéZ jak uvidime dale.

Nyni si zavedeme dvé normélni formy formuli VP. Nejprve jedno upfesnéni. Tabulkovou
metodou se lze snadno presvédcit, ze napiiklad formule p A (¢ A r) a (p A g) A r jsou
sémanticky ekvivalentni, to jest u formuli ve tvaru konjunkce nezéleZ{ na uzavorkovéni. To
samé plati pokud bychom nahradili konjunkci disjunkci. V dal$im tedy budeme psat stru¢né
p1 A -+ A ppmisto py A (p2 A (- (Pp—1 A pr) - -+ )). Analogicky pro disjunkci.
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Definice 1.17. Kazdy vyrokovy symbol p a jeho negaci mp nazveme literdl. Necht' Iy, ..., [
jsou literdly. Formuli ve tvaru [y A --- A [ nazveme elementdrni konjunkce literdli, formuli
ve tvaru ly V --- V [ nazveme elementdrni disjunkce literdlii.

Formule ¢ je v

— disjunktivni normdlni formé (DNF), pokud je ve tvaru vy V -+ - V 4,
aty,..., 9, jsou elementarni konjunkce literald,

— konjunktivni normdlni formé (KNF), pokud je ve tvaru ¥4 A --- A 9,
avy,..., 9, jsou elementdrni disjunkce literald.

Formule ¢ (p1, . . ., pn) se nazyva disjunktivni (konjunktivai) normdlni forma n-drni booleovské
funkce f, pokud je ¢ v DNF (KNF) a f(ay,...,a,) = f¥(a1,...,a,) pfi viech pravdivost-
nich hodnotach ay, ..., a,. Formule ¥ se nazyva disjunktivni (konjunktivai) normdlni forma
Sformule ¢, pokud je v v DNF (KNF) a ¢ je sémanticky ekvivalentni .

Algoritmus nalezeni DNF a KNF pro zadanou n-arni booleovskou funkci si nejprve neformalné
ukdZeme na prikladu. Mé&jme tabulku, kterd nam definuje bindrni booleovskou funkci f:

a ‘ b ‘ f(a,b)
00 1
01 0
110 1
111 1

Kdybychom méli slovnég vyjadfit ,,jakou informaci tabulka zachycuje®, mohli bychom to vyja-
dfit naptiklad obratem: ,,f (a, b) = 1, pravé kdyZa = 0ab = 0, nebo kdyZa = 1a b = 0, nebo
kdyZ a = 1 a b = 1%, nebo krat§im obratem ,,f(a,b) = 1, pravé kdyZ neplatia = 0 a b = 1.
Pokud prepiseme prvni (druhé) vyjadieni pomoci formule, najdeme tak DNF (KNF) pro f. Déle
budeme pouZivat vyrokové symboly p, g, pfitom p bude oznacovat vyrok ,,a = 1* a ¢ bude
oznacovat vyrok ,,b = 1. Nalezeni DNF je intuitivné jasné: (=p A =q) V (p A mq) V (p A q) —
— znovu srovnejte s uvedenym slovnim popisem.

Pfi nalezeni KNF se snaZime formalizovat popis, ktery nezachycuje, kdy je booleovska funkce
pravdiva, ale naopak zaroven vylucuje vSechny situace, kdy je nepravdiva. Pfimym pfepisem
vy$e uvedeného popisu bychom dostali formuli =(—p A ¢), kterd ale neni v KNF. «(—p A ¢q)
je ale sémanticky ekvivalentni p V =g, coZ uZ je formule v KNE. Ctendf se miZe tabulkovou
metodou presvédcit, Ze obé zkonstruované formy jsou skutecné predpisem vychozi funkce f.
Nynfi si algoritmy nalezeni DNF a KNF podrobné popiSeme.

Algoritmus 1.18 (Nalezeni DNF).
Vstup:  n-arni booleovska funkce f
Vystup:  formule ¢ v DNF

Zvolime n vzajemné riznych vyrokovych symboli pq, ..., p,, jména symboli obvykle vo-
lime podle potieby. Pro pravdivostni hodnoty a1, ..., a, (v tomto pofadi) miZeme uvaZovat
elementdrni konjunkci aj A --- A aj;, kde a je budto literdl p;, pokud je a; = 1, nebo
literdl —p; v opacném piipadé (to jest a; = 0). Pokud neexistuji zadné a, ..., a, tak, aby
f(ay,...,a,) = 1, pak polozime ¢ = p A —p, kde p je néktery ze symbold p1,...,py.
V opaéném piipadé polozime o = 91 V --- V I, kde ¥; (¢ = 1,..., k) jsou pravé vSechny
formule ve tvaru a$ A --- A ag, pro které plati f(aq,...,an) = 1. O

Algoritmus 1.19 (Nalezeni KNF).
Vstup:  n-arni booleovska funkce f
Vystup:  formule ¢ v KNF

Zvolime n vzajemné riznych vyrokovych symboli pq, ..., p,, jména symboli obvykle vo-
lime podle potieby. Pro pravdivostni hodnoty a1, ..., a, (v tomto pofadi) miiZzeme uvazovat
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elementdrni disjunkci a} V --- V ay, kde a} je budto literdl p;, pokud je a; = 0, nebo li-
terdl —p; v opacném piipadé (to jest a; = 1). Pokud neexistuji Zadné a, ..., a, tak, aby
f(ay,...,a,) = 0, pak polozime ¢ = p V —p, kde p je néktery ze symbold p1,...,py.
V opaéném piipadé polozime o = 1 A --- A Ui, kde ¥; (¢ = 1,..., k) jsou pravé vSechny
formule ve tvaru a$ V --- V ag, pro které plati f(ai,...,a,) =0. O

Poznamka 1.20. Za pozornost stoji, Ze formule vytvofené pfedchazejicimi algoritmy, az na
formule p A mp a p V —p, obsahuji v kaZzdé elementarni konjunkci (disjunkci) libovolny vyro-
kovy symbol z p1, . . . , p,, jako literdl prdvé jednou. Takovym formulim fikdme, Ze jsou v uplné
DNEF, ptipadné iip/né KNF. KNF a DNF dané booleovské funkce neni urcena jednoznaéné a to
ani v pripadé€, kdybychom zanedbali pouZiti riznych vyrokovych symboli ¢i jiné uzavorkovani
vyrazi. Napiiklad formule (p V q) A (¢ V mg) a (p V q) jsou obé v KNF a jsou sémanticky
ekvivalentni — tudiZ se jednd o KNF téZe booleovské funkce.

Priklad 1.21. K nasledujici tabulkou zadané booleovské funkci najdeme DNF a KNF. Tabulka
je z uspornych diivodl rozdélena na dvé ¢asti:

a‘b‘c‘f(a,b,c) a‘b‘c‘f(a,b,c)
0010 1 11010 0
0011 0 1101 1
0(1]0 1 11110 0
Oj1]|1 1 11171 1

Méme £(0,0,0) = £(0,1,0) = £(0,1,1) = f(1,0,1) = f(1,1,1) = 1, to jest DNF m4 tvar
(P A=g A=)V (7p AgA )V (mpAgAT)V (DA =gAT)V (PAGAT),
dale mame f(0,0,1) = f(1,0,0) = f(1,1,0) = 0, to jest KNF ma4 tvar
(PYaVr)A(pVqVr)A(mpV -qVr).
Nynfi je jasné, jak najit DNF (KNF) k ¢(p1, . . ., pp). Staci najit formuli ¢ (p1, . . ., p), kterd je

disjunktivni (konjunktivni) normalni forma booleovské funkce f¥. Pokud zachovame identické
znaceni vyrokovych symbold, pak budou formule ¢, 1) sémanticky ekvivalentni.

Priklad 1.22. Najdeme DNF a KNF formule p < ¢. Tabelaci dostavame

| p

==k
= O = O
— o or]

To jest DNF md tvar (—p A =q) V (p A q), KNF md tvar (p V =q) A (=p V q).

V piikladu 1.22 jsme nasli KNF a DNF formule p < ¢, pfitom booleovska funkce fP<9(a,b)
odpovida logické operaci pfislusné ekvivalenci, to jest fP<%(a,b) = a <> b. Jinymi slovy, ob&
nalezené normdlni formy je mozné chipat jako vyjadieni ekvivalence pouze pomoci konjunkce,
disjunkce a negace. Stejnou tivahu bychom mohli provést i pro symbol spojky = a logickou
operaci —. To nds piimo dovede k Gvaze, Ze za zdkladni symboly spojek jazyka VL bychom
mohli vzit pouze ., A a V a na sémantické drovni bychom je interpretovali pfislusSnymi logic-
kymi operacemi. To je moZné ponékud ptekvapujici, protoZe tim pddem zndme jiZ tfeti systém
logickych spojek, ktery je dostacujici z hlediska popisu vSech ostatnich spojek. Pfipomenime,
Ze nas vychozi systém obsahoval vSechny symboly: =, A, V, = <« a ddle jsme uvedli, Ze se
Ize bez Gjmy omezit pouze na —, =. Nyni jsme zjistili, Ze staci m, A, V. Nejsou to vSak jediné
systémy spojek, které jsou z hlediska popisu ostatnich dostacujici.
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-, ALY, = s | = T

-(p = p) -(p = p) (et (@t (php)
PAg ~(p = ~q) (gt (pfrq)
~-(p=q) -(p=q) (et ete) (et (eha)
p p p

-(q = p) -(q = p) (et (pfp) 1 (g (php))
q q q

~-(p = q) (p=4q) = ~(qg=p) (@) (gt (ptp))
pVyq p = q (pfrp) 1 (gfrq)

~(pVq) =(=p = q) (et ()t (gt )
peq ~((p=q) = ~(¢=p) | TN ((pp)N(a1q))
g g qfrq

q=p q=p qf (pfp)

p -p plp

p=q p=q ph(phq)

~(p A q) p=q phyq

p=p p=p pf(pp)

Tabulka 2: Tti Gplné systémy spojek

Systémy logickych spojek, pomoci nichZ lze vyjadrit libovolnou dal3i spojku nazyvame iplné
systémy spojek. Na trovni sémantiky spojek (to jest prislusnych logickych operaci) to znamena,
Ze libovolnou logickou operaci lze zkonstruovat pouze ze zdkladnich logickych operaci — této
vlastnosti se fikd funkcni tiplnost. Cim vet3i je systém zakladnich spojek, které uvaZujeme
v jazyku VL, tim jednodussi je vyjadfovani ostatnich spojek, naopak, pokud je systém spojek
maly, vyjadfovani ostatnich spojek mize byt komplikované a formule slouzici k vyjadieni
zbyvajicich spojek jsou obvykle dlouhé.

Specidlni vyznam maji Pierceova spojka (vyznam: ,,ani. .., ani. .. “, oznacujeme symbolem J})
a Shefferova spojka (vyznam: ,,pokud. .., pak neplati. .. *, oznacujeme symbolem 1{}), které
samy o sobé tvori Uplny systém spojek. Obé dvé spojky jsou interpretovany ndsledujicimi
logickymi operacemi:

!
01
1

= O

Priklad 1.23. V tabulce 2 je uveden souhrn vSech binarnich booleovskych funkei, které jsou
popsany formulemi pomoci tif riznych systémi spojek. Kazdd binarni booleovska funkce
nabyva pravé 22 hodnot, to jest vzdjemné riiznych bindrnich booleovskych funkcf je 22* = 16.

Shrnuti

Sémantické vyplyvani formalizuje intuitivni pojem ,,vyplyvani* z mnoZin formuli. Sémantické
vyplyvéni je zavedeno pomoci pojmu ohodnoceni. Pro ovéfeni sémantického vyplyvéni je
mozné pouZzit tabelaci Booleovské funkce pfedstavuji obecné logické operace Pro kazdou

......

v disjunktivni (konjunktivni) normdlni formé jsou Vyrokove formule ve spemalnlch tvarech.
Ke kazdé vyrokové formuli Ize najit logicky ekvivalentni formuli, kterd je v disjunktivni nebo
konjunktivni normélni formé. K nalezeni normélnich forem lze opét pouZit tabelaci.

Pojmy k zapamatovani

e sémantické vyplyvani,
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booleovska funkce,

elementarni disjunkce (konjunkce),

disjunktivni (konjunktivni) norm4lni forma,

funkénf dplnost, Uplny systém spojek,

Kontrolni otazky
1. Co jsou to literdly?
2. MiiZe byt nékdy kontradikce sémantickym diisledkem?
3. Cim se lisi postup nalezeni DNF a KNF dané formule?
4. Co je to funkcni tiplnost?

Cviceni
1. Formuli (¢ & —(r = p)) V p pfevedte do DNF a KNF.
2. Rozhodnéte, které z formuli

r=(wr=(=r), p=I(qAr), p=(¢g= ~(p=q),
(p=q)= -, (r=p)=(q=-r), =(pVaq=r),

sémanticky plynou z formuli p = =g, = (p V r),r = =(p = q).
3. DokaZte nésledujici tvrzeni.
(a) Pokud x1,...,Xxn F @, pak 01,..., 9, X1,---, Xn F .
®) X15--+3Xn, @ Ep A p, pravé kdyzZ x1,..., xn F .
(c) Pokud x1,...,xn Fpaxi,...,xn FEo=1v,pak x1,...,Xxn F ¥.
(d) ¢ a1 jsou logicky ekvivalentni, pravé kdyZ ¢ F ¥ a1y F .

f]koly k textu

1. Vratte se k piikladu 1.3 na strané 9 a k tkolu k textu z minulé kapitoly. Pro vasi
formalizaci jiz uvedenych vyrokd

,,Pokud ma Petr destnik, pak nejede autem*,
,, vecer nejsou na obloze cervanky*,
113

,-Réano je mlha, kdyZ neprsi‘,
K tomu aby Petr jel autem staci aby byly na obloze ¢ervanky*,

s vz

zjistéte, které z formuli piislusnych vyse uvedenym vyrokiim sémanticky plynou z for-
muli uvedenych v prikladu 1.3 a pfesvédcte se, zda-li vysledek koresponduje s intuitiv-
nim usuzovanim.

2. Predpokladejme, Ze jisté zafizeni je ovladano ¢lovékem — expertem, ktery na zakladé
pozorovini tif &idel A, B, C' ovlad4 zatizeni pomoci dvou spinati P, Q. Cidla i spinace
nabyvaji dvou stavi (nesviti/sviti, pfipadné vypnuto/zapnuto), které ozna¢ime 0/1. Pfi
kazdé konfiguraci ¢idel pracovnik jistym zplisobem nastavi spinace tak, aby zafizeni
vykondvalo pozadovanou ¢innost. V nésledujici tabulce je uvedena zavislost nastaveni
spinacti na hodnotach cidel.

AlB|C|P|Q AlB|C|P|Q
IR T[0]0]1]1
ojo|1|1]1 1{o|1]o0]o0
o1 0o]o|1 1[1]0f1]1
o|1|1|1]o0 1]1]1]o0]1

Popiste fidici ¢innost experta pomoci formuli.
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ReSeni
I. DNF: (=p A mg A =) V (p AqAT)V (PA=gA-r)V(pA=gAT)V (DAgA
)V (pAgAr);KNF: (pVqV-r)A(pV-gVr).
2. Sémantické disledky: r = (-r = (¢ =7r)),p= (¢ = =(p = q)), (p = q) = .
3. (a) Pfimy disledek faktu: pokud jsou pfi pravdivostnim ohodnoceni e pravdivé vSechny

formule ¥4, ..., Y%, X1, - -, Xn» pak jsou pravdivé i x1, ..., Xn-

(b) Plyne z faktu, Ze formule p A —p je kontradikce, tudiZ x1,...,Xn, @ F p A
—p, pravé kdyZ neexistuje Zadné pravdivostni ohodnoceni, pri kterém by byly vSechny
formule z x1, . .., Xn, "¢ pravdivé.

(c) Vezméme pravdivostni ohodnocent e, pfi kterém jsou x1, . . . , X» pravdivé. Pak pokud

loll. = 1, pak z pfedpokladu || = [, =1 — |9, = 1, tedy [[¢)[|, = 1.
(d) Plyne pfimo z definice logické ekvivalence a sémantického vyplyvani.
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2 MnoZiny, relace, funkce

Studijni cile: Po prostudovani kapitol 2.1 a 2.2 by student mél rozumét pojmu mnozina. M¢l
by znét zdkladni operace a vztahy definované nad mnoZinami. Student by mél tyto pojmy znét
aktivné, mél by umét samostatné dokdzat jednoducha tvrzeni, hledat piiklady a protipiiklady.

Klicova slova: mnoZina, prvek, podmnozZina, prunik, sjednoceni, rozdil.

Potfebny ¢as: 180 minut.

2.1 Co ak ¢emu jsou mnoziny, relace a funkce

MnoZiny, relace a funkce jsou matematickymi protéjsky jevd, se kterymi se setkdvame v
kaZzdodennim Zivoté. MnoZina je protéjSkem souboru (i seskupeni). Relace je protéjSkem
vztahu. Funkce je protéjSkem prirazeni. Pojmy mnozina, relace a funkce patii k zdkladnim
stavebnim prvkim diskrétni matematiky a matematiky viibec. Umoziiuji pfesné, srozumitelné
a jednoduché vyjadfovani. PouZivaji se v matematice (bez jejich znalosti nemiZeme Cist Zadny
matematicky text) a v fad€ aplikovanych obort véetné informatiky (funkciondln{ programovant,
relacni databdze, informacni systémy, znalostni inZzenyrstvi a dalsi).

Pruvodce studiem

S pojmy mnoZina, relace a funkce se podrobné seznamte. Jsou to jednoduché pojmy. Byly
zavedeny, abychom mohli pfesné mluvit o souborech, seskupenich, systémech, vztazich,
prifazenich apod. Nenechte se svést tim, Ze pfeci vite, co je to seskupeni nebo vztah.
KdyZ formalismus mnozin, relaci a funkci dobie zvladnete, usetfite si spoustu price v
dalsim studiu. Navic budete umét praktické problémy dobfe ,,uchopit a popsat. Kdyz
naopak formalismus mnoZin, relaci a funkci nezvladnete, budete s tim i v dalSich oblastech
neustile bojovat.

2.2 Mnoziny
2.2.1 Pojem mnoZiny

Pojem mnozina je matematickym protéjskem béZzn€ pouzivanych pojmi soubor, seskupent,
apod. MnoZina je objekt, ktery se sklada z jinych objektt, tzv. prvkii t¢ mnoziny. Tak napiiklad
mnozina (oznacme ji S) vSech sudych cisel, které jsou vétsi nez 1 a mensi nez 9, se sklada z
Cisel 2, 4, 6, 8. Tato &isla jsou tedy prvky mnozZiny S. Fakt, Ze S se skladd pravé z prvki 2, 4,
6, 8 zapisujeme

S =1{2,4,6,8}.
Mnoziny zpravidla oznacujeme velkymi pismeny (A, B, ..., 2), jejich prvky pak malymi
pismeny (a, b, . .., 2). Fakt, Ze z je prvkem mnoZiny A oznacujeme
reA

a fikame také, Ze x patii do A (popf. = je v A, A obsahuje x apod.). Neni-li z prvkem A, piSeme
x ¢ A

Dany objekt do dané mnoZiny bud’ patii, nebo nepatfi. MnoZina je jednozna¢né déna svymi
prvky, tj. tim, které prvky do ni patii a které ne. Nema tedy smysl hovofit o poradi prvkd v
mnoZiné (tj. pojmy ,,prvni prvek mnoZiny“, ,,druhy prvek mnoZiny* atd. nemaji smysl). Nema
také smysl uvazovat, kolikrat je dany prvek v dané mnoZzin€ (tj. fici ,,prvek x je v dané mnoZiné
A tiikrat®).
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Specidlni mnoZinou je tzv. prdzdnd mnoZina. Oznaluje se (). Tato mnoZina neobsahuje Zadny
prvek, tj. pro kazdy prvek x plati & .

Priklad 2.1. Vyzna¢né mnoziny &isel maji sva specidlni oznaceni.

N oznacduje mnozinu vSech pfirozenych cisel. N tedy sestdva z prvkd 1,2,3,4,5,....

e 7Z oznaCuje mnoZinu vSech sestavd  z

0,1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,....

celych Cisel. 7  tedy prvki

Q oznacduje mnozinu vSech raciondlnich ¢isel. Q tedy sestiava z celoCiselnych zlomkad,
tj. z Cisel %, kdem € Z,n € N.

R oznaluje mnozinu viech redinych ¢isel. Ta obsahuje i iraciondlni &isla, napf. /2, 7
apod.

MnoZiny se d€li na kone¢né a nekone¢né. Mnozina A se nazyva konecnd, pravé kdyz existuje
pfirozené &islo n tak, Ze prvky této mnoZiny Ize jednoznaén& oéislovat &isly 1,2, ... n. Cislo
n se pfitom nazyva pocet prvki mnoziny A a zna¢ime ho |A|, tj. |A| = n. Rikdme také, Ze A
md n prvkd. Napf. mnoZina {2, 4, 6,8} je kone¢nd. Zvolime-li totiz n = 4, miZeme jeji prvky
ocislovat napf. nasledovné: prvku 2 ptifadime Cislo 1, prvku 4 &islo 2, prvku 6 €islo 3, prvku 8
¢islo 4. Méame tedy {2, 4, 6,8}| = 4, tj. po¢et prvki mnoziny {2,4, 6,8} je 4. MnoZina A se
nazyva nekonecnd, neni-li kone¢nd. Pak piSeme | A| = oo a fikdme, Ze A mé nekone¢né mnoho
prvku. Napf. mnoZina N v§ech pfirozenych ¢isel je nekone¢na.

2.2.2 Zapisovani mnoZin

MnoZiny zapisujeme dvéma zakladnimi zptsoby. Prvnim je zapis tzv. vyctem prvkii. MnoZina
sestdvajici pravé z prvkl aq, . . ., a,, se oznaluje {aq, . .., a, }. Pfikladem je vySe uvedeny zapis
{2,4,6,8}. Zapis vyétem prvkd mizeme pouzit u kone¢nych mnozin. Druhym je zdpis uddnim
tzv. charakteristické vlastnosti. Mnozina sestdvajici pravé z prvku, které spliiuji vlastnost ¢(z),
se oznacuje {x | p(x)}.

Vlastnost p(x) miZe byt popsand tieba i v pfirozeném jazyce, ale musi mit jednoznaény smysl.
Napf. je-li p(z) vlastnost ,,.x je sudé pfirozené &islo vESi nez 1 a mensi nez 9, mizZeme
uvazovat mnoZinu oznacenou {z | ¢(z)}. Ta je shodnd s mnoZinou oznacenou {2, 4, 6, 8}.

Misto ,,mnoZina oznacend zépisem {... } budeme fikat jen ,,mnozina {... }*. Napf. fikdme
,mnozina {a, b, ¢} ma tfi prvky*, ,,uvazujme mnozinu {x | x je sudé celé &islo}* apod.

Nekdy se pouziva i pro zapis nekonecnych mnoZin zptsob, ktery je podobny zdpisu vyctem. Na-
piiklad mnoZinu vSech kladnych sudych &isel zapiSeme {2, 4, 6,8, . .. }. Obecné tedy miizeme
pouzit zapis {a1, as, as, ay, . .. }, pokud je z prvki a1, az, as, ag ziema vlastnost charakterizu-
jici prvky popisované mnoZiny. Poznamenejme také, Ze prazdnd mnoZina se nékdy zapisuje

{-

Poznamka 2.2. Zapis vyctem prvku svadi k tomu mluvit o prvnim prvku mnoziny, druhém
prvku mnoZiny, atd. Napf. u mnoziny {2, 4, 6,8} mame tendenci fici, Ze 2 je prvnim prvkem, 4
druhym prvkem atd. My vSak vime, Ze vyrazy ,,prvni prvek mnoZiny*, ,,druhy prvek mnoZiny“
atd. nemaji smysl. MnoZina je totiz dana jen tim, jaké prvky obsahuje, ne jejich poradim.
Pfi zdpisu vyctem se ale poradi objevuje. Spravné bychom méli fici, Ze {2,4, 6,8} oznaCuje
mnozinu, v jejimz zdpise vyctem, ktery jsme pouZili, je prvek 2 na prvnim misté, prvek 4 na
druhém misté atd. Stejnou mnoZinu miizeme zapsat vyétem a napf. {4, 6,2, 8}. V tomto zdpise
je prvek 2 na tfetim misté.

Zapis vyctem svadi ddle k tomu mluvit o tom, kolikrdt se prvek v dané mnoZiné vyskytuje.
Z technickym ddvodi je vyhodné pfipustit, aby se prvky v zdpisu vyétem opakovaly. M-
Zeme napf. napsat {2, 4, 6,8, 2,2, 4}. Takovy zdpis oznaCuje stejnou mnozinu jako {2, 4, 6, 8}.
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Stejnou mnoZzinu oznacuje i {6, 6, 6,2, 4, 8}. Zdlez{ tedy jen na tom, které prvky se v zédpise
vyskytuji, nezdleZi na po¢tu jejich vyskytu. Nelze tedy napf. fici, Ze mnozina {2, 4, 6,8, 2,2, 4}
obsahuje tii prvky 2. MiZeme jen fici, Ze v zdpise {2,4,6,8,2,2,4} se prvek 2 vyskytuje
tiikrat.

Poznamka 2.3. (1) Zapis {x € A | ¢(x)} oznaCuje mnozinu {z | z € Aay(z)}. Je to
tedy zdpis pomoci charakteristické vlastnosti. Ozna¢ime-li totiz )(z) vlastnost, kterou prvek =
splituje, pravé kdyz patif do A a splituje ¢(z), pak mnozina {x € A | ¢(x)} je rovna mnoZiné
{z | ¥(z)}. Napf. mnozina {x € Z | < 2} je mnozina {z | x € Zaxz < 2}, tj. mnoZina
vSech celych &isel, kterd jsou nejvySe rovna 2.

(2) Casto se také pouziva zépis {a; | i € I'}. Pfitom I je n&jakd mnoZina (¥ik4 se ji indexovd) a
pro kazdy (index) i € I je a; n&jaky prvek. Pak {a; | i € I} je mnoZina

{z | existuje i € I tak, Zze x = a;}.

{a; | i € I} je tedy vlastné zépis pomoci charakteristické vlastnosti, nebot’ oznacuje mnozinu
{z | p(x)}, kde p(z) je ,existuje i € I, tak, ze x = a;". Je-li kazdy prvek a; mnoZinou, nazyva
se {a; | i € I} indexovany systém mnoZin.

(3) Pii zédpise pomoci charakteristické vlastnosti se pii popisu vlastnosti ¢ (z) ¢asto pouZivaji
obraty ,,pro kazdé y plati, Ze ... a ,.existuje y tak, Ze plati ... “. Jak je béZné, budeme tyto
obraty zkrdcené zapisovat (po fad€¢) pomoci ,,Vy ...“ a ,,dy ... s pfipadnymi zdvorkami,
které zajisti jednoznaény zpusob ¢teni, popt. vétsi srozumitelnost. ,,vy € Y ...“a , Jy € Y
... znamenaji ,,pro kazdé y z mnoziny Y plati, Ze ... a ,existuje y z mnoziny Y tak, Ze
plati ... *. Napf. mnoZina {z | 3y € N : x = y?} je mnoZina prvki x takovych, e existuje
pfirozené &islo y tak, e x = 2. Je to tedy mnoZina viech druhych mocnin pfirozenych &isel.
V Kapitole 6 se s kvantifikatory a jejich vlastnostmi sezndmime podrobné&ji.

Priklad 2.4. Podivejte se na nasledujici mnoziny a jejich zapisy.

e {k|3dn € N : k = 2"} oznacuje mnozinu vSech kladnych mocnin ¢isla 2. Stejnou
mnozinu oznacuje {2, 4, 8,16, ... }.

o {k e N|k # lajestlizeIm,n € N: m-n =k, pakm = 1nebon = 1} oznacuje
mnoZinu vSech prvocisel.

o {{a,b},{a},{1,2,3,{a,b}}}je mnozina, kterd ma tii prvky. Tyto prvky samy, tj. {a, b},
{a},a{1,2,3,{a,b}}}, jsou opét mnoziny. {a,b} ma dva prvky (a a b), {a} m4 jeden
prvek (a), {1,2,3,{a,b}}} mad ti prvky (jsou to 1, 2, 3 a {a,b}). Vidime tedy, Ze
mnoZzina miZze obsahovat prvek, ktery je sim mnoZinou. Tento prvek-mnoZina sim miZze
obsahovat prvky, které jsou mnozinami atd.

e {0} je jednoprvkovd mnoZina. Jejim jedinym prvkem je () (prdzdnd mnoZina). Uvé-
domte si, ze {0} a () jsou rtizné mnoZiny ({#} obsahuje jeden prvek, () neobsahuje
zadny). {0, {0}, {{0}}, {0, {0} }} je Ctyfprvkova mnoZina. Jeji prvky jsou 0, {0}, {{0}},
{0.{0}}}-

e Nechta; =p,a2 =¢q.a3 =7r,a4 = 2,05 =y, a6 = z,a7 = Lag = 1,1 = {1,2,3,4},
J ={1,2,3,7,8}. Pak {a; | i € I} je mnozina {p,q,r,z}, {a; | i € J} je mnoZina
{p7 q7 T’ 1}'

e {2¢|i € N} je zépis typu {a; | i € I} (mdme a; = 2%, [ = N). Je to mnoZina viech
kladnych mocnin &isla 2.

MnoZina je pojem, ktery intuitivné pouZivime v béZném Zivoté, chceme-li oznacit nékolik ob-

jektd najednou (,,dat je do jednoho pytle*). Napt. fekneme-li ,,ekonomické oddé€leni *“, myslime
tim vlastné mnoZzinu zaméstnancii ekonomického odéleni. Mnozinovy zédpis také umoziuje
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jednoduse vyjadrit hierarchickou strukturu. Pfedpoklddejme pro jednoduchost, Ze v nemocnici
pracuje feditel (R), tfi udrzbati (Uy, Us, Us), na oddé€leni chirurgie dva 1ékati (C, Cs) a tfi
sestry (C'S1, C'Sy, C'S3), na anesteziologicko-resuscitac¢nim oddéleni dva 1ékafi (A1, A2) a dvé
sestry (AS7, AS>), na oddéleni internim tf{ 1ékafi (11, Io, I3) a Ctyfi sestry (I.S1, 1S3, 1S3, 154).
Pak strukturu zaméstnancti nemocnice popisuje jistym zpisobem napf. mnoZina

{{R}a {Ulv Uz, U3}’
{{Cly 027 CSl) 0527 CS?)}’ {Ala A27 ASl, ASZ}, {Ila -[27 -[37 ISla ISQa IS37 -[54}}}

Pfi tomto pohledu se divdme takto: Zaméstnanci nemocnice jsou rozdé-
leni do tfech skupin, a to {R} (vedeni), {U1,Us,Us} (technicky persondl),
{{Cl, 02, 051, CSQ, 053}, {Al, AQ, ASl, ASQ}, {Il, IQ, 13, ISl, ISQ, 153, IS4} (zdra—
votnicky persondl). Zdravotnicky persondl se dile d&li na {Cy,Csy,CSy,CSs, CSs}
(chirurgické oddéleni), {Aj, Ay, AS1, AS2} (anesteziologicko-resuscitaéni oddéleni) a
{I1,1,13,151,155,155,15,4} (interni odd&leni). Jinym zpusobem (vedeni, technicky
persondl, 1ékafi, sestry) popisuje strukturu zaméstnancii mnoZina

{{R}a {Ula U2a U3}a
{Cl, CQ,Al,AQ,Il,IQ,Ig}, {051, CSs, CSg,ASl, ASQ, ISl,ISQ, 153, 154}}.

Pokud mluvime o mnoZiné, jejiZz prvky jsou opét mnoZiny, fikd se nékdy misto ,,mnoZina
mnozin‘“ spiSe ,,systém mnoZin“ nebo ,,soubor mnozin*. Divody k tomu jsou vSak jen estetické
(zvukomalebné, ,,mnoZina mnozin“ nezni dobfe).

Poznamka 2.5. (1) Ne kazdou slovné popsanou vlastnost 1ze pouzit k zdpisu mnoZiny.
Uvazujme napf. zdpis {x | x je Cislo uddvajici ve stupnich Celsia vysokou letni teplotu v
Cesku}. Problém je v tom, Ze pojem ,,vysokd letni teplota v Cesku* neni vymezen tak, Ze by
pro kazda teplota bud byla nebo nebyla vysokd. Napf. by teploty 30 stupiit a vice byly vysoké
a teploty men3i nez 30 stupiiti vysoké nebyly. Pojem ,,vysok4 letni teplota v Cesku* je totiz
vagni, urcité teploty mu vyhovuji 1épe, urité hie. Vagnosti se zabyva tzv. fuzzy logika a
fuzzy mnoziny. Fuzzy mnozina se od (klasické, tj. ,,nefuzzy*) mnoziny li§i v zasad€ v tom, Ze
objekt do fuzzy mnoZiny miizZe patfit v urcitém stupni, napf. 0 (viibec nepatii), 0.2 (patii jen
trochu), ..., 1 (dplné patii). Klasické mnoZiny lze chépat jako hrani¢ni priipad fuzzy mnoZin,
kdy pouZivame pouze stupné 0 a 1. Zdjemce odkazujeme napf. na [KIYu95].

(2) Pristup k mnoZinam, ktery zde predstavujeme, je tzv. naivni (popf. intuitivni). MZe vSak
vést k zvlastnim situacim, tzv. paradoxim. Zacatkem 20. stol. na né upozornil Bertrand Russel.
Aby paradoxy odstranil, navrhl tzv. teorii typt a na ni vybudobal pfistup k mnozindm, ve kterém
paradoxy nevyskytuji, nabiz{ tzv. axiomatickd teorie mnoZin. Pro naSe Gc¢ely a i v fad€ jinych
situaci vSak postacuje naivni pristup. ProtoZe je také mnohem jednodussi, zistaneme u né;.

(3) Jednim z nejznaméjsich paradoxi naivniho pfistupu k mnozindm je tzv. Russelliiv paradox.
Vypad4 takto: Prvky mnoZin mohou byt opét mnoZiny. Déle 1ze jist€ uvazovat vlastnost ,,z ¢ z*
a mnoziny objektl, které ji spliiuji. Oznac¢me ji NV a nazvéme ji mnozinou vSech normalnich
mnoZzin, tj. x € N, pravé kdyz x ¢ x. Poznamenejme na okraj, Ze vSechny mnoziny, které
jsme zatim vidéli, byly normalni. ProtoZe IV sama o sobé mnoZina, miZeme se zeptat, zda plati
N € N, tj. zda N sama je normdlni. Je jasné, Ze musi byt bud (a) N € N, nebo (b) N & N.
Zkusme ty moZnosti rozebrat: (a) KdyZ N € N, pak N spliiuje vlastnost prvki mnoZiny N,
tedy spliiuje = & x, tedy N ¢ N. Naopak, kdyZ (b) N & N, pak protoZze N spliiuje vlastnost
x & z, je dle definice normdln{ a tedy patii do mnoZiny vSech normélnich mnoZin, tedy pati{
do N, tedy N € N. Vidime tedy, zez N € N plyne N € Naz N ¢ N plyne N € N, tedy
N € N plati, pravé kdyz N ¢ N. To je spor. Z pfirozenych pfedpokladl jsme pfirozenymi
uvahami dosli ke sporu, odtud nazev paradox. Russelliiv paradox ma fadu populdrnich podob.
Jednou z nich je tzv. paradox holice: Ve mésté je holic, ktery holf pravé ty lidi, ktefi neholi sami
sebe. Otdzka: Holi holi¢ sdm sebe?
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2.2.3 Vztahy mezi mnoZinami

Zakladni vztahy mezi mnoZinami jsou rovnost (oznacujeme ji symbolem =) a inkluze (ozna-
¢ujeme ji symbolem C). Jsou-li A a B mnoziny, pak A = B ¢éteme ,,(mnoZina) A se rovna
(mnozing) B“a A C B ¢teme ,,(mnozina) A je podmnoZinou (mnoziny) B*. Pfitom

A =B znamend, 7e prokazdy z:z € ApravékdyZzz € B

A C B znamend, 7e prokazdy x : jestlizex € A, pakx € B.

Jinymi slovy, A = B znamend, Ze mnoZiny A a B obsahuji stejné prvky (neexistuje prvek,
ktery by do jedné patfil ale do druhé ne). A C B znamend, Ze vSechny prvky mnoziny A jsou
také prvky mnoZiny B. A # B znamend, Ze neplati A = B. A ¢ B znamen4, Ze neplati
ACB.

Vsimnéme si, ze A = B plati, pravé kdyz plati zdroven A C B a B C A. Nékdy je vyhodné
psait A C B, abychom oznacili, Ze A C B a A # B. Dale si uvédomme, Ze pro vsechny
mnoziny A, B,C'je() C A, AC AaZejestlize AC BaB C C,pak A C C.

Dokazme posledni tvrzeni. Pfedpokladejme, 7e A C B a B C C. Mame dokazat A C C, tedy
Ze pro kazdy x plati, Zze kdyz z € A, pak x € C'. Zvolme tedy libovolny x a pfedpokladejme,
Ze © € A. Chceme ukazat x € C. Udélame to ndsledovné. Z x € A a z predpokladu A C B
plyne, Ze z € B. Dédle z x € B a z pfedpokladu B C C plyne x € C. Dikaz je hotov.

Praveé dokdzané tvrzeni je velmi jednoduché. Je tak jednoduché, Ze ma Clovék sklon fici ,,to
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dale) tak, Ze uz nebudou ,,pfece jasna*. Dokdzat dané tvrzeni, tj. vyjit z pfedpokladd a pomoci
jednoduchych dvah (a popf. i pomoci znamych tvrzeni) dojit z pfedpokladi k zavéru daného
tvrzeni, je pak jedinym zpisobem, jak se presvédcit, Ze tvrzeni plati. Ostatné uvédomme si, Ze
i u velmi jednoduchych tvrzeni je jedinym korektnim zdéivodn&nim dikaz. Rici ,.to je prece
jasné“ nema4 jako argument Zadnou vahu. Za prvé, cloveék se mize splést (co, co se mu zdd jasné,
10 je jasné“, mliZze se ndm stat, Ze pojmy, o kterych mluvime, vlastné pofddné nechdpeme, Ze
je chapeme jen povrchng, intuitivné. Umét dokdzat i jednoduchd tvrzeni (a tvrzeni viibec) je
tedy i dobry test, jestli véci rozumime (u sloZit&jsich tvrzeni je dobré alespori diikaz si precist a
pochopit). Tedy nase doporuceni: Ctéte diikazy a pokousejte se je sami vymyslet. To je uZite¢ny
zvyk nejen pro diskrétni matematiku. NaSe zkusenost je nasleduici: Osvojit si dikazy (¢ist je, ty
jednoduché i sami formulovat) vyZaduje pocatecni ¢asovou investici. Ta se ale vyplati. Vécem
Iépe porozumite, zacnou se zdat jednoduché a zacnete vid€t souvislosti. Plati to nejen pro
matematiku a informatiku, ale i pro kazdou oblast, ve které ze zakladnich kamend (pojmt,

vvvvvv

Piiklad 2.6. Plati napf.
e {2} = {n € N|n je sudé prvocislo},
e )=keZ|IneEN:2k=2n+1,
e {a,b,c,d} ={b,d,c,a}, {a,b,1} ={1,a,a,b,b,b,1},
e {a,b} C{a,b,c,d}, {a,b} C {1,2,a,b},
e {a,{a,b},{{a,1},b}} C {{a,b,{a,b},{a,b,1},{{a,1},b}}},
o {a,b} Z {{a,b,c}}. {{a,1}} Z {a,b,1,{a}, {1}}.

Pro¢ plati {a,b} Z {{a,b,c}}, tj. pro¢ {a,b} neni podmnozinou {{a,b,c}}? Vidyt v
{{a,b,c}} jsou vSechny prvky, které jsou v {a,b} (pokuSeni které mtize plynout z povrch-
niho chdpéni C). Zdivodnéni: Napt. pro prvek a je a € {a, b}, ale a &€ {{a,b,c}}.
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Pruvodce studiem

Podivejte se znovu na Priklad 2.6. Vztahy mezi mnoZinami, které jsou v ném uvedené, a
dalsi podobné vztahy byste méli umét bez problémi zdivodnit. Tak si ovéfite, Ze tém tplné
zékladnim vécem rozumite. Tady i na jinych mistech v textu plati, Ze skoro nema smysl ¢ist
text dal, dokud vam nebude jasné (tj. dokud nebudete umét pomoci definic zdivodnit), pro¢
napt. plati {{a}} C {{a}, {b}} a pro¢ neplati {{a}} C {{a,b}}. Nez tyto véci zatnete
jasné chapat a vidét, mtze to chvili trvat. Ten Cas se vam ale vrati. Zdivodnéte napr., pro¢
jex € A, pravé kdyz {z} C A.

MnoZina, jejimiz prvky jsou pravé vSechny podmnoziny dané mnoziny X, se nazyva potencni
mnoZina mnoziny X a znadf se 2. Tedy

2¥ = {A]AC X}
Vezméme napt. X = {a,b}. X ma &tyfi podmnoziny. Jsou to () (ta je podmnoZinou kazdé mno-
ziny), {a}, {b} a {a, b} (mnoZina je podmnoZino sebe samé). Tedy 2% = {0, {a}, {b}, {a,b}}.
Priklad 2.7. e Pro X = {a} je 2% = {0, {a}},

e pro X = {1,2,3} je 2% = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}},

e pro X = () je 2% = {(}} (to si promyslete: jedinou podmnoZinou mnoZiny () je ()),

o pro X = {a,{a}}je2* = {0, {a}, {{a}}, {a, {a}}}.

2.2.4 Operace s mnozinami

Se skupinami objektti provadime v béZném Zivoté riizné operace. Napt. fekneme ,,samostatnost
a logické uvazovéni jsou spole¢né vlastnosti Jany a Aleny“. Z mnoZinového pohledu tim
myslime nasledujici. Jana i Alena maji néjaké vlastnosti. MnoZinu rysi Jany oznacme J,
mnoZzinu rysi Aleny oznaéme A. Mnoziny J a A jsou rdzné, napt. oznacuje-li m vlastnost ,je
dobra v matematice, mize byt m € J (Jana je dobrd v matematice), ale m ¢ A (Alena neni
dobra v matematice). Ozna¢me s a [ vlastnosti ,,samostatnost a ,,Jogické uvazovani“. Ozna¢me
dédle J N A mnozinu vlastnosti, které patii do JJ i do A. Pak ,,samostatnost a logické uvazovani
jsou spole¢né vlastnosti Jany a Aleny“ vlastn€ znamend s € J N Aal e JNA.

Mezi zékladni operace s mnoZinami, se kterymi se sezndmime, patii prinik (znaci se N),
sjednoceni (znaci se U) a rozdil (znaci se —). Jsou-li A a B mnoZiny, definujeme mnoziny
AN B, AU B aA — B predpisy

ANB = {x|ze€Aaxe€ B},
AUB = {x|z € Anebox € B},
A-—B = {zx|zecAax ¢ B}.

Tedy x patif do AN B, pravé kdyz z patii do A i do B; x patii do A U B, pravé kdyz x patii
do A nebo do B; x patii do A — B, pravé kdyz x patii do A, ale nepatii do B.

Priklad 2.8. e Pro A= {a,b,e}, B={b,c,d}je ANB = {b}, AUB ={a,b,c,d,e},
A— B =/{a,e},

e proA={1,2,a,b},B={1,a}je ANB = {1,a}, AUB = {1,2,a,b}, A—B = {2, b},
B—-A=1,

e Pro A={a},B={b{a}}jeANB=0,AUB={a,b,{a}},
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A

B 7 ”B\
\ S~ /
Obrazek 1: Vennovy diagramy.

e pro A = {0,a,{a},{a,b}}, B = {b,{a,{b}}} je an B = 0, AUB
{0,a,{a},{a,b},b,{a, {b}}},A—B=A,B-A=B.

Mnoziny A a B se nazyvaji (navzdjem) disjunktni, pravé kdyZ A N B = (). Napf. mnoZiny

{a,b,c,d} a{1,2,3} jsou disjunktni, mnoziny {a,b,1} a {1,2,a} disjunktni nejsou.

Casto uvazujeme jednu mnoZinu X, které fikime univerzum (obor nasich tivah) a pracujeme
jen s mnozinami, které jsou podmnoZinami X . Napf. uvaZzujeme univerzum X vSech obCand
Ceské republiky a potom pracujeme s jeho podmnoZinami (napf. mnozina déti z X, mnoZina
zaméstnanych, mnoZzina dichodct apod.). Je-li dano néjaké univerzum X a mnoZzina A C X,
pak doplnék (n&kdy také komplement) mnoZiny A je mnoZina X — A a zna¢ime ji A. Nap¥. pro

X ={a,b,c,d, e} je {a,c} = {b,d,e}.

Je-li A ={B; | i € I} mnoZina, jejiz prvky jsou opét mnoziny, definujeme

UA = {z13iel:2eB},

tedy © € (JA, praivé kdyz = patii do n&aké mnoziny, kterd je prvkem A. Napf.

U{{a,b,c},{a,1},{1,2}} = {a,b,c,1,2}.

Pruvodce studiem

Operace a zdkladni vztahy mezi mnoZinami muzeme ilustrovat pomoci tzv. Vennovych di-
agramii'. MnoZiny se znzoriuji (jsou reprezentovany) v roving jako obrazce ohraniéené
uzavienymi kiivkami (kruZnice, ovély apod.). Pfitom jedna mnoZina miZe byt reprezen-
tovdna nékolika obrazci, které se neprotinaji, popf. se jen dotykaji. Prvky mnoZiny jsou
ty body roviny, které se nachazeji uvnitt odpovidajictho obrazce (popf. se nékteré prvky v
obrazci explicitné vyznaci kiizkem). Ke kaZzdému obrazci se napiSe symbol odpovidajici
mnoziny. Podivejte se na Obr. 1. Kazda ze Ctyr situaci (vlevo dole, vpravo dole, vpravo
nahofte, vlevo nahofe) zndzoriiuje dvé mnoZiny, A a B. Pro situaci vlevo dole je A = B,
vpravo dole jsou A a B disjunktni, vpravo nahofe A a B disjunktni nejsou, vlevo nahofte je
A C B. Mnozina AN B je reprezentovana obrazcem, ktery je roven spolecné ¢asti obrazce
reprezentujiciho A a obrazce reprezentujictho B. MnoZina A U B je reprezentovana obraz-
cem, ktery je dan sloucenim obrazce reprezentujiciho A a obrazce reprezentujiciho B. Fakt
A C B odpovida situaci, kdy obrazec reprezentujici A je obsazen v obrazci reprezentujicim
B.

Vennovy diagramy umoZziiuji ndzornou predstavu. Lze pomoci nich zndzornit mnoZiny,
jejichz prvky muzeme chépat jako dvourozmérné. Nékteré mnoziny tak znazornit nemi-
Zeme.

Podivejme se ted’ na nékteré zdakladni vlastnosti.
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Véta 2.9. Pro mnoZiny A, B, C plati

ANP=0, Aup=A
AUA=A4, AnA=A
AUB=BUA, ANB=BNA
(AUB)UC =AU(BUC), (ANB)NC=AN(BNC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
AU(ANB)=4, AN(AUB)=A

Pied dikazem si uvédomme nasledujici. Mdme-li dokdzat A = B, mame podle definice
dokazat, Ze pro libovolny prvek x je x € A, pravé kdyz = € B. To lze dale rozloZit na ovéfeni
toho, Ze zx € Aplynex € BaZezx € B plyne x € A. Pojdme na diikaz Véty 2.9.

Diikaz. AN () = @: Zvolme libovolny x. Je z € A N, pravé kdyz (podle definice N) z € A
ax € (). Protoze x € () je vzdy nepravdivé, je vzdy nepravdivy i vyrok x € A ax € (). Madme
tedy ddle z € Aax € (), pravé kdyZz = € (). Celkem tedy mame z € A N (), pravé kdyz = € (),
coz dokazuje A N () = ().

AUD = A: z € AU, pravé kdyz (podle definice U) x € A nebo z € (), pravé kdyZ (protoze
x € () je vzdy nepravdivé) z € A.

AUA=Arxz € AU A, pravé kdyz x € Anebo x € A, pravé kdyz x € A.

AN A = A: Podobné jako pfedchozi, x € AN A, pravé kdyz x € A ax € A, pravé kdyz
x € A.

AUB=BUA:x € AUB, pravé kdyZ z € Anebo x € B, pravé kdyZ x € B nebo z € A,
pravé kdyz x € B U A.

AN B = BN A: Podobné jako pfedchozi.

(AUB)UC =AU (BUC):xz € (AUB)UC, praivékdyz x € (AU B) nebo x € C, pravé
kdyz (x € Anebo z € B) nebo x € C, pravé kdyz (podle pravidel vyrokové logiky) z € A
nebo (x € B nebo x € C), pravé kdyZ x € Aneboz € BUC, pravé kdyzx € AU (BUC).

(ANB)NC = AN (BN C): Podobné jako piedchozi.

AN(BUC)=(ANB)UANC)z € AN(BUC),pravekdyzz € Aaxz € BUC,
pravé kdyZ x € A a (x € B nebo x € (), coZ je podle pravidel vyrokové logiky pravé kdyz
(reAazxz e B)nebo(x € Aax € C),pravée kdyzx € AN B nebo x € AN C, pravé kdyz
re(ANB)U(ANCOC).

AU(BNC)=(AUB)nN(AUC): Podobné jako pfedchozi.

AU(ANB)=A:z € AU(ANB), praivé kdyzx € Anebo (x € Aaz € B)), coz je podle
pravidel vyrokové logiky pravé kdyz x € A.

AN (AU B) = A: Podobné jako pfedchozi. O

Vidime tedy, Ze fadu vlastnosti operaci s mnoZinami dostaneme jednoduse z odpovidajicich
pravidel vyrokové logiky. Podivejme se jesté jednou na dikaz tvrzeni AN (BUC) = (ANB)U
(AN C). Z vyrokové logiky vime, Ze formule p A (¢ V r) je ekvivalentni formuli (p A ¢q) V
(p A 1), tj. tyto formule maji pfi kazdém ohodnoceni stejnou pravdivostni hodnotu. Vezmeme-li
ohodnocent, které vyrokovym symboliim p, ¢ a r pfifazuji po fadé€ pravdivostni hodnoty tvrzen{
x € A, x € B, x € C, pak pfi tomto ohodnoceni md formule p A (g V ) stejnou pravdivostn{
hodnotu jako tvrzeni z € AN (B U C) (podivejte se do vySe napsaného dikazu) a formule
(p A q) V (p A r) md stejnou pravdivostni hodnotu jako tvrzeni x € (AN B) U (ANC). Proto
jex € AN(BUC),praivékdyzx € (ANB)U(ANC),tedy AN(BUC) = (ANB)U(ANC).
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Pruvodce studiem

Jednim z jednoduchych ale uZzite¢nych pfinosd teorie mnozin je, Ze ndm dava prostiedky
jednoduse a jednoznacné se vyjadfovat. Bez mnoZinového formalismu bychom vSe museli
vyjadiovat opisem. K jednoduchosti: Zkuste napf. opisem (tj. v prirozenémjazyku, bez
mnoZinového formalismu) popsat mnoZinu (AN(BU(AND)))U(BUE). K jednoznaénosti:
Rekneme-li ,,seskupeni sudych a lichych &isel“, mdme nejspis na mysli sjednoceni mnoZiny
sudych a mnoZiny lichych &isel. Rekneme-li ale ,,soubor malych a zelenych muZicka®,

%

mame asi na mysli soubor t€ch muzicku, ktefi jsou zdrovén mali a zeleni (prinik mnoZiny
malych muzickii a mnoziny zelenych muzickl), ale miZeme mit namysli i soubor téch
muzic¢kd, ktefi jsou mali nebo zeleni (sjednoceni mnoziny malych muzi¢kd a mnoZiny
zelenych muzic¢kid). Co presné mame na mysli, vyplyva z kontextu nebo to musime upfesnit.

Mnozinovy formalismus je naproti tomu jednoznacny.

Shrnuti

Mnoziny, relace a funkce patii k zdkladnim pojmim matematiky. MnoZina je matematicky
pojem, ktery je protéjSkem béZn& pouZzivaného pojmu soubor, seskupeni apod. Relace je pro-
téjSkem pojmu vztah. Funkce je protéjSkem pojmu prifazeni.

MnoZina je ddna tim, jaké prvky obsahuje. Specidlni mnoZinou je prdzdnd mnoZina, ta neobsa-
huje Zadny prvek. S mnoZinami miZeme provadét rizné operace. Mezi zakladni pati{ prinik,
sjednoceni a rozdil. Zakladni vztah mezi mnoZinami je vztah inkluze (byt podmnoZinou).
MnozZiny zapisujeme nejcastéji vyctem prvkl nebo udanim charakteristické vlastnosti.

Pojmy k zapamatovani
e mnozina,
e inkluze,
e prunik, sjednocent, rozdil,

e potencéni mnoZina.

Kontrolni otazky

1. MiiZe mnozina obsahovat dany prvek vice neZ jedenkrdt? Pro¢? Jsou mnozZiny {a,b} a
{b,a} riizné? Pro¢?

2. Jaké zndte zpiisoby zdpisu mnozin? Jsou mnoZiny {x € R |22 < 0} a {z € N| 2% < 0}
stejné? Je nékterd z nich rovna ()?

3. Plati, Ze kdy? A C B, pak |A| = |B|? Co je to potenéni mnoZina dané mnoziny? Existuje
mnozina, jejiz potencni mnoZina je prdzdnd?

4. Jaké zndte mnoZinové operace? Jakd je nutnd a postacujici podminka pro to, aby ANX =
A? Jakd pro AU X = A?

Cviceni
1. Plati nasledujici tvrzeni?
a)0coh
b) 0 el
¢) {a} €{a,b,c}
d) {a} € {{a, 0}, ¢}
e) {a,b} C{a,{a,b}}
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f) {a,b} C{a,b,{a,b}}
g) A€ P(4)

. Necht A = {a,1,{a,b}}, B={2,a,{a},},C ={0,2,3,{a,b}}. UrCete AUB, ANC,

C— A, Ax B, P(B).

. Necht A = {a,{b}}, B ={a,b,{a,b}}. Urtete BN P(A), (A x B)N (B x A).
4. Urcete P(0), P({0}), P({1}), P({{0}}), P({0,{0}}).

. Definujme operaci ¢ vztahem

A®B=(AUB)—-(ANB).
Zjistéte, zda plati nasledujici vztahy (vztahy dokaZte nebo naleznéte protipiiklady.)
a) ApA=A
b) Ao (BNC)=(AeaB)n(Aa )
c) AN(BeC)=(ANB)&(ANC)
d Ag(ApA)=A
e) ACB=>ApCCBaC

6. Najdéte nutnou a postacujici podminku pro to, abya) A B=AUB,b) A®& B = A.
. Najdéte piiklady mnoZin A, B, C' tak, aby platilo

a) ANB=CnNB,ale A£C#0)
b) ANBC AnC,ale BZ C
c) AUB=CUB,ale A+C
d AuUBC AuC,aleBZ C

. Necht'promnoziny A, B, C'plati B C A C C. Urcete mnozinu X, prokterou A—X = B

aAUuX =C.

f]koly k textu
1.

Zdtvodnéte (ptesné podle definice), proc je prazdnd mnoZzina podmnoZinou kazdé mno-
Ziny.

Mize mit potenéni mnozina mnoziny A méné prvkd nez mnozina A? Muze jich mit
stejné? Muze jich mit vice?

. Jaké vztahy plati mezi mnoZinou A a 2X?

ResSeni

. a) ano, b) ne, ¢) ne, d) ne, e) ne, f) ano, g) ano.
. AUB = {a,1,2,{a},{a,b}}, ANC = {{a,b}}, C — A = {0,2,3}, Ax B =

{{a,2),(a, a), {a,{a}), (1,2), (1, a),(1,{a}), {{a,b},2), {{a, b}, @), ({a, b}, {a}), },
P(B) = {0,{2},{a}, {{a}}, {2, a},{2,{a}}, {a, {}}, {2, a, {a}}}.

. BNP(A) =0, (Ax B)N (B x A) = {{a,a)}.
4. P0) = {0}, P({0}) = {0,{0}}, P({1}) = {1, {1}}, P({{0}}) = {{{0}},0},

P({0,{0}}) = {0, {0}, {{0}}, {0, {0}}}.

. a) ne, b) ano, ¢) ano, d) ano, ¢) ne
6. a) ANB=1{,b) B=0.
.a) A ={ab,c}, B={a,c,d},C={a},b) A= {a}, B={a,b},C =/{a,c}, c)

A ={a}, B={a,b,c},C ={c},d) A= {a,b}, B={a,c},C ={b,c,d}.
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8. X = C — B (jiné nejsou).

Studijni cile: Po prostudovani kapitol 2.3 a 2.4 by student mél rozumét pojmim relace a
funkce. Mél by znat zakladni operace a vztahy definované nad t€émito pojmy. Student by mél
tyto pojmy znat aktivné, mél by umét samostatné dokazat jednoducha tvrzeni, hledat priklady
a protipiiklady.

Klicova slova: kartézsky soudin, relace, reprezentace relaci, inverzni relace, skladanf relact,
funkce, injekce, surjekce, bijekce, princip indukce.

Potiebny ¢as: 180 minut.

2.3 Relace
2.3.1 Pojem relace

Pojem relace je matematickym protéjskem bé€Zné€ pouzivaného pojmu vztah. Rizné objekty
jsou nebo nejsou v riznych vztazich. Napf. ¢islo 3 je ve vztahu ,,byt mensi* s ¢islem 5, ne vSak
s &islem 2. Karel Capek byl ve vztahu byt bratrem* s Josefem Capkem. Tii body v roving
mohou byt ve vztahu ,,leZet na jedné piimce*.

Vsimnéme si, ¢im je vztah urCen. Za prvé je to tzv. arita vztahu, tj. ¢islo uddvajici pocet
objektu, které do vztahu vstupuji. Napt. do vztahu ,,byt bratrem* vstupuji dva objekty, ten vztah
je bindrni, do vztahu ,,leZet na jedné pfimce* vstupuji tfi objekty, ten vztah je terndrni. Za druhé
jsou to mnoZiny, jejichZ prvky do vztahu vstupuji. Napf. do vztahu ,,byt bratrem* vstupuji dva
objekty, prvni je z mnoZiny X lidi, druhy je z mnoZiny X5 lidi. V tomto piipadé jsou X; a
Xy stejné, tj. X1 = Xo. To tak ale nemusi byt. UvaZujme napf. vztah ,,mit"“ mezi mnozinou
X1 néjakych objekti a mnozinou X5 néjakych atributli. V tomto ptipadé je obecné X7 # Xo,
napt. X; = {pes, kocka, béhat, sttl, rychly, zeleny, &ist} a Xo = {,,je podstatné jméno*, ,je
sloveso®}. Je-li ddna arita n a pfislusné mnoZiny X7, ..., X,,, vztah je potom urlen tim, které
prvky x1 z X1, ..., xn z X, v tom vztahu jsou a které ne. To nés privadi k pojmu relace.

Zakladnim pojmem je pojem uspoiddané n-tice prvkil. Usporddand n-tice objekti z1, . .., 2y (V
tomto poradi) se oznacuje (x1, ..., zy). Prvek z; (1 < i < n) se nazyva i-td slozka dané n-tice.
Rovnost definujeme tak, 7e (x1,...,2n) = (Y1, -, Ym), pravé kdyzn =max; = y1, ...,
Tn = Yn. n-tice a m-tice jsou si tedy rovny, pravé kdyz maji stejny pocet sloZzek a odpovidajici
si sloZky jsou stejné.

Definice 2.10. Kartézsky soucin mnozin X1, ..., X, je mnoZina X; X --- x X,, definovana
predpisem
Xy x---xX, = {<$1,...,$n>|1‘1 €X1,...,£CnEXn}.

Je-li X =--- = X, = X, pak Xj x --- x X, znac¢ime také X" (n-td kartézskd mocnina
mnoziny X). Usporddanou 1-tici (z) obvykle ztotozilujeme s prvkem z (j. (x) = z). Potom
tedy X! je vlastné mnoZina X.

Priklad 2.11. e Pro A = {abc}, B = {1,2} je A x B =
{{a,1),{a,2), (b,1),(b,2), {e, 1), (e, 2)}. B? = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}.

o pro A= {{a},b}, B={1}je A x B = {({a}, 1), (b, 1)},
o proA=1{1,2}, B={b}je Ax Bx A= {(1,b1),(1,b2),(2,b1),(2,b,2)},

e pro A =0, B=1{1,2,3}je A x B = () (neexistuje totiZ usporddana dvojice (x,y) tak,
abyz € Aay € B).

MiZeme pfistoupit k definici pojmu relace.
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Definice 2.12. Necht' X1, ..., X, jsou mnoZiny. Relace mezi X, ..., X, je libovolnd pod-
mnozina kartézského soucinu X7 x --- x X,,.

Poznamka 2.13. (1) Cislu n fikdme arita relace R, R se nazyva n-arni. Je-li X1 = --- = X, =
X, nazyvé se R také n-arni relace v mnoZiné X. Pro n = 1,2, 3,4 se misto n-drni pouzivd
také unarni, binarni, terndrni, kvaternarni. To, Ze R je undrni relace v X, vlastné znamend, Ze
RCX.

(2) O prvcich 1 € Xq,...,z, € X, fikdme, Ze jsou (v tomto poradi) v relaci R, pokud
(x1,...,xn) € R.

Relace je tedy mnoZina sestdvajici z n-tic prvkla piislusnych mnoZin. Obsahuje ty n-tice
(x1,...,2n), které mezi sebou maji zamysleny vztah. Ty, které zamySleny vztah nemaji,
neobsahuje. BéZné pouzivany, avsak jen intuitivné chdpany, pojem vztah je tedy pojmem relace
matematizovan. Pojem relace je pfitom zaloZen na pojmech mnoZina a uspotddand n-tice.

Priklad 2.14. (1) Pro X = {a,b,c}, Y = {1,2,3,4} jsou {(a,2),(a,3), (b, 1),(c, 1)},
{{(a,2)}, 0, X X Y binérni relace mezi X a Y. {{(a,b,2,4,¢),{a,a,2,2,a)} je relace mezi
X, X.,Y,Y, X. {(a,1), (2, c)} neni bindrni relace mezi X a Y, protoZe dvojice (2, c) nepati{
do kartézského soucinu X x Y.

(2) Pfedpokladejme, Ze na rodinné oslavé jsou Adam (A), Bedfich (B), Cyril (C), Dominik (D),
Egon (E), Marta (M), Nada (N), Olga (O), Pavla (P) a Radka (R). Pfitom A je synem Cyrila a
Marty, C je synem Egona a Olgy, P je dcerou Dominka, E je synem Adama a Radky. Urcete
binarni relaci R, kterd odpovida vztahu ,,X je ditétem Y*, a ternarni relaci .S, ktera odpovida
vztahu ,,X je ditétem Y a Z*, kde Y je otec a Z je matka.

Jde o relace na mnoziné {A, B, C, D, E, M, N, O, P, R}. R bude obsahovat v§echny uspofddané
dvojice (x,y) takové, Ze x je ditétem y. Tedy

R={(A,C),(A,M),(C,E),(C,0),(P,D), (E,A), (E,R)}

S = {(A,C,M), (C,E, O), (E,A,R)}.

(3) Plati-li navic, Ze C je manZelem M, E je manZelem O a A je manZelem R, miiZeme uvaZovat
bindrni relaci 7’ mezi mnozinou X = {A, B, C, D, E} muzi a mnozinou Y = { M, N, O, P, R}
Zen,tj. T' C X x Y, kterd odpovidd vztahu ,,byt manZelem®. Pak bude

T = {{(C,M), (E,O), (A,R)}.

(4) Zapiste jako binarni relaci vztah délitelnosti (tj. ,,x d€li y* znamen4, Ze existuje celé ¢islo
ktak, Ze = - k = y) namnoziné X = {2,...,10}.

Oznacme pfiislusnou relaci D. Je tedy D C X x X, konkrétné

D ={(2,2),(2,4),(2,6),(2,8),(2,10),(3,6), (3,9), (4,8), (5,10) }.

Pruvodce studiem

Zastavme se u pojmu relace. Podle Definice 2.12 je relace podmnoZina kartézského sou-
¢inu. D4va to smysl? Relace ma byt matematickym protéjSkem pojmu vztah, ktery je prece
kazdému jasny. Naproti tomu ,,podmnoZina kartézského soucinu* zni nepfistupné a zby-
te¢né komplikované. Pokud souhlasite s pfedchozimi dvéma vétami, bude nejlepsi, kdyZ si
zkusite sami narvhnout definici pojmu relace. Uvidite, jestli pfijdete na néco lepsitho nez
je Definice 2.12. Pritom ale dodrZte ,,pravidla hry*“: Vase definice musi byt jednoznacna
(tj. musi byt zaloZana na jednoznaéné definovanych pojmech) a musi byt tak obecnd, aby
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pfijmeni | jméno | narozeni | vzdélani | funkce
Adam Jir{ 1976 SS prodejce
Kos Jan 1961 VS projektant
Mala Magda | 1955 SS sekretdrka
Rychly Karel | 1967 VS feditel
Zahradnik | Milan | 1950 ZS technik

Tabulka 3: Databaze z Prikladu 2.15.

odpovidala pojmu vztah (tj. nemiZete se napf. omezit jen na binarni relace). Napf. definice
»Relace je dana tim, které prvky jsou v relaci se kterymi.* neobstoji. Je znaén€ neurcita
a navic je to definice kruhem (v definici pojmu relace se odkazujeme na pojme relace).
Zkuste si predstavit, ze podle této definice mate rozhodnout, zde néco je nebo nenf relace.
Ze je tieba, aby definice relace byla jednoznadnd a jednoduchd vynikne nejlépe, kdy? si
uvédomime, Ze relace miZeme chtit zpracovavat pocitacem (a pocitacovych aplikaci za-
loZzenych na relacich je celd fada). Pfedkladame-li nejednoznacnou definici ¢lovéku, mize
nam to projit, ten ¢lovék si definici tfeba domysli. U pocitace nam to neprojde, pocitac si nic
nedomysli. Kromé toho, jednoznacnost a jednoduchost definice patif k zdkladim kultury
vyjadfovéni nejen v matematice. Nejste-li tedy spokojeni s Definici 2.12, zkuste ted’ sami
navrhnout lepsi a pak pokracujte ve Cteni.

Porovnejte nyni vaS ndvrh s Definici 2.12 (nejlépe s kolegy nebo ucitelem). Pokud jste
lepsi definici nevymysleli, vratte se k Definici 2.12 a znovu ji posudte.

Priklad 2.15. Pojem relace ma ustfedni roli v tzv. relanim databdzovém modelu, ktery navrhl
E. F. Codd.? Tzv. relaéni pohled na databdze spo¢iva v tom, Ze databdzi chdpeme jako relaci.
Napt'. databdzi zndzornénou Tab. 3, kterd obsahuje v fadcich informace o zaméstnancich,
muiZeme chdpat jako 5-darni relaci R mezi mnoZinami (tém se v databdzich fikd domény)
D, = {Adam, Kos, Mal4, Rychly, ...}, Dy = {Jifi, Jan, Magda, Karel, ... }, D3 = {n €
N | 1900 < n < 2004}, Dy = {ZS, SOU, SS, VS}, D5 = {prodejce, projektant, sekretika,
feditel, . .. }, tedy R C Dy x Dy x D3 x Dy x Ds. Relace je ddna zdznamy (fadky) v databdzi,
takZe napf. ( Adam, Jiff, 1976, SS, prodejce) € R, ( Kos, Jan, 1961, VS, projektant) € R.
V relaénich databdzich jsou zavedeny i jiné operace nez ty, které zavedeme my. Tyto operace
slouzi k manipulaci a zpfistupiiovani dat v databdzi a Ctenaf se s nimi miiZe seznamit téméf v
kazdé uCebnici databazovych systémi.

2.3.2 Vztahy a operace s relacemi

Relace jsou mnoZiny (relace je podmnoZina kartézského soucinu). Proto s nimi lze provadét
mnoZinové operace (N, U, —) a Ize na n€ aplikovat vztah inkluze (C).

Priklad 2.16. (1) M&me X = {a,b,c}, Y = {1,2,3,4} a uvaZujme bindrni relace
R = {<a7 1>7 <a’74>7 <C’ 2>v <C’3>7 <Cv 4>}’ S = {<a72>7 <a’3>7 <av4>7 <bv 1>7 <bv 3>}’ T =
{(a,4), (c,4)} mezi X a Y. Pak je napf.

RNS = {{(a,4)},
RUS = {{a,1),(a,2),{a,3), (a,4),{b,1),(b,3),(c,2),{c,3),{c,4)}.

Dileje T C S, R € S apod.

P&kné je o tom napséno v knize C. J. Date: The Database Relational Model: A Retrospective Analysis. Addison
Wesley, Reading, MA, 2001.
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Q@‘Q:U
X
X X |+

Tabulka 4: Tabulka popisujici bindrni relaci R mezi X = {a,b,c}aY = {1,2,3,4}.

(2) Necht < je relace uspofadani a | relace délitelnosti na mnoziné N pfirozenych &isel. Tedy
(k,1) €<, pravé kdyzZ k je mensi nebo rovno I, a (k,) € |, pravé kdyz [ je délitelné &islem k (v
tomto pripadg, jako i u jinych pfipadil bindrnich relaci, béZné pouzivame tzv. infixovou notaci,
tj. piSeme k < [ a k|l). Pak | C<, tj. relace | je podmnozinou relace <. To vlastné znamend, Zze
pro vSechna pfirozenad ¢isla k, [ € N plati, Ze kdyZ k|l, pak k < [.

(3) Jsou-li R; a R» relace popisujici néjaké databdze (viz Priklad 2.15), pak R; U R» je relace
popisujici databdzi, kterd vznikne slou¢enim vychozich databazi, tj. zfetézenim databazovych
tabulek (pfesné vzato, slouéenim a vymazanim duplicitnich vyskyti databazovych fadkd).
R1 N Ry je relace, kterd popisuje spolecné polozky obou databdzi.

2.3.3 Operace s binarnimi relacemi

S relacemi vSak lIze diky jejich specidlni struktufe provadét i dal$i operace. Za-
méfime se na bindrni relace. Ty Ilze zndzorfiovat tabulkami. Napf. relace R =
{{a,1),(a,2),{a,4), (b,2), (b,4), (c,1)} mezi mnozinami X = {a,b,c} aY = {1,2,3,4}
je zndzornéna v Tab. 5. Tedy, je-li (x,y) € R, je v priseciku fadku z a sloupce y symbol x,
jinak tam nenf nic.

Zagneme tzv. inverzni relaci. Inverzni relaci k relaci R C X x Y jerelace R~ mezi Y a X
definovana predpisem

R ={{y.2) | (z,y) € R}.

Priklad 2.17. Nechtrelace Rmezi X = {a,b,c}aY = {1,2,3}je R = {(a, 1), (a,2), (b,2)}.
Pak inverznf relace k R je relace R~ mezi Y a X dand R~ = {(1,a), (2,a), (2,b)}.

Dalsi operaci je tzv. sklddani. Je-1i R relaci mezi mnoZinami X a Y a S relaci mezi mnoZinami
Y a Z, pak sloZenim relaci R a S je relace R o S mezi X a Z definovana pfedpisem

RoS = {(z,z) | existujey € Y : (z,y) € Ra(y,z) € S}.

Tedy (z, z) patii do relace R o S, pravé kdyz existuje prvek y € Y tak, Ze (z,y) jsou v relaci
Ra (y,z) jsouvrelaci S.

Uvazujme nasledujici piiklad. Necht' X je mnoZina pacientl, ¥ mnoZina pfiznakd nemoci a
Z mnoZzina nemoci. Necht R C X x Y je relace ,,mit pfiznak®, tj. (x,y) € R znamend, Ze
pacient x md piiznak y,a S C Y x Z je relace ,,byt piiznakem*, tj. (y, z) € S znamena, Ze y
je pfiznakem nemoci z (napf. zvySend teplota je pfiznakem chfipky). Pak pro pacienta x € X
anemoc z € Z znamend (x,z) € R o S, Ze existuje pfiznak y € Y tak, Ze pacient z ma
tento piiznak a zdrovei je tento pfiznak pfiznakem nemoci z. Tedy (x,z) € R o S miZeme
interpretovat jako ,,pacient x miiZe mit nemoc z*.

Priklad 2.18. Necht X = {1,2,3,4,5,6,7} (X reprezentuje pacienty 1-7), YV =
{b,h,k,0,7r,s,0,2} (b...bolest hlavy, h ... horecka, k ... bolest koncetin, o .. . oteklé Zlazy
nakrku, 7 ...ryma, s ...strnuly krk, v . . . vyrdZka, z . . . zvraceni), Z = {C, M, N, S, Za} (C
...chfipka, M ... meningitida, IV ... plané neStovice, .S . . . spalnicky, Za . . . zardénky). Vztah
,-mit pfiznak* mezi pacienty a pfiznaky je popsdn relaci R C X X Y znédzornénou v Tab. 5
vlevo, vztah ,,byt pfiznakem nemoci* mezi pfiznaky a nemocemi je popsan relaci S C Y x Z
znazornénou v Tab. 5 vpravo. SloZeni relaci R a S je relace R oS C X x Z znidzornénd v
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S| C M N S Za
R|{b h k o r s v =z

b | x X
1 X X

h | x x X
2 X

k| x
3 | X X X X X X %X X

o X
4 X

r | X X
5 X X X

s X
6 | X X X X

v X X X
7 | x X X X

z X

Tabulka 5: K Pfikladu 2.18: Tabulky popisujici bindrni relaci R mezi pacienty a pfiznaky
nemoci (vlevo) a relaci S pfiznaky nemoci a nemocemi (vpravo).

RoS|C M N S Za
1 | x x X
2 | X X

3 | x X X X X
4 X X X
5 | x X X X X
6 | x X X
7 | X X X

Tabulka 6: Tabulka popisujici bindrni relaci R o S mezi pacienty a nemocemi (viz Priklad 2.18).

Tab. 6. ProtoZe (z, z) € R oS mizZeme chépat tak, Ze pacient = miZe mit nemoc z, miZeme se
na pfilad divat nasledovné. Ze vstupnich informaci R (dano 1ékarskym vySetfenim) a S (ddno
znalosti 1€kate) jsme odvodili nové informace reprezentované relaci R o S. Ty fikaji, Ze napf.
pacient 1 miiZe mit chfipku, meningitidu nebo spalnicky, Ze pacient 5 miiZze mit libovolnou
z uvazovanych nemoci (ma vSechny sledované pfiznaky), pacient 6 miize mit libovolnou z
uvazovanych nemoci (pfestoze nemé vSechny sledované priznaky) atd.

Véta 2.19. Prorelace RC X xY,SCY x Z, T C Z x U plati.

Ro(SoT) = (RoS)oT
(RoS)™t = S lopr™?
(RHY™t = R

Diikaz. Ro (SoT) = (RoS)oT:Mame (z,u) € Ro (SoT),pravé kdyz existuje y € ¥
tak, Ze (x,y) € Ra (y,u) € S oT, pravé kdyZ pravé kdyz existuje y € Y tak, Ze (x,y) € R
a existuje z € Z tak, ze (y,z) € S a (z,u) € T, pravé€ kdyZ existuji y € Y a z € Z tak,
e (z,y) € R, (y,z) € S, (z,u) € T, pravé kdyz existuje z € Z tak, 7e (r,z) € Ro S a
(z,u) € T, pravé kdyz (z,y) € (RoS)oT.
(RoS)™ ' =S"1oR 1 (2,2) € (RoS)™ !, pravé kdyZ (z,2) € (RoS), pravé kdyz existuje
y € Y tak, 7e (x,y) € Ra (y,2) € S, pravé kdy? existuje y € Y tak, 7e (z,3) € S~'a
(y,z) € R, pravé kdyz (z,z) € S~to R7L.
(RY)™' = R: (z,y) € (R™)7}, pravé kdyZ (y, z) € R, pravé kdyz (z,y) € R. O
Existuji vSak i dalsi pfirozené zptsoby, jak skladat relace. Pfedpokladejme opét,ze R C X x Y,
SCY xZ.Pak RS, R>Sa R[S jsourelace mezi X a Z definované predpisy

R<S = {(z,z)|prokazdéy € Y : pokud (z,y) € R, pak (y,z) € S},
RS = {(z,z)|prokazdéy € Y : pokud (y, z) € S, pak (z,y) € R},
ROS = {(z,z)|prokazdéy € Y : (x,y) € R, pravé kdyz (y, z) € S}.
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RaS|C M N S Za RS |C M N S Za
1 | x X 1
2 | x X X 2
3 3 | xXx X X X X
4 X X X 4 X
5 X 5 X X
6 | x 6 | x
7 X X X X 7 X
ROS|C M N S Za
1
2
3
4 X
5 X
6 | X
7 X

Tabulka 7: Tabulka popisujici binarni relace R <1 S, R > .S a R[J .S mezi pacienty a nemocemi
(viz Pfiklad 2.20).

Vratme se k ptiklady s pacienty, pfiznaky a nemocemi. (x, z) € R <1 S znamend, Ze vSechny
piiznaky, které mé pacient x, jsou pfiznaky nemoci z. (x,z) € R > S znamend, Ze pacient
x ma vSechny pfiznaky nemoci y. (z, z) € R[S znamend, Ze pacient x ma pravé ptiznaky
nemoci y. Uvédomme si, Ze relace R muze vzniknout na zdkladé 1ékarského vysetfeni (1ékaf
zjistuje, jaké piiznaky pacienti maji) a Ze relace S je ,,uebnicova znalost” (Iékaiské knihy
popisuji ptiznaky jednotlivych nemoci). Ob€ R i S tedy mohou byt dostupné napf. v databazi.
Vsechna slozeni Ro S, R <15, R> S 1RO je pak mozné z R a S jednoduse spocitat. Tyto
relace poskytuji netrividlni informace o tom, ktefi pacienti mohou mit které nemoci. Pfitom
pro daného pacienta = a danou nemoc y ma kazdy z faktd (x,z) € Ro S, (z,z) € R S,
(x,z) € R>S1i(x,z) € ROS presné stanoveny vyznam. Pfitom nejslabsi indikaci toho, Ze
pacient z md nemoc z je fakt (x,z) € R o S (x m4 aspori jeden pfiznak nemoci z), nejsiln&jsi
naopak fakt (x,z) € R[OS (xr mé pravé vSechny pfiznaky nemoci z). Jak je vidét piimo z
definice (rozmyslete si), relace <1 i I> jsou podmnoZinami relace [J, ta je jejich prinikem.

Priklad 2.20. Vratme se k Pfikladu 2.18. Relace R <1.S, R> S a R[] S jsou zndzornény v
Tab. 7.

2.3.4 Binarni relace a jejich reprezentace

Pruvodce studiem

Chceme-li matematické pojmy zpracovavat v pocitaci, je tieba je vhodnym zpisobem
v pocitaCi reprezentovat. Musime tedy navrhnout, jak by mél byt matematicky pojem
(mnoZina, relace apod.) v pocitaci (tj. v paméti pocitace) uloZen. Nejde ale jen o samotné
ulozeni v paméti, nybrZ také o to, aby vypocty, které budou s danymi pojmy provadény,
byly rychlé.

V této kapitole si ukdZzeme zdkladni zptisoby reprezentace binarnich relaci. Pfedpokladejme, Ze
je déana binarni relace R mezi kone¢nymi mnoZinami X a Y.
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Tabulka 8: Tabulka (vlevo) a matice (vpravo) popisujici bindrni relaci R mezi X = {a,b,c} a
Y =1{1,2,3,4}.

Reprezentace matici (tabulkou)

Pfipomenime, Ze matice typu m X n je obdélnikové schéma o m fadcich a n sloupcich, ve
kterém se na kazdém misté odpovidajicim néjakému fddku a néjakému sloupci nachdzi néjaka
(zpravidla ¢iselnd) hodnota. Ozna¢me takovou matici M. Pro kazdé ¢ € {1,...,m} aj €
{1,...,n} oznaéme m;; prvek matice z prusec¢iku fadku ¢ a sloupce j.

Pruvodce studiem

Matice typu m X n je to samé co tabulka o m tadcich a n sloupcich. Rozdil je jen v tom,
Ze matice maji specificky zptisob zapisu a Ze s maticemi jsou definovany rizné standardni
operace. Pojem matice pouZzivaji matematici a inZenyfi, zvlast kdyZ se s tidaji zanesenymi
v matici budou provadét dalsi operace. Pojem tabulka pouziva kazdy, kdo chce prehlednym
zpusobem zapsat idaje o néjakych polozkach (viz tabulkové procesory, nabidkové katalogy

apod.).

Tabulky a matice predstavuji zdkladni zplsob reprezentace binarnich relaci. Necht' R je re-
lace mezi mnozinami X = {z1,...,2n} aY = {y1,...,yn}. Relaci R reprezentujeme
tabulkou/matici, ve které se na misté odpovidajicim fddku ¢ a sloupci j nachdzi hodnota,
kterd urcuje, zda dvojice (x;,y;) je v relaci R. Obvykle se pouzivad 1 (popf. x) k oznaceni
(xi,y;) € R a0 (popf. prazdné misto) k oznaceni (z;,y;) ¢ R. Matice My reprezentujic{

relaci R C {x1,...,2m} X {y1,...,yn} je definovdna piedpisem
[ 1 jeli (x;,95) €R,
i = { 0 jeli (x5,1,) ¢ R. @b

Mg, se nazyva matice relace R. Naopak také, kazda bindrni matice M typu m X n, tj. matice
s hodnotami O a 1, reprezentuje relaci mezi X = {z1,...,xn}aY ={y1,...,yn}.

Priklad 2.21. V Tab. 8 vidime tabulkovou a maticovou reprezentaci relace

R ={{a,1),(a,2),(a,4), (b;2), (b,4), (¢, 1)}

mezi X = {a,b,c}aY = {1,2,3,4}.

Vyhodou této reprezentace je pfehlednost a to, Ze zjistit, zda (z;, y;) € R,1zerychle. Nevyhodou
je pamétova ndrocnost. Napf. pro reprezentaci relace na mnoZiné X s 1000 prvky zabira je
odpovidajici matice rozméru 1000 x 1000 a ma tedy 1000000 policek. V piipad¢€, Ze kazdy
prvek z X je v relaci s (prumérné) 3 prvky z Y, obsahuje matice 3 tisice jednicek a zbytek (997
tisic) jsou nuly. Pfitom uchovavat nuly je zbytecné, stacilo by uchovat informaci o tom, kde
maji byt jednicky. Pro takové piipady se pouZivaji jiné reprezentace.

Pro bindrni matice miZeme zavést operace, které odpovidaji operacim s relacemi. Mé&jme
binarni matice M, N typu m x n a matici K typu n x k. Definujme nasledujici operace.

MVN=P, Dij = max{mij, nij}

MAN = P, Dij = min{mij, ni]’}
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M-N=P,
M-K =P,
MT, mg;:mji.

pij = max{0, mij — ng;}

pij = max{m; - k;;; | =1,...,n}

Napiiklad operace V pfifazuje maticim M a N matici P, jejiz kazdy prvek p;; je roven minimu

z hodnot m;; a n;;.

Véta 2.22. Prorelace R,SC X xY,UCY x Zje

Mprus = MgV Mg
Mpgns = Mg A Mg
Mp_g=Mp - M°
Mgov = Mg - My
Mp-1 = (Mg)"

Diikaz. Dikaz je jednoduchy. Sta¢i porovnat definice operaci s maticemi a definice operaci s

relacemi.
Priklad 2.23. Na mnoziné X = {aj,a9,as,a4} uvazujme relace R
{{a1,a2), (a1, a3),(as,a2)} a S = {(a1,a1), (a2, as),(as,a4), (as,a1)}. Pfitom idx
{{a1,a1), ..., {ag,as)}. Matice téchto relaci jsou
1 110 1 0 0O
0100 0 001
Me=119 110 2 Ms=149 901
0 0 0 1 1 0 00
Matice relace R U S je
1 110
01 01
MgzrV Mg = 01 1 1 .
1 0 01
Matice relace RN S je
1 0 00
00 0O
MprAMg = 00 0 0 .
00 0O
Matice relace R o S je
1001
00 0 1
Mr-Ms=14¢901 |-
1 0 00
Matice relace R_ je
10 00
1 110
T _
Mr)" =110 1 0
0 0 0 1

Reprezentace grafem

Grafy pfedstavuji dals$i zplisob reprezentace bindrnich relaci, ktery je ndzorny. Graf bindrni
relace R na mnoZiné X dostaneme tak, Ze kazdy prvek x € X zndzornime v roviné jako
krouZek s oznacenim daného prvku. Pokud (z,y) € R, nakreslime z krouzku odpovidajicitho
2 do krouzku odpovidajiciho y orientovanou ¢aru s Sipkou.
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Obrazek 2: Graf relace k Prikladu 2.24.

Obrazek 3: Relace R z Prikladu 2.24 reprezentovand seznamem seznamdl.

Piiklad 2.24. Na Obr. 2 vidime graf reprezentujici bindrni relaci R =
{{a,b), (a,d),{(c,a), (b,d)} na mnoziné X = {a,b,c,d}.

Upozornéme uz ted, Ze graf je jednim ze zdkladnich pojma diskrétni matematiky. Grafy se
budeme zabyvat v Kapitole 4. V tomto smyslu pouZivame v této kapitole pojem graf nepfesné.
Podobné jak jsme ukdzali, je moZné reprezentovat i relace R mezi X a Y. Ctenaf necht si
detaily rozmysl{ sam.

Reprezentace seznamem seznamu

Tento zpisob reprezentace je vhodny pro ulozeni bindrni relace R na mnoziné X v paméti
pocitace. Na Obr. 3 je zndzornéna reprezentace relace R z Prikladu 2.24 seznamem seznamt.
Reprezentaci tvoii hlavni (spojovy) seznam’, ve kterém jsou uloZzeny viechny prvky mnoZiny
X. Na Obr. 3 je hlavni seznam znazornén shora dolii spojenymi ¢tverecky, které obsahuji a,
..., d.Zkazdého prvku x € X hlavniho seznamu vede seznam obsahujici pravé ty y € X, pro
které (x,y) € R.NaObr. 3 jsou tyto seznamy zndzornény vodorovné. Napt. z prvku a hlavniho
seznamu vede seznam obsahujici b a d. To proto, Ze (a,b) € Ra (a,d) € R.Z prvku d nevede
Zadny seznam (tj. z d vede prazdny seznam), protoZe neexistuje y € X tak, Ze (d,y) € R.

Vratime se k relaci na mnoZiné X s 1000 prvky, kde kazdy prvek je v relaci s primérné 3 prvky.
Pfi reprezentaci seznamem seznamil budeme potfebovat 1000 policek pro prvky hlavniho
seznamu a pro kazdy z té€chto prvka 3 dalsi policka pro prvky seznamu, ktery z tohoto prvky
vede. To je celkem 4000 poli¢ek. Zapocitdme-li, Ze v kazdém policku je tfeba mit nejen oznaéni
prvku, ale i ukazatel na dalsi policko, je tfeba zhruba 2 x 4000 pamétovych bunék. Pfipometime,
7e maticova reprezentace takové relace vyzaduje 1000000 pamétovych bundk®.

3Spojovy seznam je jednou ze zdkladnich datovych struktur. BliZe viz jakoukoli uebnici algoritmi a datovych
struktur.
4Cel4 tato tivaha je zjednoduSend, ale ilustruje podstatu véci.
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2.4 Funkce (zobrazeni)
24.1 Pojem funkce

Funkce je matematickym protéjskem bézné€ pouzivaného pojmu prifazeni. Objektim jsou ¢asto
jednoznacnym zptisobem ptifazovany dalsi objekty. Napr. funkce sinus pfifazuje kazdému real-
nému &islu z hodnotu sin(z), zaméstnanciim jsou v ramci spole¢nosti, kde pracuji, pfifazovana
identifika¢ni &isla apod. Takové pfifazeni je mozné chdpat jako mnozinu dvojic (x, y), kde y je
objekt pfifazeny objektu z. Pfifazeni je tedy moZné chépat jako bindrni relaci mezi mnoZinou
X objekti, kterym jsou pfifazovany objekty, a mnoZinou Y objektd, které jsou objektim z X
pfifazovany. Takova relace R md diky jednoznacnosti pfifazeni nasledujici specialni vlastnost:
je-li {(x,y1) € R (objektu x je pfifazen objekt y1) a (x,y2) € R (objektu x je pfifazen objekt
y2), pak y1 = ys (jednoznacnost pfifazeného objektu, objektu x nemohou byt pfifazeny dva
ruzné objekty). To vede k nasledujici definici.

Definice 2.25. Relace R mezi X a Y se nazyvd funkce (né€kdy také zobrazeni) mnoZziny X do
mnoZiny Y, pravé kdyZ pro kazdé x € X existuje y € Y tak, Ze

(z,y) € R,
aprokazdé x € X ayy,yo € Y plati, Ze

(,y1) € Ra(x,y2) € Rimplikuje y; = yo.

Fakt, Ze R je funkce X do Y, oznaCujeme R : X — Y. Pro funkce pouzivame spis f, g, ...
nez R,S,.... Je-li f: X — Y funkce a x € X, pak ten y € Y, pro ktery je (z,y) € f,
oznalujeme f(z), piSeme také x +— y, popt. x — f(z).

Priklad 2.26. Uvazujme mnoziny X = {a,b,c}, Y = {a,b,1,2}.
e Relace R = {(a, a), (b, b)} neni funkce X do Y, protoZe k prvku ¢ € X neexistuje prvek
y €Y tak, ze (x,y) € R.

e Relace R = {(a,a), (b,2), (c,a),(c,2)} neni funkce X do Y, protoze k prvku ¢ € X
existuji dva rizné prvky, které jsou s nim v relaci R. Mdme totiZ (c,a) € R, (¢,2) € R,
ale a # 2.

e Relace R = {(a,2), (b,b), (c,2)} je funkce X do Y.
Relace R C X x Y, kterd spliiuje kdyZ (z,y1) € R a (x,y2) € R, pak y; = y2 se nékdy

nazyva parcidlni (CasteCnd) funkce.

Nekdy se pouziva obrat ,,uvazujme funkci y = f(z), kde f(z) je n&jaky vyraz, napt. y = 2

apod. Pfitom se mé za to, Ze je jasné, o jaké mnoZiny X a Y se jednd (Casto je X =Y = R,
popf. X C R). Pak jde vlastné o funkci {(z,y) | z € X,y € Y,y = f(2)}.

24.2 Typy funkei

Definice 2.27. Funkce f : X — Y se nazyva

e prostd (n€kdy také injektivni), pravé kdyz pro kazdé x1,x2 € X, Ze z x1 # x5 plyne

fla1) # flx2),

e funkce mnoZiny X na mnoZinu Y (nékdy také surjektivni), pravé kdyZ prokazdé y € Y
existuje x € X tak, ze f(z) = v,
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o vzdjemné jednoznacnd (n€kdy také bijektivni), pravé kdyZ je prostd a je to funkce na
mnozinu Y (tj. injektivni a surjektivni).

Funkce je tedy prosta, pravé kdyz z f(x1) = f(x2) plyne 21 = xo.

Priklad 2.28. e Pro X = {abecd a Y = {1,2,3,4} je f =
{{a,1),(b,1),{c,4), (d,3)} funkce X do Y. f neni injektivni (protoze f(a) = f(b), ale
a # b), ani surjektivni (neexistuje z € X tak, aby f(x) = 2), a tedy ani bijektivni.

o ProX ={a,b}aY ={1,2,3}je f = {(a, 1), (b, 3)} funkce X do Y, kterd je injektivni,
ale nenf surjektivni (neexistuje x € X tak, aby f(z) = 2), a tedy ani bijektivni.

e Pro X ={a,b,c}aY ={1,2}je f = {{(a,2), (b,2),(c, 1)} funkce X do Y, kterd neni
injektivni (protoze f(a) = f(b), ale a # b), ale je surjektivni, a tedy neni bijektivni.

e Pro X ={a,b,c}aY ={1,2,3}je f = {(a,2),(b,1), (c,3)} funkce X do Y, kterd je
injektivni i surjektivni, a i bijektivni.
Priklad 2.29. Podivejte se na nasledujici funkce.

o f={(z,y) € RxR|y=2?}jefunkce R do R, kterd nenf injekce (napt. (—2)? = 22)

ani surjekce (napf. neexistuje = € R tak, e 22 = —1). Uvazujeme-li ji viak jako funkci

2 ¥

mnoziny R do mnoziny {a € R | @ > 0} (nezdporna redlnd &isla), je to surjekce.
o f={(zx,y) € RxR|y = 2} je funkce R do IR, kter4 je injekci i surjekcf, tj. je bijeke.

o f={(r,y) € NxN|y==z!}jefunkce Ndo N (faktoridl, tj. z! =z - (x —1)---2-1).
Je to injekce, ale ne surjekce (napf. ¢islo 3 neni faktoridlem Zadného Cisla, tj. neexistuje
r € N tak, ze ! = 3).

Podivejme se na nékteré vlastnosti funkei.

Véta 2.30. Pro funkce f, f1,fo: X =Y, g9,91,92: Y — Z plati

a) f o g jefunkce.
b) Jsou-li f, g injekce, je f o g injekce.
c) Jsou-li f,qg surjekce, je f o g surjekce.

Diikaz. Dokazme a). Nejprve musime ukdzat, Ze pro kazdé x € X existuje z € Z tak, Ze
(x,z) € fog.ProtoZe je f funkce, existuje k x € X prvek y € Y tak, Ze (z,y) € f, a
protoze je g funkce, existuje k tomu y prvek z € Z tak, ze (y, z) € g. Podle definice je tedy
(x,z) € fog.Nyni musime ukazat, Ze kdyZ (x,z1) € foga (x,22) € fog, pak z1 = 2a.
KdyZ (x,2z1) € foga(x, 23) € fog, pak podle definice pro n&jaké y1,y2 € Y je (x,11) € f,
(y1,21) € g, a{x,y2) € f, (y2, 22) € g. ProtoZe f je funkce, musi byt y; = ya, a protoze g je
funkce, musi byt 21 = 29. Tedy a) plati.

Dokazme b). Je-li (x1,2) € fog, (x9,2) € fog, existuji y1,y2 € Y tak, Ze (x1,11) € f,
(x2,y2) € f.(y1,2) € g,(y2, 2) € g.Protoze g jeinjekce, plati y; = yo. Platitedy (z1,v1) € f,
(x2,y1) € f,aprotoze f je injekce, je x1 = x9, tedy f o g je injekce.

¢) se dokédze podobné. 0
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2.4.3 Princip indukce

Princip (matematické) indukce umoziuje dokazovat tvrzeni tvaru ,,pro kazdé prirozené ¢islo n

. « C g . P . 1
plati V(n)“, kde V'(n) je néjaké tvrzeni, které zavisinan (napf. 1 +2+---+n = %).
Véta 2.31 (princip indukce). Necht’je pro kazdé n € N ddno tvrzeni V (n). Pfedpoklddejme,
Ze plati

o V(1) (indukcni predpoklad),

e pro kazdé n € N: z V(n) plyne V(n + 1) (indukcni krok).
Pak V (n) plati pro kaZdé n € N.

Princip indukce je jednou ze zdkladnich vlastnosti pfirozenych &isel. Z predpokladu, Ze kazda
neprazdnd podmnozina K C N ma nejmensi prvek (coz je pravdivy a intuitivn€ jasny predpo-
klad) 1ze princip indukce dok4zat.

Diikaz. Princip indukce dokaZeme sporem. Predpokladejme, Ze princip indukce neplati, tj.
existuji tvrzeni V' (n) (n € N), které spliiuji oba predpoklady principu indukce, ale pro n&jaké
n’ € N tvrzeni V(n') neplati. Oznaéme K = {m € N | V(m) neplati} mnoZinu vSech
takovych n'. K je tedy neprazdna (nebot'n’ € K). K ma tedy nejmensi prvek k (viz pozndmka
pfed dikazem) a ten je rizny od 1 (protoZe podle indukéniho predpokladu 1 ¢ K). Pak tedy
k—1¢ K, tedy V(k — 1) plati. Z indukéniho kroku plyne, Ze platii V' (k), tedy k ¢ K, coZ je
spors k € K. O

Piiklad 2.32. DokaZme u? uvedeny vztah 1 +2 + --- +n = @ Tedy V(n) je tvrzeni

S k= ”(”2+1). Podle principu indukce sta¢i ovéfit indukéni predpoklad a indukéni krok.

1-(141)
2
Indukéni krok: Predpoklddejme, Ze plati V' (n) adokazme V(n+1).14---+n+n+1serovnd

(1+---+n)+n+l,coisedlepfedpokladurovnéW—I—n—i—l.DélejeW—i—n—i—l =

n(n+1)42r2(n+1) _ n2+§n+2 _ (n+1)é(n+1)' Celkem tedy 14+ - 4n+n+1= (n+1)é(n+1)’

Indukéni predpoklad: V(1) je tvrzeni 1 = , a to evidentné plati.

coz je pravé tvrzeni V(n + 1).

Podle principu indukce je tedy tvrzeni dokdzané.

2.4.4 Konecné, spocetné a nespocetné mnoziny

MnozZina A se nazyva konecnd, pravé kdyz prazdna (A = ()) nebo existuje ptirozené &islo n a
bijekce f : A — {1,2,...,n}. V prvnim piipadé fikdme, Ze pocet prvki mnoZiny A je 0. Ve
druhém piipadé fikame, Ze pocet prvki mnoZiny A je n.

Priklad 2.33. Je tedy || = 0. MnozZiny A = {2,4,6}, B = {n € N | n < 10000000 a n je
sudé} jsou konecné a je |A| = 3, | B| = 5000000.

Mnozina A se nazyva nekonecnd, pravé kdyZ neni koneénd. MnozZina A se nazyva spocetnd,
pravé kdyz bijekce f : A — N. MnoZina A se nazyva nespocetnd, pravé kdyZ je nekone¢nd a
neni spocetn4.

Poznamka 2.34. (1) ProtoZe pro zadné n € N neexistuje bijekce f : {1,...,n} — N, je kazdd
spocetnd mnoZina nekone¢na.

(2) Z definice plyne, Ze kazdd nekone¢nd mnoZina je bud’ spocetnd, nebo nespocetna.

2
Priklad 2.35. MnoZiny A = {2,4,6,8,...}, B = {2,22,2(2") 2@y B =7 ¢ = Q,
D =R, E = [0, 1] jsou nekonec¢né. Pfitom A, B, C' jsou spoetné a D a E jsou nespoletné.
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Shrnuti

Kartézsky soucin mnoZin Xj,..., X, je mnoZina vSech uspofddanych n-tic prvkl z téchto
mnoZin. Relace mezi mnoZinami X7, ..., X,, je libovolnd podmnozZina kartézského soucinu
téchto mnoZin. S relacemi 1ze provadét vS§echny mnoZinové operace. S bindrnimi relacemi 1ze
provadét operace inverze a skladani. Bindrni relace se nejcastéji reprezentuji tabulkou nebo
grafem, v paméti pocitace pak matici nebo seznamem seznamd.

Funkce je zvlastni typ relace. Injekce, surjekce a bijekce jsou specidlni typy funkci.

Princip indukce slouZi k prokdzéni toho, Ze dany vyrok plati pro vSechna pfirozend ¢isla.

Pojmy k zapamatovani
o kartézsky soucin,
e relace, bindrni relace, inverzni relace, skldddni bindrnich relaci, reprezentace bindrnich
relaci,
o funkce, injekce, surjekce, bijekce,

e princip indukce.

Kontrolni otazky
1. Je pravda, Ze kaZdd neprdzdnd n-drni relace md aspori n prvkii? Pro¢?
2. Jakd je inverzni relace k relaci ,, byt otcem* na mnoZiné vsech lidi (slovné ji popiste)?
Je-li R vysSe uvedend relace ,,byt otcem*, co je relaci R o R? Co jsou relace R < R,
R> R?
3. Jaky je rozdil mezi tabulkovou a maticovou reprezentaci bindrni relace?

4. Necht’X a'Y jsou mnoZiny. Jaky vztah musi platit mezi | X | a |Y'| pro to, aby existovala
funkce f : X — 'Y, kterd je injekci, surjekci, bijekci?
5. MuZe byt prdazdnd mnoZina funkci X do'Y ? Rozeberte v zdvislosti na mnZindch X a Y.

Cviceni
1. Dokazte nasledujici vztahy.

A x B =10, pravé kdyz A = () nebo B = ()

A X B=Bx A, privekdyzZ A x B = (nebo A = B
Ax (BUC)=(AxB)U(AxC(C)
(AUB)xC=(AxC)u(BxCQC)

Ax (BNC)=(AxB)Nn(Ax ()
(ANB)xC=(AxC)Nn(BxCQC)
Ax(B-C)=(AxB)—(AxC)
(A-B)xC=(AxC)—(BxQC)

2. Najdéte piiklady relaci, pro které plati (neplati) Ro S = So R, R™! = R.
3. Dokazte, Ze pro relace R, Ry, Ro, U C X xY, 5,581,595, VCY xZ, TCZxW
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plati

(RH™ =R
(RoS)oT =Ro(SoT)
(RoS) t=85"1oRr!
Je-iRCU,SCV,pak RoSCUoV
(R1URy) ' = RTURy!
(RiNRy) ' =R;'N Ry
RO(SlLJSz) =RoSiURo Sy
RO(SlﬂSQ) =RoSiNRoSy
(RlURQ)OS=R105UR20S
(RiNRy)oS=R;0SNRy0S
4. Které z nasledujicich relaci R jsou funkce X do Y'?
a) X=Y=N,R={(m,n) | m#n},
b) X =Y ={a,b,c}, R={(a,a),(a,b),(a,c)},
¢c) X =Y ={a,b,c}, R={(a,a), (b,a),{c,a)},
d) X je mnoZina vSech Ceskych slov, Y je mnoZina vSech pismen ceské abecedy
{{w, 1) | w je Eeské slovo s poslednim pismenem [},
e) X =Y =R, R={{x,y) | 2?2 +9* =1},
) X=Y =R R={(z,y) 2> =y},
9 X=Y =R R={{z,y) |z =9}

5. Které z nasledujicich funkcfi jsou injektivni? Které jsou surjektivni?
a) f:N—N,f(n)=n+1,

b) f:Z2—Z, fi) =i+ 1,
o f:K - K,kde K = {1,2,...,k},

) i+ 1 o0l <7<k
fm={ P

1 prot =k
d) f: N —{0,1,2,3}, kde

jestlize 7 je délitelné 5, ale ne 11,
jestlize 7 je délitelné 11, ale ne 5,
jestliZe 7 je délitelné 55,

v ostatnich ptipadech,

f@@) =

w N = O

&) Q- Q. f(i) =
6. Najdéte piiklady funkci f a g tak, aby
a) g nebyla injekce, ale f o g ano,
b) f nebyla surjekce, ale f o g ano.
7. Pro mnozinu U necht je idy = {(u,u) | u € U} relace identita. UkaZte, Ze pro relaci
fC X xY platd
a) [ splituje, Ze z (z,y1) € fa(z,y2) € fplyney; = ya, pravé kdyz f o f C idy,
b) je-li f funkce X do Y, pak je injektivni, pravé kdyz f o f~! = idy.
¢) Je-li f funkce X do Y, pak je surjektivni, pravé kdyz f~! o f = idy.
8. Mgme f: X — Y.Pro A C X aB C Y oznaCme f(A) = {f(z) | x € A} a
f-1(B) ={z € X | f(x) € B}. Ukaite, ze
a) f je injektivni, pravé kdyz f~! splituje, ze z (z,y1) € f a (z,y2) € f plyne
Y1 =192,
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b) je-li f injektivni, pak pro kazdé A, B C X plati f(AN B) = f(A) N f(B),
f(A=B) = f(A) - f(B).

c) prokazdé A,BCY f_l(A N B) = f_l(A) N f_l(B), f_l(A — B) = f_1(A) —
f-1(B).

9. Ukazte, Ze neni-li f injektivni, neplati bod b) z predchoziho cviceni.
10. Dokazte, Ze pro funkce f, f1, fo : X —= Y, 9,91,92 : Y — Z plati, Ze
a) je-li f o g injekce, je f injekce,
b) je-li f o g surjekce, je g surjekce,
¢) je-li g injekce fiog = fa0g,je f1 = fo,
d) je-li f surjekce fogs = f o g, je g1 = go.
o P, +1)(2n+1
11. Dokazte indukci, ze > p_, k* = %.
te i c oy +1
12. Dokazte indukcf, ze Y p_ k3 = [%]2
13. Dokazte indukcf, Ze pro n € N je 272 + 327+1 d&litelné 7.
14. Dokazte, ze pron € Nje (1+ 3)" > 1+ 2.
15. Kde je chyba v nésledujicim ,,dikazu® indukci? Tvrzeni. V pro kaZzdou posloupnost n
prvki aq, ..., a, plati, Ze vSechny prvky v ni jsou stejné.
Diikaz. Pro Cislo 1 je tvrzeni trividlné splnéno. Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro k
prvkl. UvaZzujme posloupnost libovolnych k£ + 1 prvki aq, ... ,ax+1. Pak a1, ..., ax je
posloupnost k£ prvki a asg, ..., agy1 je posloupnost k prvki, a podle predpokladu tedy
ap =:--=agaay =--+=apy1. Odtud plyne a; = - - = agq1.
Ukoly k textu
1. Vratme se k pojmu uspoiradana dvojice prvki. Tento pojem jsme chapali jako zakladni,

. Dokazte zbyvajici ¢4sti Véty 2.9

. Dokazte bod c) z Véty 2.30.

tj. nedefinovany. Je ho v§ak mozné definovat pomoci pojmu mnoZina tak, Ze bude mit
viechny pozadované vlastnosti. Reknéme, 7e uspofddand dvojice prvki a, b je mnoZina
(a,b) ={a,{a,b}}. Ukazte, Ze (a,b) = (c,d), praiv€kdyZa = ca b = d.

Dokazte Vétu 2.22.

Ukazte, Ze pro kone¢né mnoziny X a Y existuje bijekce X do Y, pravé kdyz X a Y
maji stejny pocet prvki.

Reseni

1. Vztahy se dokazou jednoduse, rozepsanim piimo podle definice.

2. M&me napt. X =Y = {z,y,2}. RoS = So R plati pro R = {{(z,9),(z,9)},
S ={{y, ), (y,z)}, neplati pro R = {(z,9)}, § = {(y,2)}.
R~! = R plati napt. pro R = {(x, %), (y, )}, neplati napt. pro R = {(z,2)}.

3. Vztahy se dokdZou jednoduse, rozepsdnim piimo podle definice.

4. Funkcemi jsou relace R z ¢), d), f).

5. Injekce: a), b), ¢), e), surjekce: b), c), d).

6. Vezméme X = {z}, YV = {y1, 42}, Z = {z}. f = {{z,y1)}, 9 = {(1,2), (42, 2)}

spliiuji a) i b).
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7.

10.

11.

12.
13.
14.
15.

a) Necht f spliiuje, ez (z, y1) € fa(z,y2) € fplyney1 = yo. KdyZ (y1,42) € f~'of,
pak existuje x € X tak, 7e (y1,z) € f~ra (w,y2) € f. 4. (x,01) € fa(w, ) € f. Z
predpokladu plyne y; = 4o, tj. f~1 o f C idy.

Naopak, necht f 1o f C idy. Necht (z,v1) € fa(x,y2) € f.Pak (y1,32) € flof C
idy. Protoze f~1o f C idy, je (y1,92) € idy, tj. y1 = y2. Tedy z z (z,y1) € f a

(z,y2) € [ plyne y1 = yo.
b) a ¢) se dokdZou podobnymi dvahami.

. a) pfimo z definice.

b) f(ANB) = f(A) N f(B): Protoze ANB C Ai AN B C B, je dle definice
f(ANB) C f(A)i f(ANDB) C f(B).Ztohoplyne f(ANB) C f(A)N f(B). Naopak,
pokudy € f(A) N f(B), pak existuji x1 € Aaxs € Btak, Ze f(z1) =ya f(z2) = y.
ProtoZe je f injekce, musi byt 21 = x9. Tedy z1 € AN B, aprotoy € f(A N B). Proto
je F(A) N f(B) C (AN B).

f(A—=B) = f(A) — f(B): Necht y € f(A — B), tj. existuje € A — B tak, Ze
f(z) =y.Protojey € f(A). Kdyby y € f(B), pak existoval 2’ € B tak, ze f(z') = y.
ProtoZe x € A — B, je  # . To je ale spor s injektivitou f, protoZe mdme x # z’ a
f(x) =y = f(a'). Tedy je y € f(A) — f(B). Naopak, necht' y € f(A) — f(B). Pak
y = f(x) pro n&jaky x € A a neexistuje 2’ € B tak, Zze f(2') = y. Proto jex € A — B,
atedyy € f(A— B).

¢) se dokaze podobnymi Gvahami.

. Vezméme napf. X = {z1,22}, Y = {y}, funkci f danou piedpisy f(z1) =y, f(z2) =

y, mnoziny A = {z1}, B = {x2}.Pak f(ANB) = 0a f(A)Nf(B) = {y}. Pro mnoZiny
A={a1,22}a B ={x2}je f(A—B) = f({z1}) ={y}a f(4) = f(B) =0.
DokaZme b). Kdyby g nebyla surjekce, pak by existoval z € Z, kte kterému neexistuje
y € Y tak, Ze g(y) = z. Proto nemuize existovat x € X tak, aby f o g(z) = z (jinak by
proy = f(z) bylo g(y) = 2).

Dokazme d). ProtoZe f je surjekce, existuje pro libovolny prvek y € Y prvek x € X tak,
Je (z,y) € f. Platitedy g1(y) = 91(F(2)) = Foqn(z) = foga(z) = ga(f(x)) = g2(y).
Dokazali jsme, Ze pro libovolny prvek y € Y je g1 (y) = g2(y), tedy g1 = go.

a) a ¢) se dokdzou podobnymi tvahami.

V(n) je tvrzeni Zzzl k2 = %(%H). V(1) plati, protoze je to tvrzeni 12 =
HAEDEH) predpokldejme, Ze plati V (n) adokazme V (n+1), tj. dokazme Y711 k2 =
(n+1)(n+2)6(2(n+1)+1)' Je Z:ill k2 — 22:1 k2 4 (n + 1)2 _ n(n+1)6(2n+1) + 6(n-6t,-1)2 _

2n®49n2+13n+6 _ (n+1)(n+2)(2(n+1)+1)
6 - 6 :
Jednoduché, standardné pouZzitim jednoduchych dprav.

Jednoduché, standardné pouZzitim jednoduchych dprav.

Jednoduché, standardné pouzitim jednoduchych tprav.

Chyba je v tom, Ze tvaha, kterou se z V' (k) dokaze V' (k + 1), neni spravnd pro k = 1, j.
neplati, Ze z V(1) plyne V (2). Projdéte si ivahu podrobné: tvrdi se v ni, Ze z toho, Ze v
posloupnosti a; jsou vSechny prvky stejné, a z toho, Ze v posloupnosti as jsou vSechny
prvky stejné, plyne, Ze a; = ag, coZ neni pravda.
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3 Kombinatorika

Studijni cile: Po prostudovani kapitol 3.1, 3.2 a 3.3 by student mé&l byt znat zaklady kom-
binatorického pocitani. Mé&l by znét pravidla souctu a sou€inu, pojmy permutace, variace a
kombinace. Student by mél umét v zdkladnich dlohach samostatné provést spravnou kombi-

ulohy na jednodussi.

Klicova slova: kombinatorika, pravidlo souctu, pravidlo soucinu, permutace, permutace s
opakovanim, variace, variace s opakovanim, kombinace, kombinace s opakovidnim

Potiebny c¢as: 180 minut.

3.1 Co ak ¢emu je kombinatorika

poctu moznosti (konfiguraci), které existuji za uréitych pfedepsanych podminek. MuzZe nas
napiiklad zajimat, kolika zpisoby je mozné vyjadfit pfirozené ¢islo n ve tvaru souctu n; +
-+ 4+ ny, ptirozenych ¢isel ny, . . ., ny pfi¢emz nezaleZi na pofadi ¢isel v souctu. Zde se jednou
moznosti rozumi ¢isla ny, . . ., ng. Pfedepsané podminky v tomto pripadé fikaji, Ze musi platit
ni+---+n, = nadile Ze moZnosti ny, ..., ni ani, ..., n; se povazuji za shodné (pocitaji se
jako jedna moZnost), pokud se lisi jen pofadim ¢isel (naptf. moZnosti 1,1,2a 1,2, 1 se povazuji
za shodné, 1,1,2 a 1,2, 2 nikoli). Tak naptiklad pro ¢islo 3 existuji 3 moZnosti (ty moZnosti
jsoul+141,1+2,3), procislo 4 existuje 5moznosti (1 +1+1+1,14+1+4+2,143,2+2,
4) atd.

Pruvodce studiem

V casopise BYTE Magazine kdysi vysla ndsledujici zprdva. ”According to ... WEB Tech-
nologies’ vice president of sales and marketing, the compression algorithm used by Da-
taFiles/16 is not subject to the laws of information theory” (BYTE Magazine 17(6):45,
June 1992). Predstavitelé WEB Technologies tvrdili, Ze jejich kompresni program Data-
Files/16 komprimuje vSechny typy souborti na pfiblizné jednu Sestnactinu jejich ptivodni
velikosti a Ze pro soubory velikosti asponi 64KB je tato komprese bezeztratova. Jednoducha
kombinatoricka ivaha vSak ukazuje, Ze to neni mozné.

Uvazujme napf. délku souboru 16n biti. Existuje celkem 26" riznych soubori délky
167 bitd. Kazdy takovy soubor by podle WEB Technologies mélo byt mozné zkomprimovat
na vysledny soubor délky nejvyse n bitii. Pfitom existuje pravé 2¥ riiznych soubort délky k
bité. Tedy navzajem riiznych soubort délky nejvyse n bitd existuje 20421 422 4. .. 427 =
27+l _ 1. ProtoZe ale 2"*t! — 1 < 2167 nenf takovd komprese moZnd. Kompresi totiz
vyrobime z daného souboru délky 16n biti (t&ch je 216™) néktery ze souborti délky nejvyse
rovné n (téch je 2”1 — 1). Proto musi existovat rizné soubory délky 16n, které se kompresi
prevedou na stejny soubor délky nejvySe rovné n. Takova komprese tedy neni bezeztratova.

Priklad 3.1. Predpokladejme, Ze heslo pro pristup do databaze je posloupnost sestdvajici z
pravé 5 povolenych znakt. Mezi povolené znaky patii pismena a,. .., z, A, ..., 2, Cislice 0, 1,
..., 9. Plati pfitom, Ze heslo musi zacinat pismenem. Kolik existuje rtiznych hesel?

Protoze pismen je 52 (26 malych a 26 velkych) a Cislic je 10, pouzitim pravidla soucinu (viz
déle) zjistime, Ze hesel je 52 - 62* = 768.369.472. Nezndme-li heslo, musime tedy to spavné

,uhodnout“ z cca 768 miliénii moznych hesel. Uvahy tohoto typu musi umét provadét kazdy,
kdo se zabyva bezpecénosti pocitacovych systémd.
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Priklad 3.2. UvaZujme ndasledujici variantu hazardni hry. Z osudi obsahujictho micky s Cisly
I,..., 20 jsou vylosovany 3 micky. Hra spodiva v tom, Ze si pfed losovdnim miZeme vsadit
na ndmi vybrand 3 ¢isla. Za vsdzku zaplatime 10 K&. V pfipad€, Ze uhodneme vSechna 3
pozdéji vylosovana Cisla, dostaneme 20.000 K¢&, jinak nedostaneme nic. Vyplati se vsadit si, tj.
budeme-li dlouhodobé vsizet, budeme celkové prohrdvat nebo vyhravat?

Vybrat 3 micky z 20 je moZzné 2.280 zptisoby (je to pocet kombinaci 3 z 20, viz dale). My si
vsadime na 1 takovy vybér. Pravdépodobnost, Ze trefime ten spravny, je tedy Tlso' Z. dlouhodo-
bého hlediska tedy vyhrajeme v 1 z 2280 piipadi. V takovych 2280 piipadech tedy vyhrajeme
1 x 20.000 = 20.000 K&, pritom za vsazeni utratime 2.280 x 10 = 22.800 K¢. Vsadit si se
tedy nevyplati.

Priklad 3.3. Predpokladejme, Ze kodujeme elementarni zpravy (zprava mutze byt znak nebo
néjaka posloupnost znakt) tak, Ze kazdou zpravu zakédujeme jako posloupnost n symbola
0 a 1, tzv. kéddové slovo. Takovému kdédu se fikd bindrni kéd délky n. Bindrni kéd délky n
tedy miZeme povazovat za né€jakou mnozinu posloupnosti délky n, které sestavaji z 0 a 1.
Napf. {100, 010, 001} je bindrni kéd délky 3. Ten miiZe byt pouZit napf. pro kédovani vysledkd
néjakého procesu, kde vysledek je jeden z tif moznych typd (prohra, remiza, vyhra; rychlost
< 50 km/h, rychlost > 50, ale < 70 km/h, rychlost > 70 km/h), tak, Ze napf. prohra je kédovédna
posloupnosti 100, remiza posloupnosti 010, vyhra posloupnosti 001.

Prvni otazka: Chceme-li kédovat k znakd binarnim kédem délky n, jaké nejmensi n musime
zvolit, abychom zarucili moZnost jednoznacného dekédovéani? Aby byl kéd jednoznacné de-
kédovatelny, musi obsahovat asponl k posloupnosti. Pfitom posloupnosti z 0 a 1, které maji
délku n, je pravé 2" (podle pravidla soucinu, viz déle). Délka n musi tedy spliiovat £ < 27, tj.
logy k < n.

Druhd otazka: Predpoklddejme, Ze na kédujici posloupnosti 0 a 1 pisobi rusivé vlivy a Ze se
proto miZze 0 zménit na 1 a 1 zménit na 0. Takové chyby jsou ale malo Casté. Pfijmeme-li
posloupnost v délky n, miize byt zatiZena chybami, a nemusi to tedy nutné byt néjaké kdédové
slovo. ProtoZe predpokldddme, Ze chyby jsou mdlo Casté, je intuitivné prirozené chapat v jako
chybou zménéné kédové slovo w, a to takové w, které se ze vSech kédovych slov od v nejméné
li§i. Ve vySe uvedeném piipade napt. 110 neni kédovym slovem a jemu nejblizsi kodova slova
jsou 100 a 010. Vzdélenosti posloupnosti pritom rozumime pocet pozic, na kterych se lisi, tj.
vzdélenost posloupnosti ay - - - a,, a by - - - by, je poCet prvkd mnoziny {7 | a; # b;}. Vzdalenost
110 a 100 je tedy rovna 1 (lisi se pravé jednou pozici). Pokud je kéd dobfe navrZeny, miZe
dekddovani probihat tak, Ze piijata posloupnost w délky n se opravi a vysledkem bude nejblizsi
kédové slovo. Jak jsme vidéli, vySe uvedeny kod neni dobfe navrZzeny, protoZe ke slovu 110
existuji dvé kédova slova (100 a 010) se stejnou vzdalenosti od 110. Jaky je nejvétsi pocet k
kédovych posloupnosti bindrniho kédu délky n, ktery umoZiiuje opravu jednoduchych chyb?
Pfitom jednoduchd chyba je ta, kterd vznikne zménou pravé jednoho symbolu posloupnosti
(jednoduchou chybou vznikne z 001 napf. 101, ale uZ ne 110). UvaZujme takto: Necht takovy
kéd obsahuje pravé k kédovych slov. Vezméme libovolné z nich a ozna¢me ho v. Slovem v
bude interpretovdna nejen posloupnost v, ale i kaZzd4 posloupnost, jejiz vzdalenost od v je 1
(tyto posloupnosti budou opraveny na v). Posloupnosti, které maji od v vzdalenost 1, je pravé
n (chyba miZe byt na libovolné z n pozic). Slov, které pfipadaji na kédové slovo v v tom
smyslu, Ze budou po pfipadné opravé jedné chyby pfevedeny na v, je tedy celkem 1 + n.
ProtoZe na kazdé z k kédovych slov takto pfipadd n + 1 navzajem rdznych posloupnosti délky
n a protoze pocet vSech posloupnosti nul a jednicek délky n je 2", musi byt & - (n + 1) < 27,
tedy k < f—jl Nejvétsi pocCet kédovych posloupnosti binarniho kédu délky n, ktery umoziuje
opravu jednoduchych chyb, je tedy nz—:l Pro n = 3 je tedy nejveétsi pocet % = 2. Kdéd s
3 kédovymi slovy opravujici jednoduché chyby tedy musi mit délku n asponi 4 (protoZe pro
délku n = 3 je nejvétsi pocet kdédovych slov 2). Vyse uvedeny priklad tedy nelze spravit tim,
Ze vybereme jind kédova slova délky 3.

Uvedené piiklady ptedstavuji typické problémy, kterymi se kombinatorika zabyva. Presnéji
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feCeno, kombinatorika se, jako kazda oblast matematiky, zabyvd obecnymi principy, které je
potom mozné na konkrétn{ situace z praktického Zivota pouzit. Tak napiiklad predpokladejme,
Ze vime, kolika zpisoby je mozné vybrat dvouprvkovou podmnozinu {z, y} z danych n prvka.

(

Oznacme pocet téchto zptsobi D(n). Vime tedy, ze D(n) = %_1) (vyzkousejte nebo to
ptimo odvodte). Pak je snadné spocitat, Ze z 30 studentl je moZné vybrat dvojici studenti 435
zpltisoby (nebot’ 435 = %), Ze existuje praveé 499 500 zptisobti jak vybrat dva micky z tisice
(499 500 = 1000999) 54,

Upozornime nyni na dileZitou véc. I v kombinatorice se setkame s tim, Ze pro rizné situace
odvodime ridzné vzorce (jako vySe uvedeny vzorec D(n) = @). Véas vSak varujme:
Stiezme se mechanického pouZivani vzorcti! V kombinatorice snad vice nez kde jinde plati, ze
k tomu, abychom byli viibec schopni vybrat pro danou situaci “spravny vzorec”, musime situaci
rozebrat a dokonale ji porozumét. Pfitom toto porozuméni je Casto netrividlni zleZitost (tomu
tak nenf napf. u derivovéni funkci: mame-li napfiklad spoéitat derivaci funkce 22 - sin(z), sta¢i
znét vzorce pro derivovani 22, sin(z) a vzorec pro derivovéni sou¢inu funkcf; pouZiti vzorce
pro tilohu spo&itani derivace dané funkce je tedy téméf trivialni). ReSeni kombinatorické tlohy
se spise podobd feSeni “slovni dlohy”: neexistuje obecny piedpis pro feSeni. Situaci musime
nejdiive dobfe porozumét, pokud moZzno rozloZit ji na jednoduss{ situace a ty potom vyfteSit
pomoci zdkladnich kombinatorickych pravidel. Tato zdkladni pravidla mohou mit podobu
kombinatorickd pravidla (tato pravidla jsou pravym smyslem kombinatorickych vzorci). Bez
porozuméni kombinatorickym pravidlim nejsme schopni fesit jiné nez trividlni kombinatorické
dlohy.

3.2 Pravidla souctu a soucinu

Pravidlo souctu a pravidlo soucinu jsou dvé zdkladni kombinatorickd pravidla. Mnoho dalSich
pravidel vznika jejich kombinovanim.

Pruvodce studiem

Pravidlo souctu: Lze-li kol A provést m zpisoby a lze-li ikol B provést n zptsoby,
pri¢emz zadny z m zpisobl provedeni ukolu A neni totoZny s zZddnym z n zpisobid
provedeni tkolu B, pak provést tikol A nebo tikol B lze provést m + n zpusoby.

Pravidlo soudtu je zjevné. UkaZeme, jak ho lze pouzit.

Priklad 3.4. V knihovné je 5 knih, jejichZ autorem je A. C. Doyle (?), a 10 knih, jejichZ autorkou
je A. Christie. Ctendf si tedy miize vybrat 15 zpsoby knihu, kterou napsali A. C. Doyle nebo
A. Christie. Je-li A kol “vybrat knihu, jejiZ autorem je A. C. Doyle” a B kol “vybrat knihu,
jejiz autorem je A. Christie”, pak je m = 5 a n = 10. Pfitom pfitom provést uikol A nebo tkol
B znamend vybrat knihu, kterou napsali A. C. Doyle nebo A. Christie. Podle pravidla souctu
to 1ze pravé m + n = 15 zpusoby. Pouziti pravidla souctu je opravnéné, protoze Zadna kniha,
kterou napsal A. C. Doyle, neni totoZnd s Zddnou knihou, kterou napsala A. Christie.

Priklad 3.5. Mnoziny M a N jsou disjunktni (tj. nemaji spole¢né prvky) a plati [M| = m a
|N| = n. Kolika zptsoby lze vybrat prvek, ktery patii do M nebo do N? Jsou-li A a B po fadé
ukoly “vybrat prvek z mnoziny M” a ‘vybrat prvek z mnoziny N”, pak predpoklady pravidla
souctu jsou splnény (M a N nemaji spolecné prvky), a proto existuje m + n zpisobt, jak vybrat
prvek z M nebo N. Jinymi slovy, jsou-li M a N disjunktni mnoZiny, je |[M U N| = |M|+ |N|.

Poznamenejme, Ze predpoklad pravidla souctu, ktera fika, Zze zZadny z m zplsobu provedeni
ukolu A neni totozny s zddnym z n zpisobl provedeni tikolu B, je podstatna. Uvazujme P¥i-
klad 3.5, ale vezméme mnoZiny, které nejsou disjunktni, napt. M = {a,b,c}, N = {b,c,d, e}.
Jak snadno vidime, existuje 5 zptisobu, jak vybrat prvek z M nebo N, pfitom 5 # 3+4 = m+n.
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Pravidlo souctu lze zobecnit na konecny pocet tkoll: Lze-li ikol C' rozlozit na po sobé
nasledujici tkoly Aq, ..., A, alze-li tkol A; provést m; zptsoby (pro kazdé i = 1,...,n),
pak Ize dkol C' provést m; + - - - + my, zptsoby.

Pokud tkol Ay lze provést m; zpisoby, ikol Ay lze provést mo zpusoby, ..., ukol Ay lze
provést my, zplisoby, pfi¢emz po kazdou dvojici A; a A; (i # j) Zadny z m; zplisobl proveden{
tikolu A; neni totoZny s Zddnym z m; zpisobi provedeni tikolu A;, pak provést tikol A1 nebo
kol Ay nebo ukol Ay 1ze provést m; + my + - - - + my, zpsoby.

Priklad 3.6. Necht M, ..., My jsou konecné po dvou disjunktni mnoziny. Kolik prvkii ma
sjednoceni M7 U --- U M;? Pomoci zobecnéného pravidla soué¢tu mizeme podobné jako v
Prikladé 3.5 ukézat, ze [My U --- U M| = |Mq| + - - - + | M.

Pruvodce studiem

Pravidlo soucinu: Lze-li ikol C rozloZit na po sob& nasledujici tikoly A a B (tj. provést
C znamena provést nejdiiv A a potom B) a lze-li tikol A provést m zpusoby a kol B lze
provést n zpusoby, pak 1ze tkol C provést m - n zpisoby.

Také pravidlo soucinu je zjevné. UkdZeme ho na konkrétnich prikladech.

Priklad 3.7. Kolik prvki mé kartézsky souc¢in M x NN dvou koneénych mnozin M a N?
Pfipomenme, ze M x N = {(z,y) | z € M,y € N}. Urit libovolny prvek (z,y) € M x N
znamena totéZ, co splnit tikol “zvol x a zvol y”. Tento tkol lze rozlozit na tkol “zvol z” a tikol
“zvol y”. Prvek x lze pfitom zvolit | M | zptisoby, prvek y 1ze zvolit | N | zpisoby. Podle pravidla
soucinu lze tedy kol “zvol x a zvol y” provést | M| - | N| zpasoby. Proto |[M x N| = |M|-|N|.

Podobné jako pravidlo souétu lze i pravidlo soucinu zobecnit na na koneény pocet tkold: Lze-li
kol C' rozlozit na po sobé nasledujici tkoly Ay, ..., Ay a lze-li ukol A; provést m; zptsoby
(prokazdé i =1, ..., k), pak 1ze tkol C provést my + - - - + my, zpGsoby.

Priklad 3.8. Registra¢ni znacka vozidla ma tvar PKC CCCC, kde P, K, a C jsou symboly a
pritom P je nékterd z Cislic 1-9, K je pismeno, urcujici prislusnost ke kraji (napt. T oznacuje
Moravskoslezsky kraj, H oznacuje hradecky apod.) a C je néktera z ¢islic 0-9. Kolik Ize v
rdmci jednoho kraje pfidélit registracnich znacek?

Prvni symbol Ize zvolit 9 zpisoby, druhy symbol nelze volit, protozZe je v ramci kraje pevné
dany, tfeti symbol lze zvolit 10 zptisoby, stejné tak 1ze 10 zptsoby zvolit ¢tvrty, paty, Sesty
1 sedmy symbol. Podle zobecnéného pravidla soucinu tedy existuje v rdmci jednoho kraje
9-10-10-10-10-10 = 9 - 10° (devét set tisic) moZznych riiznych registraénich znacek.

Pravidla souctu a soucinu se ¢asto v jedné tloze kombinuji. UkaZme jednoduchy piiklad.
Piiklad 3.9. Necht A, B, C jsou kone¢né mnoZiny, pficemz A a B jsou disjunktni. Kolik
prvkd md mnozina (AU B) x C?

Ukol vybrat libovoln& prvek z (AU B) x C lze rozlozit na dva ndsledujici dkoly “vyber
prvek z A U B” a “vyber prvek z C” (viz Ptiklad 3.7). Pritom tkol “vyber prvek z A U B”
znamend “vyber prvek z A nebo vyber prvek z B” a lze ho podle pravidla souctu provést
|A| + | B| zpGsoby (viz P¥iklad 3.5). Proto Ize podle pravidla souétu prvek z (AU B) x C vybrat
(1A] +|B) - |C] zpisoby, tedy |(AU B) x C| = (|A] +|B|) - |C|.

3.3 Permutace, variace, kombinace

Kolika zptisoby lze sefadit urcity pocet objektti? Kolika zplisoby 1ze vybrat urcity pocet objektd
z danych objektl, kdyZ na potadi vybéru zélezi? Co kdyz na potadi vybéru nezélezi? Co kdyz
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se prvky ve vybéru nemohou opakovat? Co kdyZ se opakovat mohou? Tyto a podobné otiazky
se Casto objevuji v riznych kombinatorickych dlohdch. Odpovédi na né€ 1ze nalézt pouzitim
pravidel souctu a soucinu. ProtoZe se vSak tyto otdzky objevuji opravdu casto, odvodime si
vzorce, které na nékteré tyto otazky odpovidaji. Vzorce, které odvodime, patii k zakladim
kombinatorického pocitini. Nejprve viak jesté jednou varovani.

Pruvodce studiem

Pri pouzivani kombinatorickych vzorct, které uvedeme, je dilezité vzorci dobfe rozumét,
které k nim vedou. Vzorec je jen symbolickym vyjadienim zadvéru kombinatorické dvahy.
Osvojime-li si odpovidajici uvahy, potfebné vzorce si nakonec miZeme odvodit sami (nebo
je nékde najdeme). KdyZ si odpovidajici ivahy neosvojime, budou ndm nejspiS vzorce k
nésledujici doporuceni: Nesnazte se ucit vzorce. Snazte se pochopit a naucte se sami
provadét tvahy. Uvidite, Ze véci jsou ve skutecnosti jednoduché.

3.3.1 Permutace

Student si u zkousky vybere tii otdzky. MiZe si vybrat, v jakém poradi na n¢ bude odpovidat.
Kolik m4 moznosti? Oznac¢me otazky A, B a C. MozZné poradi odpovidani jsou ABC, ACB,
BAC, BCA, CAB, CBA. Je jich tedy Sest. Tak pfichdzime k pojmu permutace.

Definice 3.10 (permutace). Permutace n (navzajem riznych) objektd je libovolné sefazeni
téchto objektd, tj. sefazeni od prvniho k n-tému. Pocet permutaci n objektd budeme znadit
P(n).

Véta 3.11. P(n) =nl.

Diikaz. Jedno ale libovolné sefazeni dostaneme tak, Ze vybereme 1. prvek (to 1ze provést n
zpusoby), poté vybereme 2. prvek (to 1ze provést n — 1 zplisobem, protoZe jeden prvek jsme jiz

vybrali), poté vybereme 3. prvek (to 1ze provést n — 2 zpisoby), . .., nakonec vybereme n-ty
prvek (to 1ze provést jednim zpisobem, n — 1 prvki totiZ jiz bylo vybrano a zbyva posledni
prvek). Podle pravidla soucinu lze takovy vybér provéstn - (n — 1) - (n —2)---- -1 = nl
zpusoby. Tedy P(n) = n!. O

Sefazujeme-li objekty, z nichZ nékteré jsou stejné, provadime tzv. permutace s opakovanim.

Definice 3.12 (permutace s opakovanim). Je ddno n objektd rozdélenych do r skupin, které
maji po fadé nq,...,n, objektl, tj. n; + --- + n, = n. Objekty v kazdé ze skupin jsou
navzajem nerozliSitelné. Kazdé sefazeni té€chto n objektd se nazyva permutace s opakovdnim
(danym parametry (nq, ..., n,)). PoCet takovych permutaci zna¢ime P(nq,...,n,).

Véta 3.13. Pr0n1+---+nr:njeP(nl,...,nT):L

Diikaz. Uvazujme libovolnou permutaci s opakovanim. Oc¢islujme objekty v ramci kazdé z r
skupin tak, aby se staly rozliSitelnymi. Pak dané permutaci s opakovanim odpovidad nékolik
permutaci ocislovanych objektii v tom smyslu, Ze na pozici i (1 < i < n) je v permutaci
s opakovanim objekt z j-t€ skupiny (1 < ¢ < n), pravé kdyZ je na pozici ¢ v permutaci
oc¢islovanych objektd objekt, ktery vznikl o¢islovanim z nékterého objektu z j-té skupiny.

Pro ptiklad: Méjme n = 5, r = 2, n1 = 3, no = 2, objekty prvni skupiny znacime A,
objekty druhé skupiny zna¢ime B. Po oCislovani budeme mit objekty A, Ao, A3, By, Bo.

Permutaci s opakovanim ABA AB odpovida napt. permutace A3B1 A2 A1Bo, ne vSak permutace
A3A2A1 B 1 B2 .
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Kolik permutaci o¢islovanych objekti odpovida kazdé permutaci s opakovanim? Objekty prvni
skupiny miZeme na jejich pozicich (ty jsou pro danou permutaci s opakovanim dany pevné a
je jich nq) sefadit n1! zplsoby (tolik je permutaci n; prvki), . .., objekty r-té skupiny miizeme
na jejich pozicich sefadit n,.! zplisoby. ProtoZe sefazovani objektd kazdé skupiny provadime
nezdvisle na sefazovéani objektd libovolné jiné skupiny. Proto je celkovy pocet permutaci
ocislovanych objekti, které odpovidaji libovolné permutaci s opakovanim roven nq! - - - - - nyl.
Dostali jsme tedy

odkud plyne P(n1,...,n,) = —2%—. O

Priklad 3.14. Kolik slov (i nesmyslnych) 1ze sestavit pferovnanim pismen ve slové POSTO-
LOPRTY? Pocet slov je roven poctu sefazeni pismen slova POSTOLOPRTY. Jde o permutace
objektt s opakovanim. Mame n = 11 objektid (pismen), které jsou rozdéleny do r = 7 skupin
odpovidajicich jednotlivym pismendm P, O, S, T, L, R, Y. Poéty objektl v jednotlivych skupi-
nich jsou np = 2, no =3, ng = 1, ny = 2, n;, = 1, ng = 1, ny = 1. Pocet slov je tedy
P(2,3,1,2,1,1,1) = 5.

3.3.2 Variace

Na lodi jsou ¢tyfi dustojnici. Z nich je tfeba jmenovat kapitdna a jeho zastupce. Kolika zptisoby
to 1ze provést? OznaCme distojniky pismeny A, B, C, D. Pak existuje téchto 12 zptisobli: AB
(A je kapitan, B jeho zastupce), AC, AD, BA, BC, BD, CA, CB, CD, DA, DB, DC.

Definice 3.15 (variace). Je ddno n (navzdjem rGznych) objekti a cislo » < n. Variace r
(objektt) z n (objektl) je libovolny vybér r objektd z danych n objektd, ve kterém zalezi na
pofadi vybiranych objektid. Pocet takovych variaci zna¢ime V' (n, r).

Ve vyse uvedeném prikladu je n = 4 (mame 4 objekty) ar = 2 (vybirame dva objekty). Variace
BA je vybér, ve kterém je jako prvni vybran objekt B a jako druhy objekt A. Variace BA a AB
jsou rizné (zdlezi na poradi). Celkem existuje 12 takovych variaci, tj. V'(4,2) = 12.

Véta3d.16. V(n,r)=n-(n—1)----- (n—r+1).

Diikaz. Kazda variace je dana tim, jaké objekty jsou na 1., 2., ..., r-tém misté. Objekt na
1. misté lze zvolit n zplisoby (vybirdme z n objektl), objekt na 2. misté pak n — 1 zptsoby
(vybirame z n — 1 objektli, protoZe jeden objekt je uz na 1. misté), . . . , objekt na r-tém misté Ize
vybrat n — r + 1 zptsoby (tolik objekti je3té k vybéru zbyva). Podle pravidla soucinu je tedy
celkovy pocet takto provedenych vybérg, tj. pocet viech variaci, n- (n—1)-----(n—r+1). O

N v [ ! v v
Vsimnéme si, Ze V(n,r) = ﬁ Skute¢né,

n! n-(n—1)----- (n—r+1)-n—r)-----1

= =n-(n—1)--(n—r+1) =V(n,r)

(n—r)! (n—r)---- 1

Priklad 3.17. Zamek na kolo s kédem ma pro nastaveni kddu tfi otaceci kolecka. Na kazdém
z nich lze nastavit Cislice 0, 1, ..., 9. Pfedpoklddejme, Ze nastaveni a zkouska jedné &iselné
kombinace trva 2 sekundy. Jak dlouho trvd v primémém piipadé otevieni zdkmu, nezname-li
spravnou ¢iselnou kombinaci (primérny piipad definujeme jako aritmeticky primér nejlepsiho
a nejhorsiho piipadu)?

Ciselné kombinace jsou 000 az 999. Jsou to tedy variace 3 z 10 s opakovanim (3 pozice, 10
&islic). Téch je 103 = 1000. V nejlepsim pifpadé nastavime spravnou kombinaci uz v 1. pokusu
(to trvd 2 sekundy), vnejhorsim az v 1000. pokusu (to trva 2000 sekund). V primérném piipadé
je to tedy @ = 500 sekund (coZ je 8 minut a 20 sekund).
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Poznamka 3.18. Vsimnéte si, ze V' (n,n) = n! = P(n), tj. poet variaci n a n je stejny jako
pocet permutaci n objektl. To neni ndhoda. Variace n a n je vlastné vybér n prvkd z n prvkd,
ve kterém zalezi na potadi. Je to tedy usporddani, tj. permutace, n prvki (prvni vybrany prvek
je v daném usporadani na prvnim misté, ..., n-ty vybrany prvek je v daném uspotfadani na
n-tém miste).

Vybéry, ve kterych se prvky mohou opakovat, nazyvame variace s opakovanim.

Definice 3.19 (variace s opakovanim). Jsou ddny objekty n rdznych typt. Objektt kazdého
typu je neomezené mnoho a jsou navzajem nerozlisitelné. Variace r (objektit) z n (objektl) s
opakovdnim je libovolny vybér r objektt z danych objektd n typl, ve kterém zalezi na poradi
vybiranych objektti. Pocet takovych variaci zna¢ime V (n, 7).

ProtoZe jsou prvky jednotlivych typd nerozliitelné, jsou dvé variace s opakovanim stejné,
pravé kdyz maji na odpovidajicich si mistech (prvnim az r-tém) objekty stejnych typu.

Véta 3.20. V(n,r) =n".

Diikaz. Prvni prvek miiZzeme vybrat n zptsoby, druhy prvek miZeme vybrat n zpisoby, .. .,
r-ty miZeme vybrat n zptisoby. Podle pravidla soucinu 1ze tedy vybér provéstn - ----n =n"
zpusoby. O

Poznamka 3.21. Variace s opakovanim bychom mohli definovat jinak, a to nasledovné: Je
dano n (navzdjem riznych) objektd a Cislo r. Variace r (objektd) z n (objektl) s opakovanim
(definovana alternativné) je libovolny vybér r objektd z danych n objektl, ve kterém zélezi na
poradi vybiranych objektil a ve kterém se prvky po vybéru vraceji mezi prvky, ze kterych se
vybira. Uvédomme si, Ze zplsob vybéru zde je jiny, neZ v Definici 3.19. Dulezité vsak je, Ze
pocet variaci s opakovanim je i v tomto pifpadé V (n,r) (ovéfte).

Priklad 3.22. Z mista A je tfeba pfeddvat na misto B zpravu o tom, jak dopadla akce konana
v misté A. Pfitom existuje celkem 20 000 moZnych vysledki té akce. Pfedpokladejme, Ze pro
zakodovani vysledku se pouZije posloupnost k£ = 2 riznych symbold (napi. O a 1), kterd ma
délku d. Jaka je nejmensi délka takové posloupnosti? Jak to bude pfi jinych poctech symbolt
k=3,4,5?

Jde o to, najit nejmensi délku d tak, aby posloupnosti k£ symboli bylo asponi 20000, tj. aby kazdy
vysledek mohl byt né€jakou posloupnosti zakédovan. Vybirdme-li z £ symboll posloupnost
délky d, vybirame vlastné variaci d z k s opakovanim. Takovych posloupnosti je tedy V (k, d) =
k®. Chceme tedy najit nejmensi d tak, aby k¢ > 20000. Pro k = 2 je d = 15, pro k = 3 je
d=10,prok=4jed=8,prok=5jed =T.

3.3.3 Kombinace

V tébore jsou 4 muzi (oznacme je A, B, C, D). Kolika zptisoby z nich lze vybrat dvouclennou
hlidku? Vybér hlidky je ddn vybérem dvou z nich, tedy dvouprvkovou podmnoZinou mnoZiny
{A,B, C,D}. Hlidky tedy mohou byt {A, B}, {A,C}, {A,D}, {B,C}, {B,D}, {C,D}, je
jich tedy 6.

Definice 3.23 (kombinace). Je ddno n (navzajem riznych) objektl a ¢islo < n. Kombinace
r (objektll) z n (objekti) je libovolny vybér r objektli z danych n objektd, ve kterém nezéleZi
na poradi vybiranych objektt. Pocet takovych kombinaci zna¢ime (:f)

Cisla (:f) se nazyvaji kombinacni &isla a oznacuji se také C(n, r) (Cte se “en nad er”).

Ve vySe uvedeném piikladu je n = 4 (mdme 4 objekty) a r = 2 (vybirdme dva objekty).
Kombinace {A, C} je vybér, ve kterém jsou vybrany A a C. Celkem existuje 6 takovych
kombinact, tj. (3) = 6.

54

U variaci s
opakovdnim miiZe
byt kaZdy prvek
vybrdn nékolikrdt.

Kombinace je
vybér, u kterého
nezdleZi na poradi
vybiranych prvku.



Véta3.24. () = 2

(n—r)lr!”

Diikaz. Vime, ze V(n,r) = (n%'r), Uvédomme si, Ze kazdé kombinaci r z n odpovida tolik
variaci r z n, kolika zpisoby lze usporadat r vybranych objektti (u kombinace zaleZi jen na
vybranych objektech, ne na jejich uspofdddni, kdeZto u variace zdleZi i na jejich usporddéni).
Napf. kombinaci {A, B, C} odpovidaji variace ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA. Existuje

r! zplsobu, jak uspotadat r objektu. Je tedy

pocet kombinaci r z n krét pocéet uspotadani r objektd = pocet variaci r z n,

<:> 7l =V(n,r).

Odtud (7) = Y1) = n! O

r! (n—r-)!r! :
n . n
r)]  \n—r/)

n!

Skutecné, (,",) = G=G=rm=t = G = (1)- Ddle plati, 7e

)=re )

Pozndmka 3.25. Vzorec pro (") lze odvodit také takto. Oislujme n objektd, ze kterych
vybirame, ¢isly 1 az n. Kombinaci r z n miZeme vyjadfit jako feté€zec n nul a jednicek, ktery
obsahuje pravé r jednicek, pficemz na ¢-tém misté toho fetézce je 1, pravé kdyz se v dané
kombinaci nachézi ¢-ty prvek. Napf. jsou-li a, b, ¢, d prvni az ctvrty prvek a, pak fetézci 0110
odpovida kombinace {b, c}. Takovy fetézcu existuje pravé tolik, kolik existuje permutaci n
prvkil s opakovanim, které jsou rozdéleny do dvou skupin obsahujicich r prvki (jednicky) a
n — r prvki (nuly). Takovych permutaci je podle Véty 3.13 —2—

(n—r)lr!*

tj.

Pfimo z odvozeného vzorce plyne

Priklad 3.26. Kolika zptisoby Ize vybrat 4 pfedméty z nabidky 10 volitelnych pfedmétd? Vybér

predméti je kombinace 4 z 10. Vybér 1ze tedy provést (140) = 6%! = 191'%'.82'7 = 210 zpusoby.

Rekneme si ted’ dva uZite¢né vztahy. Prvnim z nich je, Ze pro k < n plati

<Z> B <::i> i <n;1> G.1)

> . (n—1 n—1 n—1)! n—1)! k-(n—1)'4+(n—k)-(n—1)!

Odvodme to: (37;) + (") = (k—(l)!(n)—k:)! + k:!((n—kzl)! = M )m(?(l—k)!)( )
(k) (=Dt nl__ (n)
KI(n—Fk)! -k — \kJ-

Druhym je tzv. binomickd véta.

s

Véta 3.27 (binomicka véta). Pro redlné Cislo x a nezdporné celé n je
n
(1+2)" = kzzo <Z> o~ (3.2)
Diikaz. Dokazeme to indukci pies n.

Indukéni predpoklad: Pro n = 0 je tvrzeni ziejmé. Napi. pron = 0 je (1 4+ 2)° = 1 a
0 0
Y=o (R)z" = (p)2* = 1.
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Indukéni krok: Pfedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pron — 1, §j. (1 +2)" 1 = 3375 (", )mk, a
dokaZzme ho pro n. Mame

n—1
Q+2)" = Q+a)1l+2) =1+2)Y <”;1>mk:

k=0

nd n—1 nd n—1 el n—1 " /n—1
- k § : - k+1 § : - k - k
k=0 k=0 k=1

k=0
B ) ()

1
- () (e e

Pritom jsme pouzili vzorec (3.1). O
Binomické véta ma fadu pouZiti.

Priklad 3.28 (pocet podmnozin n-prvkové mnoziny). Dosazenim z = 1 dostdvame

=3 (1) = (6)+ () ()

Protoze (Z) je pocet vSech k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoZiny, udava soucet vpravo
pocet O-prvkovych plus pocet 1-prvkovych plus ... plus pocet n-prvkovych, tj. poCet vSech
podmnoZin n-prvkové mnoZiny. Pomoci binomické véty tedy vidime, Ze je roven 2".

K tomu Ize ale dojit i takto: Sefadme prvky dané n-prvkové mnoZiny za sebe. Pfedstavme si
n pozic, které odpovidaji 1., 2.,..., n. prvku. Do pozic budeme umistovat 0 a 1. PodmnoZiny
jednoznacné odpovidaji umisténim 0 a 1 do téchto pozic: je-li na i-té pozici 1, pak i-ty prvek
patfi do dané podmnoZiny, je-li tam 0O, pak do ni nepatii. PodmnoZin n-prvkové mnoZiny je
tedy prave tolik, kolika zpiisoby lze do n pozic umistit nuly a jednic¢ky. Tento pocet je roven
po&tu variaci n ze 2 (vybirdme z {0, 1}), tedy je to V (n, 2) = 2".

Pruvodce studiem

Pocet v§ech podmnoZin n-prvkové mnoziny je 2". Lze k tomu dojit nékolika zptisoby. Dva
z nich jsme ukézali v Pfikladu 3.28. Takova situace, kdy k jednomu vysledku mizeme
dojit nékolika zptisoby, je pro kombinatoriku typickd. Rizné zpusoby odpovidaji riznym
pohlediim na véc. Napriklad u poctu v§ech podmnoZin byl prvni zpisob “secti pocty vSech
0-prvkovych, 1-prvkovych, ..., n-prvkovych podmnozin”, druhy zptsob byl “pfedstav si
podmnoZiny jako posloupnosti nul a jednicek a urci pocet téchto posloupnosti”. Obecny
navod, jak si problém vhodné predstavit, neni. Zalezi jen na nasi predstavivosti.

Vybér, ve kterém nezdleZi na poradi prvkd a ve kterém se prvky mohou opakovat, se nazyva
kombinace s opakovanim. Vede k tomu ndsledujici tiloha. V obchodé maji 4 typy zakuskd
(vénecky, fezy, Spicky a trubicky). Mame koupit 6 zakuskl. Kolika zpiisoby to 1ze provést?
Jeden mozZny zptsob je koupit 6 véneck, dalsi je koupit 6 vétrniki, dalsi je koupit 2 vétrniky
a 4 fezy, dalsi je koupit vénecek, fez, Spicku a 3 vétrniky atd. DileZité je, zaprvé, Ze poradi
zakuskl v nakupu je nepodstatné, a zadruhé, Ze v nakupu mohou byt zdkusky stejného typu
(zdkusky se mohou opakovat).
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Definice 3.29 (kombinace s opakovanim). Jsou dany objekty n riznych typl. Objekti kaZzdého
typu je neomezené mnoho a jsou navzajem nerozliSitelné. Kombinace r (objekti) z n (objekti)
s opakovdnim je libovolny vybér r objekti z danych objektd n typi, ve kterém nezdlezi na
pofadi vybiranych objektii. Pocet takovych kombinaci znacime C(n, 7).

Ze jsou objekty jednotlivych typti nerozliditelné, znamend, Ze dvé kombinace s opakovanim
povazujeme za stejné, pravé kdyZ pro kazdy z n typu obsahuji stejné poclty objekt toho
typu. U piikladu se zdkusky to napf. znamend, Ze kazdé dva nadkupy obsahujici dva vétrniky a
¢tyti Spicky, povaZujeme za stejné (byt' v jednom ndkupu mohou byt jiné dva vénecky nez ve
druhém).

Véta 3.30. C(n,r) = ("/71).

n—1

Diikaz. Podivejme se na vybér takhle. Mame n prihradek, které odpovidaji typtim objekti.
Vybrat kombinaci 7 z n s opakovdnim znamend umistit do téchto pfihrddek celkem 7 kulicek.
Pocet kulicek v i-té prihradce miiZeme totiz chdpat jako pocet objektd typu 4, které jsme vybrali.
Hledany pocet kombinaci C(n, ) je tedy stejny jako pocet umisténi r kuli¢ek do n prihradek.

Abychom urc¢ili pocet takovych umisténi, budeme kazdé umisténi reprezentovat posloupnosti
nul (reprezentuji pfepazky mezi pfihrddkami) a 1 (reprezentuji kulicky). Napf. pron = 4 a
r = 6 fetézec 101100111 reprezentuje umisténi, kdy je v prvni pfihradce 1 kulicka, ve druhé
2 kulicky, ve tieti 0 kulicek, ve ¢tvrté 3 kulicky. Tedy: prvni jednicka reprezentuje 1 kulicku v
prvni pfihradce; nasledujici nula reprezentuje prepazku; nasledujici dvé jedniCky reprezentuji
2 kulicky ve druhé pfihrddce; ndsledujici nula reprezentuje pfihrddku mezi druhou a tfeti
prihradkou; pak nendsleduje Zadna jednicka (tj. tfeti prihradka neobsahuje Zadnou kulicku), ale
hned dalsi nula reprezentujici pfepdZku mezi tfeti a ¢tvrtou prihrddkou; nésleduji tii jednicky
reprezentujici 3 kuli¢ky ve ctvrté pithradce. ProtoZe mame n — 1 pfepazek a r kulicek, je kazdé
umisténi reprezentovano fetézcem délky n + r — 1, ve kterém je n — 1 nul a r jednicek. Kazdy
takovy fetézec je urcen tim, na kterych jeho n — 1 pozicich z 1.,. .. ,(n 4+ r — 1)-té pozice jsou
nuly (na ostatnich pozicich jsou totiZ jednicky). Vybér n — 1 pozic pro nuly z celkového poctu

n + 1 — 1 pozic je kombinace n — 1z n + r — 1, a téch je podle Véty 3.24 ("7 1). o

Pfiklad 3.31. Vratme se k zdkuskim (viz vySe). Vybér 6 zdkuskii ze 4 druhd zdkuski je
kombinace 6 z 4 s opakovanim. Téch je podle Véty 3.30 C(n,r) = (""" = (*1°7") =
(s) = o = 84

Poznamka 3.32. Zastavme se u pojmi permutace s opakovanim, variace s opakovanim a
kombinace s opakovanim. Ve vSech pfipadech mdme vlastné objekty rozdéleny do né€kolika
typl. Zatimco v8ak u permutaci s opakovanim je objektd kazdého typu predepsany pocet a tyto
pocty mohou byt pro riizné typy rtizné, u variaci i kombinaci s opakovanim je objektti kazdého
typu neomezené mnoho.

3.3.4 Dalsi vybéry

Permutace, variace a kombinace jsou zakladni typy vybért. Ukazali jsme si zakladni typy tGvah,

které vedou ke stanoveni jejich poctu. Prakticky se v§ak mizZeme setkat s priklady sloZit&j$imi,
ve kterych dvahy o permutacich, variacich a kombinacich miizeme vyuZit.

Priklad 3.33. Ligu hraje 14 tymu. Vysledek ligy je dan tim, které tymy obsadi 1., 2. a 3. misto
a které 2 tymy sestoupi do nizsi soutéZe. Kolik je moznych vysledkt ligy?

Vysledek ligy je dan vybérem tymi na 1.-3. misté a vybérem tymu, které sestupuji. Tymy na
1.-3. mist€ jsou tfi a vybirame je z 14 tymd, pfitom na poradi vybéru zalezi. Jde tedy o variace 3
z 14 aje jich V (14, 3). Po jejich vybéru vybereme ze zbyvajicich 11 tymi dva, které sestoupi.
Zde na potadi nezdlezi. Jde tedy o kombinace 2 z 11 a je jich (121). Podle pravidla soucinu je
celkové V(14,3) - (*}) moznych vysledki ligy.
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Muzeme ale také postupovat obracené, tj. nejdiiv vybrat ze 14 dva sestupujici tymy a pak ze
zbylych 12 vybrat 3 medailisty. Tak dostaneme (124) -V (12, 3) moznosti. Vysledek je ale stejny
jako u prvni dvahy, protoze

14 14-13 14-13-12-11-10
. 12 = -12-11-10 = =
() vz . 0 :
11-1 11
= 14-13-12- 20:V(14,3)-<2>.

Priklad 3.34. Kolika riznymi zpisoby lze kolem kulatého stolu se 6 Zidlemi posadit 6 osob?
Pfitom dvé posazeni, kterd se 1i$i jen pootoCenim, povaZzujeme za shodnd.

Ozna¢mé osoby A, B, C, D, E, F. Kdyby i dvé posazeni liSici se pooto¢enim, byla povaZovana
za riznd, pak by pocet vSech posazeni byl stejny jako pocet vSech permutaci 6 objekti, tj.
P(6) = 6!. Kruhové uspofadani kolem stolu by totiz nehrélo roli. Kolem stolu je 6 mist,
mizeme jim fikat 1., 2., ..., 6. misto. Otazka by pak byla, kolika zplisoby miZzeme umistit 6
osob na 6 mist, tj. vlastné kolika zptisoby 1ze usporddat 6 osob. Odpovéd je pak zjevné P(6).
Povazujeme-li v§ak posazeni za shodnd, pravé kdyZ lze z jednoho do druhého piejit pooto¢enim,
bude celkovy pocet posazeni mensi. Dojdeme k nému napf. nédsledovné. Kruhové posazeni
kolem stolu “roztrhneme” a zapiSeme linedrné. Napt. ABCFDE je zdpis, kdy A sedi na 1. Zidi,
..., E sedi na 6. zidli. Postupnym ota¢enim tohoto posazeni o 0 az 5 Zidli dostaneme celkem 6
jeho zapisi: ABCFDE, BCFDEA, CFDEAB, FDEABC, DEABCF, EABCFD. Celkovy pocet
zépisu je tedy 6 krat v&tsi nez pocet posazeni. ProtoZe zdpist je P(6), je hledany pocet posazeni
PO _ o _ 51,

6 6

Priklad 3.35. Kolik existuje posloupnosti n nul a k jednicek, ve kterych zZadné dvé jednicky
nejsou vedle sebe?

Pfedstavme si posloupnost n nul. Na zacdtku, mezi nulami a na konci této posloupnosti je
celkem n + 1 mist (napf. pro posloupnost 000 jsou to mista _0_0_0_). Libovolnou posloupnost n
nul a k jednicek, ktera spliiuje poZadované podminky, tak, Ze na vzniklych n + 1 mist umistime
k jedni¢ek. Takovych mozZnosti je pravé tolik, kolika zpisoby miiZzeme z n + 1 mist (mezi
nulami) vybrat & mist (na kazdé z nich dame jednicku), tedy pravé (”Zl) Pocet hledanych
posloupnosti je tedy ("1 ).

Shrnuti

Kombinatorika se zabyva zjistovanim poc¢tu moznosti, které mnohou nastat za pfedem danych
podminek. Z4kladni kombinatorickd pravidla jsou pravidlo souctu a pravidlo souc¢inu. Pomoci
nich se daji urcit napt. pofty moznosti riznych typt vybéra. Mezi zakladni typy vybérd patii
permutace, variace a kombinace. Permutace n prvki je jejich libovolné uspotadani. Variace k
prvki z n prvki je libovolny vybér k prvkd z n prvki, ve kterém na poradi vybiranych prvka
zdlezi. Kombinace k prvki z n prvki je libovolny vybér k prvki z n prvki, ve kterém na
poradi vybiranych prvki nezalezi. Variace a kombinace s opakovanim jsou podobné vybéry, ve
kterych se vybirané prvky mohou opakovat.

Pojmy k zapamatovani
e pravidla souctu a soucinu,
e permutace a permutace s opakovanim,
e variace a variace s opakovinim,

e kombinace a kombinace s opakovanim.

Kontrolni otazky

1. Co fikd pravidlo souctu? Co vikd pravidlo soucinu?
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2. Cim se li§i permutace a variace? Cim se lisi variace a kombinace?
3. Cim se list permutace a permutace s opakovdnim? Cim se lisi variace a variace s
opakovdnim? Cim se lisi kombinace a kombinace s opakovdnim?
4. Cim se li§i aspekt opakovdni u permutaci s opakovdnim, variaci s opakovdnim a kombi-
naci s opakovdnim?
Cviceni
1. Kolik existuje v soustave o zdkladu n nezdpornych cisel, které maji pravé k Cislic?
2. Kolik riznych slov 1ze ziskat z akronymu WYSIWYG?
3. DokaZte matematickou indukef, Ze (}) + (,";) = (";51) pro viechnan € N ak =
0,1,...,n.
4. Definujme indukci P}(X) = P(X)apron > 1 P*(X) = P(P"1(X)). Je-li mnoZina
X kone¢nd, kolik prvka ma P™(X)?
5. Kolik m4 n-prvkovd mnoZina m-prvkovych podmnozin (m < n)?
6. Kolik existuje funkci m prvkové do n prvkové mnoZiny?
7. Kolik existuje injektivnich funkci z m prvkové do n prvkové mnoZiny?
8. Kolik existuje n-arnich operaci na m-prvkové mnozin€? Kolik z nich je injektivnich?
Kolik jich je surjektivnich?
9. Krotitel méd do arény privést za sebou jdoucich 5 lvii a 4 tygry. Pfitom Zadni dva tygii
nesmi jit bezprostfedné za sebou (musi mezi nimi byt lev). Kolika zpdsoby to lze provést?
Na potadi tygri i lvi zéleZzi.
10. Rozeberte pfedchozi cviceni pro piipad n Ivl a k tygra.
11. Na policce je 12 knih. Kolika zptisoby lze vybrat 5 z nich tak, aby Zadné dvé z vybranych
nestaly vedle sebe? Jak je to pfi vybéru k knih z n?
Ukoly k textu
1. U Prikladua 3.1, 3.2, 3.3 zdivodnéte pouzité kombinatorické dvahy.

2.

. Vratme se k Piikladu 3.8. Navrhnéte rizné tvary registracnich znacek a pro kazdy tvar

. Zdtvodnéte podrobné Vétu 3.16.

Vratme se k Piikladu 3.3. Jaky je nejvétsi pocet k£ kodovych posloupnosti bindrniho kédu
délky n, ktery umoziuje opravu az t-nasobnych chyb? ¢-nasobnou chybou vznikne z
daného slova slovo, které se od daného 1iSi pravé v ¢ pozicich. Priklad 3.3 tedy dava

Xq _ X — 2" 00
odpovéd pro t = 1. [Odpovéd: e o w— ) 1

spocitejte odpovidajici pocet znacek, které lze pridélit. Jaké pravidlo pro ndvrh tvaru
registracnich znacek plyne?

Zduvodnéte podrobné Vétu 3.13.

Zdtvodnéte podrobné Vétu 3.24.
Promyslete si a zdiivodnéte dikaz Vety 3.30.

ResSeni

1.

(n —1)-nk1L
Névod: Jako prvni ¢islici 1ze pouZit n — 1 Cislic (nelze 0), na kazdou z dalSich k£ — 1 pozic
pak n &islic. Podle principu souinu to lze celkem (n — 1) - n*~1 zpiisoby.
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2. 1260.
Navod: Je to P(2,2,1,1,1).
3. Dokazte matematickou indukci, ze (}) + (,”,) = ("}') pro viechnan € N a k =
0,1,...,n.
.k’
4. Oznaéme k = | X|. Pak |PL(X)| = 2¥, |P2(X)| = 22", atd. Obecné je |P"(X)| = 2%
(dvojka je tam k krat).
5. (), je to pravé pocet kombinaci m z n.

6. V(n,m)=n".

Névod: Méme X = {z1,...,2m}, Y = {y1,...,yn}. Libovolnd funkce f je déna
uspofddanou m-tici (f(z1), ..., f(xm)) hodnot f(z;) € Y. Vybér kazdé takové m-tice
je variace m z n s opakovanim. Téch je V(n, m) = n™.

7. Pro m < n existuje V' (n, m) injektivnich funkci, pro m > n zddna.

Névod: Viz ptfedchozi cvi€eni, jde o variace bez opakovéni.

8. mm.
Névod: Pro | X| = m je to poCet zobrazeni mnoziny X" do mnoziny X. Protoze | X"| =
m™, je jich n™" (viz predchozi cviceni).

9. Existuje 43200 zpisobu.

Névod: Lvy lze rozmistit P(5) = 5! = 120 zplsoby. Zbyva 6 mist pro umisténi tygrd (na
zaCatku, mezi lvy a na konci). Do nich lze tygry umistit 1 (6,4) = 360 zptsoby. Podle
pravidla soucinu existuje celkem 120 - 360 = 43200 zpiisobt.

10. Pro & < n + 1 existuje P(n) - V(n + 1, k) zptsobt. Pro k > n + 1 takovy zptisob
neexistuje.

n

11. Existuje 56 moZnosti. V obecném piipadé€ existuje ("H]jfl) moznosti (pokud 2k —1 < n,

jinak Zaddna moZnost neexistuje).

Navod: Kazdy kazdy takovy vybér k knih z n knih mizeme reprezentovat posloupnosti
k jednicek (na pozicich vybranych knih) a n — k nul (na pozicich nevybranych knih), ve
které se nevyskytuji sousedici jednic¢ky (vybrané knihy nestoji vedle sebe). Téch je podle
Pikladu 3.35 (" ).

Studijni cile: Po prostudovani kapitol 3.4 a 3.5 by student mél byt znét princip inkluze a
exkluze a umét ho pouzit. Dile by mél znét zdklady pocitini pravdépodobnosti. Student by mél
umét v zdkladnich dlohdch samostatné provést spravnou kombinatorickou tivahu.

Klicova slova: princip inkluze a exkluze, pravdépodobnost, pocitani pravdépodobnosti

Potiebny ¢as: 160 minut.

3.4 Princip inkluze a exkluze

V nabidce volitelnych predméti je némcina a angli¢tina. Némcinu si zvolilo 15 studentt,
anglictinu 30 studentd. 5 student si zvolilo neméinu i angli¢tinu. Kolik studentl si jako
volitelny pfedmét vybralo cizi jazyk (tj. némcinu nebo angli¢tinu)? Ozna¢me N a A po fadé
mnoziny studentd, ktef{ si zapsali ném¢inu a angli¢tinu. Seéteme-li |N| (poCet téch, ktefi si
zapsali némcinu) a | A| (pocet téch, kteff si zapsali anli¢tinu), po¢itame dvakrat ty, ktefi si zapsali
némdinu i angliétinu (t&ch je | N N A|). Ty tedy musime od |N| 4 | A| odecist. Pocet | N U A|
téch, tefi si zapsali némcinu nebo anglictinuje tedy

INUA| = |N|+|A| — [N N Al =15+ 30 — 5 = 40.

Jiny pfiklad: Na jisté univerzité je 56 ucitel ¢leny americké informatické spolecnosti ACM
(Association for Computing Machinery). Clenové ACM si mohou piikoupit lenstvi v nékteré
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z tzv. special interest group (SIG, SIG jsou soucasti ACM). Ze zminénych 56 uciteld jich je 20
¢leny SIMOD (Special Interest Group on Management of Data), ozna¢me jejich mnozinu Ay;
15 ¢leny SIGIR (Special Interest Group on Information Retrieval), ozna¢me jejich mnozinu Asg;
20 ¢leny SIGKDD (Special Interest Group on Knowledge Discovery in Data), ozna¢me jejich
mnozinu As. Déle je zndmo, Ze 10 jich je ¢leny SIMOD i SIGIR, 8 jich je ¢leny SIGMOD i
SIGKDD, 7 jich je ¢leny SIGIR i SIGKDD, 4 jsou ¢leny SIGMOD, SIGIR i SIGKDD. Kolik z
56 ¢lentt ACM je ¢lenem nékteré z SIGMOD, SIGIR, SIGKDD? Ptame se vlastné, kolik prvkd
md mnozina A; U Ag U As, pfitom zndme |Aq|, |As|, |As|, |A1 N Az, |41 N Az, |[A2 N As| a
|A1 N Az N Agz|. Pokud bychom pouze secetli |A;| + |A2| + |As|, pak jsou dvakrat zapocitani
tiz A1 N A,z A1 N Az az Ay N As, a dokonce tiikrat jsou zapoditani ti z A; N As N As. To
svadi k tomu Fici, Ze |A; U Ay U As| se rovnd

> B

|A1‘ + ’A2| + |A3| — |A1 ﬂAQ’ — |A1 ﬂAg‘ — |A2 ﬂAg‘ — 2|A1 N Ao mAg‘.

To je ale Spatné. Odecteme-li totiz od | A |+ | Az| + | As| poéty |A1 N Aa|, |[A1 N Ag|i|A2N Az,
odecitdme v kazdém z |A; N As|, |A; N As| a|Ag N A3l i pocet téch, ktefi jsou v A1 N A2 N As
(nakreslete si obrazek). Tedy od |A;| + |Aa| + |As| jsme odecetli 3| A; N A2 N As. K tomu
jsme pak jesté odecetli 2|A; N Az N As|. Celkové jsme tedy od |A;1| + |A2| + | As| odecetli
|A1 N Ag N Ag| pétkrat a méli jsme to odelist jen dvakrat. Spravny vysledek tedy je

‘AlUAQUAgl = ’A1|+|A2’+|A3|—‘AlﬂA2|—|A1ﬂA3|—|A2ﬂA3|+
1AL N Ag N Ag| =20 415420 — 10 — 8 — 7+ 4 — 24,

Uvahy ukazané na vy3e uvedenych piikladech jsou pfedmétem tzv. principu inkluze a exkluze
(tj. zapojovani a vylucovani).

Véta 3.36 (princip inkluze a exkluze). Pro mnoZiny A1, ..., A, plati

|AJUAU---UA,| = Z (_1)|I\+1|mAi|_
0#£IC{1,2,...,n} i€l

Zastavme se nejdiiv nad tim, co princip inkluze a exkluze fik4. Na levé strané rovnosti je pocet
prvkd, které patii do sjednoceni Ay U --- U A, tj. alesponi do jedné z Ay, ..., A,. Na pravé
strané je soudet vyrazi (—1)//1+1| N;cr A;|, kde I probihé pies viechny neprazdné podmnoZiny
mnoziny {1,...,n}.|N;er 4;| je poCet prvka praniku mnozin, jejichz index patii do 7, tj. napf.
pro I = {2,3,5} je to |As N A3 N As|. Vyraz (—1)I*1 je roven 1, pokud I obsahuje lichy
pocet prvki, a je roven —1, pokud I obsahuje sudy pocet prvki. Tedy: v souctu na pravé strané
jsou polty prvki v§ech moznych prinikd (jednoclennych, dvouclennych,. . ., aZ po n-Clenny)
utvorené z Ay, ..., Ay, pfitom pocet prvkl daného priniku je se znaménkem + pro priniky
lichého po¢tu mnozin a se znaménkem — pro priniky lichého po¢tu mnozin. Zkontrolujte, Ze
vzorec pron = 21in = 3 dava pravé dva vzorce, ke kterym jsme dosli i prikladt s volitelnymi
predméty a s ¢lenstvim v SIG ACM. Piejdéme nyni k dikazu Véty 3.36.

Diikaz. Vezméme libovolny prvek z A; U- - - U A,, a porovnejme, jakym Cislem x “prispiva” na
levé ana pravé strané dokazované rovnosti. Nalevé strané prispivd ziejmé jedni¢kou. Pro pravou
stranu je to slozit&jsi. Prvek x patii pravé do, feknéme, k£ mnozin z mnozin Ay, . . ., Ax. MiZeme
predpokladat, Ze to jsou mnoziny A1, ..., Ax (kdyby ne, mnoZiny pfeznac¢ime). Pak x patii do
néjakého priniku, ktery je na pravé strané rovnosti, pravé kdyz je to prinik néjakych mnozin z
Ay, ..., Aj. Je-li to prinik lichého poétu mnozin, = do odpovidajictho vyrazu (—1)11+1| N m
pispivé &islem 1, je-li to primik sudého po&tu mnozin, z do vyrazu (—1)/1+1 N A, | prispivd
Cislem-1.7Z Ay, ..., Ay 1ze vytvéfet jednoprvkové, . . ., k-prvkové priniky. Pocet [-prvkovych
pruniki je pfitom (';) Vidime tedy, Ze x pfispiva celkem na pravou stranu ¢islem

(1) () () e )
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Jakd je hodnota tohoto souctu? Vezméme binomickou vétu a dosadme do (3.2) z = —1.
Dostaneme

k

0:0’“=<1—1>'f=<1+w>'“:z(2>m":“é—nl@:

1=0

(-2 () o)

Odtud tedy vidime, Ze hledand hodnota souctu je 1. Prvek z tedy i nalpravou stranu prispiva
jednickou. ProtoZe x byl libovolny, vyrazy na levé a pravé strané dokazované rovnosti maji
stejné hodnoty. O

Priklad 3.37. Kolik je pfirozenych &isel mezi 1 a 100 (véetné 1 i 100), ktera nejsou délitelna
ani dvéma, ani tfemi nebo péti? Princip inkluze a exkluze miiZzeme pouZit nasledovné. Ozna¢me

A = {neN|1<n<100, nje delitelné 2}, (3.3)
Ay = {neN|1<n<100, nje delitelné 3}, (3.4)
A; = {neN|1<n<100, nje delitelné 5}. (3.5)

Pak pfirozenad ¢isla mezi 1 a 100 (v€etné 1 i 100), kterd nejsou dé€litelnd ani dvéma, ani tifemi
nebo péti, jsou praveé prvky mnoziny A = A; N Az N As. Protoze

AiNAyNAs =AU Ay U As,
je |A| = |A1 U Ay U Az = 100 — |A; U Ay U As|. Podle principu inkluze a exkluze je
|A1 U A U Ag| = [Ar] + |Ag| 4 |A3| — [A1 N Ag| — [A1 N A3| — [A2 N Az + [A1 N Aa N A3l

Zbyva tedy urcit |A1’, ‘A2|, |A3‘, |A1 N A2|, |A1 N Agy, ’AQ N Ag‘, ‘Al NAs N Ag‘, coZ je
snadné. Ukazme to na pfikladu mnoZiny A; N As. A1 N A je mnoZina pfirozenych ¢isel mezi 1
a 100, kterd jsou dé€litelnd dvéma i tfemi. To jsou ale pravé ta Cisla, kterd jsou dé€litelnd 6 (Cislo
je délitelné 6, pravé kdyz je délitelné 2 i 3). Téch je LI%OJ = 16 (dolni celd ¢ast Cisla %),
tj. |A1 N Ag| = 16. Podobné dostaneme |A;| = 50, |A2| = 33, |A3] = 20, |A; N A3z| = 10,
|AsNAs| = 6,|A1N AN As| = 3. Dosazenim pak dostaneme |A| = 100—|A; UA3UA3| = 26.

3.5 Pocitani pravdépodobnosti

Pocitani pravdépodobnosti jednoduchych jevi je jednou z aplikaci kombinatorického pocitani,
ktera je v praktickém Zivoté velmi uzite¢nd. Pfedstavme si, ze hazime kostkou. Muze padnout
jednicka, dvojka, trojka, ¢tyrka, pétka nebo Sestka. Pfitom kazdy z téchto vysledkd ma stejnou
Sanci (kostka je férova). Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi hodu padne ¢islo dé€litelné tremi?
Jinymi slovy, jaka je pravdépodobnost, Ze pfi hodu padne trojka nebo Sestka? Celkovy existuje
6 moznych vysledkt hodu kostkou. Z téchto pravé dva vysledky (trojka a Sestka) odpovidaji
jevu ,,padne trojka nebo Sestka‘“. Chapeme-li pravépédobnost jako pocet kladnych vysledkid ku
poctu v§ech moznych vysledki, je to dvé ku Sesti, tedy % =0.33333....

Pruvodce studiem

Otdzkami o pravdépodobnostech a usuzovéni za nejistoty se zabyvé teorie pravdépodob-
nosti. Velké mnoZstvi piipadu, se kterymi se prakticky setkavame, ma nasledujici podobu.

Predstavme si, Ze se kond né&jaky pokus, ktery skonéf jednim z vysledkd ey, . . ., e,. Vy-
sledkimey, . . ., e, sefika elementdrnijevy. Predpokladame, Ze kazdy z vysledkiiey, . . . , e,

ma4 stejnou $anci, tj. elementdrni jevy jsou stejné pravdépodobné. Pokusem muzZe byt hod
kostkou, elementarni jevy jsou pak 1, 2, 3, 4, 5, 6 (vysledky hodu). Jev je kazdd podmnoZina
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A C E = {ey,...,en}. Jevem u hodu kostkou je napf. mnozina A = {3, 6} (padne islo
délitelné tfemi) nebo B = {2, 3,4, 5,6} (padne &islo rzné od 1). Pravdépodobnost P(A)
jevu A je ddna vztahem

4]

P(A) = T

|E|
tj. je to pocCet vSech vysledki pfiznivych jevu A ku poctu v§ech moznych vysledki. Napf.
pravdépodobnost toho, Ze padne Cislo délitelné 3 je tedy P(A) = % = %,

pravdépodobnost, Ze padne &islo rizné od 1 je P(A) = % = %.
Pravdépodobnost miize nabyvat hodnot od 0 do 1. O je pravdépodobnost nemozného
jevu, napft. Ze padne Cislo, které je sudé i liché. 1 je pravdépodobnost jistého jevu, napt. Ze

padne Cislo mensi nez 9.

Chceme-li ur¢it pravdépodobnost n&jaké udalosti, miizeme jednoduse pouzit vzorec P(A) =
A]

B K tomu je ale tfeba ucinit nasledujici:

1. Ur¢it mnoZinu F vSech elementarnich jevl (vysledkil) a ovéfit, Ze jsou vSechny stejné
pravdépodobné,

2. uréitjev A C FE, ktery odpovida dané udalosti,
3. urdit poéet prvki mnoZiny F, tj. urit |E|,
4. urdit pocet prvki mnoZziny A, tj. urcit | A|.

V krocich 1. a 2. si koncepéné ujasnime situaci (1. a 2. odpovidd nalezeni spravného pohledu
na véc), v krocich 3. a 4. obvykle provedeme urcité kombinatorické dvahy.

Zac¢neme jednoduchymi priklady.

Priklad 3.38. Hazime modrou a ¢ervenou kostkou. Jaka je pravdépodobnost, Ze na modré

2 X7

kostce padne sudé a na cervené liché Cislo?
Na sitaci se muzeme divat takto: Vysledek, tj. elementdrni jev, je dan dvojici &isel (m, c), kde
m,c € {1,2,3,4,5,6} am a c jsou po fadé vysledek na modré a ¢ervené kostce. Tedy mame

E={(m,c) | m,ce{1,2,3,4,5,6}}.

Elementérni jev (m, c) je pfiznivy uddlosti ,,na modré kostce padne sudé a na Cervené liché
¢islo®, pravé kdyz m € {2,4,6} ac € {1,3,5}. Tedy

A={(m,c)|me {246}, ce{1,3,5}}

Vidime, Ze |E| = 6-6 = 36 (pfimo podle pravidla sou¢inu) a Ze |A| = 3-3 = 9 (podle pravidla
soucinu). Tedy hledana pravdépodobnost P(A) je P(A) = ;%1 = 2 = 0.25.

Priklad 3.39. Héazime dvéma kostkami, které jsou nerozlisitelné. Jaka je pravdépodobnost, Ze
aspoii na jedné z nich padne dvojka?

Vezméme opét E = {(m,c) | m,c € {1,2,3,4,5,6}}. Zajimd nés ted jev A = {(m,c) €
E | m = 2 nebo ¢ = 2} ajeho pocet prvki. K nému mizeme dojit tak: Pro jevy A; = {(m, ¢) €
E | m = 2} (na modré padne dvojka) a Ay = {(m, c) € E'| ¢ = 2} (na Cervené padne dvojka)
zfejmé plati A = A; U As. Protoze A; N Ay = {(2,2)}, je podle principu inkluze a exkluze

|A|:|A1UA2|:|A1|—|—|A2|—‘A1ﬂA2|:6+6—1:11.

Pravdépodobnost, Ze aspori na jedné z kostek padne dvojka je tedy P(A) = % = %.
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Pfi hleddni vhodného pohledu na véc (viz bod 1.) musime byt opatrni. Podivejme se znovu
na Pfiklad 3.39. Priklad svadi k nédsledujicimu pohledu. Na hody se miZeme divat jako na
kombinace 2 z 6 s opakovanim. Pro to, zda padne dvojka, totiZ nen{ duleZité, jestli padne na
jedné nebo druhé kostce. Dilezité je védét, Ze napf. padla trojka a ¢tyfka, nezaleZi na tom, na
které z kostek ta ¢ila padla. Tedy hod miZzeme chépat jako kombinaci 2 z 6 s opakovanim a
téch je podle Véty 3.30 C(6,2) = (°(*7") = () = 21. Mdme tedy 21 elementdrnich jevi.
Kolik z nich je pfiznivych jevu A, ktery popisuje, Ze padla aspon jedna dvojka? Je jich 6.
Skute¢né, v kombinaci, kterd do jevu patii, musi byt jeden z prvkl dvojka a ten druhy muze
byt libovolny z 1, 2, 3, 4, 5, 6. To je celkem 6 moznosti. Hodnota pravdépodobnosti P(A) je
tedy P(A) = % = 5. To je ale jiny vysledek neZ ten, ktery jsme dostali v Pikladu 3.39! Kde
je chyba (zkuste na to prijit nejdiiv sami)? Je v tom, Ze kdyZ se na elementdrni jevy divdme
jako na kombinace s opakovanim, nejsou vSechny stejn¢ pravdépodobné. Napt. kombinace, ve
které jsou dvé trojky (padnou dvé trojky) je (dvakrit) méné pravdépodobnd nezZ kombinace, ve
které je trojka a Sestka. Vysledek ,,dvé trojky* totiz miiZe nastat pravé jednim zpisobem: na
modré i ervené padne trojka. Vysledek ,,trojka a Sestka* miize naproti tomu padnout dvéma
zpisoby: na modré trojka a na ¢ervené Sestka, nebo na modré Sestka a na ¢ervené trojka. Vzorec

P(A) = % tedy nemiiZeme pouZit.

Priklad 3.40. Jakd je pravdépodobnost, Ze pii rozddvani 4 karet z balicku 32 hracih karet
dostaneme ¢tyfi sedmicky? Jaka je pravdépodobnost, Ze dostaneme 2 krale a a dvé esa?

V tomto piipadé miZeme za elementarni jevy povaZovat ¢tyfprvkové mnoziny karet (podmno-
Ziny 32-prvkové mnoZiny vSech karet). KaZdému rozdéni totiZ odpovidd jedna Ctyfprvkova
mnozina karet (na poradi nezélezi). Pravdépodobnosti, Ze dostaneme ¢tyfi sedmicky je 1/ (342).

Pravdépodobnost, Ze dostaneme 2 krile a 2 esa je (;1) (g) / (342).

Shrnuti

Princip inkluze a exkluze je ¢asto pouzivanym kombinatorickym principem. Uddva pocet prvka
sjednoceni nékolika mnoZzin pomoci poctu prvki priniki jednotlivych mnoZin.

Pocitani pravdépodobnosti jednoduchych jevi patii mezi zdkladni aplikace kombinatorického
pocitini. Pravdépodobnost jevu je ddna podilem poctu moZnosti pfiznivych danému jevu ku
poctu vSech moZnosti. Kombinatorické tvahy se uplatni pfi ur€ovani poctu mnoznosti.

Pojmy k zapamatovani
e princip inkluze a exkluze,
e clementarni jev, jev,

e pravdépodobnost.

Kontrolni otazky
1. Co Fikd princip inkluze a exkluze?

2. Jak se zjednodusi vzorec z principu inkluze a exkluze, jsou-li mnoZiny Ay, ..., A, po
dvou disjunktni?

3. Jaky je rozdil mezi pojmy jev a elementdrni jev?

4. Co je to pravdépodobnost jevu a jak je definovdna?

Cviceni
1. Urcete pocet prirozenych ¢isel mezi 1 a 2000 (véetné 11 2000), kterd nejsou délitelnd ani
2, ani 3, ani 5.

2. Urcete pocet ptirozenych ¢isel mezi 1 a 2000 (veetné 11 2000), kterd nejsou délitelnd ani
2,ani 3, ani 5, ani 7.
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. Urcete pocet pfirozenych ¢isel mezi 1 a 2000 (v¢etné 11 2000), kterd nejsou délitelnd ani

2, ani 3, ani 5, ale jsou délitelna 7.

4. Kolika zpliisoby muzeme rozmistit 15 rdznych knih do 5 ptfihradek tak, aby v kazdé
ptihrddce byla aspori jedna kniha, ale nejvyse 4 knihy?

5. Hazime dvéma kostkami. Mame si vsadit na ¢islo, které vzejde jako soucet vysledkt na
jednotlivych kostkach. Na jaké ¢islo vsadime?

6. Rozvedte vypocet u Piikladu 3.40.

7. Hézime trikrat po sobé kostkou. Jakd je pravdépodobnost, Ze vysledek pfi druhém 1 pfi
tretim hodu je vétsi nez vysledek pfi prvnim hodu?

8. Hazime trikrat po sobé kostkou. Jaka je pravdépodobnost, Ze vysledek pifi druhém hodu
je vétsi nez vysledek pri prvnim hodu a Ze vysledek pfi tietim hodu je vétsi nez vysledek
pfi druhém hodu?

Ukoly k textu
1. U Prikladua 3.1, 3.2, 3.3 zdivodnéte pouzité kombinatorické dvahy.

2.

. Vyfteste podrobné Priklad 3.37.

. Na zakladé Ptikladu 3.37 dokazte nasledujici tvrzeni: Jsou-li podmnoZziny Ay, ..., A,

. Vysvétlete podrobné chybu popsanou v odstavci na Piikladem 3.39.

Vratme se k Ptikladu 3.3. Jaky je nejvétsi pocet k£ kodovych posloupnosti bindrniho kédu
délky n, ktery umoZziiuje opravu aZ t-ndsobnych chyb? ¢-ndsobnou chybou vznikne z
daného slova slovo, které se od daného 1isi pravé v ¢ pozicich. Priklad 3.3 tedy dava

Xq _ X — 2" 00
odpovéd pro t = 1. [Odpovéd: o oy w— 1

néjaké k-prvkové mnoziny X, pak pocet prvki mnoziny X, které nepatii ani jedné z
mnozin Ai,..., A, je k — 297612{1,2,...,71}(_1)|I|+1‘ Nicr Ail-

76.

- 15(1) — D) (5) + B G-
. 6,7 nebo 8.

. Navod: Pocet vSech ctyfprvkovych podmnoZin 32-prvkové mnoZiny je (

32
4

jedind z nich, kterd obsahuje samé sedmickys; (3) (3) z nich obsahuje 2 krale a 2 esa.

) ; existuje

. 55/216.
. 5/54.
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