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Abstrakt

Tento text distan¢niho vzdélavani seznamuje se zaklady teorie grafii a s grafovymi algoritmy. Na zacatku je
popis jednotlivych typt grafti, popis riznych zpusobl jejich reprezentace a definice zakladnich pojmi
pouzivanych v teorii grafi. StéZzejni ¢asti studijniho materiadlu jsou grafové algoritmy, jez tvofi vyznamnou
tfidu algoritmt a jsou prakticky pouZzivany pfi feSeni uloh z riznych oblasti.

Cilova skupina

Text je primarné urcen pro posluchace prvniho bakalafského studijniho programu Aplikovana informatika na
Ptirodoveédecké fakulté Univerzity Palackého v Olomouci. Miize vSak slouZzit komukoli se zajmem o grafy a
grafové algoritmy a jejich pouziti. Text predpokladd zakladni znalosti z algebry.
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1 Grafy

Graf je pomérné obecny pojem. Vyskytuje se v riiznych vyznamech. Zde bude tento pojem
oznacovat graficky zptisob vyjadieni vztahti mezi néjakymi objekty.

Objekty jsou v grafu reprezentovany uzly. Vedle pojmu uzel se také rovnéz pouziva pojem
vrchol. Vztahy jsou v grafu reprezentovany hranami. Skute¢nost, Ze dva objekty jsou v ur¢itém
vztahu, se v grafu vyjadii spojenim pfisluSnych uzli (vrcholl), jez tyto objekty v grafu
reprezentuji, hranou.

Na kresleni uzll a hran nejsou zadna zvlastni omezeni. Uzly zpravidla kreslime kruznicemi, ale
nékdy také elipsami, obdélniky. Hrany kreslime piimymi Carami, oblouky nebo lomenymi
Carami. Zpusob kresleni volime pfedevsim tak, aby graf byl piehledny.

Hrana vzdy zacina a kon¢i v n€jakém uzlu. VétSinou jsou koncové uzly hrany rtizné, ale mtize
to byt i jeden uzel, pak takové hrané fikdme smycka.

Smycka

4
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Jeji koncové uzly

Dva uzly mohou byt spojeny vice hranami — takovym hranam fikame nasobné. Graf, ve kterém
mezi n€kterymi uzly je vice hran, nazyvame multigraf.

Multigraf

il

Graf bez nasobnych hran se nazyva prosty graf.

Prosty graf

s

Prosty graf bez smycek je obycejny graf.

Obycejny graf

/|

Nejcastéji se
pouzivaji
obycejné

grafy.

V praxi lze bézné vystalit s obycejnymi grafy. Proto my se v tomto studijnim materialu buden
zabyvat jen timto typem grafii. Od tohoto okamziku pojem graf bude oznacovat obycejny graf.

.



Hrany v grafu mohou byt:

e Neorientované — reprezentuji symetrické vztahy mezi uzly. Naptiklad jsou-li Petr a Jana  Neorientované
bratr a sestra a hrana nam bude v grafu vyjadiovat vztah, Ze jsou sourozenci, bude tato  graf vyjadiuji
hrana neorientovana. oboustranné

Neorientovana hrana

e Orientované — reprezentuji jednosmérné, nesymetrické vztahy mezi uzly. Orientace

) . . . ) A Jednostranné
hrany je vyznacena Sipkou na jednom jejim konci. Napfiklad je-li Eva matkou Petra a vztahy vyjadiuji
Jany a hrana nam bude vyjadfovat vztah, ze Eva je jejich rodi¢em, bude tato hrana ) ,.;0nr0vané

orientovana. graj_‘j/.

(Eva
(Jana’ (Petr

Orientované hrany

Podle typu hran délime grafy na:
e Neorientované — v8echny jejich hrany jsou neorientovangé,
e Orientované — vSechny jejich hrany jsou orientované.
e SmisSené — obsahuji neorientované i orientované hrany.

SmiSené grafy se v praxi nepouzivaji. Nahrazuji se orientovanymi grafy tak, ze neorientované
hrany se nahradi dvojici opacné orientovanych hran.

SmisSeny graf Ekvivalentni orientovany graf

—>

Nahrazeni smiSeného grafu orientovanym grafem

V dal$im textu pod pojmem graf budeme rozumét neorientovany graf. Pokud se budeme
zabyvat orientovanym grafem, bude to explicitné uvedeno.

Privodce studiem

Za zakladatele teorie grafii je povazovan znamy Svycarsky matematik Euler, ktery
v roce 1736 jako prvni v historii pomoci grafu vyresil jistou ulohu. Tato uiloha nebyla
z matematického hlediska nijak vyznamnda. Slo o ilohu sedmi mostii mésta Krdlovce.
Euler hledal zpiisob, jak je projit postupné za sebou tak, aby po kazdém prosel jen
Jjednou. Kdyz se mu to nedarilo, pomoci grafu nakonec zjistil, Ze jejich topologie je
takova, Ze to ani nejde.




1.1 Definice grafu

Studijni cile: Zavést formalni definici grafu a objasnit jeji vyznam.

Kli¢ova slova: Uzel, hrana, incidence, inciden¢ni funkce, stupen uzlu.

Potiebny ¢as: 1 hodina

Zatim jsme grafy reprezentovali jejich nakreslenim. Tentyz graf mizeme nakreslit rizné. Na  Graf nejcastéji

nasledujicim obrazku je stejny graf tfikrat rizn¢ nakreslen. reprezentujeme
jeho

nakreslenim
(diagramem).

O—0—=0

Vsechna tfi nakresleni vyjadiuji stejné vztahy mezi uzly. Aby se odlisilo vlastni nakresleni
grafu od vztaht, které graf reprezentuje, nékdy se konkrétnimu nakresleni grafu fika diagram
grafu. Dale se zavadi formalni definice grafu, ktera je nezavisld na nakresleni grafu (diagramu)
a popisuje strukturu grafu a vztahy reprezentované grafem.

Definice grafu: Grafje trojice G = (H, U, p), kde
e Hje mnozina hran H ={h4, hy, ..., hy}
e Ujemnozinauzld U = {uy, Uy, ..., Uy}
e pjeincidencni zobrazeni (inciden¢ni funkce), které je dano piedpisem
=  pro neorientovany graf

H—->U®U ,kde U®U oznatuje mnozinu vSech neuspofadanych dvojic
prvkl z mnoziny U.
= apro orientovany graf
H —>UXU , kde UxU oznacuje kartézsky souéin (mnozinu vSech
uspotadanych dvojic prvkl z mnoziny U).

Pro pocet hran v mnoziné¢ H pouzivame zapis [H| (v pfedchozi definici je |H| = n) a pro procet
uzli v mnoziné U pouzivame zapis |U| (v pfedchozi definici je |U| = m).

Piiklad. Graf zobrazeny nésledujicim diagramem

lze definici zapsat
H = {h1l h2! h3}

U = {uq, uy, us, ug}



p(h1) = {us, us}
p(h2) = {us, uz}
p(hs) = {uz, us}
kde neusporadané dvojice uzll jsme zde zapsali jako dvouprvkové mnoziny.

Poznamka: N&kdy se jako definice grafu uziva jen dvojice G = (U, H), kde U je opét mnozina
uzld a H mnozina hran. Hrany jsou v tomto pfipad¢ definovany dvojicemi svych koncovych
uzl, pfi¢emz u neorientovaného grafu hrany zapisujeme jako dvouprvkové mnoZiny, u
orientovaného jako usporadané dvojice.

Napftiklad u grafu z ptfedchoziho ptikladu tyto mnoziny budou:
U = {us, Uz, U3, Us}
H = {{u1, us}, {u1, uz}, {uz, us}}
Tato definice je sice Gispornéjsi, nicméné v mnoha ptipadech se hiife pouziva.

Definice. Stupenn uzlu je pocet hran, které jsou s timto uzel spojeny - maji tento uzel jako
koncovy. Pro skute¢nost, ze hrana ma dany uzel jako koncovy, pouzivame termin, Ze hrana
s timto uzlem inciduje.

Pro oznaceni stupné uzlu u pouzivame zapis
d(u)
Pismeno d je zde od anglického slova degree — stupen.

Piiklad. Nasledujici graf

u, U,

U, u,

ma stupné uzlt
d(u)=2 d(uz)=1 d(uz)=1 d(us)=0

U orientovaného grafu navic rozeznavame vystupni stupen uzlu, coz je pocet hran, které¢ z n¢ho
vychazi, ozna¢ujeme ho d’(u), a vstupni stupen uzlu, coz je pocet hran, které do né¢ho vchazi,
oznacuje ho d*(u). Zfejmé pro stupefi uzlu v orientovaném grafu plati

d(u) =d(u) +d*(u).
Priklad. Nasledujici graf
u1 u3

U,
ma stupné uzli
d'(u)=0 d*(uy)=2 d(uq)=2
d'(uz)=2 d*(u)=0 d(uy)=2
d(usz)=1 d*(us)=1 d(us)=2

- 10—

Incidence je
vztah mezi
hranou a
uzlem.



Véta. Soucet stupiii vSech uzlt v grafu je sudé Cislo.

Diikaz: Kazda hrana inciduje se dvéma uzly. Tedy soucet stupnu vSech uzl v grafu je roven
dvojnasobku poctu hran v grafu, ¢imz je sudé ¢islo.

Definice. V teorii grafil se pouzivaji terminy:
e Pro uzel, jehoZ stupeii je nulovy, pouzivame nazev diskrétni uzel.

e Graf, jehoz vSechny uzly jsou diskrétni, nazveme diskrétni graf.
Sousednost je

e Dvauzly, jez jsou spojeny hranou, nazveme sousednimi uzly. vetah mezi

e Pro graf, jehoZ vSechny uzly jsou sousedni (ma pfi daném poctu uzli maximalni pocet uzly.
hran), se pouziva oznaceni tplny graf.

Priklad. Na nasledujicim obrazku jsou dva tplné grafy, prvni se 3 uzly a druhy se 4 uzly.

[ X

Definice podgrafu: Necht je dan graf G = (H, U, p). Pak graf G = (H', U’, p‘) takovy, ze
e H'c H (mnoZina hran grafu G ‘je podmnoZinou mnoziny hran grafu G) ,
o U‘'c U (mnozZina uzla grafu G je podmnozinou mnoziny uzla grafu G) ,

e pro kazdou hranu heH* plati p‘(h)=p(h) (incidenéni funkce grafu G‘ je zGZenim
inciden¢ni funkce grafu G)

nazveme podgrafem grafu G.

V ptipadé, kdy je U'=U (mnozina uzli zistane zachovana), pro podgraf G* se pouziva nazev
faktor grafu G.

Priklad. Na nasledujicim obrazku je graf G a jeho dva podgrafy G a G “". Pfi¢emZ podgraf G**
je zéaroven i faktorem grafu G (zachovava jeho mnozinu uzli).

Kontrolni otazky
1. Jak je definoviana incidencni funkce neorientovaného grafu? A jak je definovana u
orientovaného grafu?
2. Co je stupen uzlu grafu?

Cviceni

1. Napiste inciden¢ni funkci obycejného grafu, jez je na nasledujicim obrazku.

—-11 -



. u5
2. Napiste stupné jednotlivych uzlu grafu z 1. cviceni.

3. Doplite graf z 1. cviCeni hranami tak, aby byl Gplny. Kolik bude mit nyni hran?
4. Kolik mize mit obycejny graf, ktery ma m uzld, nejvyse hran?

Ukoly k textu

Orientovanym grafem Ize reprezentovat binarni relaci R a to tak, Ze xRy pravé kdyz existuje
orientovana hran z uzlu x do uzlu y. Zamyslete se nad tim, jak bude vypadat graf tranzitivni
relace. A zkuste stanovit, jaky typ bindrni relace vyjadiuje neorientovany graf.

ReSeni
1. Incidené¢ni funkce grafu je
p(hy) = {uy, us} p(hy) = {us, us} p(hs) = {us, us}
p(hs) = {u, us} p(hs) = {uy, us} p(he) = {us, us}

2. Stupné uzlt jsou
d(uq)=2 d(uz)=1 d(u3)=3 d(us)=3 d(us)=3
3. Uplny graf's 5 uzly ma 10 hran, jak ukazuje nasledujici obrazek.

4. Nejvice hran ma uplny graf. V ném kazdy jeho uzel sousedi se zbyvajicimi m-1 uzly.
Uvazime-li, ze uzli je celkové m, nicméné kazda hrana je soucasn¢ sdilena dvéma uzly,
dostavame pro pocet hran obycejného grafu vztah

m o (m—1) ‘

pocet hran < 5

1.2 Souvislost grafu
Studijni cile: Vysvétlit pojem souvislého grafu.

Kli¢ova slova: Sled, tah, cesta.

—12 -




Potiebny ¢as: 1 hodina
Definice. Necht' je dan graf G = (H, U, p) a dva jeho uzly u a v. Sledem mezi uzly u a
v nazveme posloupnost uzld a hran
u, hit, Ui, hig, Ug, ..., U1, hik, V
pro kterou plati
p(hi) = {Ui1, Uy}  pro r=1, ..,k
Dale si oznacime
Up=U a Ux=V .

Tedy sled je na sebe navazujici posloupnost hran, kdy vzdy dvé za sebou nasledujici hrany ve
sledu maji spolecny koncovy uzel, ktery je ve sledu uveden mezi nimi.

Je-li u=v (pocatecni a koncovy uzel sledu je stejny), jde o uzavieny sled.

Tah mezi uzly u a vje sled mezi témito dvéma uzly, ve kterém Zadnad hrana se nevyskytuje
vicekrat. Tj. h; # higpro r#s. Je-li u=v, jde o uzavieny tah.

Cesta mezi uzly u a vje tah mezi témito dvéma uzly, ve kterém se zadny jeho vnitini uzel
nevyskytuje vicekrat. Tj. u; # Uis pro r#s, r=0, ..., k, s=1, ..., k-1. Uzaviena cesta (je-li u=v)
je oznacCovana jako kruznice grafu.

Pro orientované grafy mam pojmy:

Orientovany sled - vSechny jeho hrany maji stejnou orientaci — od pocate¢niho uzlu u ke
koncovému uzlu v. Pomoci inciden¢ni funkce to zapiSeme

p(hir) = <Ujrq, U™ pro r=1,...,K, Upg=uU, Ux=V

Dale jsou to pojmy orientovany tah, orientovana cesta a cyklus. Cyklus je oznaceni pro
orientovanou kruznici.

Priklad. V nasledujicim grafu

u, hz U,

je uy, hy, uy, hy, us, hy, ug, by, us, he, uy je tah mezi uzly u; a uy. A dale u;, hy, us, hs, uy je cesta
mezi témito uzly. Jejich prubeh ukazuje nasledujici obrazek.

- 13—

Kruznice je
uzavrend
cesta.



Véta. Z kazdého sledu spojujici dva rizné uzly u a v 1ze vybrat cestu, ktera je spojuje. 7 kasdého
Diikaz: Vezméme sled sledu Ize
U=Uio, hi1, U1, ..., Nir, Uir, Nires, ..o, Nis, Uis, Niga, oo, Uit Dig, U=V wybrat cest.
A necht’ nektery uzel u;, je ve sledu stejny jako uzel u;, kde r<s. Pak mizeme ve sledu jeho Cast
Rir+1, «-.y Nis, Uis
vynechat a dostaneme tim kratsi sled spojujici uzly u a v
U=Uy, hi1, U1, ..., Mir, Uy=Uis, Niseq, ..., Uir, Nk, U=V

Vynechani ¢asti ukazuje nasledujici obrazek

. 4« Tuto Cast sledu vynechame

Tento postup opakujeme tak dlouho, dokud ve sledu nejsou odstranény vsechny nasobné
vyskyty uzli. Tim se ze sledu stane cesta.

Piiklad. V predchozim piikladu jsme méli tah u4, hy, Uy, hy, Uz, hy, U4, h7, Us, hg, Us. V ném
se uzel uy vyskytuje dvakrat. Podle diikazu pfedchozi véty v tahu vynechame jeho ¢ast hq, Uy,
h,, us, hy, Uy, Zstane nam U4, hz, Us, hg, Us, cOZ je uzZ cesta mezi uzly Uy a Ug.

Definice. Graf, mezi jehoz kazdymi dvéma uzly existuje cesta, nazveme souvislym grafem. ;,Z;Z Z)ifs;Zje
Priklad. cesta mezi
kazdou dvojici
Q/O\O Q/Q ieho uzli.

Souvisly graf Nesouvisly graf

Véta. Souvisly (neprazdny) graf s m uzly ma nejméné m-1 hran.
Diikaz: Matematickou indukci podle poctu uzli v grafu.

1. Pro m=1 je graf tvofen jen jednim uzlem. Hranu nema zadnou, ¢imZ je splnéno, Ze ma
nejméné m-1 hran.

2. Necht tvrzeni véty plati pro n&jaké m. Dokazeme, Ze plati i pro m+1. Souvisly graf s m+1
uzly vytvofime tak, ze jako vychozi vezmeme souvisly graf sm uzly. Ten ma podle
induk¢niho predpokladu nejméné m-1 hran. Nyni k nému ptidame jesté jeden uzel. Aby graf
zustal souvisly, musime tento uzel spojit asponn jednou hranou s nékterym uzlem ze
stavajiciho grafu. Po pfidani uzlu a aspon jedné hrany bude graf mit nejméné m hran, coz
mizeme napsat jako (m+1)-1 hran, tedy tvrzeni véty plati i pro graf's m+1 uzly.

Definice. Komponentou grafu nazveme kazdy jeho maximalni souvisly podgraf. Pfitom
souvisly podgraf dan¢ho grafu povazujeme za maximalni, jestlize ho uz nelze zvétsit pridanim
dalsich hran, ¢i uzli daného vychoziho grafu tak, aby podgraf byl stale souvisly. Tedy neni
vlastnim podgrafem jiného souvislého podgrafu.

Véta. Necht souvisly graf s m uzly ma p komponent. Pak ma nejméné m-p hran.

Dikaz: Oznacme m;, ms, ..., m, pocty uzli v jednotlivych komponentich grafu. Protoze
mnoziny uzld jednotlivych komponent jsou disjunktni, ztejmeé plati

— 14—



m+m,+..+m,=m
Komponenty jsou souvislymi podgrafy. Tudiz podle predchozi véty plati, ze
1. komponenta obsahuje nejméné m;-1 hran
2. komponenta obsahuje nejméné m,-1 hran
k-ta komponenta obsahuje nejméné m,-1 hran

Odtud sectenim dostaneme, Ze graf obsahuje nejmén¢ hran:
(m —-D)+(m,-D)+..+(m, =) =m +m,+..+m, —p=m—p
U orientovaného grafu rozeznavame dva stupné souvislosti: souvisly a siln¢ souvisly graf.

Definice. Orientovany graf je souvisly, jestlize mezi kazdymi jeho dvéma uzly u a v existuje
orientovana cesta bud’to zuzlu u# do uzlu v nebo z uzlu v do uzlu u. Orientovany graf je silné
souvisly, jestlize mezi kazdymi jeho dvéma uzly u a v existuje orientovana cesta z uzlu u do
uzlu v a rovnéz opacna cesta z uzlu v do uzlu u.

Kontrolni otazky

1. Jaky je rozdil mezi tahem a cestou?

2. Coje kruznice v grafu a co cyklus?

3. Kolik ma souvisly graf's m uzly nejméné hran?
Cviceni

1. Najdéte v nasledujicim grafu vSechny cesty mezi uzly u a v.

2.
2. Je nasledujici orientovany graf silné souvisly?

Ukoly k textu

Zamyslete se nad tim, jak vypada graf, ktery ma stejny poc¢et komponent jako hran. A jak
vypada graf, ktery ma vice komponent nez hran.

—15-




ResSeni

1. 'V grafu jsou celkem 3 riizné cesty mezi uzly u a v.

2. Grafje siln€ souvisly.

1.3 Reprezentace grafi

Studijni cile: Seznamit studujiciho s riznymi moZnostmi reprezentace grafu.
Kli¢ova slova: Matice incidence, matice sousednosti.

Potiebny ¢as: 1 a pul hodiny

Graf mizeme reprezentovat (popsat) riznymi zptisoby:
e diagramem (nakreslenim)
e definici
e maticemi
e datovymi strukturami (v programech)

Prvni dva zplisoby jsme uz poznali. Vénujme se nyni t€ém zbyvajicim dvéma.
1.3.1 Maticovy popis grafu

Maticovy popis grafu vychazi ze dvou zakladnich vztahti v grafu. Tim prvnim je vztah mezi
hranou a jeji koncovym uzlem, ktery jsme nazvali vztahem incidence. Ten popisuje matice
incidence grafu. Druhym vztahem je sousednost uzli. Ten popisuje matice sousednosti grafu.
Zde uvedeme jen matici sousednosti, nebot’ ta ma vetsi vyznam nez matice incidence.

Definice. Necht' je dan oby&ejny graf G = (H, U, p) s mnozinou hran H = {hy, h,, ..., h,} a Matici

mnoZinou uzli U = {uy, Uy, ..., Upn}. Matice sousednosti je ¢tvercova matice fadu m, kterou si ~ sousednosti Ize
oznacime S. Jeji prvky s; jsou dany predpisem: reprezentovat
graf.

U neorientovaného grafu
e s;=1,jestlize uzly u; a u; jsou sousedni
e 5;=0, jestlize uzly u; a u; sousedni nejsou
U orientovaného grafu
e s;=1,jestlize je hrana z uzlu u; do uzlu
e 5,=0, jestlize neni hrana z uzlu u; do uzlu uy
Z definice plynou nékteré vlastnosti matice sousednosti S:

e na hlavni diagonale jsou nuly (uvazujeme jen obycejné grafy, které nemaji smycky)
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e uneorientovaného grafu je symetricka podle hlavni diagonaly
e pocet jedniCek v matici je u neorientovan¢ho grafu roven dvojnasobku poctu hran

e pocet jedniCek v matici je u orientovaného stejny jako pocet hran

Ptiklad. Pro nasledujici dva grafy

u, u, u, u,
G G’
u, u, u, u,

sestavime jejich matice sousednosti

01 10 01 10

I 01 1 0 0 0 1
S = S'=

I 1.0 0 0 00 O

01 0 O 1 1.0 0

1.3.2 Reprezentace grafu v programech

Graf si miizeme v programu reprezentovat riznymi zpusoby. MiZeme si ho naptiklad ulozit
jako matici sousednosti. OvSem u rozsahlejSich grafi s vétSim poctem uzll je tato matice
znaéné velka a navic jeji pouziti v algoritmech je pomérné neefektivni, nebot’ v ni tfeba musime
pracn¢ . Uved’'me dva Casto pouzivané zplisoby reprezentace grafu v programech.

1.3.2.1 Reprezentace pomoci poli

Struktura grafu je uloZena ve dvou polich. Prvni pole m4 stejny pocet prvki, jako je pocet uzli fo ogramu
v grafu. Kazdému uzlu odpovidd jeden prvek pole. V ném je uloZena hodnota indexu, od Muzene gr af
kterého v druhém poli zacina seznam uzlii, jeZ jsou sousedé tohoto uzlu. ; epr ezent?}/at
. : . : o véma poli.

Piepokladejme Ze mnozina uzlt grafu je U = {ug, Uy, ..., Un.1}. Tedy uzly jsou &islovany od 0
do m-1. Dale predpokladejme, Ze pocatecni indexy poli jsou 0.

uO ur um—1

l ............ lH ......... \

Sousedé u, Sousedé u, Sousedé u,,,

Na nasledujicim ptikladu je graf se 4 uzly a jeho reprezentace pomoci poli. Hodnoty —1 na
konci seznamil sousedl slouzi k tomu, aby se poznalo, kde seznamy sousedu konci.
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1.3.2.2 Reprezentace dynamickou datovou strukturou

Dalsi moznost je uzel grafu reprezentovat jako strukturovany datovy typ. Kazdy uzel obsahuje
pole (seznam) ukazatelli na sousedni uzly.

Kontrolni otazky

1. Jaky je definovana matice sousednosti neorientovaného grafu?
2. Jak reprezentujeme graf v programu?

Cviceni

1. Sestavte matici sousednosti pro nasledujici graf.
1 U,

u3
4, u, Us
2. Sestavte matici sousednosti pro nésleduji orientovany graf.
u, U,
5 u, Us

Ukoly k textu

Matice sousednosti neorientovaného grafu ho az na oznaceni uzlli a hran zcela urcuje.
Nepochybné se z ni da poznat, zda graf je souvisly, a dale i kolik ma komponent. Zkuste najit
zpusob, jak byste to z matice sousednosti ur¢ili.

ReSeni

1. Matice sousednosti je
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0 00

1

2. Matice sousednosti daného orientovaného grafu je

00 00O

1
1

0

0 00

1

0 00O

S=0 0 O
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2 Prichod grafem (prohledani grafu)

Studijni cile: Vysvétlit zpisoby systematického priuchodu grafem.
Klic¢ova slova: Prichod do hloubky, priuchod do Siiky.
Potiebny ¢as: 2 hodiny

Pti nékterych pouzitich grafi mame v uzlech ulozené uréité udaje. Takovym grafiim fikame
uzlové ohodnocené grafy. Pruchod grafem fesi ulohu, kdy potfebujeme ve vSech uzlech nad
udaji provést néjakou operaci. Tedy potfebujeme projit vSechny uzly grafu. Existuji dva
systematické priichody grafem — do hloubky a do §itky.

2.1 Priichod do hloubky

Pti prichodu grafem je nutné zajistit, abychom prosli vSechny uzly a rovnéz abychom zadny
uzel neprochazeli vicekrat. Proto tyto Gcely se do uzld ptidava proménna, podle které se pozna,
zda v daném uzlu vz jsme byli a provedli jsme v ném potiebné operace. Napiiklad do uzla
mizeme piidat celoéiselnou proménnou, kterou pfi vytvafeni reprezentace grafu nastavime u
vSech uzl na hodnotu 0. Ozna¢me tuto proménnou navst (od slova navstiven). Dale si
zavedeme proménnou, kterou nazveme pruchod a na zacatku do ni uloZime rovnéz hodnotu 0.
Tato proménna bude slouzit jako ¢ita¢ priichodil.

Déle si zavedeme oznaceni pro aktudlni uzel (uzel, ve kterém pravé jsme - ktery je praveé
navstiven). Budeme ho znacit u.

Pti priichodu do hloubky se k do¢asnému ulozeni uzli, které v dané chvili nemtizeme navstivit
pouziva zasobnik.

Prichod mizeme zacit od libovolného uzlu grafu. Poc¢ate¢ni uzel, od kterého za¢neme priichod,
oznacime uy.

Popis algoritmu.
1. Pocatecni nastaveni:
e Zasobnik je na zacatku prazdny.

e Zvysime ¢ita¢ prachodt o 1: pruchod = pruchod +1.
e Aktualni uzel nastavime na poc¢atecni uzel: u =u,.

2. Krok navstiveni aktualniho uzlu u.
e V aktualnim uzlu u provedeme tikony, pro které jsme ho navstivili.

e Nastavime proménnou rnavst na ¢islo pruchodu jako ptiznak, Ze jsem v tomto uzlu jiz
byli: u.navst = pruchod .

e Zjistime, kolik ma aktualni uzel doposud nenavstivenych sousedi. Mohou nastat
pripady:

a) Nema Zzadného nenavstiveného souseda. V tom piipad¢ piejdeme ke kroku 3., ve
kterém jako dal$i aktualni uzel vezmeme uzel, ktery je uloZen na zasobniku.

b) Ma prave jednoho nenavstiveného souseda. U¢inime ho novym aktudlnim uzlem u a
prejdeme opét na zacatek kroku 2 - navstivime ho.
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c) Ma vice nenavstivenych sousedll. Jednoho z nich uc¢inime novym aktualnim uzlem
u a zbyvajici ulozime na zasobnik. A piejdeme na zacatek kroku 2.

3. Krok odebirani uzlt ze zasobniku.
e Je-li zasobnik prazdny, prichod je ukoncen. VSechny uzly byly navstiveny.

e (Odebereme ze zasobniku uzel, oznacme ho v. I kdyz v dobé, kdy byl na zasobnik
ukladan, byl nenavstiveny, mohl byt od té doby navstiven po jiné cesté. Proto ovétime,
zda nebyl jiz navstiven. V tom piipad¢é by hodnota jeho proménné v.navst byla stejna
jako hodnota proménné pruchod. Pokud tomu tak je, pfejdeme k odebrani dal§iho uzlu
ze zasobniku — ptejdeme opét na zacatek kroku 3.

e Pokud odebrany uzel v je doposud nenavstiveny, u¢inime ho novym aktualnim uzlem
u = v anavstivime ho — pfejdeme ke kroku 2.

Ptiklad. Mame projit uzly nasledujiciho grafu.

1. Pocatecni podminky.
e Zasobnik je prazdny
e pruchod = pruchod +1
e Aktualni uzel nastavime na u,
2. Aktualni uzel: uy, zésobnik prazdny

u,.navst = pruchod (v uzlu u, nastavime piiznak, ze uz je navstiven)

Uzel uy ma dva nenavstivené sousedy u; a u,. Prvni z nich u¢inime aktualnim uzlem a druhy
uloZime na zasobnik. Pfejdeme opét ke kroku 2.

2. Aktualni uzel: u;, zasobnik: u,
u,.navst = pruchod (v uzlu u,; nastavime pfiznak, ze uz je navstiven)

Uzel u; ma dva nenavstivené sousedy u; a u,. Prvni z nich u¢inime aktualnim uzlem a druhy
uloZime na zasobnik. Pfejdeme opét ke kroku 2.

2. Aktualni uzel: u;, zasobnik: u, uy
u,.navst = pruchod

Uzel u; nema zadného nenavstiveného souseda. Prejdeme ke kroku 3.

3. Odebereme uzel u, ze zasobniku. Uzel u, neni doposud navstiven, uc¢inime ho aktualnim
uzlem a piejdeme ke kroku 2.

2. Aktualni uzel: u,, zasobnik: wu,
u,.navst = pruchod

Uzel u, nema zadného nenavstiveného souseda. Pfejdeme ke kroku 3.

3. Odebereme uzel u, ze zasobniku. Uzel u, neni doposud navstiven, uc¢inime ho aktualnim
uzlem a prejdem ke kroku 2.
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2. Aktuélni uzel: u,, zésobnik prazdny

u,.navst = pruchod

Uzel u, ma jednoho nenavstiveného souseda us. U¢inime ho aktualnim uzlem a piejdeme
opét ke kroku 2.

Aktudalni uzel: us, zasobnik prazdny
us.navst = pruchod

Uzel us nema zadného nenavstiveného souseda. Prejdeme ke kroku 3.

Zasobnik je prazdny — prichod je grafem je ukoncéen. Néasledujici obrazek ukazuje, v jakém
poradi byly v tomto ptikladu prochazeny jednotlivé uzly grafu. PIné ¢ary naznacuji piimy
piechod k dal§imu uzlu, ¢arkované ukazuji prechod k uzlu, ktery byl odebran ze zasobniku.

2.2 Prichod do Sirky

Pti priuchodu grafem do Siiky je datovou strukturou, do které se ukladaji doposud nenavstivené
uzly, fronta. Na rozdil od prichodu do hloubky se zde jako dalsi nav§tévovany uzel nevybira
soused aktualniho uzlu, ale vzdy se bere uzel z fronty. Uzly jsou proto navs§tévovany v tom
poradi, v jakém byly ukladany do fronty.

Pro popis algoritmu pouZzijeme stejna oznaceni, jaka byla pouzita v popisu algoritmu prichodu
do hloubky.

Popis algoritmu.

1.

Pocate¢ni podminky.
e Fronta je na zacatku prazdna.

e Zvysime o 1 &ita¢ prachodi: pruchod = pruchod +1.
e Aktualni uzel nastavime na pocate¢ni uzel: u =u,.

Krok navstiveni aktudlniho uzlu u.
e V aktualnim provedeme ukony, pro které jsme ho navstivili.

e Nastavime proménnou navst na ¢islo pruchodu jako pfiznak, ze jsem v tomto uzlu jiz
byli: u.navst = pruchod .

e Vsechny nenavstivené sousedy aktualniho uzlu (ma-li n€jaké) ulozime do fronty.
e Piejdeme ke kroku 3., ve kterém stanovime dalsi aktualni uzel.

Krok odebirani uzlt z fronty.

e Je-li fronta prazdna, pruchod je ukonéen. Vsechny uzly byly navstiveny.

e (Odebereme z fronty uzel, oznacme ho v. I kdyz v dobé¢, kdy byl do fronty ukladan, byl
nenavstiveny, mohl byt od t¢ doby navstiven po jiné cesté. Proto ovéiime, zda nebyl jiz
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navstiven. V tom piipadé by hodnota jeho proménné v.navst byla stejna jako hodnota
proménné pruchod. Pokud tomu tak je, pfejdeme k odebrani dalSiho uzlu z fronty —
piejdeme opét na zacatek kroku 3.

e Pokud uzel je doposud nenavstiveny, u¢inime ho novym aktualnim uzlem u=v a
navs§tivime ho — pfejdeme ke kroku 2.

Priklad. Mame projit uzly stejného grafu jako v pfikladu uvedeném u prichodu do hloubky.

PocateCni nastaveni:
e Fronta je prazdna

e pruchod = pruchod +1

e Aktualni uzel nastavime na u,

Aktualni uzel: u,), fronta prazdna
u,.navst = pruchod (v uzlu u, nastavime ptiznak, Zze uz je navstiven)

Uzel uy, ma dva nenavstivené sousedy u; a u,. Ulozime je do fronty a pfejdeme ke kroku 3.
Fronta: u; u,

Odebereme uzel u; z fronty. Uzel u; neni doposud navstiven, u¢inime ho aktualnim uzlem a
piejdeme ke kroku 2.

Aktualni uzel: u;, fronta: u,
u,.navst = pruchod

Uzel u; ma dva nenavstivené sousedy u; a u,. Ulozime je do fronty a pfejdeme ke kroku 3.
Fronta: u, u; uy

Odebereme uzel u, z fronty. Uzel u, neni doposud navstiven, u¢inime ho aktualnim uzlem a
prejdeme ke kroku 2.

Aktualni uzel: u,, fronta: u; uy
u,.navst = pruchod

Uzel u, ma dva nenavstivené sousedy u, a us. Ulozime je do fronty a pfejdeme ke kroku 3.
Fronta: u; wuy, uy us

Odebereme uzel u; z fronty. Uzel u, neni doposud navstiven, u¢inime ho aktualnim uzlem a
prejdeme ke kroku 2.

Aktualni uzel: u;, fronta: u, u, us

u,.navst = pruchod

Uzel u; nema zadného nenavstiveného souseda. Prejdeme ke kroku 3.
Fronta: u, u, us

Odebereme uzel u, z fronty. Uzel u, neni doposud navstiven, u¢inime ho aktualnim uzlem a
piejdeme ke kroku 2.

Aktualni uzel: u,, fronta: u, us
u,.navst = pruchod

Uzel u, nema zadného nenavstiveného souseda. Pfejdeme ke kroku 3.

Fronta: u, us
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Odebereme uzel u, z fronty. Uzel u, byl jiz navstiven, prejdeme opét ke kroku 3.
3. Fronta: us

Odebereme uzel u; z fronty. Uzel us neni doposud navstiven, u¢inime ho aktualnim uzlem a
prejdeme ke kroku 2.

3. Aktualni uzel: us, fronta prazdna
us.navst = pruchod

Uzel us nema zadného nenavstiveného souseda. Prejdeme ke kroku 3.

3. Fronta je prazdna — prichod je grafem je ukoncen. Nasledujici obrazek ukazuje, v jakém
poradi byly v tomto ptikladu prochazeny jednotlivé uzly grafu.

Kontrolni otazky

1. Jakou abstraktni datovou strukturu pouzijeme pro priichod grafem do hloubky?
3. Jakou abstraktni datovou strukturu pouzijeme pro priichod grafem do sirky?

Cviceni

1. Urcete v jakém poradi budou navstévovany uzly v nasledujicim grafu pti prichodu do
hloubky. Priichod za¢inam od uzlu, ktery je na grafu oznacCen u. Aby prichod byl
jednoznaény, tak v pfipadé vice moznosti navstivte u uzll, jez jsou vedle sebe, nejdiive
levy uzel a u uzl nad sebou nejdrive horni uzel.

u

2. Vjakém bofadi budou navstévovany uzly v grafu z ptedchoziho cviceni, jestlize pijde
o prichod do Sifky. Prichod za¢ina opét od uzlu u a jako prvni do fronty je vzdy
ukladan levy uzel anebo horni uzel.

Ukoly k textu

Dovedli byste najit graf (s aspon péti uzly) , ve kterém jsou uzly navstiveny pii prichodu do
hloubky i pfi pruchodu do Sitky ve stejném potadi?
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ReSeni

1. Poftadi, v jakém jsou navstiveny uzly pii prichodu do hloubky, ukazuje nasledujici
obrazek.
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3 Nezavislost, klikovost, dominance, barveni grafu

3.1 Nezavislost, klikovost, dominance

Studijni cile: Seznamit s dilezitymi podmnozinami mnoziny uzld grafu. Poskytnout algoritmy
pro nalezeni téchto podmnozin v grafu.

Kli¢ova slova: Nezavisla podmnozina, dominujici podmnozina, klika.
Potiebny ¢as: 3 hodiny

Tato ¢ast studijniho textu se zabyva vyznamnymi podmnozinami mnoziny uzld v grafu.

Definice. Podmnozinu N mnoziny uzlu grafu G = (H, U, p) nazveme nezavislou, jestlize zadné
dva uzly v N nejsou sousedni.

Podmnozinu uzli grafu nazveme maximalni nezavislou podmnozinou, jestlize uz k ni nelze
pridat zadny uzel grafu, aniz by byla porusena vlastnost nezavislosti podmnoziny. Tedy neni
vlastni podmnozinou jiné nezavislé podmnoziny.

Ptiklad. Na nasledujicim grafu G jsou vyznaceny dvé jeho maximalni nezavislé podmnoziny
mnoziny uzlt.

Definice. Nezavislost grafu G je mohutnost (pocet uzli v mnozin€) té nejveétsi nezavislé
podmnoziny mnoziny uzli grafu. Oznacujeme ji a(G). Tudiz

a(G)= max |N

N je nezavisla podmnozina

Piiklad. V grafu z pfedchoziho piikladu je ziejmé O{(G) =2.

Urceni nezavislosti grafu je Gloha patfici do tfidy NP-obtiznych tloh. Neni zndm jiny postup
jejiho feseni nez postupné prochazet jednotlivé podmnoziny mnoziny uzli grafu a hledat, ktera
z nich je nejvétsi. Ma-li graf m uzl, pak je celkem 2" podmnozin mnoziny uzld grafu. Tedy
pocet podmnozin exponencialné roste spoctem uzli grafu. Projit tyto podmnoziny je
zvladnutelné v piijatelném case jen pro grafy snizkym poctem uzld (fadové do 30 uzld).
V praxi je ale nutné tuto a i dalsi NP-obtizné tlohy feSit pro znacn¢ rozsahlejsi grafy. V tom
piipadé se pouzivaji heuristické algoritmy. Jsou to algoritmy, které maji polynomialni ¢asovou
slozitost, coZ znamena, ¢ danou ulohu fe$i v pfijatelném (polynomialnim) case. Jejich
vysledek je ale bézné o néco horsi, nez by poskytl ptesny algoritmus. Heuristicky algoritmus
zpravidla vychazi z intuitivni myslenky, jak danou tlohu fesit. Mnohdy mame pro stejnou ulohu
vice heuristicky algoritmi liSicich se vzajemné svou komplikovanosti, ¢asovou sloZitosti a
presnosti vysledkll. Zpravidla algoritmy, které jsou komplikovanéjsi a pracuji déle, poskytuji
vysledky, jez se vice priblizuji k optimalnimu feSeni nez algoritmy jednoduché. O kolik horsi
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vysledek mizeme u jednotlivych heuristickych algoritmli ocekavat, se vétS§inou nedd znich
odvodit, zjistuje se to empirickymi testy.

Heuristicky algoritmus pro nalezeni maximalni nezavislé podmnoziny mnoziny uzlt grafu je
zalozen na jednoduché myslence, Ze velka nezavisla podmnozina uzla se sestavi snadnéji z uzld,
které maji v grafu malo sousedil, neZ z uzll, které maji hodné sousedli. Protoze zafazenim uzlu
do nezavislé podmnoziny se u vSech jeho sousedd vylouc¢i moznost, ze by mohli byt v této
mnozin¢é. A ¢im ma zafazovany uzel vice sousedd (vEtSi stupen), tim vice uzll ztraci tak
moznost byt v nezavislé podmnozin€. Nasledujici algoritmus sestavuje maximalni nezévislou
podmnozinu postupnym piidavanim uzlid kni. V kazdém okamziku zuzli, které lze jesté
uvazovat, vybere uzel s nejmensim stupném, piidd ho k podmnozin¢ a vylouéi tento uzel a
vSechny jeho sousedy dal§iho uvazovani.

Oznaceni pouzita v algoritmu:
G — vychozi graf.
G’ - podgraf obsahujici uzly, které 1ze jesté ptidat k sestavované nezavislé podmnozing.
N — sestavovana maximalni nezavisla podmnozina uzlt.
Popis algoritmus
1. Pocatecni podminky.
o N=O - sestavovana nezavisla podmnozina je na zac¢atku prazdna.
e G'=G - podgraf G obsahujici uzly, které lze jesté ptidat k podmnoZing, je na zacatku
cely vychozi graf .
2. Pribézny krok.
V podgrafu G’ najdeme uzel u snejmen$im stupném. Je-li vném vice takovych uzlu,
vezmeme libovolny znich. Uzel u pfidame k sestavované nezavislé podmnoZing,

N=N U{u} a z podgrafu G’ odstranime tento uzel a rovnéz vSechny uzly, které s nim
sousedi.

Krok 2. provadime tak dlouho, dokud podgraf G neni prazdny.

Priklad. Mame sestavit maximalni nezavislou podmnozinu uzli pro nasledujici graf.

Nejmensi stupeit ma uzel u5. Dame ho do mnoziny N a vytvotime podgraf odstranénim uzlu us a
jeho souseda uzlu u,.

N = {us}

Nejmensi stupen maji nyni dva uzly u,,u;,us a u;. Pro pridani zvolime uzel u;.
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G N = {u,,u.}

u, ) u,

Nejmensi stupent ma nyni uzel u;. Pfidame ho do mnoziny N.

Us

G N = {u,,u,,u.}

l"I7
Nejmensi stupeit maji nyni dva uzly us a u;. Pro ptidani zvolime uzel u.
G’: je prazdny N = {u,,U,,U,U,}
Podgraf G’ je prazdny, ¢imZ je sestaveni nezavislé podmnoziny mnoziny N dokonceno.

Definice. Klikou grafu G = (H, U, p) nazveme kazdy jeho maximélni uplny podgraf  Klika je

(ptipomenme, Ze uplny podgraf je takovy, Ze vSechny uzly v ném jsou navzajem sousedni). maximdini
Priklad. Na nasledujicim obrazku je graf G a 4 jeho rtzné kliky. uplny
podgraf.
u, u, u,
U, U, U, u, U, U,
u, Us u, u, Us

Definice. Klikovost grafu G je mohutnost mnoziny uzli v nejvétsi klice grafu G. Oznacujeme ji

o(G).
Piiklad. V grafu z pfedchoziho piikladu je ziejmé a)(G) =3.

Klikovost grafu je opét NP-obtizna tiloha a souvisi s nezavislosti grafu. Spojovacim ¢lankem je Stanovit
zde doplnék grafu. Nejprve definice doplitku grafu. klikovost

Definice. Dopln¢k grafu G je graf, ktery ma stejnou mnoZinu uzld a pro kazdé dva uzly v ném grafu je

plati, ze jsou sousedni pravé kdyz tyto uzly nejsou sousedni ve vychozim grafu G. Doplnék rowrzvez,]\frP—
znadime -G obtiznd uloha.

Véta. Pro kazdy graf G graf plati a)(G):a(— G). (Klikovost grafu je rovna nezavislosti
doplnku grafu.)

Diikaz: Uzly spolu s pfislusSnymi hranami tvoii v grafu G Uplny podgraf pravé kdyz v jeho
doplitku -G tvofi tyto uzly nezavislou podmnozinu mnoziny uzli. Dale uplny podgraf grafu G je
maximalnim Uplnym podgrafem (klikou) pravé kdyz mmnozina uzld podgrafu je maximalni
nezavislou podmnozinou v dopliku -G.
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Piiklad. Uzly kliky vyznacené v nasledujicim grafu G jsou viditelné maximalni nezavislou
podmnozinou uzlu v jeho dopliku -G.

Maximalni
nezavisla
podmnozina

Z ptedchozi véty plyne, Ze algoritmy pro hledani maximalnich nezavislych podmnozin uzlt lze
vyuzit pro hledani klik tak, Ze misto kliky v grafu hleddme maximalni nezavislou podmnozinu
v jeho doplnku.

Definice. Dominujici podmnoZina D mnoziny uzli grafu G = (H, U, p) je takova podmnozina
mnoziny uzll grafu, ktera se svymi sousedy pokryva cely graf (zahrnuje celou mnozinu uzla U).

Minimalni dominujici podmnoZzina mnoziny uzld grafu je takova dominujici podmnozina, jejiz
zadna vlastni podmnozina neni jiz dominujici (nelze zni odebrat zadny uzel bez ztraty
vlastnosti dominujici podmnoziny).

Piiklad. Na nasledujicim grafu jsou vyznaCeny dv€ minimalni dominujici podmnoziny
mnoziny uzll grafu.

Definice. Dominance grafu G je mohutnost té¢ nejmensi dominujici podmnoziny mnoziny uzla
grafu. Oznacujeme ji B(G). Tedy

B(G)=  min D|

D je dominujici podmnozina

Véta. Nezavisld podmnozina mnoziny uzli grafu je maximalni pravé kdyz je dominujici
podmnozinou mnoziny uzlt grafu.

Diikaz: Nezavisla podmnozina je maximalni pravé kdyz kazdy uzel, ktery v ni neni, je sousedni
s nékterym uzlem v této mnozin€. A to je prave vlastnost dominujici podmnoziny.

Véta. Pro nezavislost oo a dominanci 3 grafu G plati
B(G) < olG).

Diikaz: Necht' N je libovolnd maximalni nezavisla podmnozina mnoziny uzli grafu. Protoze
podle ptedchozi véty je zaroven dominujici podmnozinou, dominance grafu je nejvyse rovna
mohutnosti této mnoziny, tedy
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B(G) < |N| .

Dale protoze N je nezéavisla podmnozina mnoziny uzld, nezavislost grafu neni mensi nez
mohutnost této mnoziny, tedy

IN| < o(G)
Spojenim téchto dvou nerovnosti dostaneme tvrzeni véty.

Piiklad. Na nasledujicim obrazku jsou dva grafy. U jednoho je dominance stejnd jako
nezavislost, u druhého je dominance mensi nez nezavislost.

Maximalni nezavisla podmnozina
je zaroveinl 1 minimalni dominujici Minimalni dominujici podmnozina

—~ .

X,

Maximalni
nezavisla
podmnozina

(G)=p(G)=2

. w " v , N . ., [Istanoveni
I dominance grafu patii do tfidy NP-obtiznych uloh. Vzhledem ktomu, Ze dominujici dominance
podmnozina je zaroven maximalni nezavislou podmnozinou, lze zde vyuzit heuristického grafis je NP-

algoritmu pro hledani maximalni nezavislé podmnoziny. Nyni ale hleddme maximalni
nezavislou podmnozinu s nejmensi mohutnosti, proto algoritmus upravime tak, ze v kazdém
kroku budeme vybirat uzel s nejvét§im stupném misto uzlu s nejmensim stupném.

obtizna uloha.

Kontrolni otazky

1. Co je nezavisla podmnozina uzlii grafu a co je dominujici podmnozina uzli grafu?
2. Jak je definovana nezavislost grafu a jak dominance grafu? Je mezi nimi néjaky vztah?
3. Coje klika grafu?

Cviceni

1. Jaka je nezavislost grafu na nasledujicim obrazku?

7.
2. Kdyz pro nalezeni maximalni nezavislé podmnoziny v grafu z 1. cviceni pouZzijeme
heuristicky algoritmus popsany v této kapitole, dostaneme nezavislou podmnozinu, jejiz
mohutnost (pocet uzlt v ni) odpovida nezavislosti grafu?
Jaka je dominance grafu, ktery je na obrazku v 1. cviceni?
4. Kdyz pro nalezeni dominujici podmnoziny v grafu z 1. cviceni pouZijeme heuristicky
algoritmus naznaceny v této kapitole, dostaneme dominujici podmnozinu, jejiz
mohutnost odpovida dominanci grafu?

W
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5. Jaka je klikovost grafu na nasledujicim obrazku?

6. Kdyz pro' nalezeni kliky v grafu z 5. cviceni pouzijeme heuristicky algoritmus popsany
v této kapitole, dostaneme kliku, jejiz mohutnost odpovida klikovosti grafu?

Ukoly k textu

Uvazme, Ze byste sestavili graf, ve kterém uzly budou tvofit v§echny osoby, které znate. A
kazdé dva uzly by byly sousedni prave kdyz doty¢né osoby by se vzajemné znaly. Nasli byste
v tomto grafu kliky? Kter¢ skupiny osob by je tvorily?

ReSeni

1. Nezavislost daného grafu je 4. Uzly prisluSné maximalni nezavislé podmnoziny jsou
barevné vyznaceny na nasledujicim obrazku.

2. 'V tomto piipad¢ bude vysledek zaviset na vybéru uzlu s nejmensim stupném, ktery
zatadime do vytvarené nezavislé podmnoziny. Na zacatku to jsou 3 uzly oznacené na
obrazku u,v a w.

u

Pokud jako prvni do vytvafené podmnoziny dame uzel u, dostaneme nezavislou
podmnozinu se 4 uzly. Pokud zaéneme uzlem v, dostaneme nezavislou podmnozinu jen
se 3 uzly. Za¢neme-li s uzlem w, bude to zalezet na vybéru dalsich uzli.

3. Dominance dan¢ho grafu je 2. Uzly pfislusné dominujici podmnoziny jsou barevné
vyznaceny na nasledujicim obrazku.
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VLS,

V tomto piipad¢ ano, nebot’ do vytvarené dominujici podmnoziny jako prvni dame uzel
s nejvetsim stupném, coz je uzel oznaceny na obrazku u. Nasledné pak do podmnoziny
dame jeden ze zbyvajicich dvou uzld, které jsou na obrazku oznacené v a w.

\
W
u

Klikovost daného grafu je 4. Uzly ptislusné kliky jsou barevné vyznaceny na
nasledujicim obrazku.

N

6. U tohoto grafu ano. Vytvofime nejprve jeho doplnék.

Uzly nejvétsi kliky obsazené v piivodnim grafu jsou v jeho doplitkku oznaceny pismeny
a, b, ¢, d. Protoze nyni heuristickym algoritmem v dopliiku hleddme maximalni
nezavislou podmnozinu, vybereme do ni uzly s nejmensim stupném. To jsou uzly b, c,
d. Po jej iach odstranéni a odstranéni jejich sousedt z grafu zdstane jen uzel a.

Ten jako posledni pfidame k nezavislé podmnoziné. Nezavisla podmnoZina obsahuje
nyni uzly a, b, ¢, d, coz jsou praveé uzly nejvétsi kliky v ptivodnim grafu.

3.2 Barveni grafu

Studijni cile: Poskytnout algoritmy pro barveni grafu.

32—



Kli¢ova slova: Obarveni grafu, chromatické Cislo.
Potiebny ¢as: 4 hodiny

Tato ¢ast studijniho textu se zabyva vyznamnou, v praxi se ¢asto vyskytujiciho ulohou, kterou
je obarveni grafu. Tato grafova tloha se vyskytuje v souvislosti s pfidélovanim zdroj. V ni
mame objekty, které vSechny potfebuji jisty zdroj. Pfitom charakter této ulohy je takovy, Ze
n¢které z nich mohou mit zdroj spole¢ny, zatimco jiné nemohou sdilet stejny zdroj. A Glohou je
najit co nejmensi pocet zdrojii vyhovujici zadani tlohy.

Budeme-li tuto tlohu tesit grafem, objekty budou uzly grafu a vzdy dva objekty, které nemohou
mit stejny zdroj, budou v grafu sousedni.

Priklad. Mame rodinu, jejiz pfislusnici potfebuji v uréitych hodinach dne auto nasledovné.
e Otec autem odjizdi v 7 hodin autem do zaméstnani a vraci se domt1 v 16 hodin.
e Matka je doma a auto potfebuje dopoledne od 9 do 12 hodin na nakupy.
e Syn auto potiebuje odpoledne od 15 hodin, kdy jim odjizdi do fotbalového klubu .
e Dcera auto potiebuje od 18 hodin, kdy jede za svym pftitelem.

Sestavime graf, ve kterém dva uzly budou sousedni, kdyz dva rodinni nemohou pouzivat stejné
auto, protoze doby, kdy ho potiebuji, se prekryvaji. A uzly v grafu obarvime tak, aby zadné dva
sousedni uzly nemély stejnou barvu a pritom jsme pouzili nejmensi mozny pocet barev.

otec matka

syn dcera
K obarveni grafu potiebujeme dvé barvy. Resenim tlohy tedy je, Ze rodina potiebuje dvé auta.

Definice. Obarvenim grafu oznacujeme takové obarveni uzli grafu, ve kterém zadné dva

sousedni uzly nemaji stejnou barvu. Pri barveni

grafu se
Definice. Chromaticke ¢islo grafu G je nejmensi pocet barev, kterym lze obarvit uzly grafu.  sousedni uzly
Chromatické ¢islo znac¢ime }((G) barvi riiznou

barvou.

Priklad. Na nasledujicim obrazku je obarveni grafu.

2(G)=3

Véta. Pro nezavislost o a chromatické ¢islo x grafu G = (H, U, p) plati

(G) 2(G) = |u].
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Diikaz: Ozna¢me U, U,, ..., U, mnoZiny uzlii obarvené stejnou barvou (pocet téchto mnozin
udava chromatické cislo )((G)). Uzly v kazdé z téchto mnozin nejsou sousedni, tudiz kazda

z téchto mnozin je zaroven nezavislou podmnozinou mnoziny uzlti. Odtud plyne, Ze mohutnost
zadné z téchto mnozin neni vétsi nez nezavislost grafu. Tedy

U < olG)
U, < a(G)

Sectenim vSech nerovnosti
U +U|+ 4|0 0| < 2(0)G)

A protoze mnoziny U,, U, ..., Uyg) jsou vzajemné disjunktni, plati

U HU |+ +|U 0| = U]
¢imz dostavame tvrzeni véty

U] < 2(G)(G) .

Véta. Je-li kK maximum ze stupiiti vSech uzla grafu G, pak pro chromatické ¢islo grafu G plati
2(G) < k+1.

Diikaz: Graf suzly stupné nejvySe £ lze vzdy obarvit k+1 barvami, nebot” kazdy uzel ma
nejvySe k sousedil a tito jsou obarveni nejvyse k barvami, ¢imZ na obarveni uzlu vzdy zistava
aspon jedna barva, kterou neni obarven zadny jeho soused. Tudiz chromatické cislo grafu
nemuize byt vétsi nez k+1.

Barveni grafu minimalnim poctem barev je opét tloha patfici do tfidy NP-obtiznych tuloh.
Uvedeme 3 heuristické algoritmy barveni a pak jesté dalSi algoritmus, kterym se vysledek
obarveni heuristickymi algoritmy da v jistych ptfipadech zlepsit.

Oznaceni pouzita v algoritmech:

Jednotlivé barvy, které pouzijeme k barveni grafu, budeme znacit pfirozenymi Cisly (1,2,...).

vvvvv

protoze pfi barveni budeme pouzivat ¢isla barev, jak jdou za sebou.

Cislo barvy, kterou je obarven uzel u, budeme oznacovat funkci b, tj. zapisem b(u). Tento zépis
pouzijeme i pro obarveni uzlu. Skutecnost, Ze uzel u obarvime barvou ¢, zapiSeme pfifazenim

b(u) =c.
Popis algoritmu
1. Pocate¢ni podminky.

e B=0 — hodnotu proménné, v niz mame ¢islo maximalni pouzité barvy, na zacatku
nastavime na nulu.

2. Prubézny krok.

a) V grafu vyhledame doposud neobarvené uzly. Je-li jich vice, uplatnime nasledn¢ dalsi
vybérové kritérium b):
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b) Mezi doposud neobarvenymi uzly vyhledame uzel, jehoz jiz obarveni sousedé jsou
obarveni nejvétSim poctem rdznych barev (nikoliv uzel, ktery ma nejvice jiz
obarvenych souseddl). Ziejm&é na obarveni takového uzlu v soucasnosti zistava
nejmensi pocet barev. Je-li takovych uzlt vice, uplatnime jeste dalsi vybérové kritérium

c):

¢) Mezi uzly vybranymi v pfedchozim kritériu b) najdeme uzel, ktery ma nejvétsi pocet
doposud neobarvenych sousedd. Ztejmé¢ pokud by byly nasledné obarveny riiznymi
barvami, bylo by obtizné najit volnou barvu pro obarveni tohoto uzlu. Proto tento uzel
obarvime pfednostné - jesté piedtim, nez dojde k barveni jeho sousedu. Je-li i zde vice
uzll splnujici toto kritérium, pak pro obarveni vezmeme libovolny z nich.

Uzel, ktery byl pfedchozimi kritérii vybran jako nasledujici uzel pro obarveni, ozna¢me u.
Najdeme nejnizsi barvu ¢ takovou, Ze ji neni obarven Zadny z jiz obarvenych sousedi uzlu u.
Uzel u touto barvou obarvime

b(u)=c .
A je-li ¢>B (c je nova, doposud nepouzita barva), nastavime proménnou B na cislo této barvy
B=c .

3. Krok 2. opakujeme tak dlouho, dokud nejsou obarveny vSechny uzly grafu. Na zavér je
v proménné B pocet barev, jimiz je graf obarven.

Priklad. Na nasledujicim grafu je vyznaen postup barveni stejného grafu, jaky byl

v pfedchozim piikladu. U neobarvenych uzll je dvojice Cisel, z nichZ prvni je pocet barev, jimiz
jsou obarveni sousedé uzlu, a druhé je pocet doposud neobarvenych sousedt uzlu.
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Utinnost predchoziho algoritmu heuristického barveni grafu je pomérné dobra. Typicky pocet
pouzitych barev je o 5% vétsi nez je chromatické ¢islo grafu.

Dalsi heuristicky algoritmus barveni je zaloZzen na skute¢nosti, ze mnozina uzli, které jsou
obarven¢ stejnou barvou, tvofi nezavislou podmnozinu mnoziny uzli grafu. Algoritmus vyuziva
jiz dive uvedeny heuristicky algoritmus hledani maximalnich nezavislych podmnozin.

Oznaceni pouzita v algoritmu:
b — proménna oznacujici aktualni barvu.
G’ - podgraf obsahujici doposud neobarvené uzly.
Popis algoritmu
1. Pocate¢ni podminky.
d) b=1 —aktualni barvu nastavime na prvni barvu.

e) G'=G - podgraf G” obsahujici doposud neobarvené uzly na zacatku obsahuje cely
vychozi graf.

2. Pribézny krok.

V podgrafu G’ jiz popsanym algoritmem najdeme maximalni nezavislou podmnozinu uzli
N, obarvime ji aktualni barvou b a uzly podmnoziny N z podgrafu G odstranime.

3. Pokud podgraf G’ neni jesté prazdny, zvysime Cislo aktudlni barvy
b=b+1
a prejdeme znovu ke kroku 2. — barveni dal$i barvou.

Priklad. Metodou hledani maximalnich nezavislych mnozin mame obarvit nasledujici graf.




f

A zUstava podgraf se dvéma uzly, v némz hledame tieti nezavislou podmnozinu.

d

g

A na konci zlstava podgraf obsahujici jen jeden uzel - ten bude tvofit posledni, Ctvrtou
nezavislou podmnozinu mnoziny uzli. Vysledné obarveni ukazuje nasledujici obrazek.

Dalsi heuristicky algoritmus provadi spojovani uzlt, které 1ze obarvit stejnou barvou, tedy uzl,
které jsou nesousedni. Vysledek je Gplny graf a ten 1ze snadno obarvit.

Popis algoritmu

1.

Prvni ¢ast — vytvoteni pomocného tplného grafu.

V grafu najdeme libovolné dva nesousedni uzly u a v. Provedeme v grafu spojeni téchto
uzld tak, Ze je nahradime jednim uzlem, ozna¢me tento uzel uv. Novy uzel spojime hranami
se vSemi pivodnimi sousedy uzlu « a rovnéz se vSemi ptivodnimi sousedy uzlu v.

Tento krok opakujeme tak dlouho, dokud lze spojovat n&jaké dvojice uzli. Po ukonceni
spojovani dostaneme uplny graf.

Druha ¢ast — vlastni obarveni.

Vytvoteny Uplny graf obarvime. Uplny graf nelze obarvit jinak, nez Ze kazdému jeho uzlu
prifadime samostatnou barvu. Nasledné zpétn€ spojené uzly zacneme rozdélovat, ptfi¢emz
vzdy stejnou barvu, jakou ma uzel uv, dame rovnéz uzlim u a v, jejichZ spojenim uzel uv
vznikl.

Proces rozpojovani uzlti opakujeme tak dlouho, dokud se nedostaneme k piivodnimu grafu.

Piiklad. Vezmeme stejny graf, jaky byl v pfedchozim ptikladu, a obarvime ho metodou barveni
spojovanim uzli.
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Spojime
uzly
aae
[ [
ae
— bc d —
Spojime Spojime
uzly uzly
cab 9 iah
f h

— —> bcg dhi
Spojime Spojime
uzly uzly
bcag hiad
f
g — aef
Spojime A graf
uzly bcg dhi obarvime bcg dhi
aeaf

Nyni obarvime v plivodnim grafu barvou 1 uzly a, e a f, barvou 2 uzly b, ¢ a g a barvou 3 uzly
d,hai.
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Posledni algoritmus, ktery uvedeme, neni samostatnym algoritmem barveni, ale da se pouzit pro
zlepSeni vysledku jinych heuristickych algoritmti, pokud je v nich ve vhodnych okamzicich
pouzit. Zejména je to situace, kdy musime obarvit jediny uzel samostatnou barvou.

Algoritmus vymény barev sam neobarvuje uzly. Pouzije se jinym algoritmem v okamziku, kdy
pouzité barvy uz jsou vyCerpany a nelze s nimi uz obarvit dalsi uzel. Algoritmus vymény barev
zkousi, zda nelze v jiz obarvenych uzlech zaménit jejich obarveni tak, Zze by po zaméné bylo
mozné néktery zatim neobarveny uzel obarvit jiz pouzitou barvou. Typicky se pouZzije, kdyz uz
se barveni chyli ke konci a zbyva uz jeden nebo jen né¢kolik obarvenych uzll, které nelze
obarvit, aniz bychom museli ptidat dalsi barvu. Kazdopadné, aby néjaka vyména mohla nastat,
musi byt v doposud obarvené ¢asti grafu nejméné dve barvy.

Algoritmus lze rovnéz pouzit i na zlepSeni obarveni v jiz obarvenych graf. Zde vybereme
n&jakou barvu, kterou je obarven jeden nebo jen nékolik uzli a zkousime se ji odstranit tak, Ze
vyménou barev postupné hleddme, zda tyto uzly by nebylo mozné obarvit nékterou jinou
barvou.

Popis algoritmu
1. Pocatecni stav.

e Vsjiz obarvené Casti grafu G jsou pouZzity uz nejméné dvé barvy, tedy pro pocet
nejvyssi pouzitou barvu B plati

B=22 .

e V grafu je neobarveny uzel u, ktery nelze obarvit zadnou jiz pouzitou barvou, nebo
mame uzel, jehoz barvu b chceme odstranit tak, ze ho obarvime jinou jiz pouzitou
barvou.

2. Zvolime dve¢ riizné barvy c, d, které byly jiz pouzity ve stavajicim obarveni. Necht' barva ¢
je v této dvojici tou barvou, kterd ma nizsi ¢islo. To znamena, Ze Cisla barev ¢ a d vyhovuji
vztahu

1<c<d<B

V ptipadé, kdy odstraiiujeme existujici barvu b, volime barvy ¢ a d navic tak, aby byly rizné
od této barvy

czb, d#b

V barveném grafu najdeme jeho podgraf, ve kterém jsou jen ty uzly, které jsou obarvené
barvou ¢ nebo d. Typicky tento podgraf je slozen z vice komponent. Ty rozdélime do Ctyt
tiid.

Tiida A - bude obsahovat komponenty, jejichz Zadny uzel ve vychozim grafu G nesousedi
s uzlem u, ktery chceme obarvit nebo jeho barvu zménit.

Tiida B - bude obsahovat komponenty, které maji uzly, jez sousedi ve vychozim grafu G
s uzlem u, ktery chceme obarvit nebo jeho barvu zménit, pfi¢emz tyto uzly jsou vSechny
obarveny jen barvou c.

Tiida C - bude obsahovat komponenty, které maji uzly, jez sousedi ve vychozim grafu G
s uzlem u, ktery chceme obarvit nebo jeho barvu zménit, pfi¢emz tyto uzly jsou vSechny
obarveny jen barvou d.

Tiida D - bude obsahovat komponenty, které maji uzly, jez sousedi ve vychozim grafu G
s uzlem u, ktery chceme obarvit nebo jeho barvu zménit, pficemz nékteré uzly jsou obarveny
barvou c a jiné barvou d.

Je-li tfida D neprazdna, nelze u zvolené dvojice barev provést vymeénu, kterda by vedla
k pozadovanému obarveni uzlu u. V tomto piipadé pokud je jesté jina dvojice barev
vyhovujici vztahu 1<c<d < B (a ptipadné c#b, d#b), kterou jsme doposud

— 39—



nevyzkouseli, mtizeme algoritmus zkusit znovu s ni, jinak algoritmus netspesné konci —
nelze s nim obarvit uzel # pozadovanym zptusobem.

Je-li tiida D prazdna (neobsahuje Zadnou komponentu), pak:

a) Budto ve vSech komponentach tiidy B zaménime barvy ¢ a d, tj. uzly predtim obarvené
barvou ¢ budou nyni obarveny barvou d a naopak uzly doposud obarvené barvou d
budou nyni obarvené barvou c. Po této vyméné uz zadny uzel sousedici s uzlem u
nebude obarven barvou ¢, ¢imz uzel u nyni miizeme obarvit touto barvou.

b) Anebo ve vSech komponentach tfidy C zaménime barvy c a d, tj. uzly pfedtim obarvené
barvou ¢ budou nyni obarveny barvou d a naopak uzly doposud obarvené barvou d
budou nyni obarvené barvou c. Tim uzel u nyni mizeme obarvit barvou d, nebot’ Zadny
jeho soused uz neni obarven touto barvou.

Priklad. Vratme se k piikladu, kdy jsme graf barvili hledanim maximalnich nezavislych
podmnozin. Vysledek ukazuje nasledujici obrazek.

Odstranme obarveni uzlu, jez je obarven barvou 4 a ktery jediny je touto barvou obarven, a
zkusme ho obarvit jinou barvou metodou vymeény barev.

Zvolime prvni moznou dvojici barev ¢=1 a d=2. Odstranime z grafu uzly obarvené jinymi
barvami.

U této dvojice barev tiida D neni prazdna — obsahuje jednu komponentu. Zkusime jinou moznou
dvojici barev c=1 a d=3.
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Zde uz je tfida D prazdna. Udélam vyménu barev tfeba ve tfidé C — ta obsahuje jednu
komponentu. A uzel u pak obarvime barvou 3. Vysledkem je graf obarveny tfemi barvami.

Priuvodce studiem

Jedno z neznaméjsich a velmi uzitecnych vyuziti barveni grafu je v konstrukci
prekladacii. Metodou barveni grafu se zde v prelozeném programu resi efektivni vyuziti

registrii procesoru pri vypoctu.

Kontrolni otazky

Kontrolni otazky

1. Co je chromatické cislo grafu?

2. Jaké je chromatické cislo uplného grafu?
3. Proc¢ pro barveni grafu pouzivame heuristické algoritmy a ne algoritmy, které jsou

presné a daji optimalni vysledek?

Cviceni

1. Jaké je chromatické ¢islo grafu na nasledujicim obrazku?
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2. Pro obarveni grafu ze 7. cvi€eni pouzijeme prvni z heuristickych algoritmt pro barveni,
jez jsou popsany v této kapitole. Obarvime ho stejnym poctem, jako je chromatické
¢islo tohoto grafu?

3. Nyni pro obarveni grafu ze 7. cvieni pouzijte algoritmus hledani maximalnich
nezavislych podmnozin.

4. Jak dopadne obarveni grafu, kdyz pouzijeme heuristicky algoritmus zalozeny na
slepovani uzla?

5. Vezméte obarveni grafu 4 barvami, které je uvedeno v feseni cviceni 9,

a zkuste, zda ho 1ze zlepsit algoritmem vymény barev.

Ukoly k textu

Mame graf s m uzly, o kterém vime, Ze jeho chromatickeé ¢islo je 2. Kolik mlize mit takovy graf
nejvyse hran?

ReSeni

1. Dany graf lze obarvit 3 barvami. Chromatické ¢islo grafu je 3.
2. Jako prvni obarvime uzel uprostied, protoZze ma nejveétsi stupen.

0/3 0/3

Nyni ziejmé obarvime uzel vlevo od obarveného uzlu.
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1/2 0/3

Ze dvou uzld, které prichazeji nyni v ivahu k obarveni, obarvime tfeba ten, ktery je vice
nahote.

2/1 0/3

) =
N

(@)

N ()

2/1
Nyni postupné obarvime zbyvajici dva uzly v levé Casti grafu.

172 ()

0/3

~\
~
~

Nyni budeme barvit stfedni uzel v pravé ¢asti grafu.

2/1

1/2

(Y

A nyni postupné obarvime uzel nahote, uzel vpravo a jako posledni obarvime uzel dole.

Je ziejmé, Ze algoritmus v tomto pripadé graf obarvil optimalnim zptsobem. Pocet
barev je stejny jako chromatické ¢islo grafu.

Nejnizsi stupeit ma uzel vpravo dole. Po jeho vybrani a odstranéni jeho sousedt bude
graf vypadat.
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O

V grafu jsou v soucasnosti 3 uzly stupné¢ 2. Vybereme tieba ten vlevo.

O
O

A nyni miizeme vybrat kterykoliv ze zbyvajicich uzlt. Zkusme vybrat uzel, ktery je
nahote. Vybrané uzly budou obarveny barvou 1.

) ©

@

()
N

O

A muzeme pokracovat v hledani dal§i maximalni nezavislé podmnoziny. Zfejmé nyni
vybereme uzel nejvice vpravo, nebot’ ten ma nejnizsi stupen.

@

(Y

O

0

A nasledné bude vybran uzel nahoie a uzel dole. A vybrané uzly obarvime barvou 2.

© O—C0C——~0 ©@
o/

Je ziejmé, Ze nyni vybereme jeste dalsi dvé nezavislé maximalni podmnoziny. Vysledné

obarveni grafu bude.
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Graf je obarven vét§im poctem barev, nez je optimalni. Algoritmus v tomto ptipade dal
horsi vysledek. Ten ale také zavisi na vybéru uzlti do maximalnich nezavislych
podmnozZin v situacich, kdy jsme mohli zvolit néktery uzel z vice uzld. Pokud jste volili
jiné uzly, mohli jste dostat jiny vysledek.
4. Uzly v grafu si oznac¢ime pismeny.
b ()

A tfeba slepime uzly ab a h.

A tieba slepime uzly d a f.
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Auzlyceag.

Zbyva dvojice df a i.

abh( )

Nyni v plivodnim grafu obarvime uzly a,b,h barvou 1, uzly c,e,g barvou 2 a uzly d.f,i
barvou 3.

Az na Cisla barev jsme dostali stejné obarveni, jaké bylo ve cviceni 8.
5. Budeme se snazit vymenou barev snizit barvu 4 ve stfednim uzlu na nizsi barvu.
Zkusime vyménu barev 1 a 2.

Zde je jedna komponenta, jejiz uzly obou barev sousedi s uzlem s barvou 4. Tato
moznost nevede k cili. Zkusime vyménu barev 1 a 3.
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I zde je komponenta, jejiz obou barev sousedi s uzlem s barvou 4. Zbyva jesté moznost
vymeény barev 2 a 3.

Ani tato moznost nevede k cili. Algoritmus v tomto ptipadé neuspel.
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4 Minimalni kostry grafu

Studijni cile: Naucit algoritmy pro nalezeni minimalni kostry v grafu.
Klic¢ova slova: Kostra grafu.
Potiebny ¢as: 1 a pil hodiny

Kostra je faktor grafu, ktery
e ma stejny pocet komponent
e neobsahuje kruznice.
Ptipomenime, ze faktor grafu je jeho podgraf, ktery ma stejnou mnozinu uzIa.

U hranové ohodnocenych grafi se v praxi vyskytuje uloha nalezeni minimalni kostry.
Formulace této ulohy je

Mame dan graf G = (H, U, p), jehoz hrany jsou ohodnoceny kladnymi realnymi &isly. Tedy
existuje zobrazeni w

wi H—> R,
kde R" oznaéuje mnozinu kladnych redlnych &isel.

Mame najit takovou kostru K = (H", U, p”) grafu G, jejiz soucet ohodnoceni hran

s = Zw(h)

heH'
je minimalni ze v§ech moznych koster grafu G.

Existuji dva algoritmy. Jeden hrany ptidava, nazveme ho zatfazovaci, a druhy hrany ubira,
nazveme ho vyfazovaci.

4.1 Zarazovaci algoritmus

Hrany grafu G usporadame tak, ze jejich ohodnoceni tvoii neklesajici posloupnost.
hil’ hi27 [XXTY hin
w(hy) Sw(hy) < ...<w(h,)

Vezmeme diskrétni podgraf K vychoziho grafu G (podgraf obsahujici jen uzly grafu G).
Postupné prochazime posloupnost hran od za¢atku smérem ke konci a u kazdé hrany ovéfujeme,
zda jejim pfidanim k podgrafu K v ném nevznikne kruznice. Jestlize ne, hranu ptidame ke K.

Piiklad. V nasledujicim grafu mame najit jeho minimalni kostru. Cisla vedle popisti hran
oznacuji ohodnoceni hran.
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h,,4
Hrany sefadime v neklesajici posloupnost
h41 h3! h5l hBl h2! h7! h1

Postup ptidavani hran ukazuji nasledujici obrazky.

O O O
O O O

O O O O

ha,ha,he,heh,hs b, h.,he,he,h,hh, he,he,h,,h.,h,

Ptidanim hrany /5 by vznikla kruZnice, proto ji nepiidame.

h,,h,.h, h,,h,
Ptidanim zbyvajicich hran /; a /; by vznikly kruznice, proto je uz nepiidame.
Ohodnoceni sestavené kostry je

s=w(h,)+w(hy)+w(h,)+w(h)=4+2+1+3=10 .

4.2 Vyrazovaci algoritmus

Hrany grafu G uspotadame tak, Ze jejich ohodnoceni tvoii nerostouci posloupnost.
hy,hy,, .., h,

w(h,))Z2w(h,)=...2w(h,)

Na zacatku jako podgraf K vezmeme cely vychozi graf G. Postupné prochazime posloupnost
hran od za¢atku smérem ke konci a u kazdé hrany ovéfujeme, zda leZi na néjaké kruznici, tj. zda
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jejim odebranim by se neporusila souvislost komponenty. Pokud se souvislost neporusi, hranu
odebereme z K.

Priklad. Vezmeme stejny vychozi graf jako v piikladu u pfedchoziho algoritmu.

Hrany sefadime v nerostouci posloupnost
h11 h2! h7l hBl h3l h5! h4

Postup ptidavani hran ukazuji nasledujici obrazky.

h17h27h77h61h31h51h4 h21h7lh6’h3’h5’h4 h61h31h51h4

Hranu %, nebylo mozné odebrat, protoZe by se porusila souvislost grafu.

h,,4

] ho2

he,3

hg,h,

Zbyvajici hrany As a h, uz neni mozné odebrat, protoze by se poruSila souvislost grafu.
Ohodnoceni sestavené kostry je

s=w(h,)+w(h,)+w(h)+w(h)=4+1+2+3=10 .
Dostali jsme sice jinou kostru nez v minulém ptiklad¢, ale jeji ohodnoceni je stejné. Ma-li graf
vice stejné¢ ohodnocenych hran, miize mit vice riznych minimalnich koster, zalezi v jakém
poradi stejné ohodnocené hrany dame do posloupnosti pro zafazovani nebo vyfazovani hran.

Kontrolni otazky

1. Co je minimdlni kostra grafu?
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2. Kdy mize mit graf vice ruznych minimalnich koster?

Cviceni

1. Zatazovacim algoritmem najdéte minimalni kostru nasledujiciho grafu.

9 3

2. Vyftazovacim algoritmem najdéte vSechny minimalni kostry nasledujiciho grafu. Kolik
ruznych koster je?

1 ~ 2

Ukoly k textu

Co kdybychom v zafazovacim algoritmu podminku, Ze “ptfidanim dané hrany k podgrafu

K nesmi v ném vzniknout kruznice®, nahradili podminkou, ze “pridanim dané hrany k podgrafu
K se musi snizit pocet jeho komponent“. Bylo by to v potfadku? Pracoval by algoritmus s touto
podminkou stejné dobte jako s tou stavajici?

Reseni
1. Minimalni kostra daného grafu je na nasledujicim obrazku.

9 M 3
Q 5

1
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5 KruZnice v grafu

Studijni cile: Seznamit s kruznicemi grafu a jejich fundamentalni systémem.
Kli¢ova slova: Fundamentalni systém, cyklomatické ¢islo.
Potfebny ¢as: 1 hodina

KruZnice je uzaviena cesta grafu. V grafu s kruznicemi lze najit podsystém kruznic takovy, Ze
vSechny ostatni kruznice jsou sestaveny jen z hran obsazenych v kruznicich tohoto podsystému.
Tomuto podsystému kruznic fikdme fundamentalni systém kruznic grafu.

Definice. Fundamentalni systém kruznic grafu je nejmensi podmnozina kruznic grafu takova, ze
kazda hrana grafu, jez lezi na n¢jaké jeho kruznici, je soucasti nékteré kruznice obsazené ve
fundamentalnim systému.

Priklad. Uvazujme nasledujici graf.

Tento graf obsahuje 3 kruznice, které jsou vyznaceny na nasledujicim obrazku

1. kruznice 2. kruznice 3. kruznice

Z nich lze vzit libovolné dvé jako fundamentalni systém a zbyvajici tfeti kruznici lze pak
sestavit z jejich hran. Tim u tohoto grafu dostdvame 3 mozné fundamentalni systémy kruZznic.
Vezméme naptiklad jako fundamentalni systém 1. a 3. kruznici na pfedchozim obrazku. Z jejich
hran mtiZzeme sestavit zbyvajici 2. kruznici.

Hrany

3. kruznice

/

Hrana
1. kruznice

1. kruznice 3. kruznice

Predchozi ptiklad naznacuje, Ze grafy svice kruznicemi maji bézné¢ vice ruznych
fundamentalnich systémti kruznic, nicméné pocet kruznice ve vSech fundamentalnich systémech
téhoz grafu je stejny. Nalezeni fundamentalniho systému kruznic pro dany graf je pomérné
jednoduché, jak ukazuje nasledujici algoritmus.
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Algoritmus pro nalezeni fundamentalniho systému kruZznic grafu

Mgjme graf G = (H, U, p) s poctem hran n=|H|, po¢tem uzli m=|U| a poctem komponent p.
Vezmeme libovolnou kostru grafu. Kostra je takovy podgraf daného, ktery ma minimalni pocet
hran a pfitom pocet komponent zustava zachovan. Podle véty, kterou jsme uvedli v prvni
kapitole, je nejmensi pocet hran v grafu, ktery ma p komponent, roven m-p.

Oznac¢me hrany, které jsou obsazeny v kostie
hy,hy,.sh,
a hrany vychoziho grafu G, které nejsou v kostte (t€ch je n-m+p)

bk h

> "n—m+p

¥

Pfidanim vzdy jedné této hrany ke kostfe vznikne v grafu jedna kruznice. Takto postupné
dostaneme n-m+p kruznic, které budou tvorit fundamentalni systém kruznic grafu G.

Priklad. Mame najit fundamentalni systém kruznic nasledujiciho grafu.

N

Nasledujici obrazek ukazuje jednu zmoznych koster tohoto grafu a tfi
fundamentalniho systému kruznic.

kruZznice

Které kruznice budou timto algoritmem zafazeny do fundamentélniho systému, zalezi na tom,
kterou kostru ze v§ech moznych koster grafu zvolime.

Definice. Pocet kruznic ve fundamentalnim systému kruznic grafu G nazyvame cyklomatické
&islo grafu a znac¢ime ho 1(G).

Z ptedchoziho plyne, Ze cyklomatické Cislo grafu je dano vztahem
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ulG)=|H|-1U]+ p .

kde p je pocet komponent grafu.

Dale se zavadi hodnost grafu, ktera se znaci h(G) a je definovana vztahem
nG)=U|-p .

Hodnost grafu viditelné vyjadiuje pocet hran v kostie grafu. Pouzitim hodnosti lze cyklomatické
¢islo grafu napsat ve tvaru

u(G)=|H|-h(G) .
Piiklad. V grafu G z ptedchoziho ptikladu

/
je [H|=7, |U|=5 a p=1. Odtud cyklomatické ¢&islo grafu je

uG)=7-5+1=3 .

Kontrolni otazky
1. Co je to fundamentdalni system kruznic grafu?
2. Jak se vypocita cyklomaticke cislo grafu?
Cviceni

1. Najdéte v nasledujicim grafu vSechny kruznice, které obsahuji nejvétsi pocet hran.

9.
2. Sestavte souvisly graf se tfemi kruznice, ve kterém vSechny jeho kruznice jsou ve

fundamentalnim systému.

Ukoly k textu

Je dan graf, ve kterém je jen jedna kruznice. A ja o ném tvrdim, ze jeho chromatické ¢islo uréité
neni vEtsi nez 3. Zjistéte, zda mam pravdu.

ResSeni

1. Graf ma 2 kruznice se 6 hranami.
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2. Jeden z takovy grafl je na obrazku.
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6 Vzdalenosti v grafu

Studijni cile: Vysvétlit algoritmy pro vypocet vzdalenosti v grafech.
Kli¢ova slova: Délka cesty.
Potiebny ¢as: 2 hodiny
Mgjme souvisly graf G = (H, U, p), jehoz hrany jsou ohodnoceny nezapornymi realnymi ¢isly.
Toto ohodnoceni zapiSeme jako zobrazeni
w: H— R()+
kde R," ozna¢uje mnozinu nezapornych realnych &isel.
Cisla, jimiZ jsou jednotlivé hrany ohodnoceny, budeme nazyvat délkami téchto hran.

Délkou cesty budeme nazyvat soucet délek vSech hran obsaZenych na této ceste.

Definice. Vzdalenosti d(u,v) dvou uzll u a v souvislém grafu G nazveme délku nejkratsi z cest
mezi obéma uzly u a v.

Véta. Jsou-li délky hran v grafu kladna cisla, pak vzdalenost v grafu spliuje axiomy metriky.  Vzddlenost

Tedy pro libovolné tfi uzly u, v a w plati: v grafu mad
L d(u.v)>0, pficem? d(u,v)=0 pravé kdy? u=1v ;fjfr’fkoym

1. d(u,v)=d(v,u)
UL d(u,v)<d(u,w)+d(w,v)
Dikaz:

Vlastnost /. je ziejma. Pokud u a v jsou rtizné uzly, musi na cesté mezi nimi byt aspon jedna
hrana.

Vlastnost /1. je rovnéz ziejma. Nejkratsi cesta z uzlu u do v je zaroven i nejkratsi cesta z uzlu
v do u.

I vlastnost /II. je pomérn¢ ziejma. Nebot spojenim cest mezi # a w a mezi w a v dostaneme
cestu mezi u a v, jejiz délka, jez je souctem vzdalenosti mezi u a w a mezi w a v, nemuze byt
mensi neZ vzdalenost mezi koncovymi uzly cesty u a v, coZ je délka nejkratsi z cest mezi témito
dvéma uzly.

Nasledujici algoritmus hleda nejkratsi cestu (a tim i pocita vzdalenost) mezi dvéma zvolenymi
uzly grafu u a v. Algoritmus pracuje tak, Ze jeden z koncovych uzll zvoli jako vychozi, necht je
to tieba uzel u, a postupn¢ v ostatnich uzlech pocita délky cest mezi nimi a uzlem u. Pro tyto
délky ma v kazdému uzlu proménnou ¢, ve které je v kazdém okamziku ulozena délka nejkratsi
z doposud nalezenych cest mezi timto uzlem a uzlem u. Dale si zavedeme mnozinu S, ve které
budeme mit uzly, u kterych jsme zatim neprovedli vypocet délky cest, jez jdou pfes tyto uzly
k jejich sousedtim.

Aktualni uzel, pro ktery pravé pocitame délky cest jdouci od uzlu u pies tento uzel k jeho
sousedum, budeme znacit z.

Popis algoritmu

Pro vypocet
vzdalenosti
e c(u)=0 -pro uzel u je délka nejkratsi nalezené cesty = 0. dvou uzlu
vypocet
existuje
ucinny
algoritmus.

1. Pocatecni nastaveni.
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e ¢(w)=+4oco- pro vSechny ostatni uzly w#u je délka cesty mezi wa u na zacatku

nastavena na nekonecno. Tato hodnota vyjadiuje, Ze nebyla zatim
vypo¢itana délka zadné cesty od uzlu u k uzlu w.

e S=U - do mnoziny S na zacatku ddme vSechny uzly grafu.

e z=y - aktudlni uzel z, u kterého pravé probihd vypocet, na zacatku nastavime na
vychozi uzel u.

2. Vypocet délek cest, jez vedou od uzlu u ptes aktualni uzel z k sousedim aktudlniho uzlu z.
Pro vSechny uzly y, které

e jsou soused¢ aktualniho uzlu z

e azaroven patfi do mnoziny S (ye S)

vypocitdme novou délku c(y) cesty mezi uzlem y a vychozim uzlem u
c(y)=min(c(y),c(z) +w(h,,))

kde ., oznacuje hranu mezi uzly z a y a w(h.,) oznacuje délku této hrany.

Coz znamend, Ze je-li nova cesta mezi u a y pies uzel z krat$i nez doposud nalezena
nejkrat$i cesta mezi uzly u a y, pak proménna c¢ vyjadiujici délku nejkratsi doposud
nalezené cesty se v uzlu y nastavi na délku nové cesty.

Aktualni uzel z odebereme z mnoziny S, nebot’ délka cest jdoucich pres tento uzel k jeho
sousediim uz byla vypocéitana

S=85—{u} .

3.V mnoziné€ najdeme uzel s nejnizsi hodnotou ¢ a ten u€inime novym aktudlnim uzlem z. Je-
li timto uzlem druhy koncovy uzel hledané cesty v, pak vypocet konc¢i a vzdalenost mezi
uzly u a v je rovna hodnoté proménné ¢ v tomto uzlu. Tedy d (u,v) =c(v).

Jinak prejdeme ke kroku 2.

Piiklad. V néasledujicim grafu G mame vypocitat vzdalenost mezi jeho uzly u a v.

Nastavime pfislusné ve vSech uzlech pocatecni hodnoty proménné c.
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Aktualni uzel je pocateéni uzel u. Provedeme pro néj vypocet a jeho vyfazeni z mnoZiny
S oznacime jeho preskrtnutim.

Uzel s nejmensi hodnotou ¢ je uzel s hodnotou /. U¢inime ho aktualnim uzlem a provedeme pro
n¢j vypocet.

Uzel s nejmensi hodnotou ¢ je uzel s hodnotou 3. U¢inime ho aktualnim uzlem.
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Nyni mame dva uzly s nejmensi hodnotou c. Jako aktualni vezmeme tieba ten, ktery je na
obrazku nahofte.

6

Uzel s nejmensi hodnotou ¢ je uzel s hodnotou 5. U¢inime ho aktualnim uzlem.

6

Uzel s nejmensi hodnotou ¢ je uzel s hodnotou 6. U¢inime ho aktualnim uzlem.
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Uzel s nejmensi hodnotou ¢ je nyni druhy koncovy uzel cesty v. Vypocet tim kon¢i a vzdalenost
mezi uzly u a v je rovna 7. Nejkratsi cestu ukazuje nasledujici obrazek.

Pokud potfebujeme vypocet vzdalenosti ne jen mezi dvéma ur€itymi uzly grafu, ale mezi vSemi
dvojicemi uzld grafu, Ize sice pouzit pfedchozi algoritmus tak, Ze ho postupné aplikujeme na
jednotlivé dvojice uzll, nicméné v tomto pfipad¢ je mnohem rychlej$i vSechny vzdalenosti
pocitat soubeézné, coz déla nasledujici algoritmus.

Nasledujici algoritmus je ptivodné navrzen pro orientovany graf. Da se pfirozené pouzit i pro
neorientovany graf, jestlize neorientované hrany reprezentujeme dvojicemi opa¢né obracenych
orientovanych hrany.

Mg¢jme orientovany graf G = (H, U, p), jehoz hrany jsou ohodnoceny nezapornymi realnymi
Cisly:

w: H— R()+ .
Mnozina uzli grafu necht je U = {uy, Uy, ..., Uy}
Popis algoritmu. Vyp gctem
matice
Algoritmus pocita matici vzdalenosti D = (dij), kde d; je vzdalenost zuzlu u; do uzlu w;, tj. vzddlenosti
_ najdeme
d;=d(u;,u,;). soucasné
A o . , o . , Y g vzdadlenosti
Vypoget zagina od matice ohodnoceni hran D' = (di(jo)) , jejiz prvky jsou dany predpisem: viech uzli
v grafu.

o d ;.0) =w(h,), existuje-li hrana /; z uzlu u; do uzlu u;, pticemz w(h;) je ohodnoceni této

h,
(Wr—-Ww)

e d ;0) =+oo, jestlize v grafu neni hrana z uzlu u; do uzlu u;.

hrany.

o d ;0) =0 (na diagonale matice jsou nuly)

Niésledn& se postupné pocitaji matice D”,... D™, piicemz kazda matice DV se pocita
z predchozi matice D*” tak, Ze uvazuje moznost cesty pies uzel u.

(k=1) @

il
dk;

Jako nova délka cesty d ,.J(.k) z uzlu u; do uzlu u; se vezme

e Piedchozi vypocitana délka cesty d l.(jk_l) , jestlize cesta pies uzel u; neni kratsi.
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e Délka cesty pres uzel u, ktera je d\ ™" +d ,;H) , jestlize tato cesta je krat$i nez
predchozi vypocitana cesta s délkou d ;]H) .
Tedy matice D” se vypogita dvéma vnofenymi cykly
Cyklus proi do 1 dom
Cyklus proj od 1 do m

(k) — 1z (k=1) g (k-1) (k=1
d;” =min(d; ,d; " +d;)
Posledni vypogitana matice D" je hledanou matici vzdalenosti D, tj. D = D™

Priklad. V nasledujicim grafu G mame vypocitat vzdalenosti mezi uzly grafu.

Sestavime po&ateéni matici D délek hran mezi uzly.
0 2 4o +oo
2 0 1 7
4 10 3
+oo 7 3 0

Protoze graf je neorientovany, matice je symetricka dle hlavni diagonaly. Nasledné postupné
po&itame matice D’ az D

0 2 400 +4oo
DO — 2 0 1 7
+o0o 1 0 3
+oo 7 3 0

kde napiiklad ) =min(l,2+)=1,d{) =min(3,c0+0)=3 .
0 2 3 9

DO _ 2 01 7

310 3

9 7 30

kde napiiklad d’ = min(eo, 2+1)=3,d\;) =min(3,1+7)=3 .

0236
Lo _|2 014
310 3
6 430
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kde naptiklad ) =min(9,3+3)=6,d\, =min(7,1+3)=4 .

023 2
Lw_|2 014
310 3
2430

kde napiiklad d5’ =min(2,6+4)=2,d" =min(3,6+3)=3 .

Z posledni matice plyne, ze vzdalenost mezi uzly u; a u, je 6. Nejkratsi cestu mezi témito uzly
ukazuje nasledujici obrazek.

Kontrolni otazky
1. Coje délka cesty mezi dvéma danymi uzly?
2. Jaka je souvislost mezi délkou cesty mezi dvéema danymi uzly a vzdalenosti mezi témito
dvema uzly?
Cviceni

1. Najdéte pomoci algoritmu popsaného v této kapitole nejkratsi cestu mezi uzlu u a v.
2

10.
2. Vypocitejte matici vzdalenosti nasledujiciho grafu.

11.
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Ukoly k textu

Mame graf, o kterém vime, Ze je souvisly a vzdalenost mezi vSemi jeho dvojicemi uzlt je
stejna. Zjistéte, jaky je to typ grafu.

ReSeni

1. Nejkratsi cesta je siln€ vytazena na nasledujicim obrazku.

2. Matice je

D@ —

0
5
1
3

N N O© W
A O O =
S D W
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7 Eulerovské grafy

Studijni cile: Seznamit studujiciho s eulerovskymi grafy.
Klic¢ova slova: Pokryti grafu, eulerovsky tah.
Potiebny ¢as: 1 hodina

Tato Cast se zabyva pokrytim grafu tahy.

Definice. Pokryti grafu G = (H, U, p) je rozklad jeho mnoziny hran A na podmnoziny
Hy, ..., H;

takovy, Ze hrany v kazdé této podmnoziné tvoii v grafu tah.

Rozklad s nejmensim moznym poctem podmnozin nazveme minimalnim pokrytim grafu.

Priklad. Nasledujici graf

lze pokryt dvéma tahy, jak ukazuje nasledujici obrazek.

Problém, kdy lze graf pokryt jednim tahem, fe$i nasledujici véta.

Véta. Necht G je souvisly graf. Pak graf G lze pokryt jednim tahem pravé kdyz obsahuje
nejvyse dva uzly lichého stupné. Tento tah je uzavieny praveé kdyz vSechny uzly v grafu maji
sudy stuper.

Diikaz: Necht' graf ma nejvySe dva uzly lichého stupné. Uz v prvni kapitole tohoto studijniho
materidlu jsme ukazali, Ze soucet stupiii vSech uzlii grafu je sudé ¢islo. Z toho plyne, Ze graf ma
v tomto pripadé ma bud'to dva uzly liché¢ho stupné anebo zadny. Uvazujme, Ze ma dva uzly
lichého stupné, ozna¢me je u a v. Tyto uzly budou koncovymi uzly tahu, ktery pokryva graf.

Tah vytvotime tak, Ze zacneme v jeho koncovém uzlu u# a vezmeme libovolnou hranu incidujici
s timto uzlem a dame ji do tahu. Necht' druhy koncovy uzel pfidané hrany je w. Nyni vezmeme,
libovolnou hranu incidujici s timto uzlem, ktera jesté neni v tahu, a pfidame ji také k tahu. Tak
pokracujeme v pfidavani hran k tahu tak dlouho, dokud lze né&jakou hranu ptidat. Timto
zpisobem se nakonec po pridani vSech hran dostaneme do druhého uzlu s lichym stupném v.
V uzlu se sudym stupném skoncit nemtizeme, protoze v okamziku, kdy se do né¢ho dostaneme
tak, Zze pfidame hranu s nim incidujici k tahu, zGstava lichy pocet hran s nim incidujicich, které
jeste v tahu nejsou. Tudiz existuje vzdy dalsi hrana, kterou lze ptfidat k tahu. Uzel v je jediny, ve
kterém miiZze nastat situace, Zze jsme piidali hranu s timto uzlem na konci a uz v tomto uzlu neni
zadna dalsi hrana, ktera jest¢ neni v tahu.
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Ukazme tento postup konstrukce tahu na nésledujicim grafu.

V nasledujicich obrazcich je postup konstrukce tahu, pricemz Cisla v uzlech ukazuji pocet hran,
s kterymi uzel inciduje a které pfitom jesté nejsou v tahu.

Maji-li vSechny uzly grafu sudy stupen, muzeme zacit konstrukci tahu v libovolném uzlu a
nakonec i v tomto uzlu skon¢ime. Dostaneme tak uzavieny tah pokryvajici cely graf.

Predpokladejme naopak, Ze graf lze pokryt jednim tahem. Pak nutné¢ uzly grafu, které nejsou
koncovymi uzly tahu, musi mit sudy stupen, protoze kazdy jejich vyskyt vtahu znamena
incidenci se dvéma hranami — hranou v tahu pied nim a hranou v tahu za nim. Tudiz vyskytuje-
li se n&jaky nekoncovy uzel tahu v ném k-krat, jeho stupen v grafu je 2*k. Jsou-li koncové uzly
tahu rizné, musi mit liché stupné. Naopak je-li to stejny uzel, musi tento uzel mit sudy stupen.

Definice. Graf, ktery 1ze pokryt jednim uzavienym tahem nazyvame Eulerovym grafem.

Jak plyne z pfedchozi véty, graf je Euleruv pravé kdyz je souvisly a vSechny jeho uzly maji
sudy stupen.

Uved'me bez diikazu vétu, ktera je urcitym zobecnéni predchozi véty.

Véta. Necht’ G je souvisly graf, ktery ma 2*k uzla lichého stupné, kde & je pfirozené ¢islo. Pak
graf G lze pokryt k tahy.

Ziejme tyto tahy budou mit konce v uzlech grafu, které maji lichy stupen.

Priklad. Nasledujici graf ma 4 uzly s lichym stupném.
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Lze ho tedy pokryt dvéma tahy. Mohou to byt tfeba tahy, které ukazuje nasledujici obrazek.

O

2. tah

O O

1. tah

Kontrolni otazky
1. Jaky graf'se oznacuje priviastkem “eulerovsky “?
2. Jak se da zjistit, zda graf je eulerovsky?

Cviceni

1. Jaky je nejmensi pocet tahtl, jimiz Ize pokryt nasledujici graf? Najdéte tyto tahy.

Ukoly k textu

Zjistéte, zda je pravdivé tvrzeni, Ze v eulerovském grafu kazda jeho hrana lezi v n¢jaké kruznici
grafu.

ReSeni

1. Graf ma 4 uzly lich¢ho stupné, k jeho pokryti jsou zapotfebi dva tahy. Jednu
z moznosti, jak tyto tahy zvolit, ukazuje nasledujici obrazek.
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8 Hamiltonovské grafy

Studijni cile: Seznamit studujiciho s hamiltonovskymi grafy. Poskytnout heuristické algoritmy
pro feseni tlohy obchodniho cestujiciho.

Kli¢ova slova: Hamiltonovska kruznice, tiloha obchodniho cestujiciho.
Potiebny ¢as: 3 hodiny

Zatimco u eulerovskych grafti jsme hledali uzavieny tah, ktery obsahuje vS§echny hrany grafu, u
hamiltonovskych grafti hleddme uzavienou cestu, tj. kruznici, kterd obsahuje vSechny uzly
grafu.

Definice. Kruznici nazveme hamiltonovskou, jestlize obsahuje vSechny uzly grafu. Graf G
nazveme hamiltonovsky, pokud v ném existuje hamiltonovska kruznice.

Piiklad. Nasledujici graf je hamiltonovsky

Hamiltonovska
kruznice

kdeZzto graf na dalSim obrazku hamiltonovsky neni.

Zatimco zjistit, zda graf je eulerovsky, je jednoduché, u hamiltonovskych grafti jde o mnohem

Je ziejmé, ze ¢im vice ma graf pfi daném poctu uzld hran, tim vétsi je nadéje, Ze bude
hamiltonovsky. Nejjednodussi situace je u Gplnych grafi. Uplny graf (s aspoi tiemi uzly) je
vzdy hamiltonovsky. Protoze kazdy uzel vném sousedi skazdym uzlem. Pfi sestaveni
hamiltonovské kruznice 1ze vyjit z libovolného uzlu a sestavovat cestu postupnym piidavanim
dalsich a dalSich uzli a po vycerpani vSech uzld ji nakonec uzavfit v kruznici spojenim
koncového uzlu cesty s poc¢ate¢nim uzlem cesty.

Nasledujici véta ukazuje, ze ma-li graf dosti velké stupné uzli, je zaruCeno, Ze je
hamiltonovsky.

Véta. M&jme graf G = (H, U, p) s aspon tfemi uzly (|U|=3). Jestlize pro soucet stupint kazdych
dvou jeho nesousednich uzld u a v plati

du)+d(v) =|U|

pak graf G je hamiltonovsky.

Diikaz: Sporem — necht existuje graf G, ktery spliiuje podminky véty a ptitom neni
hamiltonovsky.
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Zacneme mezi dvojice nesousednich uzl grafu postupné pfidavat hrany tak dlouho, az se graf
stane hamiltonovsky. To jednou musi nastat, protoze pridavanim hran se pfinejmensim mizeme
dostat az k upInému grafu, ktery hamiltonovsky je. Necht’ posledni pfidana hrana, po niz se graf
stal hamiltonovsky, spojila uzly grafu u a v a vytvofila tak hamiltonovskou kruznici. Tuto hranu
opét odebereme a vysledny graf ozna¢ime G'. Graf G neni hamiltonovsky, neexistuje v ném
hamiltonovska kruznice, nicméné v ném existuje hamiltonovska cesta (cesta obsahujici vSechny
uzly grafu), jejiz koncové uzly jsou u# a v. Vezméme uzly grafu vtom poradi, vjakém se
vyskytuji na této ceste
u = U1, Uiz, ... , Um-1, Um =V

Pro k=2, ..., mplati, Ze v grafu neexistuji zaroven hrany mezi dvojici uzli u a u; a dvojici uzla
uy; a v. Kdyby ob¢ hrany existovaly, pak, jak ukazuje nasledujici obrazek, bychom piidanim
téchto hran k hamiltonovské cesté a odebranim z ni hrany mezi uzly u;.; a u; dostali v grafu G~
hamiltonovskou kruZnici, coz je spor s tim, ze tento graf neni hamiltonovsky.

- Tuto hranu z cesty odebereme

uik+1 uim-1 uim=V

U=U; Uy

/ Vznikne hamiltonovska kruznice

Z toho ovSem pro soucet stupnd uzli u a v plyne
du)+d(v)<|U|

nebot’ sousedi-li uzel u s kuzly, pak uzel v nemuze sousedit s k£ uzly, které jsou vlevo od nich.
Tedy odecteme-li jejich pocet od celkového poctu m-1 ostatnich uzld (uzld, které nejsou uzlem
v), dostaneme, Ze uzel v mize sousedit s nejvyse s m-1-k uzly (kde m=|U|). Dohromady tedy
oba dva uzly maji nejvyse k+m-1-k=m-1 sousedi, coz je zaroven nejvyse soucet jejich stupnil.

Graf G’ vznikl pfidanim hran ke grafu G a uzly u, v jsou pfitom v grafu G nesousedni. Z toho
plyne, ze tyto dva uzly jsou i v grafu G nesousedni. Protoze v grafu G~ pro tyto uzly plati

du)+d(v)<|U
s predpokladem véty.

, musi pro né i vgrafu G platit d(u)+d(v)<|U|. To je ale spor

Priklad. V nasledujicim grafu jsou jediné dva nesousedni uzly u a v.
u

\'%
Jejich stupné jsou d(u)=2, d(v)=2. PoCet uzli v grafu je |U | =4. Graf je hamiltonovsky,
nebot’ plati 2+2>4.
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Véta uvadi postacujici podminku existence hamiltonovského grafu. To, ze tato podminka neni
nutnd, ukazuje nasledujici graf, ktery je viditeln¢ hamiltonovsky a presto v ném ani jedna
dvojice nesousednich uzli nesplituje podminku piedchozi véty.

ProtoZe nalezeni hamiltonovské kruznice je NP-obtizny problém, prichazi v avahu hlavng Z/istit, zda graf

heuristicky algoritmus. Je . ,
. ' ' _ ' hamiltonovsky,
Nasledujici algoritmus se snazi postupnym piidavanim uzld sestavit hamiltonovskou cestu a tu Jje obtiznd

konci uzaviit v kruznici. V piipad¢, Ze se dostane do situace, kdy cesta jeSt¢ neni kompletni a ;7,44
nelze kni pridat dalsi uzel, zkousi zdménou potadi uzll v ni najit jinou jeji variantu. Aby
opakované nezkousel stejné varianty, pouziva mnozinu S, do které si uklada uzly, jejichz pouziti

ke zméné cesty uz vyzkousel.

Popis algoritmu
1. Pocatecni krok.

Jako pocatecni uzel sestavované hamiltonovské cesty zvolime libovolny uzel v grafu.
Ozna¢me ho u;;.

2. Prubézny krok.
Necht’ je jiz sestavena urcita ¢ast cesty a ta necht’ je tvofena uzly
Uijq, Uiz, ..., Uik
Nyni mohou nastat ptipady:
e Je k<m (cesta je$té neobsahuje vSechny uzly).

Jestlize posledni uzel v cesté u; ma souseda - uzel uy.;, ktery neni doposud v cesté
obsazen (uy+ #u; pro j=l,...,k), pak tento uzel pfiddme k cesté

Ui1, Ui2, ..., Uik, Uik+1 .
Mnozinu S vyzkou$enych uzli nastavime na prazdnou mnozinu S=&.
Prejdeme opét na zacatek kroku 2.

Jestlize se ndm nepodafilo cestu prodlouzit, prejdeme ke kroku 3., v kterém je hledana
jiné varianta cesty.
e Je k=m (cesta uz obsahuje vSechny uzly).

Hledame-li jen hamiltonovskou cestu (nikoliv kruznici), algoritmus zde tspésné kon¢i.

Jinak, existuje-li hrana mezi koncovymi uzly cesty u;; a u,,, pridame ji k cesté, ¢imz
vznikne hamiltonovska kruznice a tloha je dokoncena.

Neexistuje-li takova hrana, ptejdeme ke kroku 3.
3. Hledame v existujici ¢asti cesty uzel uy;, j<k takovy, ze
* Existuje hrana mezi uzlem u;; a sou¢asnym koncovym uzlem cesty u.
*  Uzel u;; neni v mnoZin€ vyzkouSenych uzl S (u;:,¢ S).

Jestlize takovy uzel u; najdeme, pak z cesty odebereme hranu, ktera je mezi uzly u;
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a u;+;. Ptidame k cesté hranu, jeZ je mezi uzly u; a uy.

/

Tuto hranu k cesté pridame

ui1 l"Ii2 uij-1 uij / uij+1 uij+2 uik-1 uik

Tuto hranu z cesty odstranime . e
l Vznikne jina varianta cesty

Uiy U, Ui u

Ui q Ujio Ujq U

i
Nyni cesta bude tvoiena posloupnosti uzli
Uit -, Ui, Uik, Uik1, Uik, .-, Uijs2, Ujjer
Predchozi koncovy uzel uy ptidame do mnoziny jiz zkouSenych koncovych uzli S

S=Sufu,} .
A znovu piejdeme ke kroku 2.

Pokud se nam takovy uzel u; nepodafi najit, algoritmus netspé$n€ konci. NenaSel
hamiltonovskou cestu, ¢i hamiltonovskou kruznici. MuZeme ho piipadné opakovat
s jinym vychozim uzlem.

Priklad. Pfedchozim algoritmem hledame hamiltonovskou kruznici v nasledujicim grafu.
u, u,

u, u,
Jako pocatecni uzel cesty zvolime uzel u;.
Cesta=u;
Existuje soused uzlu u; uzel u,, ktery jesté v cesté neni, piidame ho k cesté.
Cesta=u; u, S - prazdna.
Existuje soused uzlu u, uzel u;, ktery jesté v cesté neni, pfidame ho k cesté.
Cesta=u; u, us;, S - prazdna.
Existuje soused uzlu u; uzel u,, ktery jesté v cesté neni, pfidame ho k cesté.
Cesta=u; u, uz uy S - prazdna.

Cesta jiz obsahuje vsechny uzly, ale nelze ji uzavtit v kruznici — v grafu neexistuje hrana mezi
koncovymi uzly cesty. AvSak existuje hrana mezi uzlem cesty u; a koncovym uzlem u,.
Provedeme zménu cesty zptisobem popsanym v algoritmu.

Cesta = Uy Ug U3 U S= { U4}.
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Nyni existuje hrana mezi koncovymi uzly cesty u; a u,, pfidanim které je dokonceno sestaveni
hamiltonovské kruznice v grafu.

8.1 Uloha obchodniho cestujiciho

S hamiltonovskou kruznici souvisi iloha obchodniho cestujiciho. Jejim cilem je najit nejkratsi
trasu pro obchodniho cestujiciho, ktery vyjizdi z urcit€ho pocatecniho mista, ma navstivit jista
obchodni mista (kazdé jednou) a nakonec se ma vratit na pltvodni misto, odkud vyjel.
Vyjadtime-li tuto ulohu grafem, pak uzly v ném reprezentuji vychozi misto a mista, ktera ma
obchodni cestujici navstivit. Dale kazdé dva uzly v grafu jsou spojeny hranou, ktera je
ohodnocena vzdalenosti, kterou je zapottebi urazit, abychom se dostali zmista
reprezentovaného jednim z téchto dvou uzla do mista, jeZ reprezentuje druhy z uzld. Uloha je
tedy zadana Uplnym hranové ohodnocenym grafem. V uplném grafu (s aspon tiemi uzly) lze
vzdy snadno najit hamiltonovskou kruznici. Cilem této ulohy je ale najit tu hamiltonovskou
kruznici, jejiz délka, ktera je vyjadfena sou¢tem ohodnoceni hran v ni, je nejmensi ze vSech
hamiltonovsky kruznic v grafu. Tato hamiltonovska kruznice je zaroven i nejkratsi trasou pro
obchodniho cestujiciho a je tedy feSenim tllohy obchodniho cestujiciho.

I uloha obchodniho cestujiciho patfi mezi NP-obtizné problémy, coz znamena, Ze se pro ni
pouzivaji predev§im heuristické algoritmy davajici pfiblizné feSeni. Téchto algoritmi existuje
vice, nebot’ tloha obchodniho cestujiciho je jednou z velmi dulezitych grafovych tloh.

Prvni popsany algoritmus neni heuristickym algoritmem ve smyslu, ze by daval pfiblizny
vysledek. Jeho negativni stranka je vtom, ze né¢kdy mulze skonéit neuspéchem. Pokud ale
nalezne feSeni, je toto feSeni optimalnim feSenim tlohy obchodniho cestujiciho.

Algoritmus je zalozen na skute¢nosti, ze hamiltonovska kruznice je specifickym piipadem tzv.
1-stromu, coz je souvisly podgraf dané¢ho grafu, jez ma prave jednu kruznici.

Definice. Méjme souvisly graf G. Jeho I-strom je kazdy jeho prodgraf G’, ktery spliuje
podminky:

e Obsahuje vSechny uzly grafu G (je faktorem grafu G).

e Je souvisly.

e  Obsahuje prave jednu kruznici.

Je-1i navic vychozi graf hranové G ohodnoceny, pak jeho minimalnim 1-strom je ten z jeho 1-
stromi, ktery méa nejnizsi soucet ohodnoceni svych hran.

Na 1-strom se da divat jako na souvisly podgraf s cyklomatickym ¢islem 1. Dosadime-li do
vztahu pro jeho cyklomatické ¢islo

uG)=|H-[u]+p

pocet kruznic ,u(G') =1 a pocet komponent p =1, vyjde nam, Zze 1-strom ma praveé tolik hran,
kolik ma uzli.

Algoritmus vychazi zuplného hranové ohodnoceného grafu G, ktery je zadanim ulohy
obchodniho cestujiciho. Najde jeho minimalni 1-strom G'. Pokud by tento minimalni 1-strom
byl kruznici, je tim uloha vyfeSena, nebot’ by to byla minimalni hamiltonovska kruznice grafu
G. Typicky tomu ale tak nebude. Proto algoritmus cilen¢ provadi zmény ohodnoceni hran tak,
aby minimalni 1-strom grafu G se stal kruznici. Pfitom tyto zmény ohodnoceni jsou délany
takovym zplsobem, aby ziskand kruZznice byla zaroven i hamiltonovskou kruZznici, ktera ma
nejmensi ohodnoceni z hamiltonovsky kruznic ve vychozim grafu, tedy byla feSenim ulohy
obchodniho cestujiciho.

Popis algoritmu
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1.

V grafu G najdeme jeho minimalni 1-strom G’. MiZeme ktomu pouzit jiz popsané
algoritmy pro nalezeni minimalni kostry, které mirné¢ modifikujeme. Vezmeme tieba
zafazovaci algoritmus. Tj. sefadime hrany v neklesajici posloupnost, za¢neme od
diskrétniho podgrafu a postupné je ptidavame tak, aby nevznikla vice nez jedna kruZznice.
Je-li nalezeny minimalni 1-strom zaroven i kruznici, je uloha ukoncena. Tato kruznice je
shodna s hamiltonovskou kruznici s nejmensim ohodnocenim v piivodnim grafu G.

Jinak ptejdeme ke kroku 2., kde udélame zmény v odhodnoceni grafu v grafu G.

I-strom je kruznici pravé kdyz vSechny uzly vném maji stupeit 2. Vyjdeme z této
skute¢nosti a budeme se snazit u uzld, které maji ve stavajicim minimalnim 1-stromu stupen
jen 1, snizit ohodnoceni hran, které snim inciduji, aby pii nasledné nové konstrukci
minimalniho 1-stromu se do n¢ho dostalo vice hran s nim incidujicich. A naopak u uzl,
které maji v sou¢asném minimalnim 1-stromu stupen vétsi nez 2, zvySime ohodnoceni hran,
které s nim inciduji, aby pfi dalsi konstrukci 1-stromu provedené po této zméné se uz do
n¢ho nedostalo tolik hran incidujicich s timto uzlem. Nové ohodnoceni hran grafu G
stanovime nasledujicim zptisobem

w'(h))=wlh)+t,+t,

kde h; je hrana spojujici uzlu u; a u;, w(hy) je stavajici ohodnoceni hrany #;, w'(h;) je nové
ohodnoceni hrany 4, a ¢; a ; jsou korekéni hodnoty pfifazené koncovym uzliim hrany u; a
u;.

Pricemz korekeni hodnoty ¢; vypocitame pro kazdy uzel u; grafu G podle zasad:

e Je-li vsouCasném minimalnim 1-stromu stupen uzlu u; mensi nez 2 (nizsi nez
pozadovany), hodnotu ¢; stanovime zapornou. Jeji vliv na hrany incidujici s timto uzlem
bude takovy, Ze snizi jejich ohodnoceni.

e Je-li vsoucasném minimalnim 1-stromu stupenn uzlu u; roven 2, hodnota ¢ bude 0,
nebot’ tento uzel ma pozadovany stupen a neni divod ménit ohodnoceni hran s nim
incidujicich.

e Je-li vsouCasném minimalnim I-stromu stupen uzlu wu; vétsi nez 2 (vy$$i nez
pozadovany), hodnotu ¢; stanovime kladnou a to tim vétsi, ¢im veEtsi je stupen uzlu u;

v souCasném minimalnim 1-stromu. Jeji vliv na hrany incidujici s timto uzlem bude
takovy, Ze zvysi jejich ohodnoceni.

Takovou funkeci, ktera po¢ita hodnoty #; podle uvedenych zasad, mize byt tfeba funkce
t=cxld' (u)-2) ,
kde ¢ je kladna konstanta a d (1) je stupen uzlu ; v sou¢asném minimalnim 1-stromu.

Po provedeni zmény ohodnoceni hran piejdeme opét k 1. kroku — najdeme novy minimalni
I-strom.

Ovéime, ze 1 pres zmeény ohodnoceni hran v grafu G je kruznice nalezend ptedchozim
algoritmem v 1-stromu G’ hledanou hamiltonovskou s nejniz§im ohodnocenim i ve vychozim
grafu s piivodnim ohodnocenim.

Necht’ K;, a K, jsou dvé hamiltonovské kruznice v grafu G. Ozna¢me w(K;) a w(K>) jejich
ohodnoceni v G. A necht pro né plati

w(K,)) <w(K,).

Po zméné ohodnoceni hran v G pomoci hodnot # se ohodnoceni w kruznic zméni na ohodnoceni
w’, které je dano vztahy:

W(K,) =w(K,)+2%(t,+t,+..+t,)
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WK, =w(K,)+2%(t, +t, +..+1,)

nebot’ kazdy uzel u; na hamiltonovské kruznici inciduje se dvéma hranami a pfispiva do
celkového sou¢tu zménou ohodnoceni o ¢#; u kazdé z obou hran, tedy celkové méni ohodnoceni
kruznice o hodnotu 2%*¢,.

Platila-li pfed zménou ohodnoceni nerovnost
w(K,) < w(K,) ,
jeji upravou dostaneme
WK, )+ 25 (t, +1, +.tt, ) S WK+ 25 (t, +1, +...+ 1)
a tudiz po zmén¢ ohodnoceni plati stejnd nerovnost
W(K)SW(K,) -

Z ¢ehoz plyne, ze hamiltonovskd kruznice nalezend minimalnim 1-stromem v pifedchozim
algoritmu je zarovenl hamiltonovskou kruznici, jejiz ohodnoceni v piivodnim grafu je mensi
nebo stejné nez ohodnoceni jakékoliv jiné hamiltonovské kruznice v ném, ¢imz je i hledanou
hamiltonovskou kruZnici s nejniz§im ohodnocenim v ptivodnim grafu a tedy feSenim tlohy.

O uvedeném algoritmu jsme se zminili, Ze nemusi nalézt feSeni. To se projevi tak, Zze vypocet
nikdy neskonc¢i. Proto pokud vypocet trva neumémé dlouho, ukonc¢ime ho sami. Pak bud’to
mizeme tento algoritmus zkusit znovu s jinou funkci pro vypocet hodnot ¢#; anebo pro vyfesSeni
ulohy zvolime jiny heuristicky algoritmus.

Piiklad. Méjme dan nasledujici graf, ve kterém mame najit hamiltonovskou kruznici
s nejnizSim ohodnocenim. Poznamenejme, Ze tento graf na rozdil od grafu v zadani tGlohy
obchodniho cestujiciho neni Gplny. Pro vlastni algoritmus to ale nevadi.

V grafu najdeme minimalni 1-strom. Vyjdeme z diskrétniho podgrafu a knému postupné
pfidame hrany s ohodnocenimi 1, 2, 2 a 3. V této chvili mame kostru. K ni pfidame jednu z hran
s ohodnocenimi 4. Zvolme pro ptidani napiiklad levou z téchto hran.

Pouzitim vytvofeného minimalniho 1-stromu vypoc¢itdme hodnoty #. Pro vypocet pouzijeme
funkci

t=d'(u)-2 .

Vypocitané hodnoty jsou na dal$im obrazku uvedeny u uzli 1-stromu. Hodnoty, které vyjdou
nulové, jsou pro piehlednost vynechany. Pomoci téchto hodnot nyni zménime ohodnoceni
puvodniho grafu.
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Nasledné¢ po této zméné ohodnoceni najdeme novy minimalni 1-strom. Opét vyjdeme
z diskrétniho podgrafu a pfidame k nému postupné hrany s ohodnocenimi 2, 2, 2, 3 a 4. Tento 1-
strom opét neni kruznici a znovu zménime ohodnoceni grafu.

+1

1

Znovu sestavime minimalni 1-strom pfidavanim hran s ohodnocenimi 1, 2, 3, 4 a 4. Ten uz je
hamiltonovskou kruznici.

Vyzna¢ime ji na puvodnim grafu, abychom vidéli, ze i vném je hamiltonovskou kruznici
s nejmensim ohodnocenim.

Dalsi popisovany algoritmus pracuje tak, Zze na zacatku v grafu zvolime malou kruznici. Pak
k ni postupné ptidavame uzly, které v ni jesté nejsou, a to vzdy na misto v kruznici, kde piidani
zvysi co nejméné ohodnoceni kruznice.

Popis algoritmu
1. Pocate¢ni podminky.

Na zacatku v grafu zvolime malou kruznici (staci se 3 hranami).
2. Prubézny krok.

Necht’ uz je sestavena néjaka kruznice, ktera obsahuje uzly

Ui1, Uiz, ..., Uik .
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Necht’ u, je uzel, ktery v této kruznici jesté neni. Pokud tento uzel vlozime do kruznice mezi
jeji dva prvni sousedni uzly u;; a u;,, pak se ohodnoceni kruznice zmeéni o

Ay =w(hy,)+w(h,,)—w(h;,)

nebot’ jsem z kruznice odebrali hranu 4;;;, spojujici uzly uzly u; a u;; a ptidali hranu #4;;,
spojujici vkladany uzel u, s uzlem u;; a hranu 4, spojujici uzel u, s uzlem u;,.

Podobné dalsi mozné pozice vlozeni mezi dva sousedni uzly kruznice dostavame zmény
ohodnoceni kruznice

AZ = W(hiz,r) + W(h,g,r) - W(hiZ,i3)

A= W(hik,r) +w(h,,)— W(h[k,il)

Dalsi vkladany uzel

" _______________ \

Hrany ptidané

Uzly kruznice, mezi které woTs
pti vlozeni uzlu

bude dalsi uzel vloZen

Ve vypocitanych hodnotach 4,, ..., 4, najdeme nejmensi z nich a na misto v kruznici, které
odpovida nejmensi hodnotg, uzel u, vlozime.

Prubézny krok opakujeme tak dlouho, dokud kruznice neobsahuje vSechny uzly (nestane se
hamiltonovskou kruznici).

Priklad. M¢jme dan nasledujici graf, ve kterém mame najit hamiltonovskou kruznici
s nejniz§im ohodnocenim.
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Budeme nyni vkladat uzel, ktery je na grafu nejvice vpravo. Jsou mozné tfi pozice vlozeni do
stavajici kruznice.

A=6+7-6=7

A=6+4-9 = 1

6
7
6
M A=7+4-3=8
3
6
4

v

3
A=1+6-6 =1 A=6+8-3=11
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;g?
8
4

A=8+7-4=11 A=147-6 =2

Je vidét optimalni je prvni uvedend pozice vlozeni. Vysledna hamiltonovska kruznize je na
dal$im obrazku.

Kontrolni otazky

1. Kdy je graf hamiltonovsky?
2. Znate néjakou postacujici podminku, aby graf byl hamiltonovsky?
3. Jaky problém 7esi uloha obchodniho cestujictho?

Cviceni

Ktery z nasledujicich grafti je hamiltonovsky?

NERY

2. Heurlstlckym algoritmem zkuste najit hamiltonovskou kruznici v nasledujicim grafu.

U, u,

u, u,
3. Nasledujici graf ukazuje mista, ktera musi navstivit obchodni cestujici. Na grafu jsou
vyznaceny jen spojujici ulice, které jsou mezi misty, s jejich délkami. Graf doplite na

uplny graf vzdalenosti mezi jednotlivymi misty a feSte heuristickym algoritmem ulohu
obchodniho cestujiciho.

- 78 —



Ukoly k textu

Ztejmée graf, jehoz vSechny uzly maji stupen 2, je hamiltonovsky. Je i hamiltonovsky graf, jehoz
vSechny uzly maji stejny stupen, ktery je ale vétsi nez 2?

ReSeni

1. Zadny.

2. Jako pocatecni uzel cesty zvolime uzel u;.
Cesta=u;
Existuje soused uzlu u; uzel u,, ktery jesté v cesté neni, pridame ho k ceste.
Cesta=u; u, S - prazdna.
Existuje soused uzlu u; uzel u;, ktery jesteé v cesté neni, pridame ho k ceste.
Cesta = u; u, u; S - prazdna.
Existuje soused uzlu u; uzel u,, ktery jeste¢ v cesté neni, pridame ho k ceste.
Cesta=u; u, u3 uy S - prazdna.

Zbyva uzel us, ten nelze pridat. Existuje hrana mezi uzlem cesty u, a koncovym uzlem
uy. Provedeme zménu cesty zplisobem popsanym v algoritmu.

Cesta = Uy Uy Us U3, S= { u4}.

Stale nelze pfidat zbyvajici uzel us. Existuje hrana mezi uzlem cesty u; a koncovym
uzlem u;3. Provedeme zménu cesty zplisobem popsanym v algoritmu.

Cesta = Uy Uz Ug U, S= { us ,U4}.
Existuje soused uzlu u; uzel us, ktery jesté v cesté neni, pridame ho k ceste.
Cesta = u; uz uy u, us. S - prazdna.

Cesta jiz obsahuje vSechny uzlu a existuje hrana mezi pocate¢nim uzlem cesty u; a
koncovym uzlem u;s. Cestu lze uzavtit v kruznici.

3. Uplny graf vzdalenosti je na nasledujicim obrazku.
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Ulohu budeme fesit druhym uvedenym heuristickym algoritmem, nebot tento je
jednodussi. Zvolime pocateéni kruznici.

A budeme vkladat druhy uzel, ktery je nahofe. Jsou dvé mozné pozice vloZeni
s nejmensi nardstem ohodnoceni kruznice. Jednu z nich zvolime.

Zbyva vlozit dolni pravy uzel. Po vyhodnoceni zmén ohodnoceni pro jednotlivé
moznosti vloZeni dostavame vysledek.
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9 Parovani

Studijni cile: Seznamit studujiciho s ulohou parovani a algoritmem pro jeji feSeni.

Kli¢ova slova: Parovani, maximalni parovani, perfektni parovani.

Potiebny ¢as: 4 hodiny

Dalsi vyznamnou grafovou tlohou je parovani. Jejim cilem je vybrat dvojice (pary) ze zadané

mnoziny objekti. Objekty tvofi uzly grafu. Hrany v grafu spojuji ty dvojice objektt, které
mohou tvofit pary. Najit parovani znamena najit podmnozinu hran takovou, ze hrany v ni jsou

Parovani resi
ulohu vybéru

< S , L y AN , dvojic objektit.

uzlové disjunktni — Zadné dvé hrany v této podmnoziné nemaji spolecny zadny koncovy uzel.

Vybrané pary jsou tvoreny koncovymi uzly vybranych hran, respektivné objekty, které tyto

koncové uzly reprezentuji.

Definice. M&me dan graf G = (H, U, p). Parovani je podmnozZina jeho mnoziny hran P takova,

7e 7adné dve hrany v P nemaji spole¢ny zadny uzel.

Maximalni parovani je takové, Ze obsahuje nejvétsi pocet hran. Tedy v grafu neexistuje

parovani s vétSim poctem hran.

Definice. O uzlu fikdme, Ze je obsazen v parovani P, nebo také se fikd, Ze je nasycen

parovanim, jestlize je koncovym uzlem nékteré hrany obsazené v P. ,
Perfektni

Perfektni parovani je parovani, které zahrnuje (nasycuje) vSechny uzly grafu. pdrovani

Priklad. Na nasledujicim obrazku je graf a vedle ného je vyznadené parovani P={h;, hs, ho}, ncyzsycuje

které je maximalni a nasycuje uzly u;, uy, us, uy, us, us. vsechny uzly
grafu.

e hio

Na dal$im obrazku je jiné maximalni parovani P'={h,, hy, h;y} stejného grafu.

Perfektni parovani tento graf nema a mit ani nemize, nebot’ k nému je zapotiebi, aby graf mél
sudy pocet uzli.
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Priklad. Na dal§im obrazku je graf a vedle n¢ho je vyznacené perfektni parovani P={h,, ks, h,},
které je maximalni a nasycuje uzly u;, u,, us, uy, us, us.

U, h, Y%~ h, Us N O—O

u, h, u}j h, o 0 O O—Q

Definice. Méjme graf G a jeho parovani P. Stiidava cesta v grafu G vzhledem k parovani P je
cesta s vlastnostmi:

e Hrany cesty stfidaveé jsou a nejsou v parovani P.

e Pro krajni uzly cesty plati, Ze je-li krajni uzel v parovani P nasycen, pak hrana, ktera ho
nasycuje, je soucasti cesty.

Stridava kruznice je uzaviena stfidava cesta.

Priklad. Na dal$im obrazku je graf a vedle n¢ho je vyznacené parovani P={h;, hs, hs}.

je stiidavou cestou vzhledem k parovani P. Oba jeji koncové uzly jsou nasycené a lezi na cesté.
Naproti tomu cesta 4, & :

hz h,
< h
5

neni stfidavou cestou vzhledem k parovani P, nebot’ jeji koncovy uzel us je nasyceny v parovani
hranou /4, ktera ale neni soucasti cesty.

Vezméme jiné parovani P'={h;, hs}.
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je stiidavou kruznici vzhledem k parovani P

Véta. Necht’ graf G ma parovani P. Pro kazdé jiné parovani P’ 1ze v grafu G lze najit soustavu
stiidavych cesta a kruznic vzhledem k parovani P s vlastnostmi:

Stiidavé kruznice a cesty jsou disjunktni (zadné dveé z nich nemaji spole¢ny ani jeden uzel).

Zménou pfislusnosti hran k parovani v nich (hrany, které do parovani pattily, nyni nebudou
patfit a naopak hrany, které do parovani nepatfily, nyni budou patfit) 1ze z parovani P ziskat
parovani P’

Diikaz: Uvazujme faktor G grafu G (pfipomenme, Ze faktor je podgraf zachovavajici mnozinu
uzll) s mnozinou hran

(P-P)u(P-P).

Pro uzly ve faktoru G” mohou nastat 3 ptipady:

1.

Uzel je izolovany. Jsou dv¢ situaci, kdy to miize nastat.

a) Uzel neni nasycen ani v jednom z parovani P a P’. Pak neni obsaZen ani v mnozin¢ P-
P’ aani v mnoziné P’-P.

b) Uzel je nasycen obéma parovanimi P a P’ a to stejnou hranou. Pak tato hrana neni ani
v mnozin¢ P-P’ a ani v mnozin¢ P’-P.

Uzel ma stupen 1. To nastane v piipad¢, kdy uzel je nasycen pravé jednim z obou parovani

P a P’. Pak je obsazen bud’to v mnozin¢ P-P" anebo v mnozin¢ P-P’.

Uzel ma stupen 2. To nastane v ptipad¢, kdy uzel je nasycen obéma parovanimi P a P’ a to
riznymi hranami. Pak jedna z hran je obsazena v mnoziné P-P’, zatimco druha hrana je
v mnoziné P-P’.

Uvazujme nasledujici graf

a jeho dvé parovani
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Na dals$im obrazku je faktor grafu popsany ve véte, ve kterém je u jednotlivych uzld ukézano,
které ptipady popsané v tomto ditkkazu u nich nastaly.

2) 1b)
G Q
1a) () () 1v)

3) 2)

Nyni vezmeme jednotlivé komponenty faktoru G’, které nejsou izolovanymi uzly. Ty jsou
stiidavymi cestami nebo kruznicemi vzhledem k parovani P. Zaménou piislusnosti hran
k parovani lze v nich piejit z parovani P k parovani P’.

Priklad. Uvazujme graf

a jeho dve parovani
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a obsahuje jednu kruznici a jednu cestu. Nasledujici obrazek ukazuje, jak znich vytvofit
stiidavou kruznici a stiidavou cestu, u kterych zaménou pfislusnosti hran lze pfejit od parovani
P k parovéni P’.

Véta. Parovani P v grafu G je maximalni pravé kdyz v grafu G neni stfidava cesta vzhledem
k P, jejiz oba koncové uzly jsou v parovani P nenasycené.

Diikaz. Necht’ takova stiidava cesta existuje. Nutné musi mit lichy poc¢et hran. Pficemz pocet
téch hran v cesté, které do parovani P nepatii, je 1 hranu vétsi, nez pocet hran v cesté, které do
parovani patii. Zaménou pfislusnosti hran v cesté k parovani dostaneme nové parovani, které
bude mit o 1 hranu vice. Tedy parovani P neni maximalni.

Vezméme graf

P

a jeho parovani

V grafu existuje stiidava cesta vzhledem k parovani, jejiz oba koncové uzly jsou nenasyceng,
jak ukazuje dal$i obrazek.

Zaménou prislusnosti hran k parovani v této cesté dostaneme parovani P’, které ma o jednu
hranu vice nez parovani P.
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Naopak je-li parovani P maximalni, nemtze v grafu existovat stfidava cesta vzhledem k tomuto
parovani s obéma koncovymi uzly nenasycenymi, nebot” zaménou prislusnosti hran k parovani
v ni bychom dostali parovani vétsi, coz by byl spor s tim, ze parovani P je maximalni.

Na hledani stfidavych cest je zalozen nasledujici algoritmus pro nalezeni maximalniho
parovani.
1. Pocate¢ni podminky.

Je dan graf G, ve kterém hleddme maximalni parovani. Predpokladame, Ze ma néjaké hrany
(neni diskrétni).

Mnozina hran parovani P je na zacatku prazdna.
2. Pribézny krok.

V grafu najdeme uzel u, ktery neni izolovany (ma stupen asponl 1). Vezmeme libovolnou
hranu incidujici s nim a zacneme od uzlu u vytvaret stiidavou cestu. Pfi¢emz uzel u bude
nenasycenym uzlem stiidavé cesty. Cestu vytvaiime tak dlouho, dokud k ni Ize ptidévat
néjaké hrany.

Kdyz uz nejde ke sttidavé ceste ptidat zadnou hranu, podivame se, zda i jeji druhy koncovy
uzel neni nenasyceny. Jestlize ano, provedeme v cest¢ zdménu piislusnosti hran k parovani
(tim se pocet hran patficich k parovani zvysi o 1).

Hrany na stfidavé cesté, které piislusi k parovani, pfidime k mnoziné P. Nasledné z grafu G
odstranime vSechny uzly patfici k hranam pravé ptfidanym k mnozin¢ P.

3. Krok 2. opakujeme tak dlouho, dokud v grafu zbyvaji jesté néjaké hrany. Po ukonceni je
mnozina P maximalnim parovanim ve vychozim grafu.

Priklad. Vezméme nasledujici graf.

Zvolme jeden uzel jako pocatecni uzel u a sestavme stfidavou cestu. Treba podle nasledujiciho
obrazku.
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Oba koncové uzly stiidavé cesty jsou nenasycené, proto provedeme zaménu prislusnosti hran
hran k parovani.

Hrany na stfidavé cesté pattici k parovani piidime do sestavovaného parovani a odstranime
z grafu. A zvolime novy pocatecni uzel u a sestavime stfidavou cestu. Tieba podle nasledujiciho
obrazku.

o™
2 .

1
Q—‘
A
Py \
A
A\ ]

I:> O Utent

Opét oba koncové uzly stiidavé cesty jsou nenasycené, proto provedeme na cest¢ zaménu
pfislusnosti hran k parovani.

e

— 87—



Hrany na stfidavé cesté patfici k parovani pfidame do sestavovaného parovani a odstranime
z grafu. A opét zvolime novy pocateni uzel u a sestavime stfidavou cestu. Tieba podle
nasledujiciho obrazku.

]
L]
]
]
Zde druhy koncovy uzel stiidavé cesty neni nenasyceny, tudiz jen pridame piislusné hrany

obsazené na cesté do parovani. Po jejich odstranéni z grafu zbudou v grafu jen dva izolované
uzly, ¢imz je vytvareni maximalniho parovani ukonceno.

9.1 Uloha &inského postiaka

S parovanim souvisi tloha ¢inského post'aka. Jejim cilem je najit nejkratsi trasu pro post'aka pii
dorucovani posty v jeho obvodé. Pfedpokladame, Ze postak vyjde z néjakého pocatecniho mista
v obvod¢ (tieba posty), pfi doru¢ovani posty projde vSechny ulice dorucovaciho obvodu a vrati
se zp&t na misto, odkud vysel.

Dorucovaci obvod je pfeveden do souvislého grafu G, ve kterém ulice jsou reprezentovany
hranami, pfi¢emz tyto hrany jsou ohodnoceny délkami piislusnych ulic. Uzly jsou koncova
mista ulic nebo mista, kde se ulice setkavaji (kfizovatky).

Cilem ulohy ¢inského post'aka je najit uzavieny sled, ktery pokryva cely graf (obsahuje vSechny
hrany grafu) a je ztakovychto sledi nejkratsi. Pritom délka sledu je definovana jako soucet
ohodnoceni vSech hran v ném. Nepochybn¢ nejkratsi mozna trasa pro postaka je, kdyz kazdou
ulici projde pravé jednou. V grafové podob¢ to znamend, Ze by musel existovat uzavieny tah,
ktery pokryva cely graf. Tuhle otazku jsme jiz fesili a vysledkem bylo, Ze graf by musel byt
eulerovsky. A graf je eulerovsky, jestlize vSechny jeho uzly maji sudy stupeii. To ovSem
vétSinou splnéno neni, cozZ znamend, Ze postak bude muset nékterymi ulicemi projit dvakrat.

Pti feseni tohoto problému vyjdeme ze skutecnosti, Zze problém v grafu zplsobuji uzly s lichym
stupném. Protoze u lich¢ho uzlu vzdy nékterou z hran, s kterymi uzel inciduje, musime projit
dvakrat. Uzlu s lichym stupném je v grafu sudy pocet, nebot’ soucet stupiiti v§ech uzll grafu je
sudé¢ Cislo. Problém, ze kazdy uzel s lichym stupném inciduje vzdy s hranou, kterou je nutné
projit dvakrat, vyfesime tak, Ze uzly s lichymi stupni rozdélime do dvojic

(Ui1,Uj1), (Ui2,Uj2), ..., (Uik,Ujk)

a po nejkratSich cestach, jez spojuji tyto dvojice uzli, postak projde dvakrat. Takovych
rozdéleni do dvojic je vice. Budeme se snazit zvolit z nich to, u kterého je nejmensi soucet
vzdalenosti mezi uzly v jednotlivych dvojicich, tedy nejmensi je soucet

d(uilauﬂ)+d(ui2,uj2)+...+d(uik,ujk) s

kde d(u;,,u;) oznacuje vzdalenost (délku nejkratsi cesty) mezi uzly u;, a u;,.

Tuto ulohu lze fesit pfes parovani. Nejprve sestavime pomocny graf G, jehoz uzly budou uzly
vychoziho grafu, které¢ maji lichy stupen. Graf bude uplny, coz znamena, ze kazda dvojice uzl
v ném bude spojena hranou. Tato hrana bude ohodnocena vzdalenosti t€chto uzli ve vychozim
grafu. K tomu se daji vyuzit algoritmy pro hledani vzdalenosti mezi uzly, které uz jsme rovnéz
méli.

V takto sestaveném pomocném grafu G’ vezmeme parovani s nejmensim ohodnocenim. To je
takové perfektni parovani, u n¢ho soucet ohodnoceni vSech jeho hran je ze vSech perfektnich
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zvoleného parovani. Cesty mezi pary uzli v grafu G vyznaéime jako trasy, kterymi post'ak musi
projit dvakrat.

Priklad. Necht' dorucovaci obvod postiaka je dan nasledujicim grafem.

a
O—=-0O0—0

1 1
40 Yk
1 ! 1
O—0O—=0

Uzly s lichym stupném jsou na grafu oznacCeny pismeny. Sestavime pomocny graf vzdalenosti
mezi uzly s lichym stupném.

a 2 b

d 5 c

Je zfejmé, ze perfektni parovani s nejmensim ohodnocenim zde tvofi hrana s koncovymi uzly a,
b a hrana s koncovymi uzly ¢, d. Nejkratsi cesty spojujici koncové uzly téchto hran vyznacCime
na puvodnim grafu jako ulice, které je nutno projit dvakrat.

a

1
O—20—0
1 1

a0 = Ob
7
1 1

01920

Kontrolni otazky
1. Které parovani se oznacuje jako maximalni a které jako perfekini?

2. Jak zjistime, zda parovani je maximalni?
3. Jaky problém 7esi uloha cinského postaka?
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Cviceni

1. Existuje v grafu, ktery je na nasledujicim obrazku, perfektni parovani?
Y

14.
2. Najdéte algoritmem uvedenym v této kapitole maximalni parovani v grafu z 1. cviceni.

3. Na nasledujicim grafu je doruc¢ovaci obvod postiaka. Najdéte pro ného nejkratsi trasu

obchiizky.
O 2 M~ 1 N 2 2 O
J i\ Y N N
1 2 1 2
4 2 ]
~ M s
O O ) )
15. 1~ 2 2
Ukoly k textu

Tvrdim, Ze v souvislém grafu, v némz vSechny uzly maji sudy stupen, vzdy existuje perfektni
parovani. Zjistéte, zda mam pravdu.

ReSeni

1. Existuje. Je vyznacCeno na nasledujicim obrazku.

2. Zacneme od nejlevéjsiho uzlu a najdeme prvni stfidavou cestu.
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Oba jeji koncové uzly jsou nenasycené. Provedeme na cesté zamenu ptislusnosti hran
k parovéani.

A hledame dalsi stfidavou cestu.

O—=0

O

Opét jsou oba dva koncové uzly nenasycené. Provedeme zadménu pfislusnosti hran

o——0

k parovéani.

A hledame posledni stfidavou cestu.
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Opét jeji oba dva koncové uzly jsou nenasycené. Zaménou piislusnosti hrany k parovani
dostaneme vysledné parovani.

O—=0
o—~0

Co—O

3. Sestavime graf vzdalenosti mezi lichymi uzly grafu dorucovaciho obvodu a najdeme

vném perfektni parovani snejmenSim ohodnocenim. Sestaveny graf a vybrané
parovani ukazuje nasledujici obrazek.

Ulice, které postak musi projit dvakrat, jsou vyznaceny silné né nasledujici grafu.

2 1 M\ 2 M\ 2 O

o/ W/ \S
1 2 1 2
4 2 °
I .
O D D)
e
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10 Planarni grafy

Studijni cile: Seznamit studujiciho s vlastnostmi planarnich grafi a algoritmem, jak nakreslit
rovinny diagram plandrniho grafu.

Kli¢ova slova: Planarni graf.
Potiebny ¢as: 3 hodiny

Na zacatku jsme zavedli pojem diagram grafu oznacujici konkrétni nakresleni grafu. Zatim jsme Plandrni graf
tento pojem nepouzivali, protoze zplisob nakresleni grafu nebyl podstatny. Nyni se dostdvame [ze nakreslit
k casti, ktera se zabyva urcitym zptisobem nakresleni grafu, a to rovinnym nakreslenim grafu. v roviné bez

. ’ ’ . ’ . ov . . . , . . 7 A 7 .
Definice. Graf nazveme planarni (rovinny), jestliZe existuje jeho nakresleni v roving (diagram 7 otinani hran

grafu) takové, ze zadné dvé hrany se v ném neprotinaji.

Piiklad. Uplny graf se 4 uzly je planarni, nebot’ ho lze v roving nakreslit bez protinani jeho
hran. Dv€ mozZna takova nakresleni ukazuje nésledujici obrazek.

Ziejmé nesouvisly graf je planarni, jestlize jsou planarni vSechny jeho komponenty. TudizZ staci
se zabyvat planarnosti jen souvislych grafii (jednotlivych komponent u nesouvislych grafit).

Graf v planarnim nakresleni rozdé€luje rovinu na casti, kterym fikame stény. Jednak jsou to

Y oy L - y . - . L1 e s . N Coxr Planarni
stény vnitini, které jsou ohrani¢eny kruznicemi grafu (ma-li n¢jaké), a pak jedna sténa vnéjsi, lclz{na Zn L
.o M s ous . nakreslent
coz je zbyvajici, nekonecna cast roviny. o
grafu rozdeluje
Kruznice, které tvofi hranice vnitinich stén, viditelné tvoii fundamentalni systém kruznic grafu. rovinu na

Jejich pocet je dan cyklomatickym ¢islem grafu. Tudiz celkovy pocet stén grafu G, vcetné stény.
vnéjsi stény, je

r=u(G)+1

Dosadime-li vztah pro cyklomatické &islo souvislého grafu
u(G)=|H|-U|+1 ,

dostaneme pro pocet stén vztah
r=|H|-|U|+2

Piiklad. Nasledujici plandrni graf ma dvé vnitini stény, jsou oznaceny S; a S,. Vnéjsi sténa je
oznacena Sj.
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nakresleni. Nasledujici véta ukazuje, Ze pokud pocet hran piekro¢i urcitou mez, graf nelze
nakreslit rovinnym zptisobem.

Véta. Pro souvisly planarni graf G = (H, U, p) s aspoii tfemi uzly plati vztah
Prekroci-li

|H| < 3|U| -6 . pocet hran
v grafu urcitou
Dtikaz: Vezméme nejprve piipad, kdy graf nema kruznice. Pro néj plati vztah mez, graf
1l nemiize byt
|H| - |U| L plandrni.

Dosazenim do vztahu v tvrzeni véty mame

U|-1<3U]-6
a Upravou
5<2U]

coz je vzhledem k piedpokladu véty (JU|>3) splnéno.

U grafu s kruznicemi hranici kazdé stény (vnitini 1 vnéjsi) tvoii kruznice. Pfitom
e kruZznice ma nejméné tfi hrany
e kazda hrana takové kruznici je obsazena soucasné v hranicich dvou stén

Naptiklad graf

ma tf1 hranice stén

G, N,

Je zfejmé, ze hrana a je soucasn¢ v hranicich stén S; a S, zatimco hrana b je soucasné
v hranicich stén S, a S;.

Odtud pro pocet stén dostavame vztah

rSZH
3
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Dosazenim jiz odvozeného vztahu pro pocet stén
r=|H|-|U|+2

dostavame
|H|-|U]+2 sz@ :
A jeho tpravami
3H|-3U|+6<2H]|
|H|<3U|-6 .

Ziejmé je-li graf planarni, pak je i planarni kazdy jeho podgraf. Staci vzit rovinné nakresleni
vychoziho grafu a pak v ném odstranit hrany a uzly, které do podgrafu nepatii. Nebo naopak je-
li n¢jaky podgraf dan¢ho grafu neplanami, pak neni planarni ani tento graf. Na tom je zaloZena
véta, kterd tika, Ze neplanarni graf vzdy obsahuje jako podgraf jeden ze dvou zakladnich
neplanarnich graft. Jeden z téchto zakladnich neplanarnich grafii je bipartitni graf. Nejprve
definice bipartitniho grafu.

Definice. Graf G = (H, U, p) je bipartitni, jestlize existuje rozklad jeho mnoziny hran na dvé
podmnoziny U; a U, takovy, Ze zadné dva uzly patfici do stejné podmnoziny rozkladu nejsou
sousedni.

Bipartitni graf je uplny bipartitni graf, jestlize kazdé dva uzly, které nejsou ve stejné
podmnozing rozkladu, jsou sousedni.

Priklad. Nasledujici graf je Uplny bipartitni graf.

P -

Bipartitni grafy maji pomérn¢ jednoduché vlastnosti. Naptiklad chromatické ¢islo bipartitniho
grafu neni vétsi nez 2. Nebot’ vSechny uzly ve stejné mnozin€ rozkladu lze obarvit stejnou
barvou, protoze zadné dva znich nejsou sousedni. Kruznice v bipartitnim grafu maji vzdy
sudou délku (sudy pocet hran).

Ptiklad. Nasledujici graf neni bipartitni — obsahuje kruznici liché délky.

Véta. Graf G je planarni pravé kdyz neobsahuje podgraf G’ homeomorfni s nékterym
z nasledujicich dvou grafu:

e Uplny graf s 5 uzly
e Uplny bipartitni graf's 3+3 uzly
Diikaz: Neni jednoduchy...
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Homeomorfismus uvedeny ve vété znamend;, ze podgraf G’ je budto izomorfni s nékterym
zuvedenych uplnych grafi anebo zného néktery izomorfni graf dostaneme postupnym
odstranovanim vSech uzld stupné 2, pricemz u kazdého odstranéného uzlu dvé hrany, které
s nim inciduji, spojime v jednu hranu.

Izomorfismus dvou grafii znamena, Ze tyto grafy jsou aZ na oznaceni stejné (lze je nakreslit
stejnym diagramem).

Priklad. Nasledujici dva grafy jsou homoeomorfni.

Z grafu G, postupné odstranime uzly ¢ a d a dostaneme graf, ktery je viditelné az na oznaceni
stejny jako graf G:

Odstranéni
uzlu d

Odstranéni
uzlu ¢

Uplny graf s 5 uzly uvedeny v predchozi vété je na nasledujicim obrazku.

Pocet uzld a hran je v ném |U|=5 a |H|=10. Neni v ném splnéna nutna podminka planarnosti
odvozena na za¢atku této kapitoly |H | < 3|U | — 6 a tudiZ planarni tento graf ani nemtize byt.

Uplny bipartitni graf s 3+3 uzly je na dal$im obrazku.

V ném je |U|=6 a |H|=9 a je tedy v ném splnén vztah |H | < 3|U |—6. Piesto ale tento graf
planarni neni. Z toho plyne, ze uvedena podminka planarnosti je jen nutnd, nikoliv postacujici.

Abychom se presveédcili, ze tento graf skuteéné planarni neni, odvodime si nutnou podminku
planarnosti pro bipartitni grafy.

Véta. Pro souvisly planarni bipartitni graf G = (H, U, p) s aspon dvéma uzly plati vztah
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|H|<2U|-4 .

Diikaz. Bipartitni graf ma vSechny kruznice sudé délky. Tudiz kazda kruznice, ktera je hranici
stény planarniho bipartitniho grafu, ma nejméné 4 hrany. Odtud pro pocet stén dostavame
obdobnou tivahu, jakou jsme méli v pfedminulé véte, vztah

rS2|—

Dosazenim vztahu pro pocet stén
r=|H|-|U|+2

dostavame
|H|—|U|+2s2E :
4
A jeho upravami
2|H|-2U|+4<|H|
|H|<2U|-4 .

Tento vztah v uplném bipartitnim grafu s 3+3 uzly, v némz pocet uzla a hran je |U|=6 a |H|=9,
viditelné splnén neni. Tim mame ovéfeno, ze ani druhy z grafii uvedeny ve vété o planarnosti
neni planarni.

Pouzit ptedchozi vétu ke zjistovani planarnosti grafu tim zptisobem, Ze bychom hledali, zda
neobsahuje podgraf homeomorfni s nékterym ze dvou neplanarnich grafii uvedenych ve vété, by
bylo velmi pracné. Existuji algoritmy, které bud’to pifimo graf rovinnym zpiisobem nakresli
anebo zjisti, Ze graf planarni neni.

Nasledujici popisovany algoritmus sice neni nejrychlejsi znich, zato je ale pomérné
jednoduchy. Algoritmus zac¢ind od urCitého podgrafu H kresleného grafu G a postupné
vykresluje dalsi a dal$i hrany az bud'to cely graf rovinné nakresli anebo zjisti, Ze graf neni
planarni.

Pojmy pouzité v algoritmu. Pro
G v algoritmu oznacuje vychozi graf, H oznacuje jeho jiz nakreslenou ¢ast — podgraf. nakre’sle,n !
’ planarniho
Chorda v G vzhledem k podgrafu H je cesta v G s vlastnostmi diagramu
e Koncové uzly cesty jsou v H. g’rvqf “ ?xzstu] !
ucinné
e Zadny dali uzel cesty a zadna hrana cesty nepatii do H. algoritmy.

Na néasledujicim obrazku je graf G a jeho podgraf H.

u3 u2 u2
H:
G:

u, u,

Dalsi obrazek ukazuje chordu v G vzhledem k H (je tvofena cestou danou uzly u;, u,, u3).
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Cast grafu G vzhledem k podgrafu H je
e Hrana, ktera do H nepatfi, ale jeji koncové uzly jsou v H.

e Nebo je to komponenta grafu G-H (rozdilu grafi G a H, kde rozdil dostaneme odebranim H
z G), ke které jsou pfidany vSechny hrany, jejichZ jeden uzel je v komponent¢ a druhy uzel
jev H.

Na nésledujicich obrazcich je graf G a jeho podgraf H.

Na dalsich obrazcich je rozdil G-H (2 komponenty) a Casti grafu G vzhledem k H.

OO0—0O

O—0OO0—O

G-H: Q

Casti jsou celkem t¥i. Dvé& z nich (ty krajni) vznikly pfidanim hran ke komponentam rozdilu G-
H, kter¢ je spojuji s podgrafem H. Prostfedni ¢ast je tvofena hranou, jejiz oba koncové uzly patii
do H, ale hrana sama do H nepatii.

Popis algoritmu
1. Pocatecni krok.

Je dan vychozi graf G, ktery chceme rovinné nakreslit. Predpokladame, ze je souvisly a jsou
v ném né&jaké kruznice. (Nakreslit rovinné graf bez kruznic je velmi snadné, na to neni
zapottebi zadny algoritmus.)

Jako podgraf H zvolime na zac¢atku libovolnou kruznici grafu G.
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2. Prubézny krok.
Necht C;, C,, ..., C, jsou ¢asti grafu G vzhledem k H.

Daéle necht S;, S5, ..., S, jsou stény v planarn¢ nakresleném podgrafu H (v€etné vngjsi
stény).

U vSech ¢asti C), C,, ..., C, ovéiime, do kterych stén v podgrafu H je 1ze nakreslit.

Mohou nastat piipady:

a) Existuje ¢ast C;, kterou nelze nakreslit do zadné stény. Algoritmus zde konci. Zjistil, Ze
graf G neni planarni.

b) Existuje ¢ast C;, kterou lze nakreslit jen do jedné ze stén, ozna¢me tuto sténu S;. Ma-li
¢ast s jiz nakreslenym podgrafem H spole¢né aspon dva uzly, vybereme v ¢asti C;
néjakou chordu vzhledem k H a tu nakreslime do stény S;. Ma-li ¢ast C; s podgrafem H
spoleny jen jeden uzel, najdeme vni cestu, jejiz jeden koncovy uzel je timto
spole¢nym uzlem, a nakreslime ji do stény S;.

c) Pro vSechny casti plati, Ze je 1ze nakreslit do vice nez jedné stény. Vybereme libovolnou

z Casti, oznaCme ji C; a vybereme jednu ze stén, do kterych lze tuto cast nakreslit,
ozna¢me ji S;. Opét v ¢asti C; vybereme néjakou chordu vzhledem k A a nakreslime ji
do stény S, ma-li ¢ast s podgrafem H spolecné aspon dva uzly, anebo vybereme v ¢asti
C; cestu s koncovym uzlem v H a zakreslime ji do S;, ma-li ¢ast spodgrafem H
spole¢ny jen jeden uzel.

3. Krok 2. opakujeme tak dlouho, dokud se bud’to nezjisti, Ze graf neni planarni anebo cely
graf G neni rovinné nakreslen, tj. dokud podgraf H neni celym grafem G.

Zbyva doftesit, jak zjistit, do kterych stén Ize danou ¢ast nakreslit. Sta¢i k tomu vzit mnozinu
stykovych uzli ¢asti, tj. téch uzl Casti, které patii do H, a vzit mnoziny uzld stén, coz jsou uzly
lezici na hrani¢nich kruznicich jednotlivych stén anebo uvnitt téchto stén. Jestlize mnoZzina
stykovych uzll je podmnozinou mnoziny uzli dané stény, pak ¢ast Ize do této stény nakreslit.

Priklad. Nasledujici graf G mame nakreslit rovinnym zptsobem.

f e d
I
G:
/
a b o]

Jako pocatecni podgraf H zvolime kruZnici, ktera je v grafu G vlevo nahote. Tato kruznice
rozdeluje rovinu na dve stény S; a S,. Hranice té€chto stén obsahuji uzly 4, e, f.

f e

H: S, {a,ef}
S, S,: {a,e,f}

a

Graf G obsahuje jednu ¢ast vzhledem k H. Jeji stykové uzly (uzly spole¢né s H) jsou a a e.
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e d
) @% o
\_/
a b C

Je ziejmé, ze tuto Cast Ize umistit do obou stén §; a S,. Zvolime jeji umisténi do vnéjsi stény S,.
A pro zakresleni zvolime tieba jeji chordu, ktera je zvyraznéna na dal$im obrazku.

e d
Chorda: %
_/
a b C

Nyni graf H mé uz tfi stény.

S, {a,ef}
S,: {a,d,e}
S, {a,d,e,f}

Graf G opét obsahuje jednu ¢ast vzhledem k H.

e d
c: % C: {ade)
O @,
a b c

Je zfejmé, Ze ji lze umistit do stén S,, nebot’ {a,d,e}c{a,d,e}, a S;, nebot’ {a,de}c{a.de.f}.
Zvolime vloZeni do vnéj$i stény S;. Umistime do ni tfeba chordu, ktera je zvyraznéna na dal$im
obrazku.

e d
Chorda: %
O @
a b C

Po vlozeni chordy ma graf H Ctyfi stény.
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S, {a,e,f}
S,: {a,d,e}
S, {a,b,e,f}
S,: {a,b,d,e}

Graf G obsahuje dv¢ ¢asti vzhledem k H. Pfitom jedna z téchto Casti je tvofena hranou, jejiz oba
koncové uzly jsou v H, ale hrana sama v H neni. Druha ¢ast je vytvoifena tak, Ze k podgrafu G-
H, ktery je tvofen jiz jen uzlem c, jsou pridany hrany spojujici ho s H.

d
C;: C/: {o.d}
b
e d
C,: C: {pde}
b c

Cast C, 1ze umistit jen do stény S,. Cast C, 1ze rovnéz umistit jen do stény S,. Umistime tfeba
éast C.

S,: {a,e,f}
S, {a,d,e}
S, {a,b,e,f}
S, {b,d,e}
S, {a,b,d}

Jeste zbyva umistit ¢ast grafu G vzhledem k H, ktera je na dal§im obrazku.
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C: C: {b,d,e}
b c
Cast C; lze umistit jen do stény S, Pro umisténi zvolime chordu zvyraznénou na dal§im
obrazku.
e d
Chorda:

S, {aef}
S,: {a,d,e}
S.: {a,b,e,f}
S, {b,c.e}
S,: {b,c,d,e}
S, {a,b,d}

Nyni je podgraf G-H graf prazdny, nicméné zustava Cast tvorena hranou mezi uzly ¢ a d, ktera
jeste v kresleném grafu H neni.

d

C: C: {c,d}

c

Tu lze umistit jen do stény Ss. Kdyz ji do ni dame, je graf dokreslen.
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Pruvodce studiem

Velmi znamy je probléem obarveni mapy tak, aby zZadné dva sousedni staty nemeély
stejnou barvu. Zobrazime-li staty uzly a vzajemné spojime uzly sousednich statii hranami,
Jjde o ulohu obarveni plandarniho grafu. I kdyz se dlouho soudilo, Ze chromatické cislo
planadrniho grafu je nejvyse 4, dokazano to bylo teprve v roce 1976 a to pomoci
programu, kterym na pocitaci bylo ovéreno necelych 2000 riiznych pripadii.

Kontrolni otazky
1. Coje to planarni graf?

2. Znate néjaké vyznamné neplandarni grafy?
3. Prijakém poctu hran vzhledem k poctu uzlii uz je jisté, ze graf neni plandarni?

Cviceni

1. Nakreslete planarné nasledujici graf.
e d

Ukoly k textu

Dokazte, Ze Giplny bipartitni graf s 3+3 uzly uvedeny ve vét€ o neplanarnosti neni planarni.
Vyjdéte z toho, Ze tento graf neobsahuje kruznice délky 3. A dokazte, Ze planarni graf, jehoz

kruZnice maji nejmensi délku 4, musi splilovat nerovnost |H | < 2|U | -4,

ReSeni

1. Zvolime v grafu kruznici. Ta rozd¢li rovinu na dvé stény.
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e d
S, %iz ;
a b a b c

Graf ma jednu cast vzhledem ke zvolené kruznici, ktera je ne obrazku vpravo. Tu lze
umistit do obou stén. Zvolime umisténi do vné&jsi stény S,. Umistime do ni tfeba chordu,

ktera je v Casti vyznacena tucné.
d e d
a b c

Nakresleny planarni podgraf rozdéluje nyni rovinu na 3 stény. Graf ma dvé casti
vzhledem k plandrn¢ nakreslenému podgrafu. Prvni je tvofena jednou hranou a lze ji
viditeln¢ umistit jen do vné&jsi st€ny S3. Druhou lze umistit do stén S, a S;. Musime
v tomto kroku umistit tu ¢ast, kterou lze umistit jen do jedné stény.

D
o

b c

Graf ma nyni jednu ¢ast vzhledem k nakreslenému planarnimu podgrafu. Lze ji umistit
jen do stény S,. Umistime do ni chordu, ktera je v ¢asti silné vyznacena.

c

Graf ma nyni ¢ast vzhledem k nakreslenému planarnimu podgrafu. Je to zbyvajici hrana
a lze ji umistit jen do stény S,. Umistime ji tam. Dokoncené planarni nakresleni grafu je
na nasledujicim obrazku.
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11 Rejstrik

cesta, 13
délka, 57

cyklomatické ¢islo, 54

cyklus, 13
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eulerovsky graf, 66
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hamiltonovsky graf, 68
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fundamentalni systém, 53
hamiltonovska, 68
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planarni graf, 93
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