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Abstrakt

Série učebnı́ch textů z paradigmat programovánı́ seznamuje čtenáře s vybranými styly v programovánı́.
Tento text je zaměřen na problematiku funkcionálnı́ho programovánı́. Text je koncipován jako cvičebnice,
teoretické partie jsou prezentovány v redukované podobě a důraz je kladen na prezentaci přı́kladů a pro-
tipřı́kladů, na kterých jsou dané problémy demonstrovány. V textu se nacházejı́ klasické partie z funkcio-
nálnı́ho programovánı́ (napřı́klad procedury vyššı́ch řádů, rekurze, indukce, práce s hierarchickými daty),
ale i partie, které jsou v soudobé literatuře zastoupeny minimálně nebo vůbec (napřı́klad detailnı́ popis
vyhodnocovacı́ho procesu a konstrukce interpretu funkcionálnı́ho jazyka). Text je rozdělen do dvanácti na
sebe navazujı́cı́ch lekcı́. Pro správné pochopenı́ a procvičenı́ problematiky je vhodné čı́st lekce postupně bez
přeskakovánı́ a snažit se řešit všechny úkoly. Text u čtenářů nepředpokládá žádné znalosti programovánı́.
Pro pochopenı́ většiny přı́kladů stačı́ mı́t znalost středoškolské matematiky. Přı́klady vyžadujı́cı́ znalosti
(úvodnı́ch kurzů) vysokoškolské matematiky jsou doplněny o odkazy na vhodnou literaturu.
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1.4 Symbolické výrazy a syntaxe jazyka Scheme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.5 Abstraktnı́ interpret jazyka Scheme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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4.2 Tečkové páry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
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4.6 Implementace racionálnı́ aritmetiky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

5 Seznamy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
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8.6 Reprezentace polynomů . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228
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Lekce 1: Program, jeho syntax a sémantika

Obsah lekce: Tato lekce je úvodem do paradigmat programovánı́. Vysvětlı́me jaký je rozdı́l mezi progra-
mem a výpočetnı́m procesem, co jsou programovacı́ jazyky a čı́m se od sebe odlišujı́. Uvedeme několik
základnı́ch paradigmat (stylů) programovánı́ a stručně je charakterizujeme. Dále objasnı́me rozdı́l mezi
syntaxı́ (tvarem zápisu) a sémantikou (významem) programů. Představené pojmy budeme demonstrovat
na jazyku Scheme. Programy v jazyku Scheme zavedeme jako posloupnosti symbolických výrazů a popı́-
šeme jejich interpretaci. Zavedeme pojem elementy jazyka a ukážeme několik důležitých typů elementů
jazyka, mimo jiné procedury a speciálnı́ formy. V závěru kapitoly popı́šeme dvě speciálnı́ formy sloužı́cı́
k zaváděnı́ nových definic a k podmı́něnému vyhodnocovánı́ výrazů.

Klı́čová slova: abstraktnı́ interpret, aplikace procedur a speciálnı́ch forem, cyklus REPL, elementy jazyka,
evaluator, externı́ reprezentace, internı́ reprezentace, interpretace, jazyk Scheme, paradigma, printer, pro-
cedury, program, překlad, reader, speciálnı́ formy symbolické výrazy, syntaktická chyba, syntaxe, séman-
tická chyba, sémantika, výpočetnı́ proces.

1.1 Programovacı́ jazyk, program a výpočetnı́ proces

V současnosti je zřejmé, že úlohou počı́tačů nenı́ jen „provádět výpočty“, jak by jejich název mohl napovı́-
dat. Z dnešnı́ho pohledu se lze na počı́tače dı́vat obecně jako na stroje zpracovávajı́cı́ data. Samotný proces,
při kterém jsou (nějaká) vstupnı́ data zpracovávána nazýváme výpočetnı́ proces. Výpočetnı́ proces je dost
abstraktnı́ pojem. Pro nás však nenı́ přı́liš důležité rozebı́rat, jak si tento pojem „představit“. Důležité je
chápat výpočetnı́ proces jako proces s počátkem a koncem, probı́hajı́cı́ v nějakých elementárnı́ch krocı́ch,
přetvářejı́cı́ vstupnı́ data (vstupnı́ parametry úlohy) na data výstupnı́ (řešenı́). Takový pohled na výpočetnı́
proces má své historické kořeny v prvopočátcı́ch rozvoje počı́tačů, kde skutečně šlo jen o načtenı́ vstup-
nı́ch dat, jejich zpracovánı́ a následný zápis výstupnı́ch dat. Z dnešnı́ho pohledu je tato charakterizace
poněkud zjednodušená, protože uživatelé počı́tačů nepracujı́ s počı́tači jen tı́mto primitivnı́m „dávkovým
způsobem“. V současné době výpočetnı́ procesy majı́ celou řadu vedlejšı́ch efektů, jejichž účelem je napřı́klad
interakce s uživatelem. Viz schéma na obrázku 1.1.

Z pohledu informatika je důležité vědět, jak výpočetnı́ procesy vznikajı́: výpočetnı́ proces je důsledkem vy-
konávánı́ programu. Každý program je předpisem s přesně daným tvarem a významem, podle kterého vzniká
výpočetnı́ proces. Smluvená pravidla, v souladu se kterými je program vytvořen, nazýváme programovacı́
jazyk. Řı́káme, že program je napsán v programovacı́m jazyku.

Na rozdı́l od výpočetnı́ho procesu je tedy program „pasivnı́ entita“ (sám o sobě nic nevykonává). V soudo-
bých počı́tačı́ch jsou programy reprezentovány soubory s přesně danou strukturou, které jsou uložené na
disku počı́tače (ačkoliv tomu tak vždy nebylo). To jest samotné programy lze chápat jako data a obráceně
(jak bude patrné předevšı́m v dalšı́ch lekcı́ch). Účelem tohoto učebnı́ho textu je seznámit studenty se zá-
kladnı́mi styly (paradigmaty) programovánı́, to jest styly vytvářenı́ programů, které jsou sdı́leny mezi různými
programovacı́mi jazyky. Tvůrčı́ činnost vytvářenı́ programů se nazývá programovánı́, člověk zabývajı́cı́ se
programovánı́m je programátor.

Úkolem programátora je vytvořit program tak, aby vykonávánı́m programu vznikl požadovaný vý-
početnı́ proces řešı́cı́ přesně stanovený úkol. Kvalita programu se bezprostředně promı́tá do kvality
výpočetnı́ho procesu a v důsledku do kvality práce člověka (uživatele) s počı́tačem. Ačkoliv je při
počı́tačovém zpracovánı́ dat ústřednı́m zájmem výpočetnı́ proces, který samotné zpracovánı́ provádı́,
pozornost programátorů je obvykle směřována na program, to jest na předpis, podle kterého výpočetnı́
proces vzniká. Program je potřeba vytvořit dostatečně kvalitně tak, aby neobsahoval chyby, aby byl
efektivnı́, a tak dále. Ačkoliv tato kritéria znı́ na prvnı́ poslech triviálně, s programy jejichž činnost
je komplikována množstvı́m chyb, malou efektivitou, nebo nevhodnou komunikacı́ s uživatelem, se
bohužel setkáváme dnes a denně.
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Obrázek 1.1. Výpočetnı́ proces jako abstraktnı́ entita

Klı́čem k vytvářenı́ kvalitnı́ch programů jenž povedou na žádoucı́ výpočetnı́ procesy je pochopenı́ pravidel
daných programovacı́m jazykem (jak program zapisujeme, jaký význam majı́ konkrétnı́ části programu, . . . )
a pochopenı́, jak na základě vytvořeného programu vzniká výpočetnı́ proces, a jak výpočetnı́ proces probı́há.
Těmito problematikami se budeme věnovat ve zbytku textu (a v dalšı́ch jeho dı́lech).

Při studiu problematiky programů a výpočetnı́ch procesů jimi generovaných budeme sledovat linii pro-
gramovacı́ch jazyků. Důvody jsou ryze pragmatické. Programovacı́ch jazyků existuje celá řada (v současné
době řádově v tisı́cı́ch), přitom různé programovacı́ jazyky vyžadujı́ od programátora při vytvářenı́ pro-
gramů jiný styl myšlenı́, jiný způsob analýzy problému a jiné metody vytvářenı́ a testovánı́ programu. Nenı́
pochopitelně v našich silách zabývat se všemi možnými programovacı́mi jazyky. Proto rozdělı́me (téměř)
všechny (současně použı́vané) programovacı́ jazyky do malého počtu (částečně se překrývajı́cı́ch) skupin.
Každou skupinu budou tvořit jazyky s podobnými vlastnostmi – jazyky vyžadujı́cı́ od programátora stej-
nou metodu vývoje programu a myšlenı́ nad problémem a programem samotným. Jak dále uvidı́me, každá
tato skupina jazyků bude korespondovat s jednı́m hlavnı́m typickým stylem programovánı́ – paradigmatem.

Poznámka 1.1. Všimněte si, že doposud nepadl pojem algoritmus. Ani jsme se nezmı́nili o tom, jaké typy
problémů se chystáme řešit (pomocı́ počı́tače). Důvodem je fakt, že pojmy „algoritmus“ a „problém“ lze
chápat na jednu stranu neformálně (což je poněkud ošidné) a na druhou stranu formálně, což ale vyžaduje
hlubšı́ studium problematiky, kterou se v tomto kurzu nezabýváme. Studenti se budou algoritmy, pro-
blémy, řešitelnostı́ problémů a jejich složitostı́ zabývat v samostatném kurzu vyčı́slitelnosti a složitosti. K této
poznámce dodejme jen tolik, že výsledky dosažené v teoretické informatice ukázaly několik důležitých
faktů, které je potřeba mı́t neustále na paměti:

(i) zdaleka ne každý problém je řešitelný,

(ii) zdaleka ne každý řešitelný problém lze řešit v přijatelné době,

(iii) všechny programovacı́ jazyky, které jsou Turingovsky úplné, majı́ stejnou vyjadřovacı́ sı́lu.

Bod (iii) potřebuje detailnějšı́ vysvětlenı́. Programovacı́ jazyk nazýváme Turingovsky úplný, pokud je z hle-
diska řešitelnosti problémů ekvivalentnı́ tak zvanému Turingovu stroji, což je jeden z formálnı́ch modelů
algoritmu. Všechny běžně použı́vané programovacı́ jazyky jsou Turingovsky úplné (samozřejmě, že lze
záměrně vytvořit i jazyk „chudšı́“, který Turingovsky úplný nebude, ale takovými jazyky se nebudeme
zabývat). To tedy znamená, že všechny tyto jazyky jsou vzájemně ekvivalentnı́ z hlediska své výpočetnı́ sı́ly.
Neformálně řečeno, je-li nějaký problém možné vyřešit pomocı́ jednoho z těchto jazyků, je možné jej vyřešit
v libovolném z nich. Všechna předchozı́ pozorovánı́ budou zpřesněna v kurzu vyčı́slitelnosti a složitosti. Pro
nás je v tuto chvı́lı́ důležité vědět, že z hlediska možnosti řešit problémy jsou si „všechny programovacı́
jazyky rovny“.
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Pozorovánı́ o rovnocennosti programovacı́ch jazyků má dalekosáhlé důsledky. Řı́ká, mimo jiné, že
pokud nemůžeme problém vyřešit v jednom jazyku, pak nám přechod k jinému nikterak nepomůže,
což je mimochodem dost důležitý fakt, o kterém řada „ostřı́lených programátorů z praxe“ vůbec nevı́. Na
druhou stranu je ale potřeba zdůraznit, že mezi programovacı́mi jazyky jsou propastné rozdı́ly v tom,
jaký umožňujı́ programátorovi použı́t aparát při psanı́ programu a (v důsledku) při řešenı́ problému.
Program, řešı́cı́ jeden typ problému, může být v jednom programovacı́m jazyku napsán jednoduše,
stručně a elegantně, kdežto v jiném jazyku může být napsánı́ programu generujı́cı́ho stejný výpočetnı́
proces řádově složitějšı́.

Nynı́ si stručně popı́šeme, jakými programovacı́mi jazyky se vlastně budeme zabývat. Z historického
hlediska je možné rozdělit počı́tače (a metody programovánı́) do dvou etap, z nichž prvnı́ byla nesrovnatelně
kratšı́ než druhá:

Éra neprogramovatelných počı́tačů. V prvopočátcı́ch vývoje počı́tačů byly počı́tače sestaveny jednoúčelově
k vůli řešenı́ konkrétnı́ho problému. Program byl fyzicky (hardwarově) součástı́ počı́tače. Pokud po
vyřešenı́ problémů již počı́tač nebyl potřeba, byl zpravidla demontován a rozebrán na součástky.
Přı́kladem jednoúčelového neprogramovatelného počı́tače byly tzv. „Turingovy bomby“, což byly
počı́tače vyráběné během válečných let 1939–1945, které byly během II. světové války použı́vány
k dešifrovánı́ německého kódovacı́ho zařı́zenı́ Enigma. Počı́tače společně navrhli britštı́ vědci Alan
Turing a Gordon Welchman, k jejich úplnému odtajněnı́ došlo až v 90. letech minulého stoletı́.

Éra programovatelných počı́tačů. Jednorázová konstrukce počı́tačů byla velmi neekonomická, takže přiroze-
ným vývojem bylo vytvořit univerzálnı́ počı́tač, který by mohl být programovatelný pro prováděnı́
různých úloh. Tento koncept se udržel až do současnosti, i když pochopitelně mezi programova-
telnostı́ a schopnostmi počı́tačů v 50. letech minulého stoletı́ a v současnosti je propastný rozdı́l.
Prvenstvı́ mezi programovatelnými počı́tači bývá přičı́táno několika skupinám vývojářů. Snad úplně
prvnı́m počı́tačem v této kategorii byl počı́tač Z3, který uvedl do chodu v roce 1941 německý inženýr
Konrad Zuse (1910–1995). Počı́tač byl sestrojen na zakázku koncernu BMW, technicky byl proveden
pomocı́ relé, ale byl plně programovatelný. Původnı́ počı́tač byl zničen během spojeneckého náletu
na Berlı́n v roce 1944 (v roce 1960 byla vyrobena jeho replika). Zajı́mavé je, že v roce 1998 se podařilo
dokázat, že Z3 (respektive jeho strojový jazyk, viz dále) byl Turingovsky úplný. Mezi dalšı́ klasické
zástupce patřı́ britský počı́tač Colossus (1944), který byl sice konstruovaný jako jednoúčelový, ale
byl omezeně programovatelný (účelem sestrojenı́ počı́tače bylo dešifrovánı́ německých kódovacı́ch
systémů). Americký počı́tač ENIAC (1946), sestrojený k výpočtům dělostřeleckých tabulek v rámci
amerického balistického výzkumného centra, byl programovatelný, pracoval však (na dnešnı́ dobu
netypicky) v desı́tkové soustavě. Počı́tač Z3 byl svou koncepcı́ mnohem blı́že soudobým počı́tačům,
protože pracoval v dvojkové soustavě.

Programovacı́ jazyky lze rozdělit na nižšı́ a vyššı́ podle toho, jak moc jsou vázány na konkrétnı́ hardware
počı́tače a podle toho, jaké prostředky abstrakce dávajı́ k dispozici programátorovi.

Nižšı́ programovacı́ jazyky jsou těsně vázané na hardware počı́tače. Programové konstrukce, které lze v nižšı́ch
jazycı́ch provádět jsou spjaty s instrukčnı́ sadou procesoru. Nižšı́ programovacı́ jazyky neobsahujı́ prakticky
žádné prostředky abstrakce, programovánı́ v nich je zdlouhavé, často vede k zanášenı́ chyb do programu,
které se velmi špatně odhalujı́ (a někdy i špatně opravujı́). Naopak výhodou programu napsaného v nižšı́m
programovacı́m jazyku je jeho přı́má vazba na hardware počı́tače, což umožňuje „plně počı́tač využı́t“.
V následujı́cı́m přehledu jsou uvedeni typičtı́ zástupci nižšı́ch programovacı́ch jazyků.

Kódy stroje. Kódy stroje jsou historicky nejstaršı́. Představujı́ vlastně programovacı́ jazyky dané přı́mo kon-
krétnı́m počı́tačem respektive jeho centrálnı́m procesorem. Program v kódu stroje je de facto sekvence
jedniček a nul, ve které jsou kódované instrukce pro procesor a data, nad kterými jsou instrukce prová-
děny. Kód stroje je vykonáván přı́mo procesorem. To jest, výpočetnı́ proces vzniká z kódu stroje tı́m,
že jej procesor postupně vykonává. Přı́klad programu v jazyku stroje (nějakého fiktivnı́ho počı́tače)
by mohl vypadat takto:
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0 0 1 0 1 0 0 0 vlož čı́slo 8 do pamět’ové buňky
0 1 1 0 0 1 0 1 přičti k obsahu buňky čı́slo 5
1 0 0 0 0 0 0 0 vytiskni obsah buňky na obrazovku
1 1 1 0 0 0 0 0 ukonči program

V tomto přı́padě je každá instrukce i s hodnotou, se kterou je provedena (s tak zvaným operandem) kó-
dována osmi bity. Přitom prvnı́ tři bity tvořı́ kód instrukce a zbylých pět bitů je zakódovaný operand.
Napřı́klad v prvnı́m řádku je „001“ kódem instrukce pro vkládánı́ hodnoty do pamět’ové buňky
(registru) a „01000“ je binárnı́ rozvoj čı́sla 8. Celý výše uvedený program zapsaný jako sekvence
nul a jedniček tedy vypadá následovně: „00101000011001011000000011100000“. Podle výše uve-
deného slovnı́ho popisu se vlastně jedná o program, který sečte čı́sla 8 a 5 a výsledek vytiskne na
obrazovku. Na to, že se jedná o primitivnı́ program, je jeho zápis velmi nepřehledný a pouhá záměnou
jedné nuly za jedničku nebo obráceně způsobı́ vznik chyby.

Assemblery. Assemblery vznikly jako pomůcka pro vytvářenı́ programů v kódu stroje. V programech psa-
ných v assembleru se na rozdı́l od kódu stroje použı́vajı́ pro zápis instrukcı́ jejich mnemotechnické
(snadno zapamatovatelné) zkratky. Rovněž operandy nenı́ nutné uvádět pomocı́ jejich binárnı́ch roz-
vojů: napřı́klad čı́sla je možné zapisovat v běžné dekadické notaci a na pamět’ové buňky (registry) se
lze odkazovat jejich zkratkami. Dalšı́m posunem oproti kódu stroje je možnost symbolického adre-
sovánı́. To znamená, že při použitı́ instrukce skoku „skoč na jiné mı́sto programu“ se nemusı́ ručně
počı́tat adresa, na kterou má být skočeno, ale assemblery umožňujı́ pojmenovat cı́l skoku pomocı́
návěstı́. Předchozı́ program v kódu stroje by v assembleru pro přı́slušný fiktivnı́ počı́tač mohl vypadat
následovně:

load 8 vlož čı́slo 8 do pamět’ové buňky
add 5 přičti k obsahu buňky čı́slo 5
print vytiskni obsah buňky na obrazovku
stop ukonči program

Tento program je již výrazně čitelnějšı́ než sekvence jedniček a nul. Přesto se programovánı́ v assem-
bleru v současnosti omezuje prakticky jen na programovánı́ (částı́) operačnı́ch systémů nebo pro-
gramů, které jsou extrémně kritické na výkon. Stejně jako v přı́padě kódu stroje jsou však programy
v assembleru náchylné ke vzniku chyb a psanı́ programů v assembleru je náročné a zdlouhavé.

Programy v assembleru jsou „textové soubory“ se symbolickými názvy instrukcı́. Nejedná se tedy
přı́mo o kód stroje, takže procesor přı́mo nemůže program v assembleru zpracovávat. Při programo-
vánı́ v assembleru je tedy nutné mı́t k dispozici překladač (kterému se řı́ká rovněž assembler), který
převede program v čitelné zdrojové formě do kódu stroje, viz předchozı́ ukázky. Vygenerovaný kód stroje
je již přı́mo zpracovatelný počı́tačem. Důležité je uvědomit si, že samotný překladač je rovněž program,
který „nějak pracuje“ a někdo jej musı́ vytvořit.

Autokódy, bajtkódy, a jiné. Existujı́ dalšı́ představitelé nižšı́ch programovacı́ch jazyků, napřı́klad autokódy,
které se během vývoje počı́tačů přı́liš nerozšı́řily, některé z této třı́dy jazyků poskytujı́ programátorovi
prvky, které již lze z mnoha úhlů pohledu považovat za rysy vyššı́ch jazyků. Stejně tak jako assemblery,
programy zapsané v těchto jazycı́ch musı́ být přeloženy do kódu stroje. Bajtkódy (anglicky bytecode) lze
chápat jako jazyky stroje pro virtuálnı́ procesory (fyzicky neexistujı́cı́). Abychom mohl být na základě
programu v bajtkódu generován výpočetnı́ proces, je potřeba mı́t opět k dispozici bud’ překladač
bajtkódu do kódu stroje nebo program, který přı́mo provádı́ virtuálnı́ instrukce uvedené v bajtkódu.

Vyššı́ programovacı́ jazyky naopak (od těch nižšı́ch) nejsou těsně vázané na hardware počı́tače a poskytujı́ pro-
gramátorovi výrazně vyššı́ stupeň abstrakce než nižšı́ programovacı́ jazyku. To umožňuje, aby programátor
snadněji a rychleji vytvářel programy s menšı́m rizikem vzniku chyb.

Čtyři nejstaršı́ vyššı́ programovacı́ jazyky, které doznaly většı́ho rozšı́řenı́, byly (respektive jsou):

ALGOL Prvnı́ variantou byl ALGOL 58, který byl představen v roce 1958. Původně se jazyk měl jmenovat
IAL (International Algorithmic Language), ale tato zkratka byla zavržena, protože se (anglicky) špatně
vyslovovala. Autory návrhu jazyka byli A. Perlis a K. Samelson [PeSa58, Pe81]. Mnohem známějšı́
varianta jazyka, ALGOL 60, se objevila o dva roky později. ALGOLem bylo inspirováno mnoho
dalšı́ch jazyků včetně PASCALu. Samotný ALGOL byl navržen jako obecný „algoritmický jazyk“ pro
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vědecké výpočty.

COBOL Název COBOL je zkratkou pro „Common Business Oriented Language“, což naznačuje, jaký byl
účel vyvinutı́ tohoto jazyka. Jazyk COBOL vznikl z podnětu ministerstva obrany Spojených států
jako obecný jazyk pro vytvářenı́ obchodnı́ch aplikacı́. Jedno z hlavnı́ch setkánı́, na kterých byl jazyk
ustaven se konalo v Pentagonu v roce 1959. COBOL je v současnosti jednı́m z nejpoužı́vanějšı́ch
jazyků pro programovánı́ obchodnı́ch a ekonomických aplikacı́. I když je vývoj nových programů na
ústupu, stále existuje velké množstvı́ programů v COBOLu, které se neustále udržujı́.

FORTRAN Jazyk FORTRAN (původnı́ název jazyka byl „The IBM Mathematical Formula Translating Sys-
tem“) byl navržen k snadnému programovánı́ numerických výpočtů. Navrhl jej v roce 1953 J. Backus.
FORTRAN doznal během svého vı́ce než padesátiletého vývoje velkou řadu změn. Poslednı́ revize
standardu jazyka byla provedena v roce 1995 (FORTRAN 95).

LISP Prvnı́ návrh jazyka LISP (z List Processing) vznikl jen o něco později než návrh jazyka FORTRAN.
Autorem návrhu byl J. McCarthy [MC60]. LISP byl původně navržen také jako jazyk pro vědecké
výpočty, ale na rozdı́l od FORTRANu, který byl numericky založený a umožňoval pracovat pouze
s čı́sly, byl LISP již od počátku orientován na práci se symbolickými daty. Na rozdı́l od FORTRANu
byl LISP vyvı́jen v široké komunitě autorů a nebyla snaha jej standardizovat. V současnosti se pod
pojmem LISP rozumı́ celá rodina jazyků, jejichž dva nejvýznamnějšı́ zástupci jsou jazyky Common
LISP a Scheme.

Otázkou je, zda-li můžeme nějak srozumitelně podchytit, co majı́ vyššı́ programovacı́ jazyky společného
(zatı́m jsme se vyjadřovali v dost obecných pojmech jako byla napřı́klad „abstrakce“ a „přenositelnost“).
Odpověd’na tuto otázku je v podstatě záporná, obecných rysů je velmi málo, protože vyššı́ch programova-
cı́ch jazyků je velké množstvı́. Každý vyššı́ programovacı́ jazyk by ale měl dát programátorovi k dispozici:

(i) primitivnı́ výrazy (napřı́klad čı́sla, symboly, . . . ),

(ii) prostředky pro kombinaci primitivnı́ch výrazů do složitějšı́ch,

(iii) prostředky pro abstrakci (možnost pojmenovánı́ složených výrazů a možnost s nimi dále manipulovat).

Každý vyššı́ programovacı́ jazyk má však svou vlastnı́ technickou realizaci předchozı́ch bodů. To co je
v jednom jazyku primitivnı́ výraz již v druhém jazyku být primitivnı́ výraz nemusı́ a tak podobně. Pro-
gramovacı́ jazyky se jeden od druhého lišı́ stylem zapisovánı́ jednotlivých výrazů i jejich významem, jak
ukážeme v dalšı́ sekci.

Stejně tak jako v přı́padě assemblerů, programy napsané ve vyššı́ch programovacı́ch jazycı́ch jsou psány
jako textové soubory a pro vygenerovánı́ výpočetnı́ho procesu na základě daného programu je potřeba
provést bud’to jejich překlad nebo interpretaci:

Interpretace. Interpret programovacı́ho jazyka je program, který čte výrazy programu a postupně je přı́mo
vykonává. Interprety tedy (obvykle) z daného programu neprodukujı́ kód v jazyku stroje.

Překlad přes nižšı́ programovacı́ jazyk. Překladač (kompilátor; anglicky compiler) programovacı́ho jazyka je pro-
gram, který načte celý program a poté provede jeho překlad do některého nižšı́ho programovacı́ho
jazyka, typicky do assembleru nebo do nějakého bajtkódu. V tomto přı́padě rozlišujeme tři situace:

(a) překlad byl proveden do kódu stroje, pak překlad končı́, protože jeho výsledkem je již program
zpracovatelný procesorem, který může být přı́mo spuštěn;

(b) překlad byl proveden do assembleru, pak je potřeba ještě dodatečný překlad do kódu stroje, který
obvykle provádı́ rovněž překladač;

(c) překlad byl proveden do bajtkódu, pak překlad končı́. Bajtkód ale nenı́ přı́mo zpracovatelný
procesorem, musı́ tedy být ještě interpretován nebo přeložen (méně časté) dalšı́m programem.

Z konstrukčnı́ho hlediska jsou překladače výrazně složitějšı́ než interprety, v praxi jsou však častěji
použı́vány, protože vykonávánı́ překládaných programů je výrazně rychlejšı́ než jejich interpretace.
S neustálým nárůstem výkonu procesorů je však do budoucna možný obrat ve vývoji. Nevýhodou pře-
kladačů je, že s výjimkou překladačů do bajtkódu, generujı́ programy přı́mo pro konkrétnı́ procesory,
takže překladače je o něco složitějšı́ „přenést“ mezi dvěma počı́tačovými platformami. U překladu do
bajtkódu tento problém odpadá, ale za cenu, že výsledný bajtkód je nakonec interpretován (pomalé).
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Překlad přes vyššı́ programovacı́ jazyk. Situace je analogická jako při překladu do nižšı́ho jazyka, pouze ted’
překladače překládajı́ programy do některého cı́lového vyššı́ho programovacı́ho jazyka. Typickou
volbou bývá překlad do některého z cı́lových jazyků, jejichž překladače jsou široce rozšı́řené. Tako-
vým jazykem je napřı́klad jazyk C. Pro použitı́ jazyka C jako cı́lového jazyka překladu také hovořı́
jeho jednoduchost, jasná specifikace a přenositelnost. Překladače tohoto typu (překladače generujı́cı́
programy ve vyššı́m programovacı́m jazyku) jsou z hlediska složitosti své konstrukce srovnatelné
s interprety. Oproti interpretaci je výhoda ve většı́ rychlosti vykonávánı́ výsledného kódu. Nevýho-
dou je, že je potřeba mı́t k dispozici ještě překladač cı́lového jazyka, kterým je z programu v cı́lovém
jazyku nakonec sestaven výsledný kód stroje.

Z pohledu předchozı́ho rozdělenı́ je dobré zdůraznit, že překlad ani interpretace se pevně neváže
k programovacı́mu jazyku. Pro jeden programovacı́ jazyk mohou existovat jak překladače, tak interprety.
Rozdı́ly mezi interprety a překladači se někdy smývajı́. Některé přeložené kódy v sobě majı́ interpretačnı́
prvky. Naopak, některé interprety programovacı́ch jazyků dokážou přeložit některé části programů
s vykonávat je jako kód stroje. My se během dalšı́ho výkladu budeme zabývat většinou interpretacı́,
protože je z technického pohledu jednoduššı́.

V následujı́cı́m textu a v navazujı́cı́ch dı́lech cvičebnice se budeme zabývat pouze vyššı́mi programo-
vacı́mi jazyky. Nižšı́ programovacı́ jazyky budou rozebrány v rámci kurzu operačnı́ch systémů. Na závěr
úvodnı́ sekce podotkněme, že přesun od nižšı́ch k vyššı́m programovacı́m jazykům nastal velmi brzy po
zkonstruovánı́ programovatelných počı́tačů, protože jejich programátoři si dobře uvědomovali, jak bylo
programovánı́ v nižšı́ch jazycı́ch komplikované. Napřı́klad již Konrad Zuse pro svůj počı́tač Z3 navrhl vyššı́
programovacı́ jazyk zvaný Plankalkül [Gi97, Ro00, Zu43, Zu72]. Ačkoliv k jazyku ve své době neexistoval
překladač, je nynı́ Plankalkül považován za nejstaršı́ vyššı́ programovacı́ jazyk (navržený pro fyzicky existu-
jı́cı́ počı́tač). Konstrukce prvnı́ch překladačů si na počátku éry vyššı́ch programovacı́ch jazyků vyžádala
obrovské úsilı́. Z dnešnı́ho pohledu je konstrukce překladačů rutinnı́ záležitost, kterou by měl (alespoň
rámcově) znát každý informatik.

Vyššı́ programovacı́ jazyky s sebou přinesly nové (a původně netušené) možnosti. Brzy se zjistilo, že
části některých programů jsou napsány natolik obecně, že je lze použı́vat v jiných programech. To vedlo
velmi brzy k vytvářenı́ knihoven – speciálnı́ch částı́ programů, které obsahovaly předprogramované funkce,
které mohly být programátory ihned použı́vány. Dalšı́ milnı́k padl ve chvı́li, kdy se podařilo použı́t vyššı́
programovacı́ jazyky pro naprogramovánı́ operačnı́ch systémů (jazyk C a operačnı́ systém UNIX), protože
ještě dlouho po nástupu vyššı́ch programovacı́ch jazyků se věřilo, že nejsou pro psanı́ operačnı́ch systémů
(a základnı́ho softwarového vybavenı́ počı́tačů) vhodné.

1.2 Syntax a sémantika programů

Při úvahách o programech zapsaných v programovacı́ch jazycı́ch musı́me vždy důsledně odlišovat dva
úhly pohledu na tyto programy. Prvnı́m je jejich syntaxe čili způsob nebo tvar, ve kterém se programy
zapisujı́. Druhým úhlem pohledu je význam programů, neboli jejich sémantika. Sémantiku někdy nazýváme
interpretace, ačkoliv my tento pojem nebudeme použı́vat, protože koliduje s pojmem interpretace představe-
ným v sekci 1.1, jehož význam je „vykonávánı́ programu“ (což je význam posunutý trochu někam jinam).
Syntaxe a sémantika jsou dvě různé složky, které v žádném přı́padě nelze zaměňovat nebo ztotožňovat.
Důvod je v celku zřejmý, pouhý tvar, ve kterém zapisujeme programy nic neřı́ká o jejich významu, jak blı́že
ukážeme v následujı́cı́ch přı́kladech. Důrazné odlišovánı́ syntaxe a sémantiky nenı́ jen věcı́ programova-
cı́ch jazyků, ale je běžně použı́váno v logice, teoretické informatice i v aplikacı́ch, napřı́klad při konstrukci
analyzátorů textu, elektronických slovnı́ků nebo překladačů.

Syntax programovacı́ho jazyka je souborem přesně daných pravidel definujı́cı́ch jak zapisujeme programy
v daném programovacı́m jazyku. Syntax většiny programovacı́ch jazyků je popsána v jejich standardech
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pomocı́ takzvaných formálnı́ch gramatik, přı́padně jejich vhodných rozšı́řenı́, napřı́klad Backus-Naurovy
formy. Obecný popis problematiky je obsahem kurzu formálnı́ch jazyků a automatů, viz také [Ho01, Ko97].

V sekci 1.1 jsme uvedli, že každý vyššı́ programovacı́ jazyk obsahuje primitivnı́ výrazy a prostředky pro
jejich kombinaci. Syntaxe programovacı́ho jazyka z tohoto pohledu popisuje, jak vypadajı́ primitivnı́ výrazy
a vymezuje jakým způsobem lze z jednoduššı́ch výrazů konstruovat složitějšı́.

Přı́klad 1.2. Uvažujme smyšlený programovacı́ jazyk, ve kterém můžeme, kromě jiného, zapisovat datum.
Můžeme provést úmluvu, že povolená syntaxe data bude ve tvaru

DD/DD/DDDD,

kde každé D představuje cifru z množiny {0, . . . , 9}. Napřı́klad tedy výrazy 26/03/1979 a 17/11/1989
odpovı́dajı́ tomuto tvaru. Stejně tak ale třeba i výrazy 00/00/0000, 01/99/6666, 54/13/1002 a podobně,
odpovı́dajı́ smluvenému tvaru. V tuto chvı́li bychom se neměli nechat splést tı́m, že poslednı́ tři výrazy
nereprezentujı́ žádné „skutečné datum“; doposud jsme se pouze bavili o syntaxi data (jeho zápisu), nikoliv
jeho sémantice (jeho významu). Na tomto přı́kladu můžeme taky dobře vidět, že pouhý „smluvený tvar“,
ve kterém datum zapisujeme nic neřı́ká o jeho konkrétnı́ hodnotě. Vezmeme-li si výraz 03/11/2006, pak by
bylo dost dobře možné přisoudit mu dva zcela různé významy:

(a) 3. listopadu 2006 (prvnı́ údaj v DD/DD/DDDD značı́ čı́slo dne),

(b) 11. března 2006 (prvnı́ údaj v DD/DD/DDDD značı́ čı́slo měsı́ce).

Tı́mto přı́kladem jsme chtěli demonstrovat, že tvar (částı́) programů nelze směšovat s jeho významem, ani
z něj jeho význam nelze nijak „přı́močaře určit“.

Poučenı́, které plyne z předchozı́ho přı́kladu, je v podstatě následujı́cı́: každý programovacı́ jazyk musı́ mı́t
popsánu svojı́ syntax a sémantiku. Pokud se v daném jazyku budeme snažit psát programy, měli bychom
se vždy se syntaxı́ a sémantikou daného jazyka seznámit. Předejdeme tak nebezpečným chybám, které by
v programu mohly vzniknout dı́ky tomu, že jsme předpokládali, že „něco se pı́še/chová jinak, než jak jsme
mysleli (než na co jsme byli zvyklı́ u jiného jazyka)“. V následujı́cı́m přı́kladu ukážeme, jakých rozdı́lných
významů nabývá tentýž výraz z pohledu sémantiky různých programovacı́ch jazyků.

Přı́klad 1.3. Uvažujme výraz ve tvaru

x = y + 3.

Tento výraz lze chápat jako část programů zapsaných v různých programovacı́ch jazycı́ch. V následujı́cı́m
přehledu uvedeme několik odlišných významů tohoto výrazu tak, jak jej definujı́ vybrané programovacı́
jazyky.

(a) V jazycı́ch jakými jsou C, C++ a dalšı́ by měl výraz „x = y + 3“ význam přı́kazu přiřazenı́. Význam
výrazu bychom mohli konkrétně vyjádřit takto: „do pamět’ového mı́sta označeného identifikátorem
x je zapsána hodnota vzniklá zvětšenı́m hodnoty uložené v pamět’ovém mı́stě označeném identifiká-
torem y o tři.“ Symboly x a y tedy hrajı́ úlohy označenı́ pamět’ových mı́st a výše uvedený výraz je přı́kaz
přiřazenı́ hodnoty vypočtené pomocı́ obsahu jednoho pamět’ového mı́sta do jiného pamět’ového mı́sta.

(b) V jazycı́ch jako jsou Algol 60 a Pascal je symbol „=“ vyhrazen pro porovnávánı́ čı́selných hodnot. V tomto
přı́padě má „x = y + 3“ význam „porovnej, zda-li je hodnota uložená v x rovna hodnotě uložené
v y zvětšené o tři.“ Oproti předchozı́mu přı́padu je tedy výsledkem zpracovánı́ výrazu „x = y + 3“
pravdivostnı́ hodnota pravda (a to v přı́padě, že rovnost skutečně platı́) nebo nepravda (rovnost neplatı́).
K žádnému přiřazenı́ hodnot (mezi pamět’ovými mı́sty) nedocházı́.

(c) V jazyku METAPOST, což je speciálnı́ jazyk vyvinutý pro kreslenı́ vektorových schémat (takzvaných
pérovek), má výraz „x = y + 3“ význam přı́kazu pro řešenı́ lineárnı́ rovnice nebo soustavy (dřı́ve
uvedených) lineárnı́ch rovnic. Výraz „x = y + 3“ uvedený v programu má význam „pokus se řešit
rovnici x = y + 3“. Pokud by napřı́klad hodnota x byla známá, pak by po uvedenı́ tohoto výrazu
došlo k výpočtu hodnoty y, což by bylo x − 3. To je významný rozdı́l oproti přı́kazu přiřazenı́, viz
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bod (a), protože v tomto přı́padě došlo k dopočtenı́ hodnoty y a hodnota x (levá strana rovnosti) se
nezměnila. Pokud by byly známé obě hodnoty x i y, pak by došlo ke kontrole konzistence rovnice
(pokud by neplatila rovnost, výpočet by končil chybou: „neřešitelná rovnice nebo soustava rovnic“).
Pokud by ani jedna z proměnných x a y nebyla známá, pak by byla rovnice pouze „zapamatována“
a byla by použita při pokusu o nalezenı́ řešenı́ při výskytu dalšı́ rovnice.

(d) V logických programovacı́ch jazycı́ch, jakým je napřı́klad jazyk PROLOG, by měl výraz „x = y + 3“
význam deklarace, že hodnota navázaná na proměnnou x musı́ být ve stejném tvaru jako y + 3.
Taková podmı́nka je splněna napřı́klad v přı́padě, kdy na x bude navázána hodnota f(z) + 3 a na
y by byla navázána hodnota f(z), protože pak by po dosazenı́ f(z) + 3 za x do „x = y + 3“ a po
následném dosazenı́ f(z) za y do „f(z) + 3 = y + 3“ přešel původnı́ výraz „x = y + 3“ do tvaru
„f(z)+3 = f(z)+3“. Uvědomme si, že deklarace stejného tvaru dvou výrazů v tomto smyslu je něco
jiného než řešenı́ lineárnı́ rovnice z bodu (c). V jazyku PROLOG musı́ být přı́sně vzato proměnné x
a y značeny velkými pı́smeny, ale když si odmyslı́me tento detail, tak máme dohromady čtyři různé
interpretace téhož výrazu.

V předchozı́m přı́kladu jsme viděli různé interpretace stejného výrazu. Platı́ samozřejmě i opačná situace
a to ta, že konstrukce s jednı́m významem se v různých programovacı́ch jazycı́ch zapisuje různě. Tento jev
je dobře pozorovatelný napřı́klad na aritmetických výrazech, což ukazuje následujı́cı́ přı́klad.

Přı́klad 1.4. Uvažujme aritmetický výraz 2 · (3 + 5) čili „vynásob dvěma součet třı́ a pěti“. V každém
rozumném programovacı́m jazyku je výsledkem zpracovánı́ takového výrazu hodnota 16. Jazyky se ale
leckdy lišı́ v samotném zápisu výrazu 2 · (3 + 5). Jednı́m ze zdrojů rozdı́lů je pozice symbolů označujı́cı́ch
operace „ · “ a „+“ vůči operandům čili podvýrazům, se kterými operace provádı́me. Následujı́cı́ přehled
obsahuje čtyři typické zápisy výrazu 2 · (3 + 5) v programovacı́ch jazycı́ch.

2 * (3 + 5) Tento tvar je v souladu s běžným psanı́m výrazů, symboly pro operace stojı́ mezi operandy
se kterými operace chceme provádět. Proto tomuto zápisu řı́káme infixová notace. Při psanı́ výrazů
v infixové notaci hrajı́ důležitou roli priority operacı́ a jejich asociativita. Drtivá většina jazyků, napřı́klad
jazyky C a C++, umožňujı́ psát pouze 2 * 3 + 4 mı́sto (2 * 3) + 4, protože symbol „*“ označujı́cı́
násobenı́ má vyššı́ prioritu než symbol „+“ označujı́cı́ sčı́tánı́. Stejně tak lze psát 2 + 3 + 4 mı́sto
2 + (3 + 4), což je zaručeno tı́m, že operace „+“ je asociativnı́. Infixový zápis s sebou z hlediska
konstrukce interpretů a překladačů programovacı́ch jazyků přinášı́ komplikace, protože u výrazů je
potřeba správně rozpoznávat prioritu a asociativitu operacı́. Dalšı́ technickou komplikacı́ je použitı́
operacı́, které majı́ vı́c jak dva argumenty, které již nelze psát „čistě infixově“, protože „jeden symbol“
nelze napsat „mezi tři operandy“. Napřı́klad jazyky C, C++, PERL a dalšı́ majı́ ternárnı́ operátor,
který se zapisuje ve tvaru „〈operand1〉 ? 〈operand2〉:〈operand3〉“, tedy pomocı́ dvou různých symbolů
vložených mezi operandy.

(* 2 (+ 3 5)) Při použitı́ této notace, takzvané prefixové notace, pı́šeme operaci před všechny operandy,
samotné operandy jsou od operace a mezi sebou odděleny mezerami, nebo obecněji „bı́lými znaky“
(anglicky whitespace). Za bı́lé znaky se v informatickém žargonu považujı́ libovolné sekvence mezer,
tabelátorů a nových řádků (přı́padně jiných speciálnı́ch znaků nemajı́cı́ch čitelnou reprezentaci).
Každý výraz v prefixové notaci skládajı́cı́ se z operace a operandů je navı́c celý uzavřen do závorek.
Prefixová notace má proti infixové notaci jednu nevýhodu – a tou je počátečnı́ nezvyk programátorů.
Na druhou stranu má prefixová notace velké množstvı́ výhod, které ocenı́me postupně v dalšı́ch
lekcı́ch. Nynı́ podotkněme, že notace je velmi jednoduchá a nemá v nı́ napřı́klad smysl řešit prioritu
operacı́. Jednoduše lze také psát operace s libovolným počtem operandů, napřı́klad výraz (+ 2 3 5)

je „součet třı́ operandů“, (+ (* 2 3) 5) je „součet dvou operandů“, dále (op (+ 1 2) 3 4 5) je
„operace op provedená se čtyřmi operandy (+ 1 2), 3, 4 a 5“ a podobně.

(2 (3 5 +) *) Tato notace se nazývá postfixová a je analogická notaci prefixové s tı́m rozdı́lem, že operace
se pı́še až za všechny operandy. Dále platı́ pravidlo o oddělovánı́ operandů od operace a mezi sebou
a pravidlo o uzávorkovánı́ vnějšı́ch výrazů jako u prefixové notace. Tato notace je ze všech notacı́
nejméně použı́vaná.

2 3 5 + * Poslednı́ uvedená notace se vyznačuje tı́m, že operace se pı́šı́ opět za operandy, ale každá
operace má pevný počet přı́pustných operandů, tı́m pádem je možné bez újmy vynechat ve výrazu
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všechny závorky. Notace se nazývá reverznı́ bezzávorková notace, nebo též polská bezzávorková notace,
protože ji proslavil polský logik Jan Lukasiewicz. Výrazy v tomto tvaru lze jednoduše načı́tat a vy-
hodnocovat. I přes svou zdánlivou těžkou čitelnost je bezzávorková notace poměrně oblı́bená a je
na nı́ založeno několik programovacı́ch jazyků, napřı́klad jazyk PostScript – specializovaný grafický
jazyk, který umı́ interpretovat většina (lepšı́ch) tiskáren a jiných výstupnı́ch zařı́zenı́ počı́tačů.

Při vytvářenı́ programů musı́ mı́t každý programátor neustále na paměti syntax a sémantiku jazyka.
Syntax proto, aby věděl, jak má zapsat danou čı́st kódu. Sémantiku proto, aby vždy znal přesný význam
toho, co pı́še a aby uměl rozhodnout, zda-li má právě vytvářený program skutečně zamýšlený význam.

I přes veškerou snahu se nelze vyhnout vzniku chyb. Chyby při vytvářenı́ programů lze obecně rozdělit na
chyby syntaktické a sémantické. Syntaktická chyba je chybou v zápisu programu. Kód, který nenı́ z pohledu
daného jazyka syntakticky správný, nelze v podstatě chápat ani jako program v daném jazyku. Syntaktické
chyby lze odhalit poměrně snadno. Překladače programovacı́ch jazyků odhalı́ syntaktické chyby již během
překladu. Interprety programovacı́ch jazyků odhalı́ syntaktické chyby až v momentě, kdy se interpret (neú-
spěšně) pokusı́ načı́st chybný vstupnı́ výraz. V přı́padě překladačů i interpretů tedy k odhalenı́ syntaktické
chyby docházı́ ještě před započetı́m vykonávánı́ programu (který v přı́padě syntaktické chyby de facto
programem nenı́).

Přı́klad 1.5. Kdybychom se vrátili k přı́kladu 1.2, pak výraz 12/3/2003 je syntakticky chybným protože pro-
střednı́ složka „3“ má jen jednu cifru. Stejně tak by byly syntakticky chybné výrazy 24/k6/1234, 12/06/20/03
a 12–04–2003. Zdůvodněte proč.

Druhou kategoriı́ chyb jsou sémantické chyby. Jak již název napovı́dá, jedná se o chyby ve významu programu.
Mezi typické sémantické chyby patřı́ napřı́klad prováděnı́ operacı́ nad daty neslučitelných typů, napřı́klad
sčı́tánı́ čı́sel a řetězců znaků (neformálně řečeno, jde o mı́chánı́ jablek a hrušek, neboli o klasické Klausovské
„vyráběnı́ kočkopsa“). Sémantické chyby lze odhalit během překladu či interpretace pouze v omezené mı́ře.
Napřı́klad překladače programovacı́ho jazyka C jsou během překladu schopny zjistit všechny konflikty
v typech dat se kterými program pracujeme. Technicky ale již třeba nenı́ možné při překladu vyloučit
chyby způsobené „dělenı́m nulou,“ protože hodnota dělitele může být proměnlivá a může během činnosti
programu nabývat různých hodnot.

Překladače některých jazyků, natož jejich interprety, neumějı́ rozpoznat konflikty v typech předem
(to jest, třeba během překladu nebo před započetı́m interpretace). Tento jev bychom však neměli chápat
jako „chybu“ nebo „nedokonalost“ programovacı́ho jazyka, ale jako jeho rys – v některých progra-
movacı́ch jazycı́ch prostě dopředná analýza typů nenı́ možná a programátor musı́ vytvářet program
s ohledem na to, že za něj nikdo „typovou kontrolu neprovádı́ “.

Chyba projevujı́cı́ se až za běhu programu se anglicky označujı́ jako run-time error. Asi nenı́ třeba přı́liš
zdůrazňovat, že se jedná o vůbec nejnebezpečnějšı́ typ chyb, protože chyby způsobené až za běhu programu
zpravidla:

(a) mohou být delšı́ dobu latentnı́, tedy programátor si jich nemusı́ vůbec všimnout,

(b) obvykle způsobı́ havárii či nekorektnı́ činnost programu,

(c) jejich odstraňovánı́ je náročné z hlediska lidských i finančnı́ch zdrojů.

Chyby, které se někdy dlouho neprojevı́, viz bod (a), jsou často způsobeny podceněnı́m triviálnı́ch přı́padů.
To napřı́klad znamená, že při načı́tánı́ dat ze souboru programátor zapomene ošetřit přı́pad, kdy soubor na
disku sice existuje ale je prázdný. Programátor může napřı́klad ihned po otevřenı́ souboru načı́tat data aniž
by zkontroloval, zda-li tam nějaká jsou, což může posléze vést k chybě. Jako odstrašujı́cı́ přı́klad k bodům
(b) a (c) můžeme uvést přı́klad vesmı́rné sondy Mars Climate Orbiter (MCO), která v zářı́ 1999 shořela
v atmosféře Marsu vlivem chyby způsobené neprovedenı́m přepočtu vzdálenosti v kilometrech na mı́le
(škoda vzniklá touto „chybou za běhu výpočtu“ byla cca 125 milionů USD).
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1.3 Přehled paradigmat programovánı́

Vyššı́ programovacı́ jazyky lze rozdělit do kategoriı́ podle toho, jakým styl (paradigma) při programovánı́
v daném jazyku převládá. Znalost programovacı́ho stylu je důležitá z pohledu vytvářenı́ kvalitnı́ch pro-
gramů, protože pouze na základě dobré vnitřnı́ kvality programu (to jest toho, jak je program napsán) lze
dosáhnout požadované vnějšı́ kvality programu (to jest toho, jak se program chová z uživatelského pohledu).
Za základnı́ dvě kvality programů jsou někdy považovány:

• korektnost (program reaguje správně na správné vstupy),

• robustnost (program se umı́ vyrovnat i se špatnými vstupy).

Robustnost je tedy silnějšı́ vlastnost a zaručuje, že daný program nehavaruje v přı́padě, kdy dostane na svůj
vstup špatná data (třeba data, která nejsou v požadovaném formátu), ale umı́ danou situaci ošetřit (třeba
požádánı́m o zadánı́ nového vstupu, nebo automatickou opravou špatných dat).

Upozorněme nynı́, jak je potřebovat chápat programovacı́ paradigmata ve vztahu k programovacı́m
jazykům. Paradigma je de facto styl, kterým lze programovat v jakémkoliv jazyku, který jej podporuje
(umožňuje). Některé programovacı́ jazyky jsou „šité na mı́ru“ jednomu paradigmatu a nepředpokládá
se, že by v nich programátoři chtěli pracovat jiným stylem (i když i to je možné). Vezmeme-li si jako
přı́klad procedurálnı́ paradigma (viz dále), pak napřı́klad jazyk PASCAL byl vytvořen s ohledem na to, že
se v něm bude programovat procedurálnı́m stylem. Proto taky někdy řı́káme, že PASCAL je procedurálnı́
jazyk. Tuto terminologii budeme použı́vat i nadále.

Základnı́ch paradigmat programovánı́ je několik. Nejprve si uvedeme skupinku třı́ paradigmat, ke kterým
existujı́ teoreticky dobře propracované formálnı́ modely.

procedurálnı́ Procedurálnı́ paradigma je jednı́m ze dvou nejstaršı́ch paradigmat programovánı́, někdy též
bývá nazýváno paradigmatem imperativnı́m. Programy napsané v procedurálnı́m stylu jsou tvořeny
sekvencemi přı́kazů, které jsou postupně vykonávány. Klı́čovou roli při programovánı́ v procedurál-
nı́m stylu hraje přı́kaz přiřazenı́ (zápis hodnoty na dané mı́sto v paměti) a souvisejı́cı́ vedlejšı́ efekt
(některým typem přiřazenı́ může být modifikována datová struktura a podobně). Sekvenčnı́ styl vy-
konávánı́ přı́kazů lze částečně ovlivnit pomocı́ operacı́ skoků a podmı́něných skoků. Formálnı́m modelem
procedurálnı́ch programovacı́ch jazyků je von Neumannův RAM stroj, viz [vN46]. Z hlediska stylu
programovánı́ ještě procedurálnı́ paradigma můžeme jemněji rozdělit na:
naivnı́ Naivnı́ paradigma bývá někdy chápané jako „samostatné paradigma“, častěji se mezi para-

digmata programovánı́ ani neuvádı́. Naivnı́ procedurálnı́ jazyky se vyznačujı́ jakousi všudypřı́-
tomnou chaotičnostı́, majı́ obvykle nesystematicky navrženou syntaxi a sémantiku, v některých
rysech jsou podobné nestrukturovaným procedurálnı́m jazykům, viz dále. Mezi typické zástupce
patřı́ programovacı́ jazyky rodiny BASIC (prvnı́ jazyk BASIC navrhli J. Kemeny a T. Kurtz v roce
1968 za účelem zpřı́stupnit počı́tače a programovánı́ mimo komunitu počı́tačových vědců).

nestrukturované Nestrukturované procedurálnı́ paradigma je velmi blı́zké assemblerům, programy
jsou skutečně lineárnı́ sekvence přı́kazů a skoky jsou v programech realizovány přı́kazem typu
„GO TO“, to jest „jdi na řádek.“ V raných programovacı́ch jazycı́ch držı́cı́ch se tohoto stylu
byly navı́c všechny řádky programu čı́slované a skoky šlo realizovat pouze na základě uvedenı́
konkrétnı́ho čı́sla řádku, což s sebou přinášelo velké komplikace. Později se objevily přı́kazy
skoku využı́vajı́cı́ návěstı́. Typickými zástupci v této kategorii byly rané verze jazyků FORTRAN
a COBOL.

strukturované Ve svém článku [Di68] upozornil E. Dijkstra na nebezpečı́ spjaté s použı́vánı́m přı́kazu
„GO TO“. Poukázal zejména na to, že při použı́vánı́ přı́kazu „GO TO“ je prakticky nemožné la-
dit program, protože struktura programu nedává přı́liš informacı́ o jeho vykonávánı́ (v nějakém
bodě výpočtu). Strukturované procedurálnı́ paradigma nahrazuje přı́kazy skoku pomocı́ pod-
mı́něných cyklů typu „opakuj ∼ dokud platı́ podmı́nka“ a jiných strukturovaných konstrukcı́,
které se do sebe vnořujı́. Typickými zástupci programovacı́ch jazyků z této rodiny jsou jazyky C
(D. Ritchie, B. Kernighan, 1978), PASCAL (N. Wirth, 1970), Modula-2 (N. Wirth, 1978), a ADA
(J. Ichbiah a kolektiv, 1977–1983).
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funkcionálnı́ Funkcionálnı́ paradigma je zhruba stejně staré jako paradigma procedurálnı́. Programy ve
funkcionálnı́ch jazycı́ch sestávajı́ ze symbolických výrazů. Výpočet je potom tvořen postupnou aplikacı́
funkcı́, kdy funkce jsou aplikovány s hodnotami, které vznikly v předchozı́ch krocı́ch aplikacı́, vý-
sledné hodnoty aplikace jsou použity při aplikaci dalšı́ch funkcı́ a tak dále. Při čistém funkcionálnı́m
programovánı́ nedocházı́ k vedlejšı́m efektům, přı́kaz přiřazenı́ se nepoužı́vá. Dı́ky absenci vedlejšı́ch
efektů je možné chápat programy ve funkcionálnı́ch jazycı́ch jako ekvacionálnı́ teorie [Wec92]. Rov-
něž se nepoužı́vajı́ přı́kazy skoku ani strukturované cykly. Cykly se nahrazujı́ rekurzivnı́mi funkcemi
a funkcemi vyššı́ch řádů. V některých funkcionálnı́ch jazycı́ch také hraje důležitou roli lı́né vyhodnocovánı́
(jazyk Haskell, 1987) a makra (zejména dialekty LISPu). Nejznámějšı́ teoretický model funkcionálnı́ho
programovánı́ je λ-kalkul (A. Church, 1934, viz [Ch36, Ch41]), i když existujı́ i modely jiné, napřı́klad
modely založené na uspořádaných algebrách (přehled lze nalézt ve [Wec92]). Typickými zástupci
funkcionálnı́ch programovacı́ch jazyků jsou Common LISP, Scheme, ML a Anfix (dřı́ve Aleph). Mezi
čistě funkcionálnı́ jazyky patřı́ Miranda, Haskell, Clean a dalšı́.

logické Teoretické základy logického programovánı́ byly položeny v článcı́ch [Ro63, Ro65] J. Robinsona
popisujı́cı́ch rezolučnı́ metodu. Později byla teorie logických jazyků dále rozpracována a zkonstruovány
byly prvnı́ překladače logických jazyků, viz také [Ll87, NS97, NM00, SS86]. Pro logické paradigma
je charakteristický jeho deklarativnı́ charakter, při psanı́ programů programátoři spı́š popisujı́ problém,
než aby vytvářeli předpis, jak problém řešit (to samozřejmě platı́ jen do omezené mı́ry). Programy
v logických programovacı́ch jazycı́ch lze chápat jako logické teorie a výpočet lze chápat jako dedukci
důsledků, které z této teorie plynou. Formálnı́m modelem logického programovánı́ jsou speciálnı́
inferenčnı́ mechanismy, jejichž studium je předmětem matematické logiky. Programy se skládajı́ ze
speciálnı́ch formulı́ – tak zvaných klauzulı́. Výpočet se v logických jazycı́ch zahajuje zadánı́m cı́le,
což je existenčnı́ dotaz, pro který je během výpočtu nalezena odpověd’, nebo nikoliv. Typickým
představitelem logického programovacı́ho jazyka je PROLOG (A. Colmerauer, R. Kowalski, 1972).
Logické programovacı́ jazyky rovněž nalezly uplatněnı́ v deduktivnı́ch databázı́ch, napřı́klad jazyk
DATALOG (H. Gallaire, J. Minker, 1978).

Dalšı́ dvě významná paradigmata jsou:

objektově orientované Objektové paradigma je založené na myšlence vzájemné interakce objektů. Objekty jsou
nějaké entity, které majı́ svůj vnitřnı́ stav, který se během prováděnı́ výpočetnı́ho procesu může měnit.
Objekty spolu komunikujı́ pomocı́ zası́lánı́ správ. Objektově orientované paradigma nenı́ „jen jedno“,
ale lze jej rozdělit na řadu podtypů. Ze všech programovacı́ch paradigmat má objektová orientace
nejvı́c modifikacı́ (které jdou leckdy myšlenkově proti sobě). Napřı́klad při vývoji některých jazyků
byla snaha odstranit veškeré rysy připomı́najı́cı́ procedurálnı́ paradigma: cykly byly nahrazeny iterá-
tory, podmı́něné přı́kazy byly nahrazeny výjimkami, a podobně. Jiné jazyky se této striktnı́ představy
nedržı́. Prvnı́m programovacı́m jazykem s objektovými rysy byla Simula (O. J. Dahl a K. Nygaard,
1967). Mezi čistě objektové jazyky řadı́me napřı́klad Smalltalk (A. Kay a kol., 1971) a Eiffel (B. Meyer,
1985). Dalšı́mi zástupci jazyků s objektovými rysy jsou C++, Java, Ruby, Sather, Python, Delphi a C].

paralelnı́ Paralelnı́ paradigma je styl programovánı́, ve kterém je kladen důraz na souběžné (paralelnı́) vykoná-
vánı́ programu. Paralelnı́ paradigma má opět mnoho podtřı́d a nejde o něm řı́ct přı́liš mnoho obecně.
Jednou z hlavnı́ch myšlenek je, že výpočetnı́ proces se skládá z několika souběžně pracujı́cı́ch částı́.
Programy generujı́cı́ takové výpočetnı́ procesy musı́ mı́t k dispozici prostředky pro jejich vzájemnou
synchronizaci, sdı́lenı́ dat, a podobně. Mezi zástupce čistých paralelnı́ch jazyků patřı́ napřı́klad MPD,
Occam a SR. Paralelnı́ prvky se jinak vyskytujı́ ve všech modernı́ch programovacı́ch jazycı́ch nebo
jsou k dispozici formou dodatečných služeb (poskytovaných operačnı́mi systémy).

Předchozı́ dvě paradigmata jsou významná z toho pohledu, že velká většina soudobých programovacı́ch
jazyků v sobě zahrnuje jak objektové tak paralelnı́ rysy. Zajı́mavé ale je, že ani objektové ani paralelnı́
paradigma za sebou nemajı́ silné formálnı́ modely, jako je tomu v přı́padě předchozı́ch třı́ paradigmat
(formálnı́ch modelů existuje několik, jsou bud’vzájemně neslučitelné, nebo pokrývajı́ jen část problematiky).
Dalšı́ pozoruhodná věc je, že čistě objektové ani paralelnı́ jazyky se (v praxi) de facto vůbec nepoužı́vajı́.
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Obecně lze řı́ct, že žádné paradigma se prakticky nepoužı́vá ve své čisté podobě. V dnešnı́ době je
typické použı́vat programovacı́ jazyky, které umožňujı́ programátorům programovat vı́ce styly. Napřı́-
klad jazyky jako jsou C++, Java, C], Delphi a jiné jsou procedurálně-objektové, jazyky Anfix a Ocaml
jsou funkcionálně-objektové a podobně. Někdy proto hovořı́me o multiparadigmatech. Čı́m vı́ce stylů
programátor během svého života vyzkoušı́, tı́m většı́ bude mı́t potenciál při vytvářenı́ programů.

Našı́m cı́lem bude postupně projı́t všemi paradigmaty a ukázat si jejich hlavnı́ rysy. Máme v zásadě
několik možnostı́, jak to udělat. Mohli bychom si pro každé zásadnı́ paradigma zvolit jeden (typický) jazyk,
popsat jeho syntax a sémantiku a na tomto jazyku si programovacı́ paradigma představit. Z praktických
důvodů se při našem výkladu vydáme jinou cestou. Zvolı́me si na začátku jeden multiparadigmový jazyk
s vysokým modelovacı́m potenciálem a na tomto jazyku budeme postupně demonstrovat všechny hlavnı́
styly programovánı́.

Pro naše účely si zvolı́me jazyk Scheme. Scheme je dialekt jazyka LISP, který byl částečně inspirován
jazykem ALGOL 60. Jazyk Scheme navrhli v 70. letech minulého stoletı́ Guy L. Steele a Gerald Jay Sussman
původně jako experimentálnı́ jazyk pro ověřenı́ některých vlastnostı́ teorie aktorů. Scheme byl inspirovaný
LISPem, ale byl na rozdı́l od něj výrazně jednoduššı́. I tak se ukázalo, že v jazyku se dajı́ velmi rychle
vytvářet prototypy programů – jazyk se tedy výborně hodil pro experimentálnı́ programovánı́. Jazyk byl
poprvé úplně popsán v revidovaném reportu [SS78] v roce 1978. Od té doby vznikajı́ dalšı́ revize tohoto
revidovaného reportu, poslednı́ report je „pátý revidovaný report o jazyku Scheme“. Pro revidované reporty
se vžilo značenı́ RnRS, kde „n“ je čı́slo revize. Současná verze se tedy označuje jako R5RS, viz [R5RS]. Stav
návrhu dalšı́ho revidovaného reportu lze najı́t v [DC06]. Dalšı́ návrhy na úpravy a vylepšenı́ jazyka Scheme
se shromažd’ujı́ prostřednictvı́m tak zvaných SRFI (zkratka pro Scheme Requests for Implementation), které
lze nalézt na http://srfi.schemers.org/. Revidovaným reportům předcházela série článků, které vešly
do historie pod názvem „lambda papers“, dva nejvýznamnějšı́ z nich jsou [St76, SS76].

Při našem exkurzu paradigmaty programovánı́ však nebudeme použı́vat Jazyk Scheme podle jeho součas-
ného de facto standardu R5RS, ale budeme uvažovat jeho vlastnı́ zjednodušenou variantu. To nám umožnı́
plně se soustředit na vlastnı́ problematiku jazyka a jeho interpretace. Paradoxně nám jednoduššı́ verze
umožnı́ zabývat se i problémy, kterými bychom se v plnohodnotném interpretu zabývat nemohli (nebo by
to bylo obtı́žné). Během našeho zkoumánı́ se na jazyk Scheme budeme dı́vat z dvou různých úhlů pohledu:

• pohled programátora v jazyku Scheme – z tohoto úhlu pohledu si budeme postupně představovat jazyk
Scheme a budeme si ukazovat typické ukázky programů napsaných v jazyku Scheme; budeme přitom
postupovat od jednoduchého ke složitějšı́mu;

• pohled programátora interpretu jazyka Scheme – z tohoto úhlu pohledu budeme vysvětlovat, jak fun-
guje interpret jazyka Scheme. Tento úhel pohledu bývá v literatuře často opomı́jen, je však důležitý
i z předchozı́ho pohledu. Detailnı́m popisem mechanismu, kterým z programu vzniká výpočetnı́
proces, zı́ská programátor úplný přehled o tom, jak jsou programy vykonávány. Tyto znalosti lze
pak využı́t v mnoha oblastech: při laděnı́ programů, při programovánı́ vlastnı́ch vyhodnocovacı́ch
procesů (nejen v jazyku Scheme) a podobně. Tı́m, že budeme jazyk představovat od nejjednoduššı́ch
částı́, bude popis jeho interpretace stravitelný i pro čtenáře, kteřı́ nikdy zkušenost s programovánı́m
neměli.

V této cvičebnici budeme studovat funkcionálnı́ paradigma. To je zároveň primárnı́ paradigma Jazyka Scheme.
Po dvanácti lekcı́ch v této cvičebnici budeme schopni (mimo jiné) naprogramovat vlastnı́ interpret ryze
funkcionálnı́ podmnožiny jazyka Scheme.

1.4 Symbolické výrazy a syntaxe jazyka Scheme

V této části lekce popı́šeme syntaxi jazyka Scheme, to jest způsob, jak zapisujeme programy ve Scheme.
Významem (interpretacı́) programů se budeme zabývat v dalšı́ části lekce. Jazyk Scheme, stejně tak jako
ostatnı́ dialekty LISPu, má velmi jednoduchou syntaxi, zato má velmi bohatou sémantiku. To s sebou přinášı́
několik přı́jemných efektů:
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(a) zápis programů je snadno pochopitelný,

(b) při programovánı́ se dopouštı́me jen minimálnı́ho množstvı́ syntaktických chyb,

(c) mechanická kontrola správného zápisu programu je přı́močará.

Body (a) a (b) majı́ praktické dopady při tom, když v jazyku Scheme programujeme. Bod (c) je neméně
podstatný, je však zajı́mavý spı́š z pohledu konstrukce překladače/interpretu jazyka Scheme.

Programy v jazyku Scheme se skládajı́ ze symbolických výrazů. Nejprve popı́šeme jak tyto výrazy mohou
vypadat a pak pomocı́ nich zavedeme pojem program. Neformálně řečeno, za symbolické výrazy budeme
považovat čı́sla a symboly, což jsou základnı́ symbolické výrazy a dále seznamy, což jsou složené symbolické
výrazy. Přesná definice následuje:

Definice 1.6 (symbolický výraz).
(i) Každé čı́slo je symbolický výraz

(zapisujeme 12, -10, 2/3, 12.45, 4.32e-20, -5i, 2+3i, a pod.);

(ii) každý symbol je symbolický výraz
(zapisujeme sqrt, +, quotient, even?, muj-symbol, ++?4tt, a pod.);

(iii) jsou-li e1, e2, . . . , en symbolické výrazy (pro n ≥ 1),
pak výraz ve tvaru (e1  e2  · · ·  en) je symbolický výraz zvaný seznam. �

Poznámka 1.7. (a) Symbolickým výrazům budeme rovněž zkráceně řı́kat S-výrazy (anglicky: symbolic expres-
sion, přı́padně S-expression). Vrátı́me-li se opět k primitivnı́m výrazům a prostředkům pro jejich kombinaci,
pak čı́sla a symboly jsou primitivnı́ symbolické výrazy, které lze dále kombinovat do seznamů. Pojem sym-
bolický výraz (S-výraz) se objevuje už v prvnı́m publikovaném návrhu jazyka LISP z roku 1960, popsaném
v článku [MC60]. Ačkoliv byl původnı́ LISP vyvinut na počı́tač IBM 704, popis jazyka a jeho interpretace
pomocı́ S-výrazů umožnil odhlédnout od konkrétnı́ho hardware a později snadno implementovat dalšı́
varianty LISPu na jiných počı́tačı́ch.

(b) Z důvodů přehlednosti budeme symbolické výrazy zapisovat s barevným odlišenı́m čı́sel (zelená),
symbolů (modrá) a závorek (červená) tak, jak je to vyznačeno v definici 1.6.

(c) Za symboly budeme považovat libovolnou sekvenci znaků neobsahujı́cı́ závorky ( a ), kterou nelze
přirozeně interpretovat jako zápis čı́sla. Napřı́klad tedy -8.5 chápeme jako čı́slo „mı́nus osm celých a pět
desetin“, kdežto -8.5., -8.5.6, 8-8.5, 1- a podobně jsou symboly. Napřı́klad 2*3 je rovněž symbol,
protože se nejedná o sekvenci znaků, kterou bychom chápali jako „zápis čı́sla“. Pro úplný popis syntaxe
čı́sel a symbolů bychom v tuto chvı́li měli správně udělat detailnı́ specifikaci všech přı́pustných tvarů
čı́sel. Pro účely dalšı́ho výkladu si však vystačı́me s tı́mto intuitivnı́m odlišenı́m čı́sel a symbolů. Zájemce
o podrobnou specifikaci čı́sel a symbolů v R5RS Scheme odkazuji na specifikaci [R5RS].

(d) V seznamu (e1  e2  · · ·  en) uvedeném v definici 1.6 jsme označovali pomocı́ „ “ libovolnou, ale ne-
prázdnou, sekvenci bı́lých znaků, které sloužı́ jako oddělovače jednotlivých prvků seznamů. Čı́slo n budeme
nazývat délka seznamu(e1  e2  · · ·  en). Symbolické výrazy e1, . . . , en jsou prvky seznamu(e1  e2  · · ·  en).
Napřı́klad (10ahoj20) je seznam s jediným prvkem, jı́mž je symbol 10ahoj20. Naproti tomu třeba seznam
(10 ahoj20) má dva prvky, prvnı́ je čı́slo 10 a druhým je symbol ahoj20. Dále třeba (10 aho j 20) má
čtyři prvky, prvnı́ je čı́slo 10, druhý je symbol aho, třetı́ je symbol j a poslednı́ je čı́slo 20. Upozorněme také
na fakt, že prvky seznamů mohou být opět seznamy. Napřı́klad tedy (a (1 2) b) je třı́prvkový seznam,
jehož prvnı́ prvek je symbol a, druhý prvek je dvouprvkový seznam (1 2) a třetı́ prvek je symbol b.

(e) Při psanı́ symbolických výrazů připustı́me jednu výjimku pro vynechánı́ bı́lých znaků mezi prvky
seznamů a to kolem prvků, které jsou samy o sobě seznamy. Napřı́klad v přı́padě seznamu (a (3 2) b)

bychom mohli psát rovněž (a(3 2) b), (a (3 2)b) nebo (a(3 2)b) a pořád by se jednalo o týž seznam.
Na druhou stranu, (a(32)b) už by stejný seznam nebyl, protože druhý prvek (32) je nynı́ jednoprvkový
seznam obsahujı́cı́ čı́slo (32).

Přı́klad 1.8. Následujı́cı́ výrazy jsou symbolické výrazy:

-2/3 3.141459 list? (= 1 2) (2+ (3 + 3))

-3+2i 10.2.45 inexact->exact (* 2 (sqrt (/ 2 3))) ((10) (20))

-20. 1+ ahoj-svete (1 + 2) (1 (ahoj (3)))
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Podotkněme, že -2/3 označuje racionálnı́ čı́slo −23 , -3+2i označuje komplexnı́ čı́slo −3 + 2i. Čı́sla tvaru
-20.0 můžeme psát zkráceně -20. a podobně.

Následujı́cı́ výrazy nejsou symbolické výrazy:

) výraz začı́ná pravou závorkou,
(+ 1 2)) výraz má jednu pravou závorku navı́c,
(10 (20 ahoj) výrazu chybı́ jedna pravá závorka,

Všimněte si, že do předchozı́ch výrazů lze vždy doplnit závorky tak, aby se z nich staly symbolické výrazy
a to dokonce mnoha způsoby. Napřı́klad do (10 (20 ahoj) můžeme doplnit závorky (10 (20) ahoj)

nebo (10 (20 ahoj)) a tak dále.

Nynı́ můžeme řı́ct, co budeme mı́t na mysli pod pojmem program v jazyku Scheme.

Definice 1.9 (program). Program (v jazyku Scheme) je konečná posloupnost symbolických výrazů. �

Programy v jazyku Scheme jsou posloupnosti symbolických výrazů. Pokud by byl v posloupnosti obsa-
žen výraz, který by nebyl symbolickým výrazem dle definice, pak daná posloupnost nenı́ programem
v jazyku Scheme. Z pohledu vzniku chyb se jedná o syntaktickou chybu – špatný zápis části programu.

V dalšı́ části lekce se budeme zabývat sémantikou symbolických výrazů a s tı́m souvisejı́cı́ sémantikou
programů v jazyku Scheme. Podotkněme, že zatı́m jsme o významu symbolických výrazů vůbec nic ne-
řekli, dı́vali jsme se na ně pouze z pohledu jejich zápisu. Na tomto mı́stě je dobré poukázat na odlišnost
programů tak, jak jsme je zavedli, od programů v R5RS Scheme, viz [R5RS]. Definice R5RS vymezuje syntaxi
symbolických výrazů mnohem přı́sněji. My si ale plně vystačı́me s našı́ definicı́.

1.5 Abstraktnı́ interpret jazyka Scheme

Nejpřesnějšı́ cestou popisu sémantiky programu v jazyku Scheme je stanovit, jak interprety jazyka Scheme,
přı́padně překladače, zpracovávajı́ symbolické výrazy, protože programy se skládajı́ právě ze symbolic-
kých výrazů. Jelikož se budeme během výkladu vždy zabývat předevšı́m interpretacı́, k popisu sémantiky
programu stačı́ popsat proces, jak jsou symbolické výrazy postupně vyhodnocovány. Pokud budeme mecha-
nismus vyhodnocovánı́ přesně znát, pak budeme vždy schopni určit (i bez toho aniž bychom měli k dispozici
konkrétnı́ interpret jazyka Scheme), jak budou symbolické výrazy zpracovávány, co bude v důsledku daný
program dělat, přı́padně jestli při vyhodnocovánı́ programu dojde k chybě.

Z praktického hlediska nenı́ možné rozebı́rat zde implementaci nějakého konkrétnı́ho interpretu Scheme.
Implementace i těch nejmenšı́ch interpretů by pro nás zatı́m byly přı́liš složité. Mı́sto toho budeme uvažovat
„abstraktnı́ interpret Scheme“, který přesně popı́šeme, ale při popisu (zatı́m) odhlédneme od jeho technické
realizace. Před tı́m, než představı́me abstraktnı́ interpret a proces vyhodnocovánı́ symbolický výrazů, si
řekneme, jaká bude naše zamýšlená interpretace symbolických výrazů. Tuto zamýšlenou interpretaci potom
zpřesnı́me popisem činnosti abstraktnı́ho interpretu.

Budeme-li uvažovat nejprve čı́sla a symboly, pak můžeme neformálně řı́ct, že úkolem čı́sel v programu je
označovat „svou vlastnı́ hodnotu“. Tedy napřı́klad symbolický výraz 12 označuje hodnotu „čı́slo dvanáct“,
symbolický výraz 10.6 označuje hodnotu „čı́slo deset celých šest desetin“ a tak dále. Z pohledu vyhodno-
covánı́ můžeme řı́ct, že „čı́sla se vyhodnocujı́ na sebe sama“, nebo přesněji „čı́sla se vyhodnocujı́ na hodnotu,
kterou označujı́ “.

Symboly lze chápat jako „jména hodnot“. Některé symboly, jako třeba + a * jsou svázány s hodnotami jimiž
jsou operace (procedury) pro sčı́tánı́ a násobenı́ čı́sel. Symboly pi a e by mohly být svázány s přibližnými
hodnotami čı́sel π a e (Eulerovo čı́slo). Jiné symboly, třeba jako ahoj-svete, nejsou svázány s žádnou
hodnotou1. Z pohledu vyhodnocovánı́ řı́káme, že „symboly se vyhodnocujı́ na svou vazbu“. Tı́m máme na

1Alespoň je tomu tak až do okamžiku, kdy takovým symbolům nějakou hodnotu přiřadı́me. Tı́mto problémem se budeme
zabývat v dalšı́ části této lekce. Zatı́m pro jednoduchost předpokládejme, že symboly bud’ jsou nebo nejsou svázány s hodnotami.
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mysli, že pokud je napřı́klad symbol * svázán s operacı́ (procedurou) „násobenı́ čı́sel“, pak je vyhodnocenı́m
symbolu * právě operace (procedura) „násobenı́ čı́sel“.

Zbývá popsat zamýšlený význam seznamů. Seznamy jsou z hlediska vyhodnocovacı́ho procesu „přı́kazem
pro provedenı́ operace“, přitom daná operace je vždy určena prvnı́m prvkem seznamu, respektive hodnotou
vzniklou jeho vyhodnocenı́m. Hodnoty, se kterými bude operace provedena jsou dány hodnotami dalšı́ch
prvků seznamu – operandů. Při psanı́ programů v jazyku Scheme bychom tedy vždy měli mı́t na paměti, že
seznamy musı́me psát ve tvaru

(〈operace〉 〈operand1〉 〈operand2〉 · · · 〈operandn〉)
Všimněte si, že tento tvar přirozeně vede na prefixovou notaci výrazů, protože pı́šeme „operaci“ před
„operandy“. Napřı́klad seznam (+ 10 20 30) je z hlediska vyhodnocovánı́ přı́kaz pro provedenı́ ope-
race „sčı́tánı́ čı́sel“ jež je hodnotou navázanou na symbol +. V tomto přı́padě je operace provedena se
třemi hodnotami: „deset“, „dvacet“ a „třicet“, což jsou čı́selné hodnoty operandů 10, 20 a 30. Výsledkem
vyhodnocenı́ symbolického výrazu (+ 10 20 30) by tedy měla být hodnota „šedesát“.

Je dobré uvědomit si rozdı́l mezi symbolickým výrazem a jeho hodnotou, což jsou samozřejmě dvě
různé věci. Napřı́klad uvážı́me-li výraz (* 10 (+ 5 6) 20), pak se z hlediska vyhodnocenı́ jedná
o přı́kaz provedenı́ operace „násobenı́ čı́sel“ s hodnotami „deset“, „výsledek vyhodnocenı́ symbolického
výrazu (+ 5 6)“ a „dvacet“. To jest, druhou hodnotou při prováděnı́ operace násobenı́ nenı́ samotný
symbolický výraz(+ 5 6), ale hodnota vzniklá jeho vyhodnocenı́m. Výsledkem vyhodnocenı́ celého výrazu
je tedy čı́selná hodnota „dva tisı́ce dvě sta“.

V některých přı́padech se můžeme dostat do situace, že pro některé symbolické výrazy nemůžeme uvažovat
„hodnotu“ na kterou se vyhodnotı́, protože pro ně vyhodnocenı́ nenı́ popsáno. V takovém přı́padě řı́káme,
že se v programu (či v daném symbolické výrazu) nacházı́ sémantická chyba.

Přı́klad 1.10. Uvažujme symbolický výraz (10 + 20). Tento výraz má na prvnı́m mı́stě symbolický vý-
raz 10, jehož hodnota je „čı́slo deset“, což nenı́ operace. V tomto přı́padě nenı́ vyhodnocenı́ symbolického
výrazu (10 + 20) definováno, protože prvnı́ prvek seznamu se nevyhodnotil na operaci – symbolický
výraz (10 + 20) je sice syntakticky správně (jedná se o symbolický výraz), ale obsahuje sémantickou
chybu.

Poznámka 1.11. Výrazy v prefixové notaci lze vzhledem k jejich zamýšlené interpretaci snadno čı́st:

(+ 2 (* 3 4))

„sečti dvojku se součinem trojky a čtyřky“

(+ (* 2 3) 4)

„sečti součin dvojky a trojky s čı́slem čtyři“

a podobně.

Při psanı́ symbolických výrazů a hodnot, na které se vyhodnotı́, přı́jmeme následujı́cı́ konvenci. Symbolické
výrazy, které budeme vyhodnocovat, budeme psát nalevo od symbolu „ Z=⇒“ a hodnoty vzniklé vyhod-
nocenı́m budeme psát napravo od tohoto symbolu. Přitom se hodnoty budeme snažit zapisovat pokud
možno tak, jak je vypisuje drtivá většina interpretů jazyka Scheme. Pokud daný výraz nelze vyhodnotit
v důsledku chyby, budeme za pravou stranu „ Z=⇒“ uvádět stručný popis chyby. Samotný symbol „Z=⇒“
můžeme čı́st „se vyhodnotı́ na“. Viz následujı́cı́ ukázky.

-10.6 Z=⇒ -10.6

128 Z=⇒ 128

* Z=⇒ „procedura násobenı́ čı́sel“
(+ 1 2) Z=⇒ 3

(+ 1 2 34) Z=⇒ 37

(- 3 2) Z=⇒ 1

(- 2 3) Z=⇒ -1

21



(* pi 2) Z=⇒ 6.283185307179586

(+ 2 (* 3 4)) Z=⇒ 14

(blah 2 3) Z=⇒ chyba: symbol blah nemá vazbu
((+ 2 3) 4 6) Z=⇒ chyba: hodnota „čı́slo pět“ nenı́ operace

Poznámka 1.12. Při vyhodnocenı́ poslednı́ch dvou výrazů došlo k chybě. U předposlednı́ho výrazu zřejmě
protože, že na symbol blah nebyla navázaná operace. U poslednı́ho výrazu si všimněte, že symbolický
výraz (+ 2 3) se vyhodnotı́ na hodnotu „čı́slo pět“, což nenı́ operace. Vyhodnocenı́ proto opět končı́ chybou,
protože se očekává, že prvnı́ prvek seznamu ((+ 2 3) 4 6) se vyhodnotı́ na operaci, která by byla dále
použita s hodnotami „čtyři“ a „šest“.

Při vyhodnocovánı́ výrazů si člověk, na rozdı́l od počı́tače, může dopomoci svým vhledem do výrazu.
Napřı́klad u symbolického výrazu (* 2 (/ 3 (+ 4 5))) téměř okamžitě vidı́me, že k jeho vyhodno-
cenı́ nám stačı́ „sečı́st čtyřku s pětkou, tı́mto výsledkem podělit trojku a nakonec tuto hodnotu vynásobit
dvojkou.“ Tento postup je zcela v souladu s našı́ intuicı́ a s tı́m, jak jsme vyhodnocovánı́ výrazů zatı́m
poněkud neformálně popsali. Interpret jazyka Scheme, což je opět program, ale tuto možnost „vhledu“
nemá. Abychom byli schopni interprety programovacı́ch jazyků konstruovat, musı́me sémantiku jazyka
(v našem přı́padě proces vyhodnocovánı́ výrazů) přesně popsat krok po kroku. Postup vyhodnocovánı́
musı́ být univerzálnı́ a použitelný pro libovolný symbolický výraz.

Nynı́ popı́šeme interpretaci symbolických výrazů formálněji. Představı́me zjednodušený model interpretu
jazyka Scheme – abstraktnı́ interpret Scheme a popı́šeme vyhodnocovánı́ výrazů krok za krokem.

Interprety jazyka Scheme pracujı́ interaktivně. Postupně načı́tajı́ výrazy (bud’ ze souboru nebo čekajı́ na
vstup uživatele) a vyhodnocujı́ je. Po načtenı́ jednotlivého výrazu je výraz zpracován, vyhodnocen a vý-
sledná hodnota je oznámena uživateli. Poté se opakuje totéž pro dalšı́ výraz na řadě dokud nenı́ vyčerpán
celý vstup. Interprety ovšem nepracujı́ se symbolickými výrazy přı́mo, to jest ve formě sekvencı́ znaků
tak, jak je zapisujeme (což by bylo neefektivnı́), ale převádějı́ je vždy do své vnitřnı́ efektivnı́ reprezentace.
Této vnitřnı́ reprezentaci symbolických výrazů budeme řı́kat internı́ reprezentace. Pro ilustraci, napřı́klad
čı́slo−123 je dostatečné malé na to, aby jej bylo možné efektivně kódovat čtyřbajtovým datovým typem „in-
teger“, se kterým umějı́ pracovat všechny běžně použı́vané 32-bitové procesory. Takže internı́ reprezentacı́
symbolického výrazu -123 může být třeba 32-bitová sekvence nul a jedniček kódujı́cı́ čı́slo −123. Seznamy
jsou v interpretech reprezentovány zpravidla dynamickými spojovými datovými strukturami (podrobnosti
uvidı́me v dalšı́ch lekcı́ch).

Konkrétnı́ tvar internı́ reprezentace symbolických výrazů nás ale až na výjimky zajı́mat nebude. Pro nás je
důležité uvědomit si, že každý výraz je na počátku svého zpracovánı́ převeden do své internı́ reprezentace
a pak už se výhradně pracuje jen s nı́. Část interpretu, která je odpovědná za načtenı́ výrazu, přı́padné
odhalenı́ syntaktických chyb a převedenı́ výrazu do internı́ reprezentace se nazývá reader.

Při neformálnı́m popisu interpretace symbolických výrazů jsme uvedli, že při vyhodnocovánı́ seznamů
docházı́ k „prováděnı́ operacı́.“ Ted’ tento pojem poněkud zpřesnı́me, protože ono „prováděnı́ operacı́“
je ve své podstatě to, co způsobuje vytvářenı́ kvalitativnı́ho výpočetnı́ho procesu (vyhodnocovánı́ symbolů
a čı́sel by samo o sobě přı́liš zajı́mavé nebylo), proto je mu potřeba věnovat patřičnou pozornost. Nejprve se
umluvı́me, že mı́sto pojmu „operace“ budeme od této chvı́le použı́vat obecnějšı́ pojem procedura. Procedury,
které budeme uvažovat, jsou v podstatě nějaké abstraktnı́ elementy, které budou součástı́ interpretu. Proto
jim také někdy budeme řı́kat primitivnı́ procedury. Přı́klady primitivnı́ch procedur si ukážeme později.

Použı́vánı́ pojmu procedura namı́sto operace jsme zvolili ze dvou důvodů. Prvnı́ důvod je terminolo-
gický. V řadě programovacı́ch jazyků je pojem operace spojován prakticky pouze jen s aritmetickými
a logickými operacemi (tak je tomu třeba v jazyku C). Naopak pojem procedura bývá obvykle chá-
pán obecněji. V terminologii některých jazyků, jako je napřı́klad Pascal, jsou procedury chápány jako
„podprogramy“, které mohou být opakovaně „volány“. V našem pojetı́ jsou (primitivnı́) procedury
elementy interpretu, které nám umožňujı́ vypočı́st novou hodnotu z jiných hodnot. V terminologii
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většiny funkcionálnı́ch programovacı́ch jazyků, jsou obvykle procedury nazývány funkce (tak je tomu
třeba v jazycı́ch Common LISP, ML a Haskell), odtud taky plyne název funkcionálnı́ho paradigma.
My pojem „funkce“ použı́vat nebudeme, protože koliduje s matematickým pojmem funkce. O vztahu
procedur a matematických funkcı́ (čili zobrazenı́) se budeme bavit v dalšı́ lekci. Druhým důvodem je,
že slovo „procedura“ je použı́váno ve standardu jazyka Scheme a v drtivé většině dostupné literatury,
viz napřı́klad [SICP, Dy96, R5RS, SF94].

Operace, které jsme neformálně použı́vali v úvodu této lekce při nastı́něnı́ vyhodnocovánı́ seznamů, neo-
perovaly se symbolickými výrazy, nýbrž s hodnotami vzniklými vyhodnocovánı́m symbolických výrazů.
Otázkou je, jak bychom se na ony „hodnoty“ měli přesně dı́vat. Doposud jsme vše demonstrovali pouze na
aritmetických operacı́ch, nabı́zelo by se tedy uvažovat jako hodnoty internı́ reprezentace čı́sel. Jelikož však
budeme chtı́t, aby byly (primitivnı́) procedury schopny manipulovat i s jinými daty, než s čı́sly, zavedeme
obecnějšı́ pojem element jazyka. Na elementy jazyka budeme pohlı́žet jako na přı́pustné hodnoty, se kterými
mohou (ale nemusejı́) manipulovat primitivnı́ procedury. Za jedny z elementů budeme považovat i samotné
primitivnı́ procedury, což bude mı́t zajı́mavé důsledky jak uvidı́me v dalšı́ch lekcı́ch. Následujı́cı́ definice
pojem element jazyka zavádı́.

Definice 1.13 (elementy jazyka).

(i) Internı́ reprezentace každého symbolického výrazu je element jazyka,

(ii) každá primitivnı́ procedura je element jazyka. �

Dle definice 1.13 jsou tedy všechny internı́ reprezentace čı́sel, symbolů a seznamů elementy jazyka. Rovněž
primitivnı́ procedury jsou elementy jazyka. Množinu všech elementů jazyka budeme během výkladu
postupně doplňovat o nové elementy. Z pohledu elementů reader převádı́ symbolické výrazy (posloupnosti
znaků) na elementy jazyka (internı́ reprezentace symbolických výrazů). Naopak jedna z částı́ interpretu,
zvaná printer, má opačnou úlohu. Jejı́m úkolem je pro daný element jazyka vrátit (třeba vytisknout na
obrazovku) jeho externı́ reprezentaci. Pod pojmem externı́ reprezentace elementu máme na mysli pro člověka
čitelnou reprezentaci daného elementu. U symbolických výrazů se smluvı́me na tom, že pokud je element E
internı́ reprezentacı́ symbolického výrazu e, pak bude externı́ reprezentace elementu E právě symbolický
výraz e. Převodem symbolického výrazu do jeho internı́ reprezentace a zpět do externı́ tedy zı́skáme
výchozı́ výraz. Navı́c pokud je element E internı́ reprezentacı́ symbolického výrazu e, tak potom externı́
reprezentace elementu E bude opět pro reader čitelná. U procedur je situace jiná. Procedury jsou abstraktnı́
elementy u nichž se domluvı́me na tom, že jejich externı́ reprezentace (at’už je jakákoliv) bude pro reader
nečitelná. Tı́m zaručı́me jakousi „čistotu“, protože reader sloužı́ k načı́tánı́ právě symbolických výrazů, tedy
ničeho jiného. Během výkladu budeme při uváděnı́ externı́ reprezentace procedur psát jejich stručný slovnı́
popis. Uděláme tedy následujı́cı́ úmluvu.

Úmluva 1.14 (o čitelnosti externı́ch reprezentacı́). Pokud neuvedeme jinak, externı́ reprezentace elementu
E je čitelná readerem, právě když je E internı́ reprezentacı́ některého symbolického výrazu. �

Symbolický výraz je čistě syntaktický pojem. Symbolické výrazy jsou zavedeny jako sekvence znaků,
splňujı́cı́ podmı́nky definice 1.6. Naproti tomu elementy jazyka jsou sémantické pojmy. Elementy ja-
zyka jsou prvky množiny (všech elementů jazyka). Elementy jazyka budeme dále použı́vat jako hodnoty
a budou hrát klı́čovou roli ve vyhodnocovacı́m procesu. Role elementů jazyka je úzce svázaná s jejich
významem (sémantikou). Reader převádı́ symbolické výrazy na elementy jazyka, které jsou internı́mi
reprezentacemi symbolických výrazů. Naopak printer sloužı́ k převodu elementů do jejich externı́ re-
prezentace.

Nynı́ popı́šeme, co budeme mı́t na mysli pod pojmem aplikace primitivnı́ procedury. V podstatě se jedná
o formalizaci již dřı́ve uvedeného „prováděnı́ operacı́“. Roli operacı́ hrajı́ primitivnı́ procedury. Mı́sto
prováděnı́ „operacı́ s danými hodnotami“ budeme hovořit o aplikaci procedur s danými argumenty, přitom
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konkrétnı́ argumenty zastupujı́ konkrétnı́ elementy jazyka (hodnoty), se kterými je daná operace aplikována.
Výsledkem aplikace procedury je bud’výsledný element (pokud aplikace proběhna v pořádku), nebo chybové
hlášenı́ „CHYBA: Proceduru nelze aplikovat s danými argumenty.“, pokud během aplikace došlo k chybě.
Výsledný element je chápán jako výsledná hodnota provedenı́ aplikace. Někdy řı́káme, že operace vracı́
výslednou hodnotu. Viz následujı́cı́ ilustrativnı́ přı́klad.

Přı́klad 1.15. Aplikacı́ procedury „sečti čı́sla“ na argumenty jimiž jsou elementy zastupujı́cı́ čı́selné hodnoty
1, 10 a −30 je výsledný element zastupujı́cı́ čı́selnou hodnotu −19. Aplikacı́ procedury „zjisti zda-li je dané
čı́slo sudé“ na čı́selný argument 12.7 je hlášenı́ „CHYBA: Procedura aplikována se špatným argumentem
(vstupnı́ argument musı́ být celé čı́slo).“. Aplikacı́ procedury „vypočti druhou odmocninu“ na dva argu-
menty čı́selné hodnoty 4 a 10 je hlášenı́ „CHYBA: Procedura aplikována se špatným počtem argumentů
(vstupnı́ argument musı́ být jediné čı́slo).“.

Je samozřejmé, že při aplikaci primitivnı́ procedury s danými argumenty je obecně nutné specifikovat pořadı́
jednotlivých argumentů (představte si situaci pro proceduru „odečti dvě čı́sla“). U některých procedur
budeme vždy uvažovat pevný počet argumentů, u některých procedur proměnlivý. Pro zjednodušenı́ zavedeme
následujı́cı́

Označenı́ 1.16. Necht’ E je primitivnı́ procedura a E1, . . . , En jsou libovolné elementy jazyka. Výsledek
aplikace primitivnı́ procedury E na argumenty E1, . . . , En v tomto pořadı́, budeme značit Apply[E,E1, . . . , En].
Pokud je výsledkem této aplikace element F , pak pı́šeme Apply[E,E1, . . . , En] = F .

Z matematického pohledu je Apply zavedené v předchozı́m označenı́ částečné zobrazenı́ z množiny všech
konečných posloupnostı́ elementů do množiny všech elementů. Pro některé n-tice elementů však toto
zobrazenı́ nenı́ definované (proto jej označujeme jako „částečné zobrazenı́“).

U primitivnı́ch procedur se nebudeme zabývat tı́m, jak při aplikaci (s danými argumenty) vznikajı́
výsledné hodnoty. Na primitivnı́ procedury se z tohoto úhlu pohledu budeme dı́vat jako na „černé
skřı́ňky.“ To jest, budeme mı́t přesně popsané, co při aplikaci konkrétnı́ primitivnı́ procedury vznikne,
jaké argumenty jsou přı́pustné a podobně, ale nebudeme se zabývat samotným výpočtem (nebudeme
vidět „dovnitř“ primitivnı́ch procedur – odtud taky plyne jejich název). S konceptem elementu jako
„černé skřı́ňky“ se v budoucnu budeme setkávat častěji.

Nynı́ můžeme upřesnit, co máme na mysli pod pojmem abstraktnı́ interpret jazyka Scheme. Abstraktnı́
interpret chápeme jako množinu všech elementů jazyka s pravidly jejich vyhodnocovánı́:

Definice 1.17 (abstraktnı́ interpret). Množinu všech elementů jazyka spolu s pravidly jejich vyhodnocovánı́
budeme nazývat abstraktnı́ interpret jazyka Scheme. �

Poslednı́m logickým krokem, který provedeme v této sekci je popis vyhodnocovánı́, tı́m budeme mı́t úplně
popsaný abstraktnı́ interpret. Vyhodnocovánı́ programů, které se skládajı́ z posloupnostı́ symbolických vý-
razů probı́há v cyklu, kterému řı́káme REPL. Jméno cyklu je zkratka pro „Read“ (načti), „Eval“ (vyhodnot’),
„Print“ (vytiskni) a „Loop“ (opakuj), což jsou jednotlivé části cyklu. Budeme-li předpokládat, že máme
vstupnı́ program, jednotlivé fáze cyklu REPL můžeme popsat následovně:

Read: Pokud je prázdný vstup, činnost interpretu končı́. V opačném přı́padě reader načte prvnı́ vstupnı́
symbolický výraz. Pokud by se to nepodařilo v důsledku syntaktické chyby, pak je činnost interpretu
ukončena chybovým hlášenı́m „CHYBA: Syntaktická chyba“. Pokud je symbolický výraz úspěšně
načten, je převeden do své internı́ reprezentace. Výsledný element, označı́me jej E, bude zpracován
v dalšı́m kroku.

Eval : Element E z předchozı́ho kroku je vyhodnocen. Vyhodnocenı́ provádı́ část interpretu, které řı́káme
evaluator. Pokud během vyhodnocenı́ došlo k chybě, je napsáno chybové hlášenı́ a ukončena činnost
interpretu. Pokud vyhodnocenı́ končı́ úspěchem, pak je výsledkem vyhodnocenı́ element. Označme
tento element F . Výsledný element F bude zpracován v dalšı́m kroku.
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Obrázek 1.2. Schéma cyklu REPL

Print : Provede se převod elementu F z předchozı́ho kroku do jeho externı́ reprezentace. Tuto část činnosti
obstarává printer. Výsledná externı́ reprezentace je zapsána na výstup (vytištěna na obrazovku, nebo
zapsána do souboru, a podobně).

Loop: Vstupnı́ symbolický výraz, který byl právě zpracován v krocı́ch „Read“, „Eval“ a „Print“ je odebrán
ze vstupu. Dále pokračujeme krokem „Read“.

Poznámka 1.18. (a) Průběh cyklu REPL je symbolicky naznačen na obrázku 1.2.

(b) Části cyklu „Read“, „Print“ a „Loop“ jsou vı́ce méně triviálnı́ a jejich provedenı́m se nebudeme zabývat,
opět se na ně můžeme dı́vat jako na černé skřı́ňky. Nutné je přesně specifikovat „Eval“, což je část odpovědná
za vyhodnocovánı́ a v důsledku za vznik výpočetnı́ho procesu. Všimněte si, že vstupem pro „Eval“ nenı́
symbolický výraz, ale jeho internı́ reprezentace (tedy element jazyka). Výstupem „Eval“ je opět element. Při
neformálnı́m popisu vyhodnocovánı́ na začátku této sekce jsme se bavili o vyhodnocovánı́ symbolických
výrazů: čı́sel, symbolů a seznamů; nynı́ vidı́me, že přı́sně vzato vyhodnocovánı́ probı́há nad elementy
jazyka. To je z hlediska oddělenı́ syntaxe a sémantiky (a nejen z tohoto hlediska) žádoucı́.

(c) V některých přı́padech, zejména v přı́padě reálných interpretů pracujı́cı́ch interaktivně, nenı́ žádoucı́, aby
byla interpretace při výskytu chyby úplně přerušena. Interprety obvykle dávajı́ uživateli k dispozici řadu
možnostı́, jak blı́ž prozkoumat vznik chyby, což může být v mnoha přı́padech dost složité. Mı́sto ukončenı́
činnosti při vzniku chyby by i náš abstraktnı́ interpret nemusel zareagovat okamžitým ukončenı́m činnosti.
Mı́sto toho by mohl odebrat vstupnı́ výraz ze vstupu a pokračovat ve fázi „Read“ dalšı́m výrazem.

(d) Práce s interpretem, která je řı́zená cyklem REPL má své praktické dopady při práci se skutečným
interpretem. Bývá zvykem, že programy jsou postupně laděny po částech. To jest programátoři postupně
vkládajı́ symbolické výrazy, a sledujı́ jejich vyhodnocovánı́. Takto je obvykle postupně sestavován program,
který je uložen v souboru (souborech) na disku. Poté, co je program vytvořen a odladěn, jej lze předat
interpretu tak, aby cyklus REPL běžel neinteraktivně přı́mo nad souborem (výrazy jsou čteny přı́mo ze
souboru). Při čtenı́ výrazů ze souboru vede obvykle chyba rovnou k zastavenı́ programu.

Nynı́ obrátı́me naši pozornost na část „Eval“ cyklu REPL.

Poznámka 1.19. V dalšı́m výkladu budeme někdy (bez dalšı́ho upozorňovánı́) kvůli přehlednosti zto-
tožňovat internı́ reprezentaci symbolických výrazů se samotnými symbolickými výrazy. To nám umožnı́
stručnějšı́ vyjadřovánı́, přitom nebude možné, abychom oba pojmy smı́chali, protože se budeme zabývat
vyhodnocovánı́m elementů, kde již (vstupnı́) symbolické výrazy nehrajı́ roli. Pořád je ale nutné mı́t na
paměti, že jde o dvě různé věci. Pokud se tedy dále budeme bavit napřı́klad o seznamu (+ 2 (* 3 4))
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a jeho třetı́m prvku, máme tı́m na mysli internı́ reprezentaci tohoto seznamu a internı́ reprezentaci jeho
třetı́ho prvku a tak podobně.

Během vyhodnocovánı́ elementů budeme potřebovat vyhodnocovat symboly. Jak již jsme předeslali, sym-
boly sloužı́ k „pojmenovánı́ hodnot“. Při vyhodnocovánı́ výrazů je vždy k dispozici tabulka zachycujı́cı́
vazby mezi symboly a elementy. Tuto tabulku nazýváme prostředı́. Prostředı́ si lze představit jako tabulku
se dvěma sloupci, viz obrázek 1.3.

Obrázek 1.3. Prostředı́ jako tabulka vazeb mezi symboly a elementy

symbol element
E1 F1
E2 F2...

...
Ek Fk...

...

V levém sloupci prostředı́ se nacházejı́ symboly (jejich internı́ reprezentace), v pravém sloupci se nacházejı́
libovolné elementy. Pokud je symbol E uveden v tabulce v levém sloupci, pak hodnotě v pravém sloupci
na témže řádku řı́káme aktuálnı́ vazba symbolu E v prostředı́. Pokud symbol E nenı́ uveden v levém sloupci,
pak řı́káme, že E nemá vazbu v prostředı́, nebo přı́padně, že aktuálnı́ vazba symbolu E nenı́ definovaná. Na
počátku interpretace jsou v prostředı́ (někdy mu řı́káme počátečnı́ prostředı́) dány počátečnı́ vazby symbolů.
Jedná se zejména o vazby symbolů na primitivnı́ procedury. Napřı́klad vazbou symbolu + v počátečnı́m
prostředı́ je primitivnı́ procedura „sečti čı́sla“, aktuálnı́ vazbou symbolu sqrt je procedura „vypočti druhou
odmocninu“, a podobně. Při práci s interpretem je potřeba znát základnı́ vazby symbolů, abychom znali
„jména primitivnı́ch procedur“, se kterými budeme chtı́t pracovat.

Označenı́ 1.20. Pokud chceme řı́ct, že F bude označovat výsledek vyhodnocenı́ elementu E, budeme tento
fakt zapisovat F := Eval[E]. Pokud chceme řı́ct, že výsledek vyhodnocenı́ elementu E definujeme jako
element F , pak tento fakt zapı́šeme Eval[E] := F .

Nynı́ můžeme popsat vyhodnocovánı́ elementů (v počátečnı́m prostředı́).

Definice 1.21 (vyhodnocenı́ elementu E).
Výsledek vyhodnocenı́ elementu E, značeno Eval[E], je definován:

(A) Pokud je E čı́slo, pak Eval[E] := E.

(B) Pokud je E symbol, mohou nastat dvě situace:

(B.1) Pokud E má aktuálnı́ vazbu F , pak Eval[E] := F .

(B.e) Pokud E nemá vazbu, pak ukončı́me vyhodnocovánı́ hlášenı́m „CHYBA: Symbol E nemá vazbu.“.

(C) Pokud je E seznam tvaru (E1 E2 · · · En), pak nejprve vyhodnotı́me jeho prvnı́ prvek a výsledek
vyhodnocenı́ označı́me F1, formálně: F1 := Eval[E1]. Vzhledem k hodnotě F1 rozlišı́me dvě situace:

(C.1) Pokud je F1 procedura, pak se v nespecifikovaném pořadı́ vyhodnotı́ zbylé prvky E2, . . . , En

seznamu E, výsledky jejich vyhodnocenı́ označı́me F2, . . . , Fn. Formálně:

F2 := Eval[E2],

F3 := Eval[E3],
...

...
Fn := Eval[En].

Dále položı́me Eval[E] := Apply[F1, F2, . . . , Fn], tedy výsledkem vyhodnocenı́ E je element
vzniklý aplikacı́ procedury F1 na argumenty F2, . . . , Fn.
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(C.e) Pokud F1 nenı́ procedura, skončı́me vyhodnocovánı́ hlášenı́m
„CHYBA: Nelze provést aplikaci: prvnı́ prvek seznamu E se nevyhodnotil na proceduru.“.

(D) Ve všech ostatnı́ch přı́padech klademe Eval[E] := E. �

Poznámka 1.22. (a) Všimněte si, že bod (A) je vlastně pokryt bodem (D), takže bychom jej přı́sně vzato
mohli bez újmy vynechat. Na druhou stranu bychom mohli ponechat bod (A) a zrušit bod (D), protože
elementy, které vyhodnocujeme jsou (zatı́m) internı́ formy symbolických výrazů (viz cyklus REPL). Do
budoucna by to ale nebylo prozı́ravé, takže bod (D) ponecháme, i když momentálně nebude hrát roli (jeho
úlohu uvidı́me už v dalšı́ sekci).

(b) Vyhodnocovánı́ symbolů jsme zavedli v souladu s našı́m předchozı́m neformálnı́m popisem. Symboly
se vyhodnocujı́ na své aktuálnı́ vazby. Nebo končı́ jejich vyhodnocovánı́ chybou (v přı́padě, když vazba
neexistuje).

(c) Seznamy se rovněž vyhodnocujı́ v souladu s předešlým popisem. Vyhodnocenı́ seznamu probı́há tak,
že je nejprve vyhodnocen jeho prvnı́ prvek. V přı́padě, že se prvnı́ prvek vyhodnotı́ na (primitivnı́) pro-
ceduru, se v nespecifikovaném pořadı́ vyhodnotı́ ostatnı́ prvky seznamu; potom je procedura aplikována na
argumenty, kterými jsou právě výsledky vyhodnocenı́ zbylých prvků seznamu – tedy všech prvků kromě
prvnı́ho jı́mž je samotná procedura.

V této sekci jsme představili interpret primitivnı́ho funkcionálnı́ho jazyka, který budeme dále rozšiřovat
až budeme mı́t k dispozici úplný programovacı́ jazyk, který bude z výpočetnı́ho hlediska stejně silný
jako ostatnı́ programovacı́ jazyky. V tuto chvı́li si už ale můžeme všimnout základnı́ ideje funkcionálnı́ho
programovánı́: výpočetnı́ proces generovaný programem se skládá z po sobě jdoucı́ch aplikacı́ procedur.
Hodnoty vzniklé aplikacı́ jedné procedury jsou použité jako argumenty při aplikaci jiné procedury.
Pořadı́ v jakém jsou procedury aplikovány a samotnou aplikaci řı́dı́ evaluátor.

Přı́klad 1.23. V tomto přı́kladu si rozebereme, jak interpret vyhodnocuje vybrané seznamy. Budeme přitom
postupovat přesně podle definice 1.21.

1. Seznam (+ 1 2) se vyhodnotı́ na 3. Podrobněji: (+ 1 2) je seznam, tedy vyhodnocovánı́ postupuje
dle bodu (C). Vyhodnotı́me prvnı́ prvek seznamu, to jest stanovı́meEval[+]. Jelikož je + symbol, postu-
pujeme dle bodu (B). Na symbol + je navázána procedura pro sčı́tánı́. V bodu (C) tedy postupujeme
po větvi (C.1) s hodnotou F1 = „procedura sčı́tánı́ čı́sel“. Nynı́ v nespecifikovaném pořadı́ vyhodno-
tı́me zbylé prvky seznamu 1 a 2. Oba argumenty jsou čı́sla, takže Eval[1] = 1 a Eval[2] = 2. Nynı́
aplikujeme proceduru sčı́tánı́ čı́sel na argumenty 1 a 2 a dostaneme výslednou hodnotu 3. Výsledkem
vyhodnocenı́ (+ 1 2) je 3.

2. Seznam (+ (* 3 (+ 1 1)) 20) se vyhodnotı́ na 26. Jelikož se jedná o seznam, postupuje se krokem
(C). Prvnı́ prvek seznamu, symbol +, je vyhodnocen na proceduru sčı́tánı́, takže vyhodnocenı́ pokra-
čuje krokem (C.1). V nespecifikovaném pořadı́ jsou vyhodnoceny argumenty (* 3 (+ 1 1)) a 20.
Seznam (* 3 (+ 1 1)) se bude vyhodnocovat následovně. Prvnı́ je opět vyhodnocen jeho prvnı́
prvek, což je symbol *. Jeho vyhodnocenı́m je „procedura násobnı́ čı́sel“, pokračujeme tedy vyhodno-
cenı́m zbylých prvků seznamu. 3 se vyhodnotı́ na sebe sama a seznam (+ 1 1) se opět vyhodnocuje
jako seznam. Takže nejprve vyhodnotı́me jeho prvnı́ prvek, což je symbol +, jeho vyhodnocenı́m je
procedura „sčı́tánı́ “. Takže vyhodnocujeme zbylé dva prvky seznamu. Jelikož jsou to dvě čı́sla (obě
jedničky), vyhodnotı́ se na sebe sama. V tuto chvı́li docházı́ k aplikaci sčı́tánı́ na argumenty 1 a 1, takže
dostáváme, že vyhodnocenı́m seznamu (+ 1 1) je čı́slo 2. Nynı́ vyhodnocovánı́ pokračuje bodem,
který způsobil vyhodnocovánı́ seznamu (+ 1 1). To je bod, ve kterém jsme vyhodnocovali seznam
(* 3 (+ 1 1)). Jelikož již jsme vyhodnotili všechny jeho prvky, aplikujeme proceduru násobenı́
na hodnotu 3 a 2 (výsledek předchozı́ho vyhodnocenı́). Výsledkem vyhodnocenı́ (* 3 (+ 1 1)) je
tedy hodnota 6. Nynı́ se vracı́me do bodu, který způsobil vyhodnocenı́ výrazu (* 3 (+ 1 1)), což
je bod, ve kterém jsme vyhodnocovali postupně prvky seznamu (+ (* 3 (+ 1 1)) 20). Hodnotu
druhého prvku jsme právě obdrželi, to je čı́slo 6. Třetı́ prvek seznamu je čı́slo 20, které se vyhodnotı́ na
sebe sama. V tuto chvı́li aplikujeme proceduru sčı́tánı́ s hodnotami 6 a 20. Výsledkem je hodnota 26,
což je výsledek vyhodnocenı́ původnı́ho seznamu.
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3. Vyhodnocenı́ (10 + 20) končı́ chybou, která nastane v kroku (C.e). Jelikož se jedná o seznam, je
nejprve vyhodnocen jeho prvnı́ prvek. To je čı́slo 10, které se vyhodnotı́ na sebe sama. Jelikož se prvnı́
prvek seznamu nevyhodnotil na proceduru, vyhodnocenı́ končı́ bodem (C.e).

4. Vyhodnocenı́ ((+ 1 2) (+ 1 3)) také končı́ chybou, která nastane v kroku (C.e). Při vyhodnocovánı́
seznamu ((+ 1 2) (+ 1 3)) je nejprve vyhodnocen jeho prvnı́ prvek. Tı́m je seznam (+ 1 2),
který se vyhodnotı́ na čı́slo 3 (detaily jsme vynechali). Nynı́ jsme se dostali do bodu, kdy byl opět
prvnı́ prvek seznamu, konkrétně seznamu ((+ 1 2) (+ 1 3)), vyhodnocen na něco jiného než je
procedura, takže vyhodnocenı́ končı́ neúspěchem v bodě (C.e).

5. Vyhodnocenı́ ((* 2 3 4)) končı́ rovněž chybou, která nastane v kroku (C.e). Důvod je stejný jako
v předchozı́m bodě. Prvnı́ prvek seznamu je totiž seznam (* 2 3 4), jeho vyhodnocenı́m je čı́slo 24.
Prvnı́ prvek seznamu ((* 2 3 4)) se tedy nevyhodnotil na proceduru.

6. Vyhodnocenı́ (+ 2 (odmocni 10)) končı́ chybou, která nastane v kroku (B.e), protože použitý sym-
bol odmocni nemá v počátečnı́m prostředı́ vazbu. Důležité je ale uvědomit si, ve kterém momentu
k chybě dojde. Je to pochopitelně až při vyhodnocovánı́ prvnı́ho prvku seznamu (odmocni 10).
Kdybychom mı́sto (+ 2 (odmocni 10)) vyhodnocovali seznam (+ (2) (odmocni 10)), pak by
rovněž došlo k chybě, ale za předpokladu, že by náš interpret vyhodnocoval prvky seznamů zleva
doprava se vyhodnocovánı́ zastavilo v bodě (C.e) a k pokusu o vyhodnocenı́ symbolu odmocni by
vůbec nedošlo. Vysvětlete sami proč.

7. Vyhodnocenı́ (* (+ 1 2) (sqrt 10 20)) končı́ chybou při pokusu o aplikaci procedury „vypočti
druhou odmocninu“, která je navázaná na symbol sqrt, vypsáno bude hlášenı́: „CHYBA: Nepřı́-
pustný počet argumentů.“

V předchozı́m přı́kladu si lze všimnout jednoho významného rysu při programovánı́ v jazyku Scheme.
Tı́m je pouze malá libovůle v umı́stěnı́ závorek. Ve většině programovacı́ch jazyků nenı́ „přı́liš velký
hřı́ch“, když provedeme nadbytečné uzávorkovánı́ výrazu. Napřı́klad v jazyku C majı́ aritmetické
výrazy 2 + x, (2 + x), ((2 + x)), ((2 + (x))), a tak dále, stejný význam. V jazyku Scheme je z pohledu
vyhodnocovánı́ každý pár závorek separátnı́m přı́kazem pro provedenı́ aplikace procedury. Tı́m pádem si
nemůžeme dovolit „jen tak přidat do výrazu navı́c závorky“. Srovnejte výraz (+ 1 2) a naproti tomu
výrazy jejichž vyhodnocovánı́ končı́ chybami: ((+ 1 2)), (+ (1) 2), ((+) 1 2), a podobně.

Nynı́ si představı́me některé základnı́ primitivnı́ procedury, které jsou vázány na symboly v počátečnı́m
prostředı́. Pokud budeme hovořit o procedurách, budeme je pro jednoduchost nazývat jmény symbolů, na
které jsou navázány. Napřı́klad tedy primitivnı́ proceduře „sečti čı́sla“ budeme řı́kat procedura +. Správněji
bychom měli samozřejmě řı́kat „procedura navázaná na symbol +“, protože symbol nenı́ procedura. Nynı́
ukážeme, jak lze použı́vat základnı́ aritmetické procedury + (sčı́tánı́), * (násobenı́), - (odčı́tánı́) a / (dělenı́).

Procedura + pracuje s libovolným počtem čı́selných argumentů. Sčı́tat lze tedy libovolný počet sčı́tanců.
Viz následujı́cı́ přı́klady:

(+ 1 2 3) Z=⇒ 6

(+ (+ 1 2) 3) Z=⇒ 6

(+ 1 (+ 2 3)) Z=⇒ 6

(+ 20) Z=⇒ 20

(+) Z=⇒ 0

U prvnı́ch třı́ přı́kladů si všimněte toho, že dı́ky možnosti aplikovat + na většı́ počet argumentů než dva
se nám výrazně zkracuje zápis výrazu. Kdybychom tyto možnost neměli, museli bychom použı́t jeden
z výrazů na druhém a třetı́m řádku. Aplikacı́ + na jednu čı́selnou hodnotu je vrácena právě ona hodnota.
Poslednı́ řádek ukazuje aplikaci + bez argumentů. V tomto přı́padě je vrácena hodnota 0, protože se jedná
o neutrálnı́ prvek vzhledem k operaci sčı́tánı́ čı́sel, to jest 0 splňuje

0 + x = x+ 0 = x.

To jest součet n sčı́tanců
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x1 + x2 + · · ·+ xn

je ekvivalentnı́ součtu těchto n sčı́tanců, ke kterým ještě přičteme nulu:

x1 + x2 + · · ·+ xn + 0.

Když v poslednı́m výrazu odstranı́me všechny x1, . . . , xn, zbude nám právě nula, kterou můžeme chápat
jako „součet žádných sčı́tanců“. Pokud se vám zdá zavedenı́ (+) umělé nebo neužitečné, pak vězte, že
v dalšı́ch lekcı́ch uvidı́me jeho užitečnost. Důležité je si tento meznı́ přı́pad sčı́tánı́ zapamatovat.

Analogická pravidla jako pro sčı́tánı́ platı́ pro násobenı́.

(* 4 5 6) Z=⇒ 120

(* (* 4 5) 6) Z=⇒ 120

(* 4 (* 5 6)) Z=⇒ 120

(* 4) Z=⇒ 4

(*) Z=⇒ 1

Z pochopitelných důvodů je výsledkem vyhodnocenı́ (*) jednička, protože v přı́padě násobenı́ je jednička
neutrálnı́m prvkem (platı́ 1 · x = x · 1 = x).

Odčı́tánı́ již na rozdı́l od sčı́tánı́ a odčı́tánı́ nenı́ komutativnı́ ani asociativnı́ operace, to jest obecně neplatı́ x−
y = y−x ani x−(y−z) = (x−y)−z. Pro odčı́tánı́ neexistuje neutrálnı́ prvek. Primitivnı́ procedura realizujı́cı́
odčı́tánı́ tedy bude definovaná pro jeden a vı́ce argumentů. Na následujı́cı́ch přı́kladech si všimněte, že
odčı́tánı́ aplikované na jeden argument vracı́ jeho opačnou hodnotu a při odčı́tánı́ aplikovaném na tři a vı́ce
argumentů se prvky odčı́tajı́ postupně zleva-doprava:

(- 1 2) Z=⇒ -1

(- 1 2 3) Z=⇒ -4

(- (- 1 2) 3) Z=⇒ -4

(- 1 (- 2 3)) Z=⇒ 2

(- 1) Z=⇒ -1

(-) Z=⇒ „CHYBA: Při odčı́tánı́ je potřeba aspoň jeden argument.“

U dělenı́ je situace analogická. Při dělenı́ jednoho argumentu je výsledkem převrácená hodnota:

(/ 4 5) Z=⇒ 4/5

(/ 4 5 6) Z=⇒ 2/15

(/ (/ 4 5) 6) Z=⇒ 2/15

(/ 4 (/ 5 6)) Z=⇒ 24/5

(/ 4) Z=⇒ 1/4

(/) Z=⇒ „CHYBA: Při dělenı́ je potřeba aspoň jeden argument.“

Všimněte si, jak interprety Scheme vypisujı́ zlomky. Napřı́klad 4/5 znamená 45 , 2/3 znamená−23 a podobně.
Ve stejném tvaru můžeme čı́sla ve tvaru zlomků i zapisovat. Napřı́klad:

(* -1/2 3/4) Z=⇒ -3/8

(/ 1/2 -3/4) Z=⇒ -2/3

Pozor ale na výraz 2/-3 což je symbol, při jeho vyhodnocenı́ bychom dostali:

2/-3 Z=⇒ „CHYBA: symbol 2/-3 nemá vazbu“

Kromě dělenı́ / máme ve Scheme k dispozici procedury quotient a modulo provádějı́cı́ celočı́selné podı́l
(procedura quotient) a vracejı́cı́ zbytek po celočı́selném podı́lu (procedura modulo). Srovnejte:

(/ 13 5) Z=⇒ 13/5 podı́l
(quotient 13 5) Z=⇒ 2 celočı́selný podı́l
(modulo 13 5) Z=⇒ 3 zbytek po celočı́selném podı́lu

Při manipulaci s čı́sly, je vždy nutné mı́t na paměti matematická čı́sla na jedné straně a jejich počı́tačovou
reprezentaci na straně druhé. Je dobře známo, že iracionálnı́ čı́sla jako je π a

√
2 v počı́tači nelze přesně zob-

razit, protože majı́ nekonečný neperiodický rozvoj. Taková čı́sla je možné reprezentovat pouze přibližně
(nepřesně). Na druhou stranu třeba čı́slo 0.6 můžeme v počı́tači reprezentovat přesně, protože 0.6 = 2

3 .
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Interprety jazyka Scheme se snažı́, pokud je to možné, provádět všechny operace s přesnou čı́selnou reprezen-
tacı́. Pouze v přı́padě, když přesnou reprezentaci nelze dál zachovat, ji převedou na nepřesnou, pro detaily
viz specifikaci přesných a nepřesných čı́sel uvedenou v [R5RS]. Za přesná čı́sla považujeme racionálnı́
zlomky (a celá čı́sla), za nepřesná čı́sla považujeme čı́sla zapsaná s pohyblivou řádovou tečkou. Viz přı́klad.

(/ 2 3) Z=⇒ 2/3 přesná hodnota 23
(/ 2 3.0) Z=⇒ 0.6666666666666666 nereprezentuje přesnou hodnotu 23
(* 1.0 (/ 2 3)) Z=⇒ 0.6666666666666666 přesná hodnota 23 převedena na nepřesnou
(sqrt 4) Z=⇒ 2 přesná hodnota 2
(* -2e-20 4e40) Z=⇒ -8e+20 nepřesná hodnota −8 · 1020

Pro vzájemný převod přesných hodnot na nepřesné sloužı́ procedury exact->inexact a inexact->exact.
Samozřejmě, že takový převod je v obou směrech obecně vždy jen přibližný. Viz přı́klad.

(exact->inexact 2/3) Z=⇒ 0.6666666666666666

(inexact->exact 0.6666666666666666) Z=⇒ 6004799503160661/9007199254740992

V druhém přı́padě v předchozı́m výpisu bychom možná očekávali, že nám interpret vrátı́ přesnou hodnotu
2
3 . To ale nenı́ přesná hodnota vstupnı́ho čı́sla 0.6666666666666666. Mı́sto toho nám byl vrácen kompliko-
vaný racionálnı́ zlomek. Pro převedenı́ tohoto zlomku na zlomek jednoduššı́, který se od něj svou hodnotou
přı́liš nelišı́, bychom mohli použı́t primitivnı́ proceduru rationalize. Tato procedura se použı́vá se dvěma
argumenty, prvnı́ z nich je racionálnı́ čı́slo, druhým parametrem je čı́slo vyjadřujı́cı́ maximálnı́ odchylku. Pro-
cedura vracı́ nové racionálnı́ čı́slo, které má co možná nejkratšı́ zápis, a které se od výchozı́ho lišı́ maximálně
o danou odchylku. Následujı́cı́ přı́klad ukazuje, jak by se pomocı́ rationalize dalo konvertovat předchozı́
nepřehledný zlomek na přesnou hodnotu 23 :

(rationalize 6004799503160661/9007199254740992 1/1000) Z=⇒ 2/3

(rationalize (inexact->exact 2/3) 1/1000) Z=⇒ 2/3

K přesné reprezentaci čı́sel dodejme, že v jazyku Scheme je možné použı́vat libovolně velká celá čı́sla.
V praxi to napřı́klad znamená, že přičtenı́m jedničky k danému celému čı́slu vždy zı́skáme čı́slo většı́.
Ačkoliv toto tvrzenı́ může znı́t triviálně, ve většině programovacı́ch jazyků, které použı́vajı́ pouze čı́sla
s pevným rozsahem hodnot, tomu tak nenı́.

Ve Scheme je možné počı́tat rovněž s imaginárnı́mi a komplexnı́mi čı́sly a to opět v jejich přesné a ne-
přesné reprezentaci. Za přesnou reprezentaci komplexnı́ho čı́sla považujeme reprezentaci, kde je reálná
a imaginárnı́ složka komplexnı́ho čı́sla vyjádřena přesnou reprezentacı́ racionálnı́ch čı́sel. Napřı́klad tedy
3+2i, -3+2i, -3-2i, +2i, -2i, 3+1/2i, -2/3+4/5i jsou přesně reprezentovaná komplexnı́ čı́sla. Při zápisu
imaginárnı́ch čı́sel je vždy potřeba začı́t znaménkem, napřı́klad 2i je tedy symbol, nikoliv čı́slo. Na druhou
stranu třeba 0.4e10+2i, 2/3-0.6i a podobně jsou komplexnı́ čı́sla v nepřesné reprezentaci. S čı́sly se dále
operuje prostřednictvı́m již představených primitivnı́ch procedur:

(sqrt -2) Z=⇒ 0+1.4142135623730951i

(* +2i (+ 0.4-3i -7i)) Z=⇒ 20.0+0.8i

a podobně. V interpretu jsou k dispozici dalšı́ primitivnı́ procedury, které zde již představovat nebudeme,
jedná se o procedury pro výpočet goniometrických, cyklometrických a jiných funkcı́, procedury pro zao-
krouhlovánı́ a jiné. Zájemce tı́mto odkazuji na [R5RS].

Nakonec této sekce upozorněme na zápis dlouhých symbolických výrazů. Pokud uvážı́me napřı́klad arit-
metický výraz

1 +
2 · (x+ 6)
√

x+ 10
,

pak jej přı́močaře přepisujeme ve tvaru:

(+ 1 (/ (* 2 (+ x 6)) (+ (sqrt x) 10)))

Ačkoliv je výraz pořád ještě relativně krátký, nenı́ napsán přı́liš přehledně, protože jsme jej celý napsali
do jednoho řádku. Při psanı́ složitějšı́ch symbolických výrazů je zvykem je vhodně strukturovat abychom
zvětšili jejich čitelnost, napřı́klad takto:
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(+ 1

(/ (* 2 (+ x 6))

(+ (sqrt x) 10)))

Při dělenı́ symbolických výrazů do vı́c řádků platı́ úzus, že pokud to nenı́ nutné z nějakých speciálnı́ch
důvodů, pak by žádný řádek neměl začı́nat závorkou „)“.

Z hlediska „programátorského komfortu“ jsou podstatnou součástı́ téměř každého programu komentáře. Po-
mocı́ komentářů programátor v programu slovně popisuje konkrétnı́ části program tak, aby se v programu
i po nějaké době vyznal. Komentáře jsou ze syntaktického hlediska speciálnı́ sekvence znaků vyskytujı́cı́
se v programu. Ze sémantického hlediska jsou komentáře části programů, které jsou zcela ignorovány. To
jest překladače a interprety během své činnosti komentáře nijak nezpracovávajı́ a program s komentáři se
zpracovává jako stejný program, ve kterém by byly komentáře vynechány.

V jazyku Scheme jsou komentáře sekvence znaků začı́najı́cı́ střednı́kem (znak „;“) a končı́cı́ koncem řádku.
Znak střednı́k tedy hraje speciálnı́ roli v programu – označuje počátek komentáře. Následujı́cı́ přı́klad
ukazuje část programu s komentáři:

;; toto je priklad nekolika komentaru

(+ (* 3 4) ; prvni scitanec

(/ 5 6)) ; druhy scitanec

;; k vyhodnoceni (+ 10 20) nedojde, protoze to je soucast tohoto komentare

1.6 Rozšı́řenı́ Scheme o speciálnı́ formy a vytvářenı́ abstrakcı́ pojmenovánı́m hodnot

V předchozı́ sekci jsme ukázali vyhodnocovacı́ proces. Interpret jazyka Scheme můžeme nynı́ použı́vat jako
„kalkulačku“ pro vyhodnocovánı́ jednoduchých výrazů. Samozřejmě, že komplexnı́ programovacı́ jazyk
musı́ umožňovat daleko vı́c než jen prosté vyhodnocovánı́ výrazů představené v předchozı́ kapitole. Dů-
ležitým prvkem každého programovacı́ho jazyka jsou prostředky pro abstrakci. Abstrakcı́ při programovánı́
obvykle myslı́me možnost vytvářenı́ obecnějšı́ch programových konstrukcı́, které je možné použı́vat ke
zvýšenı́ efektivity při programovánı́. Efektivitou ale nemáme nutně na mysli třeba jen rychlost výpočtu, ale
třeba provedenı́ programu, které je snadno pochopitelné, rozšiřitelné a lze jej podle potřeby upravovat.

Prvnı́m prostředkem abstrakce, který budeme použı́vat bude definice vazeb symbolů. Při práci s interpretem
bychom totiž leckdy potřebovali upravit vazby symbolů v prostředı́. Uvažme napřı́klad následujı́cı́ výraz:

(* (+ 2 3) (+ 2 3) (+ 2 3))

Ve výrazu se třikrát opakuje tentýž podseznam. Při vyhodnocovánı́ celého výrazu se tedy bude seznam
(+ 2 3). Vyhodnocovat hned třikrát. Kdyby se jednalo o výraz, jehož výpočet by byl časově náročný,
pak bychom při výpočtu čekali na jeho výpočet třikrát. V takové situaci by se hodilo mı́t k dispozici
aparát, kterým bychom mohli na nový symbol bez vazby, řekněme value, navázat hodnotu vzniklou
vyhodnocenı́m (+ 2 3). Jakmile by byla vazba provedena, stačilo by pouze vyhodnotit:

(* value value value)

Při vyhodnocenı́ poslednı́ho uvedeného výrazu už by se seznam (+ 2 3) nevyhodnocoval, takže zdrženı́
souvisejı́cı́ s vyhodnocenı́m tohoto seznamu by nastalo pouze jednou.

Mnohem důležitějšı́m důvodem pro možnost definice nových vazeb je zpřehledněnı́ kódu. Ve většı́ch
programech se obvykle vyskytujı́ nějaké hodnoty, které se během výpočtu neměnı́, ale během životnı́ho
cyklu programu mohou nabývat různých hodnot. Takovou hodnotou může být napřı́klad sazba DPH.
Bylo by krajně nepraktické, kdyby programátor napsal program (napřı́klad účetnı́ program), ve kterém by
byla sazba DPH vyjádřená čı́slem na každém mı́stě, kde by ji bylo potřeba. Takových mı́st by ve většı́m
programu byla zcela jistě celá řada a při změně sazby DPH by to vedlo k velkým problémům. Uvědomte si,
že problém by zřejmě nešel vyřešit hromadnou náhradou čı́sla 5 za čı́slo 19 v programu. Co kdyby se v něm
čı́slo 5 vyskytovalo ještě v nějakém jiném významu než je hodnota DPH? Čisté řešenı́ v takovém přı́padě je
použı́t abstrakci založenou na pojmenovánı́ hodnoty symbolem. To jest, v programu je lepšı́ mı́sto čı́selné
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hodnoty použı́vat symbol pojmenovaný třeba gdp-value a pouze na jednom zřetelně označeném mı́stě
programu mı́t provedenu definici vazby čı́sla reprezentujı́cı́ konkrétnı́ sazbu na symbol gdp-value.

Z toho co jsme nynı́ řekli je zřejmé, že potřebujeme mı́t k dispozici prostředky pro definici nových vazeb.
Nebo předefinovánı́ již existujı́cı́ch vazeb novými hodnotami. Samotné „provedenı́ definice“ by měl mı́t na
starosti nějaký element jazyka, který bychom chtěli během programovánı́ použı́vat. Řekněme ale již v tuto
chvı́li, že takovým elementem nemůže být procedura. Důvod je v celku prostý. Před aplikacı́ procedury dojde
vždy k vyhodnocenı́ všech prvků seznamu. Jednı́m z nich by mělo být jméno symbol, na který chceme
novou hodnotu nadefinovat. Pokud by ale symbol neměl vazbu, pak by vyhodnocenı́ končilo neúspěchem.
Proberme tuto situaci podrobněji. Předpokládejme, že bychom chtěli mı́t k dispozici proceduru navázanou
na symbol define a chtěli bychom zavádět nové definice takto:

(define gdp-value 19)

Z pohledu vyhodnocovacı́ho procesu je předchozı́ seznam vyhodnocen tak, že se nejprve vyhodnotı́ jeho
prvnı́ prvek. Tı́m je dle našeho předpokladu symbol, který se vyhodnotı́ na proceduru provádějı́cı́ definice.
Dále by byly vyhodnoceny v nespecifikovaném prostředı́ zbylé dva argumenty. 19 se vyhodnotı́ na sebe
sama, zde žádný zádrhel neležı́. Při vyhodnocovánı́ symbolu gdp-value by ovšem došlo k chybě v kroku
(B.e), viz definici 1.21, protože symbol nemá vazbu.

Jednoduchou analýzou problému jsme dospěli do situace, kdy potřebujeme mı́t v jazyku Scheme nové
elementy, při jejichž aplikaci se nebude vyhodnocovat zbytek seznamu tak, jako u procedur. Tyto nové
elementy nynı́ představı́me a budeme jim řı́kat speciálnı́ formy.

Nynı́ již známe tři typy elementů jazyka: internı́ reprezentace symbolických výrazů, primitivnı́ pro-
cedury a speciálnı́ formy. Speciálnı́ formy majı́ podobný účel jako procedury – jejich aplikacemi lze
generovat, přı́padně modifikovat, výpočetnı́ proces. Zcela zásadně se však od procedur lišı́ v tom, jak
probı́há jejich aplikace během vyhodnocovánı́.

Speciálnı́ formy jsou aplikovány s argumenty jimiž jsou elementy v jejich nevyhodnocené podobě a každá
speciálnı́ forma si sama určuje jaké argumenty a v jakém pořadı́ (zda-li vůbec) bude vyhodnocovat. Proto je
nutné každou speciálnı́ formu vždy detailně popsat. Při popisu se na rozdı́l od procedur musı́me zaměřit i na
to, jak speciálnı́ forma manipuluje se svými argumenty. Aplikaci speciálnı́ formy E na argumenty E1, . . . , En

budeme značit v souladu s označenı́m aplikace primitivnı́ch procedur výrazem Apply[E,E1, . . . , En].

Poznámka 1.24. Všimněte si toho, že procedury jsou aplikovány s argumenty, které jsou předem zı́skány
vyhodnocenı́m. Tedy procedura přı́sně vzato nemůže nijak zjistit, vyhodnocenı́m jakých elementů dané
argumenty vznikly. To je patrné pokud se podı́váme na definici 1.21, bod (C.1).

Jelikož jsme zavedli nový typ elementu – speciálnı́ formy, musı́me rozšı́řit vyhodnocovacı́ proces tak,
abychom mohli zavést aplikaci speciálnı́ formy, který nastane v přı́padě, že prvnı́ prvek seznamu se
vyhodnotı́ na speciálnı́ formu. Pro použitı́ speciálnı́ch forem rozšı́řı́me bod (C) části „Eval“ cyklu REPL
následovně:

Definice 1.25 (doplněnı́ vyhodnocovacı́ho procesu o speciálnı́ formy).
Výsledek vyhodnocenı́ elementu E, značeno Eval[E], je definován:

(A) Stejné jako v přı́padě definice 1.21.

(B) Stejné jako v přı́padě definice 1.21.

(C) Pokud je E seznam tvaru (E1 E2 · · · En), pak nejprve vyhodnotı́me jeho prvnı́ prvek a výsledek
vyhodnocenı́ označı́me F1, formálně: F1 := Eval[E1]. Vzhledem k hodnotě F1 rozlišı́me tři situace:

(C.1) Pokud F1 je procedura, pak se postup shoduje s (C.1) v definici 1.21.
(C.2) Pokud F1 je speciálnı́ forma, pak Eval[E] := Apply[F1, E2, . . . , En].
(C.e) Pokud F1 nenı́ procedura ani speciálnı́ forma, skončı́me vyhodnocovánı́ hlášenı́m

„CHYBA: Nelze provést aplikaci: prvnı́ prvek seznamu E se nevyhodnotil na proceduru ani na
speciálnı́ formu.“.
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(D) Stejné jako v přı́padě definice 1.21. �

V novém bodu (C.2) jasně vidı́me, že výsledkem vyhodnocenı́ E je aplikace speciálnı́ formy F1 na elementy
E2, . . . , En, což jsou prvky seznamu E (kromě prvnı́ho) v jejich nevyhodnocené podobě.

V jazyku Scheme budeme mı́t vždy snahu mı́t co možné nejméně (nezbytné minimum) speciálnı́ch
forem, protože zaváděnı́ speciálnı́ch forem do jazyka a jejich využı́vánı́ programátorem je potenciál-
nı́m zdrojem chyb. Důvod je zřejmý: jelikož si každá speciálnı́ forma určuje vyhodnocovánı́ svých
argumentů, na uživatele formy (to jest programátora) to na rozdı́l od procedur klade dalšı́ požadavek
(pamatovat si, jak se argumenty zpracovávajı́). Druhý úhel pohledu je vı́ce méně epistemický – zařazo-
vánı́m nadbytečných forem do jazyka se zvyšuje jeho celková složitost.

Pokud budeme dále hovořit o speciálnı́ch formách, budeme je pro jednoduchost nazývat stejně jako sym-
boly, na které jsou speciálnı́ formy navázány v počátečnı́m prostředı́. Symboly budeme značit tmavě modrou
barvou, abychom zřetelně viděli, že na uvažovaný symbol je v počátečnı́m prostředı́ navázána speciálnı́
forma. Jako prvnı́ zavedeme speciálnı́ formu define, která sloužı́ k definici vazby na symbol.

Definice 1.26 (speciálnı́ forma define). Speciálnı́ forma define se použı́vá se dvěma argumenty ve tvaru:

(define 〈jméno〉 〈výraz〉)
Při aplikaci speciálnı́ forma nejprve ověřı́ zda-li je argument 〈jméno〉 symbol. Pokud tomu tak nenı́, aplikace
speciálnı́ formy je ukončena hlášenı́m „CHYBA: Prvnı́ výraz musı́ být symbol.“ V opačném přı́padě je vy-
hodnocen argument 〈výraz〉. Označme F výsledek vyhodnocenı́ tohoto elementu, to jest F := Eval[〈výraz〉].
Dále je v prostředı́ vytvořena nová vazba symbolu 〈jméno〉 na element F . Pokud již symbol 〈jméno〉 měl
vazbu, tato původnı́ vazba je nahrazena elementem F . Ve standardu jazyka Scheme [R5RS] se uvádı́, že
výsledná hodnota aplikace speciálnı́ formy define nenı́ definovaná. �

Poznámka 1.27. (a) Speciálnı́ forma define má při své aplikaci vedlejšı́ efekt: modifikuje prostředı́.

(b) Specifikace jazyka Scheme R5RS neupřesňuje, co je pod pojmem „nedefinovaná hodnota“ myšleno. Re-
spektive specifikace uvádı́, že výsledná hodnota může být „jakákoliv“. Jednotlivé interprety proto vracejı́
při použitı́ define různé hodnoty. V našem abstraktnı́m interpretu Scheme vyřešı́me situaci s nedefi-
novanou hodnotou následovně. Budeme uvažovat speciálnı́ element jazyka „nedefinovaná hodnota“, tento
element se bude v souladu s bodem (D) definice 1.25 vyhodnocovat na sebe sama. Externı́ reprezentacı́
tohoto elementu bude „prázdný řetězec znaků“. Dodejme, že tı́mto způsobem je nedefinovaná hodnota
řešena i v mnoha skutečných interpretech jazyka Scheme.

Přı́klad 1.28. Tento přı́klad ukazuje vyhodnocovánı́ seznamů obsahujı́cı́ch define.

1. Po vyhodnocenı́ (define ahoj (* 2 3)) se na symbol ahoj naváže hodnota 6. Podrobněji, celý
seznam se vyhodnocuje dle bodu (C), takže jako prvnı́ je vyhodnocen jeho prvnı́ prvek. Tı́m je symbol
define, který se vyhodnotı́ na speciálnı́ formu. Speciálnı́ forma je aktivována s argumentem ahoj

a druhým argumentem je seznam (* 2 3). Jelikož je ahoj symbol, je vyhodnocen seznam (* 2 3),
jehož vyhodnocenı́m zı́skáme hodnotu 6. Do prostředı́ je zavedena vazba symbolu ahoj na hodnotu
6. Výsledkem aplikace speciálnı́ formy je nedefinovaná hodnota.

2. V přı́padě seznamu (define a (* 2 a)) je definován výsledek vyhodnocenı́ seznamu (* 2 a) na
symbol a. V přı́padě, že by během vyhodnocovánı́ výrazu symbol a doposud neměl žádnou vazbu,
dojde k ukončenı́ vyhodnocovánı́ výrazu (* 2 a) v bodě (B.e), protože a nemá vazbu. Pokud by již
a vazbu mělo a pokud by na a bylo navázáno čı́slo, pak by byla po aplikaci speciálnı́ formy hodnota
navázaná na a nadefinovaná na dvojnásobek původnı́ hodnoty.

3. Po vyhodnocenı́ (define blah +) se na symbol blah naváže hodnota, která byla navázaná na
symbolu+. Pokud měl symbol+doposud svou počátečnı́ vazbu, pak by byla na symbolblahnavázána
primitivnı́ procedura sčı́tánı́.

4. Po postupném vyhodnocenı́ seznamů (define tmp +), (define + *), a (define * tmp) se za-
měnı́ vazby na + a *. Na pomocný symbol tmp bude navázána původnı́ vazba symbolu +.
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5. Vyhodnocenı́ (define 10 (* 2 3)) končı́ chybou při aplikaci speciálnı́ formy (10 nenı́ symbol).

6. Seznam ((define a 10) 20) se vyhodnocuje dle bodu (C), takže jako prvnı́ se vyhodnotı́ jeho prvnı́
prvek, čı́mž je seznam (define a 10). Vyhodnocenı́m tohoto seznamu vznikne nová vazba v pro-
středı́ a vrácena je „nedefinovaná hodnota“. Jelikož se prvnı́ prvek seznamu ((define a 10) 20)

vyhodnotil na nedefinovanou hodnotu, což nenı́ ani procedura, ani speciálnı́ forma, je vyhodnocenı́
ukončeno chybou dle bodu (C.e).

7. Po vyhodnocenı́ (define define 20) dojde k redefinici symbolu define, na který bude navázaná
hodnota 20. Pokud bychom neměli speciálnı́ formu define navázanou ještě na jiném symbolu, pak
bychom ji po provedené této definice nenávratně ztratili.

Nynı́ ukážeme několik použitı́ define bez detailnı́ho rozboru vyhodnocovánı́. Budeme předpokládat, že
výrazy vyhodnocujeme postupně během jednoho spuštěnı́ interpretu.

(define a 10)

a Z=⇒ 10

(* 2 a) Z=⇒ 20

(sqrt (+ a 5)) Z=⇒ 3.8729833462074

Redefinicı́ hodnoty symbolu a bude předešlá vazba „zapomenuta“:

(define a 20)

(* 2 a) Z=⇒ 40

(sqrt (+ a 5)) Z=⇒ 5

V následujı́cı́m přı́kladu je nová vazba symbolu a vypočtena pomocı́ jeho aktuálnı́ vazby:

(define a (+ a 1))

a Z=⇒ 21

Nynı́ můžeme nadefinovat vazbu symbolu b na hodnotu součtu čtyřky s aktuálnı́ vazbou a. Samotná
aktuálnı́ vazba symbolu a se po provedenı́ následujı́cı́ definice nijak neměnı́:

(define b (+ 4 a))

a Z=⇒ 21

b Z=⇒ 25

(sqrt b) Z=⇒ 5

Pokud nynı́ změnı́me vazbu symbolu a, vazba symbolu b nebude změněna. Nic na tom neměnı́ ani fakt, že
hodnota navázaná na b byla v jednom z předchozı́ch kroků stanovena pomocı́ hodnoty a.

(define a 666)

a Z=⇒ 666

b Z=⇒ 25

Následujı́cı́ definicı́ bude na symbol plus navázána primitivnı́ procedura, která je navázána na symbol +:

(define plus +)

(plus 1 2) Z=⇒ 3

(plus 1 b) Z=⇒ 26

(plus 1 2 3) Z=⇒ 6

Nynı́ bychom mohli předefinovat vazbu symbolu + třeba takto:

(define + *)

(+ 1 1) Z=⇒ 1

(+ 2 3) Z=⇒ 6

Primitivnı́ proceduru sčı́tánı́, však máme neustále navázanou na symbolu plus, takže jsme ji „neztratili“.

Poznámka 1.29. Kdybychom v našem abstraktnı́m interpretu dali vyhodnotit symbol define, interpret
by nám měl odpovědět jeho vazbou. Tedy měl by napsat něco ve smyslu „speciálnı́ forma pro vytvářenı́
definic“. Skutečné interprety jazyka Scheme na vyhodnocenı́ symbolu define reagujı́ obvykle chybovým
hlášenı́m, protože nepředpokládajı́ vyhodnocenı́ symbolu define na jiné pozici než na prvnı́m mı́stě
seznamu. Napřı́klad interprety Guile a Elk však reagujı́ stejně jako náš abstraktnı́ interpret.
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1.7 Pravdivostnı́ hodnoty a podmı́něné výrazy

V předchozı́ch sekcı́ch jsme pracovali pouze s čı́selnými hodnotami a ukázali jsme princip vazby hodnoty
na symbol. V praxi je pochopitelně potřeba pracovat i s jinými daty než s čı́sly, napřı́klad s pravdivostnı́mi
hodnotami. Velmi často je totiž v programech potřeba provádět podmı́něné vyhodnocovánı́ v závislosti
na vyhodnocenı́ jiných elementů. Podmı́něným vyhodnocovánı́m se budeme zabývat v této části lekce.
Abychom mohli uvažovat podmı́nky a jejich pravdivost, musı́me do našeho interpretu zavést nové elementy
jazyka reprezentujı́cı́ pravdivostnı́ hodnoty – pravda a nepravda.

V počátečnı́m prostředı́ bude element „pravda“ navázaný na symbol #t („t“ z anglického true) a element
„nepravda“ bude navázaný na symbol #f („f“ z anglického false). Samotné elementy „pravda“ a „nepravda“
se budou vyhodnocovat na sebe sama dle bodu (D) definice 1.25, vyhodnocovacı́ proces tedy nemusı́me
nijak upravovat. Pravdivostnı́ hodnoty budeme zapisovat ve tvaru #t a #f a podle potřeby je budeme
ztotožňovat se samotnými symboly #t a #f, které budou jejich externı́ reprezentacı́. V tomto přı́padě jsme
tedy udělali výjimku proti obecné úmluvě 1.14 na straně 23.

Pravdivostnı́ hodnoty „pravda“ a „nepravda“ jsou speciálnı́ elementy, které se vyhodnocujı́ na sebe
sama. Pro jednoduchost uvažujeme, že pravdivostnı́ hodnoty jsou v počátečnı́m prostředı́ navázány
na symboly #t (pravda) a #f (nepravda). Specifikace R5RS jazyka Scheme zacházı́ s pravdivostnı́mi
hodnotami odlišně: #t a #f nejsou symboly, ale speciálnı́ sekvence znaků rozpoznatelné readerem,
který je při načı́tánı́ převádı́ na pravdivostnı́ hodnoty. My tuto koncepci pro jednoduchost nebudeme
přebı́rat, protože bychom museli rozšiřovat pojem symbolický výraz, což nechceme.

Abychom mohli formulovat netriviálnı́ podmı́nky, potřebujeme mı́t k dispozici procedury, které budou při
aplikaci vracet pravdivostnı́ hodnoty. Procedury, výsledkem jejichž aplikace jsou pravdivostnı́ hodnoty,
nazýváme predikáty. Tento pojem se použı́vá ve standardu jazyka Scheme [R5RS], budeme jej použı́vat
i my, i když poněkud nevhodně koliduje s pojmem predikát, který je užı́vaný v matematické logice (v jiném
smyslu než zde). Z praktického hlediska jsou ale predikáty obyčejné procedury (tak, jak jsme je představili
v předchozı́ch sekcı́ch), pouze vracejı́cı́ pravdivostnı́ hodnoty.

V počátečnı́m prostředı́ je definováno několik predikátů, kterými můžeme porovnávat čı́selné hodnoty. Jsou
to predikáty < (ostře menšı́), <= (menšı́ rovno), = (rovno), >= (většı́ rovno), > (ostře většı́), jejichž zamyšlený
význam je zřejmě jasný. Všechny tyto predikáty pracujı́ se dvěma argumenty, viz přı́klady.

#t Z=⇒ #t

#f Z=⇒ #f

(<= 2 3) Z=⇒ #t

(< 2 3) Z=⇒ #t

(= 2 3) Z=⇒ #f

(= 2 2.0) Z=⇒ #t

(= 0.5 1/2) Z=⇒ #t

(>= 3 3) Z=⇒ #t

(> 3 3) Z=⇒ #f

Přı́klad 1.30. Kdybychom si vzali napřı́klad seznam (+ 2 (< 3 3)), pak při jeho vyhodnocenı́ dojde
k chybě. Všimněte si totiž, že seznam (< 3 3) se vyhodnotı́ na #f. Po tomto kroku by měla být aplikována
procedura sčı́tánı́ s čı́selnou hodnotou 2 a druhým argumentem, kterým by byla pravdivostnı́ hodnota
„nepravda“. Aplikace procedury sčı́tánı́ by tedy končila chybovým hlášenı́m „CHYBA: Druhý argument
při aplikaci sčı́tánı́ nenı́ čı́slo.“.

Nynı́ zavedeme speciálnı́ formu if, pomocı́ niž budeme moci provádět podmı́něné vyhodnocovánı́.

Definice 1.31 (speciálnı́ forma if). Speciálnı́ forma if se použı́vá se dvěma argumenty ve tvaru:

(if 〈test〉 〈důsledek〉 〈náhradnı́k〉),
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přitom 〈náhradnı́k〉 je nepovinný argument a nemusı́ být uveden. Při aplikaci speciálnı́ formy if je nejprve
vyhodnocen argument 〈test〉. Pokud je hodnota vzniklá jeho vyhodnocenı́m různá od elementu „nepravda“
(to jest elementu navázaného na #f), pak je výsledkem aplikace speciálnı́ formy if výsledek vyhodnocenı́
argumentu 〈důsledek〉. V opačném přı́padě, to jest v přı́padě, kdy se 〈test〉 vyhodnotil na nepravda, rozlišu-
jeme dvě situace. Pokud je přı́tomen argument 〈náhradnı́k〉, pak je výsledkem aplikace speciálnı́ formy if

výsledek vyhodnocenı́ argumentu 〈náhradnı́k〉. Pokud 〈náhradnı́k〉 nenı́ přı́tomen, pak je výsledkem aplikace
speciálnı́ formy if nedefinovaná hodnota, viz poznámku 1.27 (b). �

Poznámka 1.32. Všimněte si, že speciálnı́ forma if zacházı́ při vyhodnocovánı́ testu s pravdivostnı́mi
hodnotami ještě o něco obecněji, než jak jsme předeslali. Náhradnı́k, což je argument vyhodnocujı́cı́ se
v přı́padě, kdy vyhodnocenı́ testu skončilo nepravdou, je skutečně vyhodnocen pouze v přı́padě, kdy se
test vyhodnotı́ na „nepravda“ (to jest #f). V ostatnı́ch přı́padech je vždy vyhodnocen důsledek. To zahrnuje
i přı́pady, kdy výsledkem testu nenı́ pravdivostnı́ hodnota, ale jakýkoliv jiný element kromě elementu
„nepravda“.

Speciálnı́ forma if sloužı́ k podmı́něnému vyhodnocovánı́. Seznamy, ve kterých se použı́vá forma if

lze přirozeně čı́st. Napřı́klad (if (<= a b) a b) můžeme čı́st „pokud je a menšı́ nebo rovno b, pak
vrat’a, v opačném přı́padě vrat’b“. Tudı́ž při vyhodnocenı́ tohoto seznamu obdržı́me jako výsledek
vždy menšı́ z hodnot navázaných na a a b. Speciálnı́ forma if zacházı́ s pravdivostnı́mi hodnotami
v zobecněné podobě. Jediný element, který je považován za „nepravdu“ je element navázaný na #f.

Otázkou je, proč trváme na tom, aby byla speciálnı́ forma if právě speciálnı́ forma. Nabı́zı́ se otázka,
zda-li by nebylo dostačujı́cı́ chápat ji jako proceduru. Odpověd’ je dvojı́. Na jednu stranu bychom ji zatı́m
mohli chápat jako proceduru. S tı́mto konceptem „if jako procedury“ bychom si však nevystačili přı́liš
dlouho. Druhým úhlem pohledu je samotná myšlenka podmı́něného vyhodnocenı́. U něj totiž nejde jen
o to, hodnota kterého z výrazů 〈důsledek〉 a 〈náhradnı́k〉 je vrácena, ale o to, aby byl vždy vyhodnocen pouze
jeden z nich. Kdybychom se chtěli v interpretu přesvědčit, že if je skutečně speciálnı́ forma, mohli bychom
zkusit vyhodnotit následujı́cı́ seznam:

(if (= 0 0) #t nepouzity-symbol)

Pokud by if byla procedura, pak by byly vyhodnoceny všechny jejı́ argumenty a vyhodnocovánı́ by
skončilo chybou v bode (B.e), protože symbol nepouzity-symbol by neměl vazbu (pokud bychom ji
předtı́m nevytvořili, což nepředpokládáme). V přı́padě if jako speciálnı́ formy je nejprve vyhodnocena
podmı́nka (= 0 0), která je (vždy) pravdivá. Tı́m pádem je výsledkem aplikace if výsledek vyhodnocenı́
druhého argumentu, což je argument #t, který se vyhodnotı́ na „pravda“. Symbol nepouzity-symbol
v tomto přı́padě nebude nikdy vyhodnocen.

Nynı́ uvedeme přı́klady použitı́ speciálnı́ formy if.

(define a 10)

(define b 13)

(if (> a b) a b) Z=⇒ 13

(+ 1 (if (> a b) a b)) Z=⇒ 14

(if (<= a b) (+ a b) (- a b)) Z=⇒ 23

(if (<= a b) (- b a) (- a b)) Z=⇒ 3

Pokud jsou na symboly a a b navázána nezáporná čı́sla, pak se poslednı́ z uvedených podmı́něných
výrazů vyhodnotı́ na absolutnı́ hodnotu rozdı́lu čı́selných hodnot navázaných na a a b (rozmyslete si proč).
Podmı́něné výrazy se někdy k vůli přehlednostı́ pı́šı́ tak, že všechny tři argumenty jsou pod sebou:

(if (<= a b)

(- b a)

(- a b)) Z=⇒ 3

Přehlednost zápisu vynikne teprve v přı́padě, kdy máme několik podmı́nek vnořených. Napřı́klad:
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(if (<= a b)

(if (= a b)

a

(- a))

#f) Z=⇒ -10

Zkuste si rozebrat, jak by se předchozı́ výraz vyhodnocoval v přı́padě různých hodnot navázaných na a

a b. Které všechny přı́pady musı́me v takové situaci uvažovat?

I když to nenı́ přı́liš praktické, v podmı́něných výrazech můžeme uvádět podmı́nky, které jsou vždy
pravdivé (v obecném smyslu) nebo vždy nepravdivé. Viz následujı́cı́ ukázku.

(if #t 10 20) Z=⇒ 10

(if 1 2 3) Z=⇒ 2

(if #f 10 20) Z=⇒ 20

(if #f 10) nedefinovaná hodnota

Doted’jsme se při vyhodnocovánı́ seznamů setkávali prakticky výhradně se seznamy, které měly na prvnı́m
mı́stě symbol, jenž se vyhodnotil na primitivnı́ proceduru nebo na speciálnı́ formu. V následujı́cı́ch ukázkách
demonstrujeme, že tomu tak obecně být nemusı́ a přitom vyhodnocovacı́ proces nekončı́ chybou (jak tomu
bylo ve všech předcházejı́cı́ch přı́padech, kdy prvnı́ prvek seznamu nebyl symbol).

(if #t + -) Z=⇒ procedura „sčı́tánı́ čı́sel“
((if #t + -) 10 20) Z=⇒ 30

((if #f + -) 10 20) Z=⇒ -10

V obou poslednı́ch přı́padech je nejprve vyhodnocen prvnı́ prvek celého seznamu, tı́m je opět seznam,
který způsobı́ aplikaci speciálnı́ formy if. Po testu podmı́nky, která v prvnı́m přı́padě dopadne pozitivně
a v druhém negativně, je vyhodnocen symbol + nebo symbol -. Jejich vyhodnocenı́m vznikajı́ primitivnı́
procedury. V tomto okamžiku se tedy prvnı́ prvek celého seznamu vyhodnotı́ na proceduru. Dále jsou v ne-
specifikovaném pořadı́ vyhodnoceny ostatnı́ argumenty (čı́sla 10 a 20) a procedura zı́skaná vyhodnocenı́m
prvnı́ho výrazu je s nimi aplikována. To vede bud’ na jejich součet nebo na jejich rozdı́l.

Jako dalšı́ přı́klad tohoto fenoménu si můžeme ukázat seznam, jehož vyhodnocenı́m zı́skáme absolutnı́
hodnotu čı́sla navázaného na symbol a. Přı́močaře problém vyřešı́me třeba takto:

(if (<= a 0) (- a) a)

Na druhou stranu bychom ale mohli použı́t následujı́cı́ kód:

((if (<= a 0) - +) a)

V tomto přı́padě se prvnı́ prvek seznamu opět vyhodnotı́ na proceduru sčı́tánı́ nebo odčı́tánı́ v závislosti na
tom, zda-li byla na a navázaná hodnota menšı́ nebo rovna nule. Procedury sčı́tánı́ nebo odčı́tánı́ jsou pak
aplikovány s jediným argumentem jı́mž je hodnota vázaná na a. Výsledná hodnota je tedy bud’ tatáž jako
hodnota navázaná na a nebo jejı́ obrácená hodnota.

Shrnutı́

V této úvodnı́ lekci jsme ukázali, co je program a jaký je jeho vztah k výpočetnı́mu procesu. Program je
pasivnı́ entita, lze si jej představit jako soubor uložený na disku. Výpočetnı́ procesy jsou generované pro-
gramy během jejich zpracovánı́ počı́tačem. Výpočetnı́ procesy manipulujı́ s daty, měnı́ vstupy na výstupy
a majı́ vedlejšı́ efekty. Programovacı́ jazyky dělı́me na nižšı́ (kódy stroje, assemblery a autokódy) a vyššı́.
Vyššı́ programovacı́ jazyky umožňujı́ většı́ komfort při programovánı́ dı́ky možnostem abstrakce, které
dávajı́ uživatelům (programátorům). Programy napsané ve vyššı́ch programovacı́ch jazycı́ch jsou bud’pře-
kládané (kompilované), nebo interpretované. U programovacı́ch jazyků a programů rozeznáváme jejich
syntaxi (tvar) a sémantiku (význam), které nelze zaměňovat. Programovánı́ v daném jazyku vždy podléhá
programovacı́mu stylu nebo vı́ce stylům, kterým řı́káme paradigmata programovánı́. Mezi základnı́ para-
digmata patřı́: funkcionálnı́, procedurálnı́, objektové, paralelnı́ a logické paradigma. Syntax a interpretaci
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v přı́padě konkrétnı́ho jazyka jsme demonstrovali na jazyku Scheme. Programy v jazyku Scheme jsme
definovali jako sekvence symbolických výrazů, které dělı́me na čı́sla, symboly a seznamy. Dále jsme ukázali
model interpretu jazyka Scheme a popsali vyhodnocovánı́. Zavedli jsme pojem element jazyka. Základnı́mi
elementy pro nás byly primitivnı́ procedury zastupujı́cı́ operace a internı́ formy symbolických výrazů. Na
elementy jazyka se lze dı́vat jako na hodnoty, se kterými je možné provádět výpočty. Popsali jsme aplikaci
primitivnı́ch procedur, prostředı́ a vazby symbolů v počátečnı́m prostředı́. Dále jsme poukázali na nutnost
vybavit náš interpret novým typem elementů – speciálnı́mi formami kvůli možnosti definovat nové vazby
symbolů. Nakonec jsme se zabývali podmı́něným vyhodnocovánı́m a představili jsme dalšı́ typy elementů
jazyka – pravdivostnı́ hodnoty a nedefinovanou hodnotu.

Pojmy k zapamatovánı́

• program, výpočetnı́ proces,
• nižšı́ programovacı́ jazyk, kód stroje, autokód, assembler, bajtkód,
• vyššı́ programovacı́ jazyk, překladač, interpret,
• primitivnı́ výrazy, prostředky kombinace, prostředky abstrakce,
• syntax programu, sémantika programu,
• operace, operandy,
• infixová/prefixová/postfixová notace, polská (reverznı́) bezzávorková notace
• syntaktická chyba, sémantická chyba,
• paradigmata programovánı́: funkcionálnı́, procedurálnı́, objektové, paralelnı́, logické
• jazyk Scheme, symbolické výrazy, S-výrazy,
• čı́sla, symboly, seznamy, program,
• vyhodnocovacı́ proces, abstraktnı́ interpret Scheme,
• primitivnı́ procedury, elementy jazyka
• internı́ reprezentace symbolických výrazů,
• externı́ reprezentace elementů,
• reader, printer, evaluator, cyklus REPL,
• aplikace primitivnı́ procedury, argumenty,
• prostředı́, počátečnı́ prostředı́, vazba symbolu, aktuálnı́ vazba,
• speciálnı́ formy, definice vazeb, podmı́něné vyhodnocovánı́,
• pravdivostnı́ hodnoty, predikáty, nedefinovaná hodnota.

Nově představené prvky jazyka Scheme

• speciálnı́ formy: define a if,
• aritmetické procedury: +, -, *, /, quotient, modulo, sqrt,
• procedury pro konverzi čı́selné reprezentace: exact->inexact, inexact->exact, rationalize,
• pravdivostnı́ hodnoty: #t, #f,
• predikáty: <, <=, =, >=, >.

Kontrolnı́ otázky

1. Jaký je rozdı́l mezi syntaxı́ a sémantikou programu?
2. Jak v jazyku Scheme zapisujeme seznamy?
3. Z čeho se skládajı́ programy v jazyku Scheme?
4. Jak probı́há vyhodnocenı́ symbolických výrazů?
5. Co máme na mysli pod pojmem aplikace procedur?
6. Jaký je rozdı́l mezi procedurami a speciálnı́mi formami?
7. Proč nemůže být define procedura?
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8. Co je aktuálnı́ vazba symbolu?

9. Jaké znáte typy chyb a jaký je mezi nimi rozdı́l?

10. Co jsou to predikáty?

11. Z jakých částı́ se skládá cyklus REPL?

12. Jaké má výhody prefixová notace výrazů?

Cvičenı́

1. Napište, jak interpret Scheme vyhodnotı́ následujı́cı́ symbolické výrazy:
(/ 2 3) (2 + 3) (+ -) (1 2 3 4) (modulo 10 3)

(+ (* 2 3) 4) (+1 2) (+ (*)) ((+ 1 2)) (rationalize 2 1/10)

(- (- 2)) (+) (* (+) 2 (+)) (quotient 5) (sqrt (* 1/2 0.5))

2. Rozeberte vyhodnocenı́ následujı́cı́ch výrazů krok po kroku. Pokud při vyhodnocenı́ dojde k chybě,
zdůvodněte proč se tak stalo.

(a) (+ (* 2 3) (/ 2 8))

(b) (if (= 0 (+ (- (+ 10 20) 30))) 7 8)

(c) (* 2 sqrt (4))

3. Napište, jak se vyhodnotı́ následujı́cı́ výrazy a zdůvodněte proč.
(define a 10)

(define b (+ a 1))

(define a 20)

b Z=⇒ ???

4. Napište, jak dopadne vyhodnocenı́ následujı́cı́ch výrazů a zdůvodněte proč.
(define define 1)

(define a 2)

a

5. Napište výsledky vyhodnocenı́ následujı́cı́ch výrazů.
(if + 1 2)

(sqrt (if + 4 16))

(+ ((if - - +) 20))

(if (if (> 1 0) #f #t) 10 20)

6. Následujı́cı́ výraz
(define nedef · · · )
doplňte tak, aby po jeho vyhodnocenı́ byla na symbol nedef navázána nedefinovaná hodnota.

Úkoly k textu

1. Uvažujme následujı́cı́ výraz:

(if (if a

(> a b)

-666)

(if b

(- b)

#t)

10)

Proved’te analýzu předchozı́ho výrazu a napište jak dopadne jeho vyhodnocenı́ v závislosti na
různých vazbách symbolů a a b. Soustřed’te se přitom na přı́pady, kdy vyhodnocenı́ končı́ úspěchem
(tedy nikoliv chybou). Kolik musı́me při našich úvahách rozlišit přı́padů?

39



2. Předpokládejte, že máme na symbolech a, b a c navázány tři čı́selné hodnoty. Napište symbolický
výraz, jehož vyhodnocenı́m je vrácena největšı́ hodnota z a, b a c. U výrazu důkladně otestujte jeho
správnost pro vzájemně různé hodnoty navázané na symboly a, b a c. Je pochopitelné, že na dané
symboly můžeme navázat nekonečně mnoho vzájemně odlišných čı́selných hodnot, ale z hlediska
testovánı́ správnost výrazu stačı́ probrat jen konečně mnoho testovacı́ch možnostı́. Kolik jich bude?
Zdůvodněte správnost vašı́ úvahy.

3. Prohlédněte si následujı́cı́ matematické výrazy a rozmyslete si, jak byste je vyjádřili pomocı́ symbo-
lických výrazů v jazyku Scheme.

x+
√
9 ·
log(z + 5)

log(y)
x+ y + z + 4

, y ·

√
sin

(
4 · atan (x)

y

)
,

(
ey·log(z)

)2
· x

z ·
(
y + 4+5

2−x
4

) .

Proved’te přepis výrazů a pomocı́ interpretu jazyka Scheme zjistěte, jaké budou jejich hodnoty v přı́-
padě, že za x, y a z dosadı́me čı́selné hodnoty 1, 2 a 3. Při přepisu použijte procedury navázané na
symboly log, exp, sqrt a atan.

Řešenı́ ke cvičenı́m

1. Řešenı́ po řadách: 2/3, chyba, chyba, chyba, 1; 10, chyba, 1, chyba, 2; 2, 1, 2, chyba, 0.5.
2. Výsledky: (a) 25/4; (b) 7; (c) chyba (při vyhodnocovánı́ (4)). Podrobný rozbor udělejte dle defi-

nice 1.25.
3. Symbol b se na konci vyhodnotı́ na 11. Protože vazba b byla definována jako hodnota prvnı́ vazby

symbolu a (což bylo 10) zvětšená o jedna.
4. Vyhodnocenı́ končı́ chybou při pokusu vyhodnotit druhý výraz. Při vyhodnocenı́ prvnı́ho výrazu

se totiž na symbol define naváže jednička, takže při vyhodnocenı́ druhého výrazu se prvnı́ prvek
seznamu nevyhodnotı́ ani na proceduru ani na speciálnı́ formu.

5. Výsledky vyhodnocenı́: 1, 2, -20, 20.
6. Napřı́klad: (define nedef (if #f #f))
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Lekce 2: Vytvářenı́ abstrakcı́ pomocı́ procedur

Obsah lekce: V této lekci se seznámı́me s uživatelsky definovatelnými procedurami a s vytvářenı́m abstrakcı́
pomocı́ nich. Nejprve řekneme motivaci pro zavedenı́ takových procedur a ukážeme několik přı́kladů.
Zavedeme λ-výrazy jako výrazy jejichž vyhodnocovánı́m procedury vznikajı́. Dále rozšı́řı́me současný
model prostředı́. Uvedeme, jak lze chápat vyhodnocovánı́ elementů relativně vzhledem k prostředı́. Dále
ukážeme, jak jsou reprezentovány uživatelsky definovatelné procedury, jak vznikanı́ a jak probı́há jejich
aplikace. Ukážeme několik typických přı́kladů procedur a naši pozornost zaměřı́me na procedury vyššı́ch
řádů. Posléze poukážeme na vztah procedur a zobrazenı́ (matematických funkcı́). Nakonec ukážeme dva
typy rozsahů platnoti symbolů a představı́me některé nové speciálnı́ formy.

Klı́čová slova: aktuálnı́ prostředı́, currying, disjunkce, dynamicky nadřazené prostředı́, dynamický rozsah
platnosti, elementy prvnı́ho řádu, formálnı́ argumenty, globálnı́ prostředı́, identita, konjunkce, konstantnı́
procedura, λ-výraz, lexikálně nadřazené prostředı́, lexikálnı́ (statický) rozsah platnosti, lokálnı́ prostředı́,
negace, parametry, procedura vyššı́ho řádu, projekce, předek prostředı́, tělo, uživatelsky definovatelná
procedura, volné symboly, vázané symboly.

2.1 Uživatelsky definovatelné procedury a λ-výrazy

V sekci 1.6 jsem popsali vytvářenı́ abstrakcı́ pomocı́ pojmenovánı́ hodnot. Stručně řečeno šlo o to, že mı́sto po-
užı́vánı́ konkrétnı́ch hodnot v programu jsme hodnotu pojmenovali pomocı́ symbolu zastupujı́cı́ho „jméno
hodnoty“ a v programu jsme dále použı́vali tento symbol. Nynı́ pokročı́me o krok dále a ukážeme daleko
významnějšı́ způsob vytvářenı́ abstrakcı́, který je založený na vytvářenı́ nových procedur.

V minulé lekci jsme představili celou řadu primitivnı́ch procedur, to jest procedur, které byly na počátku
vyhodnocovánı́ (po spuštěnı́ interpretu) navázány na některé symboly (jako třeba +, modulo a podobně)
v počátečnı́m prostředı́. Při vytvářenı́ programů se často dostáváme do situace, že potřebujeme provádět
podobné „operace“ (sekvence aplikacı́ primitivnı́ch procedur), které se v programu projevujı́ „podobnými
kusy kódu“. V programu tedy docházı́ k jakési redundanci (nadbytečnosti) kódu. Tato redundance by mohla být
potenciálnı́m zdrojem chyb, kdybychom byli nuceni tutéž sekvenci kódu měnit na všech mı́stech programu
(třeba vlivem přidánı́ nového parametru úlohy). Snadno bychom na některou část kódu mohli zapomenout
a chyba by byla na světe. Nabı́zı́ se tedy vytvořit novou proceduru, potom ji pojmenovat (což již umı́me), a dále
s nı́ pracovat, to jest aplikovat ji, jako by se jednalo o primitivnı́ proceduru. Jedná se nám tedy o problém
uživatelského vytvářenı́ procedur (pod pojmem „uživatel“ budeme mı́t na mysli uživatele jazyku Scheme, tedy
programátora). Nový typ procedur, o kterém budeme hovořit v této lekci, budeme tedy nazývat uživatelsky
definovatelné procedury. Stejně jako u primitivnı́ch procedur budeme i uživatelsky definovatelné procedury
považovat za elementy jazyka Scheme.

Primitivnı́ procedury i uživatelsky definovatelné procedury budeme dále označovat jednı́m souhrnným
názvem procedury. Procedura je tedy obecné označenı́ pro element jazyka zahrnujı́cı́ v sobě jednak
procedury, které jsou k dispozici na začátku práce s interpretem (to jest primitivnı́ procedury) a na
druhé straně procedury, které lze dynamicky vytvářet během vyhodnocovánı́ programů a dále je v nich
použı́vat (to jest uživatelsky definovatelné procedury).

Uživatelsky definovatelné procedury nynı́ popı́šeme od jejich syntaxe po jejich sémantiku. V této sekci
uvedeme pouze základy, motivačnı́ přı́klady a to, jak se na procedury dı́vat z pohledu programátora.
V dalšı́ch sekcı́ch této lekce se budeme zabývat tı́m, jak procedury vznikajı́ a jak probı́há jejich aplikace
z pohledu abstraktnı́ho interpretu jazyka Scheme. Nejprve uvedeme ilustrativnı́ přı́klad.

Představme si situaci, že v programu často počı́táme hodnoty druhých mocnin nějakých čı́sel. Přirozeně
bychom mohli výpočet druhé mocniny zajistit výrazy tvaru (* 〈výraz〉 〈výraz〉), které bychom uváděli na
každém mı́stě v programu, kde bychom druhou mocninu chtěli počı́tat. Toto řešenı́ má mnoho nevýhod.
Jednak je to již dřı́ve uvedená redundance kódu, jednak 〈výraz〉 bude při vyhodnocovánı́ celého výrazu
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(* 〈výraz〉 〈výraz〉) vyhodnocován dvakrát. Nabı́zelo by se tedy „zhmotnit“ novou proceduru jednoho
argumentu „vypočti druhou mocninu“ a potom ji pomocı́ define navázat na dosud nepoužitý symbol,
třeba na2 (jako „na druhou“). Pokud by se to podařilo, mohli bychom tuto novu proceduru aplikovat jako
by byla primitivnı́, to jest ve tvaru (na2 〈výraz〉).

Nové procedury budeme v interpretu vytvářet vyhodnocovánı́m λ-výrazů. Napřı́klad proceduru „umocni
danou hodnotu na druhou“ bychom vytvořili vyhodnocenı́m následujı́cı́ho λ-výrazu:

(lambda (x) (* x x)) Z=⇒ „procedura, která pro dané x vracı́ násobek x s x“

V předchozı́m výrazu je lambda symbol, na který je v počátečnı́m prostředı́ navázána speciálnı́ forma
vytvářejı́cı́ procedury, jak si podrobně rozebereme dále (zatı́m se na tuto speciálnı́ formu můžeme dı́vat
jako na černou skřı́ňku). Za tı́mto symbolem následuje jednoprvkový seznam (x), jehož jediným prvkem
je symbol x, kterým formálně označujeme hodnotu předávanou proceduře. Poslednı́m prvkem předchozı́ho
λ-výrazu je seznam (* x x), což je tělo procedury udávajı́cı́, co se při aplikaci procedury s hodnotou
navázanou na symbol x bude dı́t. V našem přı́padě bude hodnota vynásobena sama se sebou a výsledek této
aplikace bude i výsledkem aplikace našı́ nové procedury. Proceduru bychom mohli použı́t napřı́klad takto:

((lambda (x) (* x x)) 8) Z=⇒ 64

Předchozı́ použitı́ je z hlediska vyhodnocovacı́ho proceduru zcela v pořádku. Uvědomte si, že symbolický
výraz (lambda (x) (* x x)), což je prvnı́ prvek celého seznamu, se (jak jsme uvedli) vyhodnotı́ na pro-
ceduru. V dalšı́m kroku se čı́slo 8 vyhodnotı́ na sebe sama a poté dojde k aplikaci nově vzniklé procedury
s hodnotou 8. Všimněte si, že v tomto přı́padě se jednalo vlastně o jakousi „jednorázovou aplikaci“ pro-
cedury, protože nová procedura vznikla, byla jednou aplikována (s argumentem 8) a dalšı́ aplikaci téže
procedury již nemůžeme provést, protože jsme ji „ztratili“. Pro vysvětlenou, kdybychom dále napsali

((lambda (x) (* x x)) 10) Z=⇒ 100,

pak by byla opět (vyhodnocenı́m λ-výrazu) vytvořena nová procedura „umocni na druhou,“ pouze jednou
aplikována a poté opět „ztracena“. Abychom tutéž proceduru (to jest proceduru vzniklou vyhodnocenı́m
jediného λ-výrazu na konkrétnı́m mı́stě v programu) mohli vı́cekrát aplikovat, musı́me jı́ bezprostředně po
jejı́m vytvořenı́ pojmenovat (v dalšı́ch sekcı́ch uvidı́me, že to lze udělat i bez pojmenovánı́), napřı́klad:

(define na2

(lambda (x) (* x x)))

Při vyhodnocovánı́ předchozı́ho výrazu je aktivována speciálnı́ forma define, která na symbol na2 naváže
hodnotu vzniklou vyhodnocenı́m druhého argumentu. Tı́m je v našem přı́padě λ-výraz, který se vyhodnotı́
na proceduru, takže po vyhodnocenı́ předchozı́ho výrazu bude skutečně na na2 navázána nově vytvořená
procedura „umocni hodnotu na druhou“. Nynı́ můžeme proceduru použı́vat, jako by byla primitivnı́:

(na2 2) Z=⇒ 4

(+ 1 (na2 4)) Z=⇒ 17

(na2 (na2 8)) Z=⇒ 4096

Sice jsme ještě přesně nepopsali vznik ani detaily aplikace uživatelsky definovatelných procedur, ale zá-
kladnı́ princip jejich vytvářenı́ a použı́vánı́ by již měl být každému zřejmý.

V čem tedy spočı́vá vytvářenı́ abstrakcı́ pomocı́ procedur? Spočı́vá v tom, že konkrétnı́ části kódu nahrazu-
jeme aplikacı́ abstraktnějšı́ch procedur. Napřı́klad (* 3 3 3) a (* 5 5 5) bychom mohli nahradit výrazy
(na3 3) a (na3 5) způsobujı́cı́mi aplikaci procedury „umocni na třetı́“ navázané na symbol na3. Při
úpravě kódu se pak můžeme soustředit pouze na samotnou proceduru a nemusı́me se zabývat, kde
všude v programu je použı́vána.

Nynı́ přesně popı́šeme, jak vypadajı́ λ-výrazy.

Definice 2.1 (λ-výraz). Každý seznam ve tvaru

(lambda (〈param1〉 〈param2〉 · · · 〈paramn〉) 〈tělo〉),
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kde n je nezáporné čı́slo, 〈param1〉, 〈param2〉, . . . , 〈paramn〉 jsou vzájemně různé symboly a 〈tělo〉 je libovolný
symbolický výraz, se nazývá λ-výraz (lambda výraz). Symboly 〈param1〉, . . . , 〈paramn〉 se nazývajı́ formálnı́
argumenty (někdy též parametry). Čı́slo n nazýváme počet formálnı́ch argumentů (parametrů). �

Poznámka 2.2. (a) Zřejmě každý λ-výraz je symbolický výraz, protože je to seznam (ve speciálně vyžado-
vaném tvaru). Přı́klady λ-výrazů jsou třeba: (lambda (x) (* 2 x)), (lambda (x y) (+ (* 2 x) y)),
(lambda (x y dalsi) (+ x dalsi)) a tak podobně. Všimněte si, že definice 2.1 připouštı́ i nulový počet
formálnı́ch argumentů. Takže napřı́klad (lambda () 10) je rovněž λ-výraz. Respektive jedná se o λ-výraz
(tedy o symbolický výraz) za předpokladu, že v definici 1.6 na straně 19 připustı́me i „prázdné seznamy“,
to jest seznamy (), což budeme od tohoto okamžiku tiše předpokládat.

(b) Účelem formálnı́ch argumentů je „pojmenovat hodnoty“ se kterými bude procedura aplikována. Pro-
ceduru můžeme aplikovat s různými argumenty, proto je potřeba argumenty při definici procedury zastou-
pit symboly, aby byly pokryty „všechny možnosti aplikace procedury“. Tělo procedury představuje vlastnı́
předpis procedury – neformálně řečeno, tělo vyjadřuje „co bude procedura s danými argumenty provádět“.

(c) Pojem „λ-výraz“ je přebrán z formálnı́ho kalkulu zvaného λ-kalkul, který vyvinul v 30. letech 20. stoletı́
americký matematik Alonzo Church [Ch36, Ch41].

Zopakujme, že uvedenı́m λ-výrazu v programu je z pohledu vyhodnocovacı́ho procesu (tak jak jsme
jej uvedli v definici 1.25 na straně 1.25) provedena aplikace speciálnı́ formy navázané na symbol lambda.
Samotná procedura je vytvořená speciálnı́ formou lambda (záhy popı́šeme jak). Je ovšem zřejmé, že element
navázaný na lambda musı́ být skutečně speciálnı́ forma, nikoliv procedura. Kdyby totiž na lambda byla
navázána procedura, pak by vyhodnocenı́ následujı́cı́ho výrazu

(lambda (x) (* x x))

končilo chybou v kroku (B.e), protože symbol x by nemá vazbu (rozeberte si podrobně sami).

Je vhodné dobře si uvědomovat, jaký je rozdı́l mezi λ-výrazy a procedurami vzniklými jejich vyhod-
nocovánı́m. Předně, λ-výrazy jsou seznamy, tedy symbolické výrazy, což nejsou procedury. λ-výrazy
uvedené v programech bychom měli chápat jako předpisy pro vznik procedur, nelze je ale ztotožňovat
s procedurami samotnými.

Nynı́ neformálně vysvětlı́me princip aplikace uživatelských procedur, který dále zpřesnı́me v dalšı́ch
sekcı́ch. Nejprve řekněme, že z pohledu symbolů vyskytujı́cı́ch se v těle konkrétnı́ho λ-výrazu je můžeme
rozdělit na dvě skupiny. Prvnı́ skupinou jsou symboly, které jsou formálnı́mi argumenty daného λ-výrazu.
Takovým symbolům budeme řı́kat vázané symboly. Druhou skupinou jsou symboly, které se nacházejı́
v těle λ-výrazu, ale nejedná se o formálnı́ argumenty. Takovým symbolům budeme řı́kat volné symboly.
Demonstrujme si blı́že oba pojmy na následujı́cı́m výrazu:

(lambda (x y nepouzity) (* (+ 1 x) y))

V těle tohoto výrazu se nacházejı́ celkem čtyři symboly: +, *, x a y. Symboly x a y jsou vázané, protože jsou
to formálnı́ argumenty, to jest jsou to prvky seznamu (x y z). Naproti tomu symboly + a * jsou volné,
protože se v seznamu formálnı́ch argumentů nevyskytujı́. Formálnı́ argument nepouzity se nevyskytuje
v těle, takže jej neuvažujeme.

Pomocı́ volných a vázaných symbolů v λ-výrazech můžeme nynı́ zjednodušeně popsat aplikaci procedur.

Definice 2.3 (zjednodušený model aplikace uživatelsky definovatelných procedur). Při aplikaci procedury
vzniklé vyhodnocenı́m λ-výrazu (lambda (〈param1〉 〈param2〉 · · · 〈paramn〉) 〈tělo〉) dojde k vytvořenı́ lo-
kálnı́ho prostředı́, ve kterém jsou na symboly formálnı́ch argumentů 〈param1〉, . . . , 〈paramn〉 navázané hod-
noty, se kterými byla procedura aplikována. Při aplikaci musı́ být proceduře předán stejný počet hodnot
jako je počet formálnı́ch argumentů procedury. V takto vytvořeném lokálnı́m prostředı́ je vyhodnoceno 〈tělo〉
procedury. Při vyhodnocovánı́ těla procedury se vazby vázaných symbolů hledajı́ v lokálnı́m prostředı́ a vazby
volných symbolů se hledajı́ v počátečnı́m prostředı́. Výsledkem aplikace procedury je hodnota vzniklá jako
výsledek vyhodnocenı́ jejı́ho těla. �
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Zdůrazněme ještě jednou, že proces aplikace popsaný v definici 2.3 je pouze zjednodušeným modelem.
V dalšı́ch sekcı́ch uvidı́me, že s takto probı́hajı́cı́ aplikacı́ bychom si nevystačili. Pro zdůvodněnı́ výsledků
aplikace uživatelsky definovatelných procedur nám to v této sekci zatı́m postačı́.

Poznámka 2.4. (a) Definice 2.3 řı́ká, že hodnotou aplikace procedury s danými argumenty je hodnota
vyhodnocenı́ jejı́ho těla, za předpokladu, že formálnı́ argumenty budou navázány na skutečné hodnoty
použité při aplikaci. Otázkou je, proč potřebujeme rozlišovat dvě prostředı́ – lokálnı́ a globálnı́. Je to z toho
důvodu, že nechceme směšovat formálnı́ argumenty procedur se symboly v počátečnı́m prostředı́, protože
majı́ odlišnou roli. Vázané symboly v těle procedur zastupujı́ argumenty předané proceduře. Volné symboly
v těle procedur zastupujı́ elementy (čı́sla, procedury, speciálnı́ formy, . . . ), které jsou definované mimo lokálnı́
prostředı́ (v našem zjednodušeném modelu je to prostředı́ počátečnı́).

(b) Jelikož jsme zjistili, že abstraktnı́ interpret jazyka Scheme pouze s jednı́m (počátečnı́m) prostředı́m
je dále neudržitelný, budeme se v dalšı́ sekci zabývat tı́m, jak prostředı́ vypadajı́ a následně upravı́me
vyhodnocovacı́ proces.

Ve zbytku sekce ukážeme dalšı́ přı́klady uživatelsky definovatelných procedur. Za předpokladu, že na
symbolu na2 máme navázanou proceduru pro výpočet druhé mocniny (viz předchozı́ text), pak můžeme
dále definovat odvozené procedury pro výpočet dalšı́ch mocnin:

(define na3 (lambda (x) (* x (na2 x))))

(define na4 (lambda (x) (na2 (na2 x))))

(define na5 (lambda (x) (* (na2 x) (na3 x))))

(define na6 (lambda (x) (na2 (na3 x))))

(define na7 (lambda (x) (* (na3 x) (na4 x))))

(define na8 (lambda (x) (na2 (na4 x))))
...

Pomocı́ procedur pro výpočet druhé mocniny a druhé odmocniny (primitivnı́ procedura navázaná na
sqrt) můžeme napsat proceduru pro výpočet velikosti přepony v pravoúhlém trojúhelnı́ku. Bude se jedna
o proceduru dvou argumentů, jimiž jsou velikosti přepon a která bude provádět výpočet podle známého
vzorce c =

√
a2 + b2:

(define prepona

(lambda (odvesna-a odvesna-b)

(sqrt (+ (na2 odvesna-a) (na2 odvesna-b)))))

Přı́klad použitı́ procedury:

(prepona 3 4) Z=⇒ 5

(+ 1 (prepona 3 4)) Z=⇒ 6

(prepona 30 40) Z=⇒ 50

Dále bychom mohli vytvořit dalšı́ proceduru použı́vajı́cı́ právě vytvořenou proceduru na výpočet velikosti
přepony. Třeba následujı́cı́ procedura počı́tá velikost přeponu pravoúhlých trojúhelnı́ků, jejichž delšı́ od-
věsna je stejně dlouhá jako dvojnásobek kratšı́ odvěsny. Je zřejmé, že této proceduře bude stačit předávat
pouze jediný argument – délku kratšı́ odvěsny, protože delšı́ odvěsnu si můžeme vypočı́tat:

(define dalsi-procedura

(lambda (x)

(prepona x (* 2 x))))

Doposud jsme ukazovali procedury, které ve svém těle provedly pouze jednoduchý aritmetický výpočet.
Procedury mı́vajı́ obvykle daleko složitějšı́ těla, ve kterých se často vyskytujı́ podmı́něné výrazy. Nynı́ si
ukážeme, jak nadefinovat napřı́klad proceduru pro výpočet absolutnı́ hodnoty reálného čı́sla. Z matematiky
vı́me, že absolutnı́ hodnota |x| čı́sla x je čı́slo dané následujı́cı́m vztahem:

|x| =
{

x pokud x ≥ 0,
−x pokud x < 0.

Tedy absolutnı́ hodnota čı́sla je jeho „vzdálenost od nuly na souřadné ose“. Podı́váme-li se na předchozı́
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matematický zápis |x|, můžeme vidět, že se vlastně jedná o vyjádřenı́ hodnoty v závislosti na vztahu x k nule.
Tento matematický výraz můžeme zcela přı́močaře přepsat pomocı́ speciálnı́ formy if následovně:

(define abs

(lambda (x)

(if (>= x 0)

x

(- x))))

Jak se můžete sami přesvědčit, procedura při aplikaci skutečně vracı́ absolutnı́ hodnotu daného argumentu.

Nynı́ si uvedeme několik procedur, které majı́ svá ustálená slovnı́ označenı́, která se použı́vajı́ i v matematice.
Prvnı́ z nich je procedura zvaná identita. Identita je procedura jednoho argumentu, který pro daný argument
vracı́ právě jeho hodnotu. Identitu bychom tedy vytvořili vyhodnocenı́m následujı́cı́ho λ-výrazu:

(lambda (x) x) Z=⇒ identita: „procedura která pro dané x vracı́ x“

Při použitı́ se tedy identita chová následovně:

((lambda (x) x) 20) Z=⇒ 20

(define id

(lambda (x) x))

(id (* 2 20)) Z=⇒ 40

(id (+ 1 (id 20))) Z=⇒ 21

(id #f) Z=⇒ #f

((id -) 10 20) Z=⇒ -10

Všimněte si, jak se vyhodnotil poslednı́ výraz. Prvnı́ prvek seznamu ((id -) 10 20), to jest (id -) se
vyhodnotil na proceduru „odčı́tánı́“, protože vyhodnocenı́ tohoto seznamu způsobilo aplikaci identity na
argument jimž byla právě procedura „odčı́tánı́“ navázaná na symbol -.

Dalšı́ procedury s ustáleným názvem jsou projekce. Pro každých n formálnı́ch argumentů můžeme uvažo-
vat právě n procedur π1, . . . , πn, kde každá πi je procedura n argumentů vracejı́cı́ hodnotu svého i-tého
argumentu. Proceduře πi řı́káme i-tá projekce. Uvažme pro ilustraci situaci, kdy n = 3 (tři argumenty). Pak
budou projekce vypadat následovně:

(lambda (x y z) x) Z=⇒ prvnı́ projekce: „procedura vracejı́cı́ hodnotu svého prvnı́ho argumentu“
(lambda (x y z) y) Z=⇒ druhá projekce: „procedura vracejı́cı́ hodnotu svého druhého argumentu“
(lambda (x y z) z) Z=⇒ třetı́ projekce: „procedura vracejı́cı́ hodnotu svého třetı́ho argumentu“

Přı́sně vzato, procedura identity je vlastně prvnı́ projekcı́ (jediného argumentu).

Použitı́ projekcı́ můžeme vidět na dalšı́ch přı́kladech:

(define 1-of-3 (lambda (x y z) x))

(define 2-of-3 (lambda (x y z) y))

(define 3-of-3 (lambda (x y z) z))

(1-of-3 10 20 30) Z=⇒ 10

(2-of-3 10 (+ 1 (3-of-3 2 4 6)) 20) Z=⇒ 7

((3-of-3 #f - +) 13) Z=⇒ 13

((2-of-3 1-of-3 2-of-3 3-of-3) 10 20 30) Z=⇒ 20

K tomu abychom si přesně uvědomili jak se vyhodnotily poslednı́ dva výrazy se potřebujeme zamyslet nad
vyhodnocenı́m jejich prvnı́ho prvku (proved’te podrobně sami).

Dalšı́mi procedurami jsou konstantnı́ procedury, která ignorujı́ své argumenty a vracejı́ nějakou konstantnı́
hodnotu (vždy stejný element). Napřı́klad:

(lambda (x) 10) Z=⇒ konstantnı́ procedura: „vrat’ čı́slo 10“
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(lambda (x) #f) Z=⇒ konstantnı́ procedura: „vrat’ pravdivostnı́ hodnotu #f“
(lambda (x) +) Z=⇒ konstantnı́ procedura: „vrat’ hodnotu navázanou na symbol +“

...

Viz následujı́cı́ přı́klady definice a aplikacı́ konstantnı́ch procedur:

(define c

(lambda (x) 10))

(+ 1 (c 20)) Z=⇒ 11

(((lambda (x) -) 10) 20 30) Z=⇒ -10

Důležité je neplést si konstantnı́ proceduru jednoho argumentu s procedurou bez argumentu. Napřı́klad
následujı́cı́ dvě definice zavádějı́ konstantnı́ proceduru jednoho argumentu a analogickou proceduru bez
argumentu:

(define const-proc (lambda (x) 10))

(define noarg-proc (lambda () 10))

Zásadnı́ rozdı́l je však v jejich aplikaci:

(const-proc 20) Z=⇒ 10

(noarg-proc) Z=⇒ 10

Kdybychom aplikovali proceduru navázanou na const-proc bez argumentu, vedlo by to k chybě. Stejně
tak by vedl k chybě pokus o aplikaci procedury noarg-proc s jednı́m (nebo vı́ce) argumenty.

2.2 Vyhodnocovánı́ elementů v daném prostředı́

V předchozı́ sekci jsme nastı́nili problém potřeby pracovat s vı́ce prostředı́mi. Jedno prostředı́ je počátečnı́
prostředı́, ve kterém jsou definovány počátečnı́ vazby symbolů. Dalšı́mi prostředı́mi jsou lokálnı́ prostředı́
procedur, ve kterých jsou vázány na formálnı́ argumenty hodnoty se kterými byly procedury aplikovány.
Situace je ve skutečnosti ještě o něco komplikovanějšı́. Budeme potřebovat pracovat obecně s několika
prostředı́mi současně. Tato prostředı́ mezi sebou navı́c budou hierarchicky provázaná. V této sekci se proto
zaměřı́me na samotná prostředı́ a následné zobecněnı́ vyhodnocovacı́ho procesu. Pracujeme-li totiž s vı́ce jak
jednı́m prostředı́m, je potřeba vztáhnout vyhodnocovánı́ elementů (část „Eval“ cyklu REPL, viz definici 1.25)
relativně vzhledem k prostředı́. Budeme se tedy zabývat zavedenı́m vyhodnocenı́ elementu E v prostředı́ P .

Nejprve uvedeme, co budeme mı́t od tohoto okamžiku na mysli pod pojmem „prostředı́“.

Definice 2.5 (prostředı́). Prostředı́ P je tabulka vazeb mezi symboly a elementy, přitom každé uvažované
prostředı́, kromě jediného, má navı́c ukazatel na svého předka, což je opět prostředı́. Prostředı́, které nemá
svého předka, budeme označovat PG a budeme jej nazývat globálnı́ (počátečnı́) prostředı́. Fakt, že prostředı́
P1 je předkem prostředı́ P2, budeme značit P1 ≺ P2. Pokud P1 ≺ P2, pak také řı́káme, že prostředı́ P1 je
nadřazeno prostředı́ P2. Pokud je na symbol s v prostředı́ P navázán element E, pak řekneme, že E je aktuálnı́
vazba symbolu s v prostředı́ P a budeme tento fakt značit s 7→P E. Pokud je prostředı́ P zřejmé z kontextu,
pak budeme mı́sto s 7→P E psát jen s 7→ E. �

Poznámka 2.6. Prostředı́ je tedy tabulka zachycujı́cı́ vazby mezi symboly a hodnotami (elementy) jako
doposud, k této tabulce navı́c ale přibyl ukazatel na předka (na nadřazené prostředı́). Pouze globálnı́
prostředı́ žádného předka nemá. Prostředı́ a vazby v nich obsažené včetně ukazatelů na předky budeme
někdy zobrazovat pomocı́ diagramů. Přı́klad takového diagramu je na obrázku 2.1. V tomto obrázku
jsou zachyceny čtyři prostředı́: PG (globálnı́), P1, P2 a P3. Šipky mezi prostředı́mi ukazujı́ na jejich předky.
Z prostředı́PG proto žádná šipka nikam nevede, předkem prostředı́P1 je globálnı́ prostředı́ (tedyPG ≺ P1);
předkem prostředı́P2 aP3 je shodně prostředı́P1 (zapisujemeP1 ≺ P2 aP1 ≺ P3). V samotných prostředı́ch
budeme pomocı́ již uvedeného značenı́ „s 7→ E“ zapisovat obsažené vazby symbolů, budeme přitom
znázorňovat jen ty vazby, které jsou pro nás nějakým způsobem zajı́mavé (napřı́klad v globálnı́m prostředı́
nebudeme vypisovat všechny počátečnı́ vazby symbolů, to by bylo nepřehledné).
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Obrázek 2.1. Prostředı́ a jejich hierarchie

Všimněte si, že dı́ky tomu, že každé prostředı́ (kromě globálnı́ho) má svého předka, na množinu všech
prostředı́ (během výpočtu) se lze dı́vat jako na hierarchickou strukturu (strom). Globálnı́ (počátečnı́)
prostředı́, je prostředı́ ve kterém jsou nastaveny počátečnı́ vazby symbolů a ve kterém jsme doposud
uvažovali vyhodnocovánı́. Jelikož globálnı́ prostředı́ nemá předka, je v hierarchii prostředı́ „úplně na
vrcholu“. Pod nı́m se v hierarchii nacházejı́ prostředı́ jejichž předkem je právě globálnı́ prostředı́. Na
dalšı́ úrovni hierarchie jsou prostředı́ jejichž předky jsou prostředı́ na předchozı́ úrovni a tak dále. Vznik
nových prostředı́ úzce souvisı́ s aplikacı́ procedur, jak uvidı́me v dalšı́ sekci.

Nynı́ uvedeme modifikaci vyhodnocovánı́ elementů. Mı́sto vyhodnocenı́ daného elementu E budeme
uvažovat vyhodnocenı́ elementu E v prostředı́ P :

Definice 2.7 (vyhodnocenı́ elementu E v prostředı́ P).
Výsledek vyhodnocenı́ elementu E v prostředı́ P , značeno Eval[E,P], je definován:

(A) Pokud je E čı́slo, pak Eval[E,P] := E.

(B) Pokud je E symbol, mohou nastat tři situace:

(B.1) Pokud E 7→P F , pak Eval[E,P] := F .

(B.2) Pokud E nemá vazbu v P a pokud P ′ ≺ P , pak Eval[E,P] := Eval[E,P ′].

(B.e) Pokud E nemá vazbu v P a pokud P je globálnı́ prostředı́, pak ukončı́me vyhodnocovánı́ hlášenı́m
„CHYBA: Symbol E nemá vazbu.“.

(C) Pokud je E neprázdný seznam tvaru (E1 E2 · · · En), pak F1 := Eval[E1,P]. Dále rozlišujeme tři situace:

(C.1) Pokud F1 je procedura, pak se v nespecifikovaném pořadı́ vyhodnotı́ E2, . . . , En:

F2 := Eval[E2,P],
F3 := Eval[E3,P],

...
...

Fn := Eval[En,P].

Potom položı́me Eval[E,P] := Apply[F1, F2, . . . , Fn].
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(C.2) Pokud F1 je speciálnı́ forma, pak Eval[E] := Apply[F1, E2, . . . , En].

(C.e) Pokud F1 nenı́ procedura ani speciálnı́ forma, skončı́me vyhodnocovánı́ hlášenı́m
„CHYBA: Nelze provést aplikaci: E se nevyhodnotil na proceduru ani na speciálnı́ formu.“.

(D) Ve všech ostatnı́ch přı́padech klademe Eval[E,P] := E. �

Poznámka 2.8. (a) Všimněte si, že předchozı́ popis „Eval“ jsme rozšı́řili v podstatě jen velmi nepatrně.
Oproti „Eval“ pracujı́cı́mu se speciálnı́mi formami, viz definici 1.25 na straně 32, jsme pouze přidali bod
(B.2) zajišt’ujı́cı́ možnost hledat vazby v nadřazených prostředı́ch. U všech ostatnı́ch výskytů „Eval“ v defi-
nici 2.7 provádı́me vyhodnocenı́ v témže prostředı́ P . Dalšı́ úpravou, kterou jsme provedli, je vyžadovánı́
neprázdného seznamu na počátku bodu (C). To je provedli kvůli tomu, že jsme se dohodli na možnost
uvažovat prázdné seznamy (kvůli možnosti vyjádřit procedury bez argumentů).

(b) Prozkoumáme-li podrobněji bod (B), zjistı́me, že řı́ká následujı́cı́. Pokud má daný symbol aktuálnı́ vazbu
v prostředı́, ve kterém jej vyhodnocujeme, pak je výsledkem vyhodnocenı́ jeho vazba, viz bod (B.1). Pokud
symbol v daném prostředı́ vazbu nemá, pak bude vazba hledána v jeho nadřazeném prostředı́, viz bod (B.2).
Pokud ani tam nebude nalezena, bude se hledat v dalšı́m nadřazeném prostředı́, dokud se v hierarchii
prostředı́ nedojde až k prostředı́ globálnı́mu. Pokud by vazba neexistovala ani v globálnı́m prostředı́,
vyhodnocovánı́ by končilo chybou, viz bod (B.e).

Přı́klad 2.9. Vrat’me se k prostředı́m uvedeným na obrázku 2.1. Z obrázku můžeme snadno vyčı́st, že platı́
napřı́klad Eval[ahoj,P3] = 0, Eval[x,P2] = 10, Eval[z,P1] je „nějaká procedura“, Eval[+,PG] je procedura
sčı́tánı́ a tak podobně. Dále napřı́klad Eval[x,P3] = #f, protože symbol x má vazbu přı́mo v prostředı́ P3,
hodnota navázaná na x v nadřazeném prostředı́ P1 tedy nehraje roli. Naproti tomu Eval[z,P3] je „nějaká
procedura“, přitom zde již symbol z v prostředı́ P3 vazbu nemá, vazba byla tedy hledána v nadřazeném
prostředı́, což byloP1, ve kterém byla vazba nalezena. Kdybychom uvažovaliEval[+,P3], pak nebude vazba
symbolu + nalezena ani v prostředı́ P1, takže se bude hledat jeho nadřazeném prostředı́, což je prostředı́
globálnı́, ve kterém již vazba nalezena bude.

V tuto chvı́li je potřeba objasnit ještě dvě věci. V cyklu REPL, který řı́dı́ vyhodnocovacı́ proces abstraktnı́ho
interpretu, se ve fázi „Eval“ (následujı́cı́ po načtenı́ symbolického výrazu a jeho převedenı́ do internı́
formy) provádı́ vyhodnocovánı́ elementů. Ted’, když jsme rozšı́řili vyhodnocovánı́ o dodatečný parametr,
kterým je prostředı́, musı́me přesně řı́ct, ve kterém prostředı́ evaluator spouštěný v cyklu REPL elementy
vyhodnocuje. Nenı́ asi překvapujı́cı́, že to bude globálnı́ (počátečnı́) prostředı́ PG.

Dalšı́ mı́sto, kde může docházet k vyhodnocenı́m, jsou speciálnı́ formy. Připomeňme, že každá speciálnı́
forma si sama vyhodnocuje (dle potřeby) své argumenty, takže speciálnı́ forma může rovněž použı́vat
evaluator. Obecně k tomu nelze nic řı́ct (ve kterém prostředı́ bude docházet k vyhodnocovánı́ argumentů si
každá speciálnı́ forma bude určovat sama). Jelikož jsme doposud představili jen tři speciálnı́ formy (define,
if a lambda), můžeme specifikovat, jak vyhodnocovánı́ probı́há u nich. Zaměřı́me se pouze na speciálnı́
formy define a if, protože přesná činnost speciálnı́ formy lambda bude popsaná až v dalšı́ sekci. O formách
define a if můžeme řı́ct, že veškerá vyhodnocovánı́ provádějı́ v prostředı́, ve kterém byly aplikovány. Toto
prostředı́, tedy prostředı́ v němž byla vyvolána aplikace speciálnı́ formy, budeme dále nazývat aktuálnı́
prostředı́ (aplikace speciálnı́ formy). Fakt, že speciálnı́ formy define a if provádějı́ vyhodnocovánı́ výrazů
v aktuálnı́m prostředı́ je plně v souladu s našı́ intuicı́, protože uvážı́me-li napřı́klad znovu kód

(define abs

(lambda (x)

(if (>= x 0)

x

(- x))))

definujı́cı́ proceduru absolutnı́ hodnoty, pak je žádoucı́, aby při vyhodnocovánı́ těla pracovala forma if

právě v lokálnı́m (aktuálnı́m) prostředı́, to jest v prostředı́ kde je k dispozici vazba symbolu x. V globálnı́m
prostředı́ je tento symbol nedefinovaný. Analogicky, vyhodnocenı́m (define name 〈výraz〉) v prostředı́
P (to jest Eval[(define name 〈výraz〉),P]) se v prostředı́ P provede vazba symbolu name na výsledek
vyhodnocenı́ argumentu 〈výraz〉. Vı́ce se o vzniku a aplikaci procedur dozvı́me v dalšı́ sekci.
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V této sekci jsme ukázali obecný koncept hierarchicky uspořádaných prostředı́, kterého se již budeme
držet dál během výkladu. Ve skutečnosti již nebudeme potřebovat vůbec upravovat vyhodnocovacı́
proces. Od ted’ již budeme pouze uvažovat dalšı́ speciálnı́ formy a procedury, kterými budeme náš
abstraktnı́ interpret postupně obohacovat.

2.3 Vznik a aplikace uživatelsky definovatelných procedur

V této sekci přesně popı́šeme vznik procedur. Zatı́m jsme uvedli, že uživatelsky definovatelné procedury
vznikajı́ vyhodnocovánı́m λ-výrazů, ale neuvedli jsme, jak samotné procedury vypadajı́ ani jak konkrétně
vznikajı́. Stejně tak jsme z technických důvodů zatı́m nespecifikovali aplikaci uživatelsky definovatelných
procedur. To jest, neřekli jsme, co je výsledkem provedenı́ Apply[F1, F2, . . . , Fn] pokud je F1 procedura
vzniklá vyhodnocenı́m λ-výrazu, viz bod (C.1) definice 2.7. Na tyto problémy se zaměřı́me nynı́.

Abychom mohli při aplikaci procedur správně rozlišovat vazby vázaných a volných symbolů, musı́me
každou proceduru vybavit dodatečnou informacı́ o prostředı́ jejı́ho vzniku. Uživatelsky definovatelné
procedury tedy budeme chápat jako elementy obsahujı́cı́ v sobě seznam formálnı́ch argumentů, tělo a odkaz
na prostředı́ svého vzniku, viz následujı́cı́ definici:

Definice 2.10 (uživatelsky definovaná procedura). Každá trojice ve tvaru

〈〈parametry〉, 〈tělo〉,P〉,
kde 〈parametry〉 je seznam formálnı́ch argumentů (to jest seznam po dvou různých symbolů), 〈tělo〉 je libovolný
element a P je prostředı́, se nazývá uživatelsky definovaná procedura. �

Dále specifikujeme, jak uživatelsky definované procedury přesně vznikajı́. Přı́sně vzato ted’ vlastně popı́-
šeme činnost speciálnı́ formy lambda, která je překvapivě jednoduchá:

Definice 2.11 (speciálnı́ forma lambda). Speciálnı́ forma lambda se použı́vá se dvěma argumenty tak, jak
to bylo popsáno v definici 2.1. Při aplikaci speciálnı́ formy lambda vyvolané vyhodnocenı́m λ-výrazu

(lambda (〈param1〉 〈param2〉 · · · 〈paramn〉) 〈tělo〉)
v prostředı́ P vznikne procedura 〈(〈param1〉 〈param2〉 · · · 〈paramn〉), 〈tělo〉,P〉. �

Všimněte si, že předchozı́ definice řı́ká, jak vznikajı́ uživatelsky definované procedury. Při vyhodnocenı́
λ-výrazu se vezme seznam formálnı́ch parametrů a tělo (to jest druhý a třetı́ prvek λ-výrazu) a spolu
s prostředı́m, ve kterém byl λ-výraz vyhodnocen, se zapouzdřı́ do nově vzniklé procedury. Uživatelsky
definované procedury jsou tedy elementy jazyka skládajı́cı́ se právě ze seznamu formálnı́ch argumentů,
těla, a prostředı́ vzniku procedury. Dalšı́ zajı́mavý rys vzniku procedur je, že speciálnı́ forma lambda během
své aplikace neprovádı́ žádné vyhodnocovánı́ elementů.

Z předchozı́ho je zřejmé, že každá procedura vzniklá vyhodnocenı́m λ-výrazu si v sobě nese informaci
o prostředı́, ve kterém vznikla. Tato informace bude dále použita při aplikaci procedury.

Definice 2.12 (aplikace procedury). Mějme dánu proceduru E a necht’E1, . . . , En jsou libovolné elementy
jazyka. Aplikace procedury E na argumenty E1, . . . , En (v tomto pořadı́), bude značena Apply[E,E1, . . . , En]
v souladu s definicı́ 1.16 na straně 24. V přı́padě, že E je primitivnı́ procedura, pak je hodnota jejı́ aplikace
Apply[E,E1, . . . , En] vypočtena touto primitivnı́ procedurou (nezabýváme se přitom tı́m jak je vypočtena).
Pokud je E uživatelsky definovaná procedura ve tvaru 〈(〈param1〉 · · · 〈paramm〉), 〈tělo〉,P〉, pak hodnotu
Apply[E,E1, . . . , En], definujeme takto:

(1) Pokud se m (počet formálnı́ch argumentů procedury E) neshoduje s n (počet argumentů se kterými chceme
proceduru aplikovat), pak aplikace končı́ chybovým hlášenı́m „CHYBA: Chybný počet argumentů,
proceduře bylo předáno n, očekáváno je m“. V opačném přı́padě se pokračuje dalšı́m krokem.
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Program 2.1. Výpočet délky přepony v pravoúhlém trojúhelnı́ku.

(define na2

(lambda (x)

(* x x)))

(define soucet-ctvercu

(lambda (a b)

(+ (na2 a) (na2 b))))

(define prepona

(lambda (odvesna-a odvesna-b)

(sqrt (soucet-ctvercu odvesna-a odvesna-b))))

(2) Vytvořı́ se nové prázdné prostředı́ Pl, které nazýváme lokálnı́ prostředı́ procedury. Tabulka vazeb prostředı́
Pl je v tomto okamžiku prázdná (neobsahuje žádné vazby), předek prostředı́ Pl nenı́ nastaven.

(3) Nastavı́me předka prostředı́ Pl na hodnotu P (předkem prostředı́ Pl je prostředı́ vzniku procedury E).

(4) V prostředı́ Pl se zavedou vazby 〈parami〉 7→ Ei pro i = 1, . . . , n.

(5) Položı́me Apply[E,E1, . . . , En] := Eval[〈tělo〉,Pl]. �

Poznámka 2.13. Výsledkem aplikace uživatelsky definované procedury je tedy hodnota vzniklá vyhodno-
cenı́m jejı́ho těla v prostředı́, ve kterém jsou na formálnı́ argumenty procedury navázané hodnoty předané
proceduře, přitom předek tohoto nového prostředı́ je nastaven na prostředı́ vzniku procedury. Při vy-
hodnocovánı́ samotného těla v novém (lokálnı́m) prostředı́ jsou zřejmě všechny vazby vázaných symbolů
nalezeny přı́mo v lokálnı́m prostředı́. Vazby volných symbolů se hledajı́ v prostředı́ch, které jsou nadřazené
(počı́naje prostředı́m vzniku procedury).

Všimněte si, že při aplikaci procedur může dojı́t k „překrytı́ globálně definovaných symbolů.“ Napřı́klad
pokud bychom provedli následujı́cı́ aplikaci:

((lambda (+) (- +)) 10) Z=⇒ -10,

pak při aplikaci procedury vzniklé vyhodnocenı́m (lambda (+) (- +)) s hodnotou 10 vznikne prostředı́,
ve kterém bude na symbol + navázána hodnota 10. V tomto prostředı́ bude vyhodnocen výraz (- +).
Vazba volného symbolu - bude nalezena v globálnı́m prostředı́ (což je prostředı́ vzniku našı́ procedury),
naproti tomu vazba symbolu + bude nalezena už v lokálnı́m prostředı́ (hodnota 10). Výsledkem aplikace je
tedy skutečně -10. V lokálnı́m prostředı́ tedy vazba symbolu + překryla vazbu, která existuje v globálnı́m
prostředı́, kde je na symbol navázána primitivnı́ procedura sčı́tánı́. Překrytı́ definice symbolů v tomto
smyslu je někdy nechtěné, ale v mnoha přı́padech je účelné, jak uvidı́me v přı́štı́ lekci.

Nová prostředı́ vznikajı́ aplikacı́ (uživatelsky definovaných) procedur, tedy nikoliv při jejich vytvářenı́,
ale až v momentě, kdy jsou procedury aplikovány. Tomu je potřeba rozumět tak, že s každou novou
aplikacı́ (jedné) procedury vznikne nové prostředı́. Dále si všimněte, že z hlediska vazeb symbolů v těle
procedury je úplně jedno, odkud proceduru aplikujeme, protože vazby symbolů se při vyhodnocovánı́
těla hledajı́ počı́naje lokálnı́m prostředı́m – pokud v něm nejsou nalezeny, tak se přejde do nadřazeného
prostředı́, což je prostředı́ vzniku procedury. Prostředı́ odkud byla aplikace vyvolána tedy nemá uplatněnı́.

Přı́klad 2.14. Uvažujme nynı́ program 2.1 skládajı́cı́ se z několika procedur. Jde opět o program pro vý-
počet velikosti přepony pravoúhlého trojúhelnı́ka, přitom procedura navázaná na symbol prepona v sobě
použı́vá pomocnou proceduru počı́tajı́cı́ součet čtverců. Procedura pro výpočet součtu čtverců v sobě jako
pomocnou proceduru použı́vá proceduru pro výpočet druhé mocniny. Pokud bychom v interpretu zadali
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Obrázek 2.2. Vznik prostředı́ během aplikace procedur z programu 2.1

výraz (prepona 3 4), tak bude jeho vyhodnocovánı́ probı́hat následovně. Nejprve bude aplikována pro-
cedura navázaná na prepona s hodnotami 3 a 4, takže vznikne nové prostředı́ v němž budou tyto hodnoty
navázané na formálnı́ argumenty odvesna-a a odvesna-b. Předchůdcem tohoto prostředı́ bude globálnı́
prostředı́, protože to je prostředı́, ve kterém tato procedura vznikla (vznikly v něm všechny uvedené pro-
cedury, takže to již dál nebudeme zdůrazňovat). Viz obrázek 2.2. V lokálnı́m prostředı́ je tedy vyhodnoceno
tělo, to jest výraz (sqrt (soucet-ctvercu odvesna-a odvesna-b)). Vyhodnocenı́ tohoto výrazu po-
vede na aplikaci procedury pro součet čtverců. Až k jejı́ aplikaci dojde, vznikne nové prostředı́, ve kterém
budou na symboly a a b (což jsou formálnı́ argumenty dané procedury) navázány hodnoty vzniklé vyhod-
nocenı́m odvesna-a a odvesna-b v lokálnı́m prostředı́ procedury pro výpočet přepony (což jsou hodnoty
3 a 4). V lokálnı́m prostředı́ procedury pro součet čtverců je pak vyhodnoceno jejı́ tělo. Při jeho vyhod-
nocovánı́ dojde k dvojı́ aplikaci procedury pro výpočet druhé mocniny, jednou s argumentem 3 a jednou
s argumentem 4. Takže vzniknou dvě dalšı́ prostředı́. V každém z těchto dvou prostředı́ se vyhodnotı́ výraz
(* x x), což povede na výsledky 9 (v přı́padě prostředı́, kde x 7→ 3) a 16 (v přı́padě prostředı́, kde x 7→ 4).
Výsledné hodnoty vzniklé volánı́m druhých mocnin jsou použity při aplikaci sčı́tánı́, které je provedeno
v těle procedury pro součet čtverců, výsledkem jejı́ aplikace tedy bude hodnota 25. Tato hodnota je potom
použita v těle procedury pro výpočet délky přepony při aplikaci procedury pro výpočet odmocniny. Výraz
(prepona 3 4) se tedy vyhodnotı́ na 5. Během jeho vyhodnocenı́ vznikly čtyři nová prostředı́, každé mělo
za svého předka globálnı́ prostředı́, viz obrázek 2.2.

2.4 Procedury vyššı́ch řádů

V této sekci se budeme zabývat dalšı́mi aspekty uživatelsky definovatelných procedur. Konkrétně se bu-
deme zabývat procedurami, kterým jsou při aplikaci předávány dalšı́ procedury jako argumenty nebo které
vracejı́ procedury jako výsledky své aplikace. Souhrnně budeme procedury tohoto typu nazývat procedury
vyššı́ch řádů. Z hlediska jazyka Scheme však procedury vyššı́ch řádů nejsou „novým typem procedur“,
jedná se o standardnı́ procedury tak, jak jsme je chápali doposud. Tyto procedury „pouze“ pracujı́ s dalšı́mi
procedurami jako s hodnotami (bud’ je dostávajı́ formou argumentů nebo je vracı́ jako výsledky aplikace).
Než přistoupı́me k samotné problematice přijmeme nejprve zjednodušujı́cı́ konvenci týkajı́cı́ se označovánı́
(pojmenovávánı́) procedur:

Úmluva 2.15 (o pojmenovávánı́ procedur). V dalšı́m textu budeme procedury, které jsou po svém vytvořenı́
navázány na symboly, pojmenovávat stejně jako samotné symboly. �

Jako prvnı́ přı́klad procedury vyššı́ho řádu si uvedeme proceduru, které bude předána dalšı́ procedura jako
argument. Viz program 2.2. Procedura infix v programu 2.2 je aplikována se třemi argumenty. Formálnı́
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Program 2.2. Procedura provádějı́cı́ infixovou aplikaci procedury dvou argumentů.

(define infix

(lambda (x operace y)

(operace x y)))

argumenty jsme nazvali x, operace a y. Přeneseme-li svou pozornost na tělo této procedury, vidı́me, že jeho
vyhodnocenı́ (k němuž docházı́ při aplikaci procedury) povede na pokus o aplikaci procedury navázané
na symbol operace s argumenty navázanými na symboly x a y. Skutečně je tomu tak, protože symbol
operace se v těle procedury nacházı́ na prvnı́ pozici v seznamu. Bude-li tedy procedura infix aplikována
s druhým argumentem jı́mž nebude procedura (nebo speciálnı́ forma, přı́sně vzato), pak vyhodnocenı́ těla
skončı́ v bodě (C.e) chybou. Smysluplná aplikace procedury je tedy taková, při které jako druhý argument
předáváme proceduru dvou argumentů a prvnı́ a třetı́ argument budou hodnoty, se kterými má být předaná
procedura aplikována. Jaký má tedy účel procedura infix? Jedná s o proceduru, pomocı́ které můžeme
vyhodnocovat jednoduché výrazy v „infixové notaci“. Připomeňme, že problematika výrazů zapsaných
v různých notacı́ch, byla probrána v sekci 1.2 začı́najı́cı́ na straně 12. Viz přı́klady použitı́ procedury infix:

(infix 10 + 20) Z=⇒ 30

(infix 10 - (infix 2 + 5)) Z=⇒ 3

(infix 10 (lambda (x y) x) 20) Z=⇒ 10

(infix 10 (lambda (x y) 66) 20) Z=⇒ 66

(infix 10 (lambda (x) 66) 20) Z=⇒ „CHYBA: Chybný počet argumentů při aplikaci.“
(infix 10 20 30) Z=⇒ „CHYBA: Nelze aplikovat: 20 nenı́ procedura.“

Na předchozı́m přı́kladu si všimněte toho, že v prvnı́ch dvou přı́padech jsme předávali proceduře infix

primitivnı́ procedury sčı́tánı́ a odčı́tánı́, v dalšı́ch přı́padech jsme předávali procedury vzniklé vyhodno-
cenı́m λ-výrazů (konkrétně to byly projekce a konstantnı́ funkce). V hlediska vyhodnocovacı́ho procesu
a aplikace procedur je skutečně jedno, zda-li procedura, kterou předáváme je primitivnı́ procedura nebo
uživatelsky definovaná procedura.

Nynı́ si ukážeme proceduru, která bude vracet dalšı́ proceduru jako výsledek své aplikace. Podı́vejte se na
proceduru curry+ definovanou v programu 2.3. Procedura curry+ má pouze jediný argument. Tělo pro-

Program 2.3. Rozloženı́ procedury sčı́tánı́ na dvě procedury jednoho argumentu.

(define curry+

(lambda (c)

(lambda (x)

(+ x c))))

cedury curry+ obsahuje λ-výraz (lambda (x) (+ x c)). To znamená, že při aplikaci procedury curry+

bude vyhodnoceno jejı́ tělo, jı́mž je tento λ-výraz. Jeho vyhodnocenı́m vznikne procedura (jednoho ar-
gumentu), která bude vrácena jako výsledná hodnota aplikace curry+. Při každé aplikaci curry+ tedy
vznikne nová procedura. Proceduru vzniklou aplikacı́ (curry+ 〈základ〉) bychom mohli slovně označit jako
„proceduru, která hodnotu svého argumentu přičte k čı́slu 〈základ〉“. Abychom lépe pochopili, co vlastně
dělá procedura curry+, jak probı́há jejı́ aplikace a jak probı́há aplikace procedur, které curry+ vracı́, si
podrobně rozebereme následujı́cı́ přı́klad použitı́ curry+:

(define f (curry+ 10))

f Z=⇒ „procedura, která hodnotu svého argumentu přičte k hodnotě 10“
(f 20) Z=⇒ 30

Nejprve rozebereme vyhodnocenı́ prvnı́ho výrazu. Na symbol f bude navázána hodnota vznklá vyhodno-
cenı́m (curry+ 10). Při vyhodnocovánı́ tohoto výrazu dojde k aplikaci uživatelsky definované procedury
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curry+ s argumentem 10. Při jejı́ aplikaci vznikne prostředı́ P , jehož předkem bude globálnı́ prostředı́
(protože v něm vznikla curry+) a ve kterém bude na symbol c navázána hodnota 10. V prostředı́ P
bude vyhodnoceno tělo procedury curry+, to jest výraz (lambda (x) (+ x c)). Jeho vyhodnocenı́m
vznikne procedura 〈(x), (+ x c),P〉, která je vrácena jako výsledek aplikace curry+. Tı́m pádem bude po
vyhodnocenı́ prvnı́ho výrazu na symbol f navázána procedura 〈(x), (+ x c),P〉.

Zaměřı́me-li se ted’ na třetı́ řádek v předchozı́ ukázce, to jest na vyhodnocenı́ (f 20), pak je zřejmé, že jde
o aplikaci procedury navázané na symbol f (naše nově vytvořená procedura) s hodnotou 20. Při aplikaci
〈(x), (+ x c),P〉 dojde k vytvořenı́ nového prostředı́, nazvěme jej třeba P ′. Jeho předkem bude prostředı́
P a prostředı́ P ′ bude obsahovat vazbu symbolu x na hodnotu 20. Nynı́ tedy již uvažujeme tři prostředı́:
PG (globálnı́), P (prostředı́ vzniku procedury navázané na symbol f) a P ′ (prostředı́ poslednı́ aplikace
procedury), pro která platı́PG ≺ P ≺ P ′, viz obrázek 2.3. V prostředı́P ′ bude vyhodnoceno tělo procedury,

Obrázek 2.3. Vznik prostředı́ během aplikace procedur z programu 2.3

to jest výraz (+ x c). Nynı́ je dobře vidět, že symbol x má vazbu přı́mo v prostředı́ P ′ (lokálnı́ prostředı́
aplikované procedury), symbol c v P ′ nemá vazbu, ale má vazbu v jeho předchůdci P a konečně symbol
+ nemá vazbu ani v P ′ ani v P , ale až v globálnı́m prostředı́ PG. Snadno tedy nahlédneme, že výsledkem
aplikace je hodnota součtu 20 a 10, což je čı́slo 30.

Z předchozı́ho rozboru procedurycurry+plyne, že ji můžeme chápat jako proceduru, která rozložı́ proceduru
sčı́tánı́ dvou argumentů na dvě procedury jednoho argumentu tak, že prvnı́ sčı́tanec je dán hodnotou, se kteru
aplikujeme curry+ a druhý sčı́tanec je dán hodnotou, se kterou aplikujeme vrácenou proceduru. Proceduru
vrácenou při volánı́ curry+ lze tedy skutečně chápat jako proceduru, která k danému základu přičte
předávaný argument. Pomocı́ curry+ bychom mohli snadno nadefinovat řadu užitečných procedur pro
přičı́tánı́ konstant, viz ukázku:

(define 1+ (curry+ 1))

(define 2+ (curry+ 2))

(define pi+

(curry+

(* 4 (atan 1))))

(1+ 10) Z=⇒ 11

(2+ 10) Z=⇒ 12

(pi+ 10) Z=⇒ 13.14159265359

Proceduru vrácenou při aplikaci curry+ můžeme samozřejmě (jednorázově) volat i bez nutnosti vytvářet
pomocnou vazbu procedury na symbol:

((curry+ 1) 2) Z=⇒ 3

((curry+ 1) ((curry+ 2) 3)) Z=⇒ 6

Dalšı́m rysem, na který bychom měli upozornit, je šı́řenı́ chyb v programu. Uvažujme následujı́cı́ kód:

(define f (curry+ #f))

(f 10) Z=⇒ „CHYBA: Nelze sčı́tat čı́sla a pravdivostnı́ hodnoty.“

Zcela zřejmě došlo k chybě vzhledem k pokusu o sčı́tánı́ čı́sla 10 s pravdivosntı́ hodnotu #f. Nutné je ale
dobře si rozmyslet, kde k chybě došlo. Všimněte si, že aplikace curry+ proběhla zcela v pořádku. To by
pro nás v tuto chvı́li nemělo být překvapujı́cı́, protože curry+ pouze vytvářı́ novou proceduru. Při tomto
procesu nedocházı́ k vyhodnocovánı́ těla vytvářené procedury. Žádná chyba se v tomto bodě výpočtu
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neprojevila. Až při volánı́ vytvořené procedury se interpret pokoušı́ sečı́st hodnotu 10 navázanou na x

v lokálnı́m prostředı́ s hodnotou #f navázanou na c v prostředı́ vzniku vrácené procedury. A až zde dojde
k chybě. To je výrazný rozdı́l proti tomu, kdybychom uvažovali výsledek vyhodnocenı́ výrazu (+ #f 10),
zde by k chybě došlo okamžitě. Kdybychom nynı́ provedli globálnı́ redefinici +:

(define + (lambda (x y) x)),

pak bychom při aplikaci (f 10) dostali:

(f 10) Z=⇒ 10,

protože jsme symbol + v globálnı́m prostředı́ redefinovali na projekci prvnı́ho argumentu ze dvou a tı́m je
hodnota navázaná na symbol x (hodnota #f navázaná v předcházejı́cı́m prostředı́ na c tedy nebude hrát
roli), viz program 2.3 a obrázek 2.3.

Poslednı́ věc, na kterou poukážeme, je rys souvisejı́cı́ s hierarchiı́ prostředı́, která vznikajı́ při aplikaci těchto
procedur. Vezmeme-li si kus kódu:

(define f (curry+ 10))

(f 20) Z=⇒ 30

(f 100) Z=⇒ 110,

pak bychom si měli být vědomi toho, že procedura curry+ byla aplikována pouze jednou, kdežto procedura
vzniklá jejı́ (jedinou) aplikacı́ byla aplikována dvakrát, vznikne nám tedy hierarchie prostředı́ jako na
obrázku 2.4. Nynı́ můžeme objasnit, proč jsme vlastně uživatelsky definovatelné procedury chápali jako

Obrázek 2.4. Vznik prostředı́ během aplikace procedur z programu 2.3

trojice, jejichž jednou složkou bylo prostředı́ jejich vzniku. Bylo to z toho důvodu, že jsme chtěli, aby
vazby všech volných symbolů v těle procedur byly hledány v prostředı́ch vzniku procedur. Bez použitı́
procedur vyššı́ch řádů byla situace poněkud triviálnı́, protože prostředı́ vzniku procedury bylo vždy
globálnı́ prostředı́2. Nynı́ vidı́me, že uvážı́me-li procedury vracejı́cı́ jiné procedury jako výsledky svých
aplikacı́, pak musı́me mı́t u každé procedury podchyceno prostředı́ jejı́ho vzniku. Bez této informace
bychom nebyli schopni hledat vazby volných symbolů.

Jak již bylo řečeno, vazby v daném prostředı́ překrývajı́ definice vazeb v prostředı́ch nadřazených. V našem
přı́kladě z obrázku 2.4 to má ten (chtěný) efekt, že pokud provedeme globálnı́ definici symbolu c, pak tı́m
nijak neovlivnı́me činnost procedury curry+ ani procedur vzniklých jejı́ aplikacı́. Viz přı́klad:

(define f (curry+ 10))

(define c 666)

(f 20) Z=⇒ 30

(f 100) Z=⇒ 110

2V přı́štı́ lekci uvidı́me, že to tak úplně nenı́ pravda. V jazyku Scheme zavedeme pojem internı́ definice a zjistı́me, že i bez použitı́
procedur vyššı́ch řádů mohou být prostředı́m vzniku procedur lokálnı́ prostředı́ vzniklá aplikacı́ jiných procedur.
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V druhém kroku je zavedena vazba c 7→PG
666, která ale nemá vliv na hodnotu vazby v prostředı́ volánı́

curry+. Při vyhodnocenı́ těla procedury navázané na f bude opět vazba symbolu c nalezena v prostředı́ P .
Fakt, že c má nynı́ vazbu i v prostředı́ nadřazeném je nepodstatný.

Poznámka 2.16. (a) Analogickým způsobem, jako jsme v programu 2.3 rozložili proceduru sčı́tánı́ na
proceduru jednoho argumentu vracejı́cı́ proceduru druhého argumentu, bychom mohli rozložit libovolnou
proceduru dvou argumentů. Rozklad procedury dvou argumentů tı́mto způsobem je výhodný v přı́padě,
kdy prvnı́ argument je při řadě výpočtů pevný a druhý argument může nabývat různých hodnot. Tento
princip rozkladu poprvé použil americký logik Haskell Brooks Curry (1900–1982). Princip se nynı́ na jeho
počest nazývá currying (termı́n nemá český ekvivalent). Po tomto logikovi je rovněž pojmenován významný
představitel funkcionálnı́ch jazyků – Haskell.

(b) Z předchozı́ch přı́kladů je zřejmé, že po ukončenı́ aplikace procedury nemůže být lokálnı́ prostředı́ nějak
„zrušeno“. To jest skutečné interprety jazyka Scheme musı́ lokálnı́ prostředı́ udržovat napřı́klad v přı́padě,
kdy jako výsledek aplikace procedury vznikla dalšı́ procedura pro niž se dané prostředı́ tı́m pádem stává
prostředı́m jejı́ho vzniku.

(c) Ve většině programovacı́ch jazyků, ve kterých existuje nějaká analogie procedur (snad všechny funk-
cionálnı́ jazyky a drtivá většina procedurálnı́ch jazyků), lze s procedurami manipulovat pouze omezeně.
Je napřı́klad možné předávat procedury jako argumenty jiným procedurám. Napřı́klad v procedurálnı́m
jazyku C je možné předat proceduře (v terminologii jazyka C se procedurám řı́ká funkce) jinou proceduru
formou ukazatele (pointeru). V drtivé většině jazyků však procedury nemohou během výpočtu dynamicky
vznikat tak, jako tomu je v našem jazyku (světlou výjimkou jsou dialekty LISPu a jiné funkcionálnı́ jazyky).

(d) Procedury jsou ve většině vyššı́ch programovacı́ch jazyků (z těch co disponujı́ procedurami) vytvářeny
jako pojmenované – to jest jsou definovány vždy s jejich jménem. Naproti tomu v našem jazyku všechny
procedury vznikajı́ jako anonymnı́, to jest, nejsou nijak pojmenované. Svázánı́ jména (symbolu) s procedurou
můžeme ale následně provést pomocı́ speciálnı́ formy define tak, jak jsme to v této lekci již na mnoha
mı́stech udělali. Pouze málo vyššı́ch jazyků, které nespadajı́ do rodiny funkcionálnı́ch jazyků, disponuje
možnostı́ vytvářet procedury anonymně (napřı́klad do lze udělat v jazyku Python).

(e) V předchozı́ch ukázkách procedur vracejı́cı́ch procedury jsme vždy vraceli uživatelsky definované
procedury. Nic samozřejmě nebránı́ tomu abychom vraceli i primitivnı́ procedury, i když to nenı́ zdaleka tak
užitečné. Napřı́klad vyhodnocenı́m výrazu (lambda (x) sqrt) vzniká (konstantnı́) procedura jednoho
argumentu, která vždy vracı́ primitivnı́ proceduru pro výpočet druhé odmocniny.

Pro každý vyššı́ programovacı́ jazyk můžeme uvažovat jeho elementy prvnı́ho řádu. Viz následujı́cı́ definici:

Definice 2.17 (element prvnı́ho řádu). Element prvnı́ho řádu je každý element jazyka, pro který platı́:

(i) element může být pojmenován,

(ii) element může být předán proceduře jako argument,

(iii) element může vzniknout aplikacı́ (volánı́m) procedury,

(iv) element může být obsažen v hierarchických datových strukturách.

S výjimkou bodu (iv), jehož smysl objasnı́me v jedné z dalšı́ch lekcı́, je zřejmé, že procedury jsou z pohledu
jazyka Scheme elementy prvnı́ho řádu, protože je můžeme pojmenovat, předávat jako argumenty, vytvářet
aplikacı́ jiných procedur (a poslednı́ podmı́nka platı́ také). Jak jsme již naznačili v předchozı́ poznámce,
většina programovacı́ch jazyků tento „luxus“ neumožňuje. Procedury jako elementy prvnı́ho řádu jsou až
na výjimky doménou funkcionálnı́ch programovacı́ch jazyků.

Za procedury vyššı́ch řádů považujeme procedury, které jsou aplikovány s jinými procedurami jako
se svými argumenty nebo vracejı́ procedury jako výsledky své aplikace. Termı́n „procedury vyššı́ch
řádů“ je inspirovaný podobným pojmem použı́vaným v matematické logice (logiky vyššı́ch řádů).
Samotné vytvářenı́ procedur vyššı́ch řádů se nijak nelišı́ od vytvářenı́ procedur, které jsme použı́vali
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doposud. Nijak jsme nemuseli upravovat vyhodnocovacı́ proces ani aplikaci. Z praktického hlediska
chce vytvářenı́ procedur vyššı́ch řádů od programátora o něco vyššı́ stupeň abstrakce – programátor se
musı́ plně sžı́t s faktem, že s procedurami se pracuje jako s hodnotami.

2.5 Procedury versus zobrazenı́

V této sekci se zaměřı́me na vztah procedur a (matematických) funkcı́. Připomeňme, pod pojmem funkce
(zobrazenı́) množiny X 6= ∅ do množiny Y 6= ∅ máme na mysli relaci R ⊆ X × Y takovou, že pro každé
x ∈ X existuje právě jedno y ∈ Y tak, že 〈x, y〉 ∈ R. Obvykle přijı́máme následujı́cı́ notaci. Zobrazenı́
značı́me obvykle malými pı́smeny f, g, . . . Pokud je relace f ⊆ X × Y zobrazenı́m, pak pı́šeme f(x) = y
mı́sto 〈x, y〉 ∈ f . Fakt, že relace f ⊆ X × Y je zobrazenı́ zapisujeme f : X → Y . Pokud X = Z1 × · · · × Zn,
pak každé zobrazenı́ f : Z1 × · · · × Zn → Y nazýváme n-árnı́ zobrazenı́. Mı́sto f(〈z1, . . . , zn〉) = y pı́šeme
poněkud nepřesně, i když bez újmy, f(z1, . . . , zn) = y.

Slovně řečeno, n-árnı́ zobrazenı́ f : X1 × · · · ×Xn → Y přiřazuje každé n-tici prvků x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn

(v tomto pořadı́) prvek y z Y označovaný f(x1, . . . , xn). Pokud X = X1 = · · · = Xn, pak pı́šeme stručně
f : Xn → Y . Studentům budou asi nejznámějšı́ speciálnı́ přı́pady zobrazenı́ použı́vané v úvodnı́ch kurzech
matematické analýzy – funkce jedné reálné proměnné. Z pohledu zobrazenı́ jsou funkce jedné reálné proměnné
zobrazenı́ ve tvaru f : S → R, kde ∅ 6= S ⊆ R.

Uvážı́me-li nynı́ (nějakou) proceduru (navázanou na symbol) f, která má n argumentů, nabı́zı́ se přirozená
otázka, zda-li lze tuto proceduru chápat jako nějaké zobrazenı́. Tato otázka je zcela na mı́stě, protože při
aplikaci se n-árnı́ proceduře předává právě n-tice elementů, pro kterou je vypočtena hodnota, což je opět
element. Odpověd’ na tuto otázku je (za dodatečných podmı́nek) kladná, jak uvidı́me dále.

Při hledánı́ odpovědi si předně musı́me uvědomit, že aplikace n-árnı́ procedury nemusı́ být pro každou
n-tici elementů proveditelná. Aplikace třeba může končit chybou nebo vyhodnocovánı́ těla procedury nemusı́
nikdy skončit (v tom přı́padě se výsledku aplikace „nedočkáme“). Abychom demonstrovali, že druhá situace
může skutečně nastat, uvažme, že procedura f má své tělo ve tvaru následujı́cı́ho výrazu:

((lambda (y) (y y)) (lambda (x) (x x)))

Pokud se zamyslı́me nad průběhem vyhodnocovánı́ předchozı́ho výrazu, pak zjistı́me, že po prvnı́ aplikaci
procedury vzniklé vyhodnocenı́m λ-výrazu (lambda (y) (y y)) bude neustále dokola aplikována pro-
cedura vzniklá vyhodnocenı́m λ-výrazu (lambda (x) (x x)), která si bude při aplikaci předávat sebe
sama prostřednictvı́m svého argumentu (rozmyslete si podrobně proč). Pokus o vyhodnocenı́ předchozı́ho
výrazu tedy vede k nekončı́cı́ sérii aplikacı́ téže procedury.

Označı́me-li nynı́ M množinu všech elementů jazyka, pak z toho co jsme ted’ uvedli, je zřejmé, že n-árnı́
procedury obecně nelze chápat jako zobrazenı́ f : Mn → M , protože nemusejı́ být definované pro každou
n-tici hodnot z M . I kdybychom se soustředili pouze na n-árnı́ procedury, které jsou definované pro každou
n-tici elementů (nebo se pro každou proceduru omezili jen na podmnožinu N ⊆ Mn na které je definovaná),
i tak nenı́ zaručeno, že proceduru lze chápat jako zobrazenı́. V jazyku Scheme budeme napřı́klad uvažovat
primitivnı́ proceduru navázanou na symbol random, která pro daný argument r jı́mž je přirozené čı́slo,
vracı́ jedno z pseudo-náhodně vybraných nezáporných celých čı́sel, které je ostře menšı́ než r. Viz přı́klad:

(random 5) Z=⇒ 3

(random 5) Z=⇒ 2

(random 5) Z=⇒ 1

(random 5) Z=⇒ 3
...

Pokud nynı́ budeme uvažovat proceduru, která ignoruje svůj jediný argument a výsledek jejı́ aplikace závisı́
na použitı́ random, třeba proceduru vzniklou vyhodnocenı́m

(lambda (x) (+ 1 (random 10))),
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pak tuto proceduru nelze chápat jako zobrazenı́ f : M → M i když výsledná hodnota je vrácena pro
jakýkoliv argument. Předchozı́ procedura totiž může pro dva stejné argumenty vrátit různé výsledné hodnoty.

Dobrou zprávou je, že na hodně procedur se lze dı́vat jako na zobrazenı́. K čemu je toto pozorovánı́ vůbec
dobré? Pokud vı́me, že procedura se chová jako zobrazenı́, pak se při testovánı́ jejı́ funkčnosti můžeme sou-
středit pouze na hodnoty jejich argumentů a dané výsledky. Pokud pro danou n-tici argumentů procedura
vracı́ očekávaný výsledek, pak jej bude vždy vracet (pokud neprovedeme globálnı́ redefinici některého sym-
bolu, který je volný v těle procedury), je přitom jedno, na jaké pozici se v programu procedura nacházı́
nebo v jaké fázi výpočtu bude aplikována. Pohled na procedury jako na zobrazenı́ (je-li to možné) je tedy
důležitý z pohledu samotného programovánı́.

Pohled na proceduru jako na zobrazenı́ (pokud je to možné) je významnou přidanou hodnotou. Pro-
cedury chovajı́cı́ se jako zobrazenı́ se snáze ladı́ a upravujı́. Při vytvářenı́ programu ve funkcionálnı́m ja-
zyku bychom se měli snažit tento pohled maximálně uplatňovat a omezit na minimum tvorbu procedur,
které se jako zobrazenı́ nechovajı́. Výhodou tohoto postupu je možnost ladit jednotlivé procedury po
částech bez nutnosti provádět laděnı́ v závislosti na pořadı́ aplikacı́, které by potenciálně během spuštěnı́
programu mohly nastat (což je někdy velmi těžké nebo dokonce nemožné zjistit). Pohled na procedury
jako na zobrazenı́ tedy v žádném přı́padě nenı́ jen nějakou „nadbytečnou matematizacı́ problému“.

Na druhou stranu můžeme využı́t procedury k reprezentaci některých zobrazenı́. Napřı́klad proceduru pro
výpočet součtu čtverců z programu 2.1 na straně 50 lze chápat jako proceduru přibližně reprezentujı́cı́
zobrazenı́ f : R2 → R, definované f(x, y) = x2 + y2. Slovo „přibližně“ je zde samozřejmě na mı́stě, protože
v počı́tači nelze zobrazit iracionálnı́ čı́sla, takže bychom měli f chápat spı́š jako zobrazenı́ f : S2 → S kde
S je množina čı́sel reprezentovatelných v jazyku Scheme. Stejně tak třeba zobrazenı́ f : R → R definovaná
předpisy f(x) = x2, f(x) = x+1

2 , f(x) = |x|, . . . budou přibližně reprezentovatelná procedurami vzniklými
vyhodnocenı́m:

(lambda (x) (* x x))

(lambda (x) (/ (+ x 1) 2))

(lambda (x) (if (>= x 0) x (- x)))
...

Ze středoškolské matematiky známe řadu praktických metod, jak na základě dané funkce f : R → R
vyjádřit dalšı́ funkci g : R → R. Jednı́m ze způsobů je napřı́klad vyjádřenı́ funkce g „posunem“ funkce f
po ose x nebo y. Podrobněji, je-li f : R → R funkce, pak pro každé k ∈ R definujeme funkce fX,k : R → R
a fY,k : R → R tak, že pro každé x ∈ R položı́me

fX,k(x) = f(x− k),
fY,k(x) = f(x) + k.

Funkce fX,k reprezentuje funkci f posunutou o k podél osy x a funkce fY,k reprezentuje funkci f posunutou
o k podél osy y. Na obrázku 2.5 (vlevo) je zobrazena část grafu funkce f dané předpisem f(x) = x2 (x ∈ R).
Na témže obrázku uprostřed máme ukázky částı́ grafů funkcı́ fX,1 a fY,1, které jsou tı́m pádem dány
předpisy fX,1(x) = (x − 1)2 a fY,1(x) = x2 + 1. Řadu dalšı́ch funkcı́ bychom mohli napřı́klad vyrobit
„násobenı́m funkčnı́ch hodnot“. Pro každé m ∈ R a funkci f tedy můžeme uvažovat funkci f∗,m : R → R
danou, pro každé x ∈ R, následujı́cı́m předpisem:

f∗,m(x) = m · f(x).
Na obrázku 2.5 (vpravo) máme zobrazeny funkce f∗,2 a f∗, 12

přı́slušné funkci f (opět f(x) = x2).

Z hlediska procedur vyššı́ch řádů je toho vyjadřovánı́ „funkcı́ pomocı́ jiných funkcı́“ běžně použı́vané
ve středoškolské matematice zajı́mavé, protože můžeme snadno naprogramovat procedury, které budou
z procedur reprezentujı́cı́ tato zobrazenı́ vytvářet procedury reprezentujı́cı́ nová zobrazenı́. Napřı́klad trojice
procedur uvedená v programu 2.4 reprezentuje právě procedury vytvářejı́cı́ nové procedury pomocı́ posu-
nutı́ a násobku. Konkrétně procedura x-shift akceptuje jako argumenty proceduru (jednoho argumentu)
a čı́slo a vracı́ novou proceduru vzniklou z předané procedury jejı́m „posunutı́m po ose x“ o délku danou
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Obrázek 2.5. Vyjádřenı́ funkcı́ pomocı́ posunu a násobenı́ funkčnı́ch hodnot.
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Program 2.4. Procedury vytvářejı́cı́ nové procedury pomocı́ posunu a násobenı́.

(define x-shift

(lambda (f k)

(lambda (x)

(f (- x k)))))

(define y-shift

(lambda (f k)

(lambda (x)

(+ k (f x)))))

(define scale

(lambda (f m)

(lambda (x)

(* m (f x)))))

čı́slem. Všimněte si, jak koresponduje tělo procedury x-shift s předpisem zobrazenı́ fX,k. Analogicky
procedura y-shift vracı́ proceduru „posunutou po ose y“ a konečně procedura scale vracı́ procedury
s „násobenými funkčnı́mi hodnotami“. Reprezentaci funkcı́ zobrazených na obrázku 2.5 bychom mohli
pomocı́ x-shift, y-shift a scale vyrobit následovně:

(x-shift na2 1) Z=⇒ „druhá mocnina posunutá o 1 na ose x“
(y-shift na2 1) Z=⇒ „druhá mocnina posunutá o 1 na ose y“
(scale na2 2) Z=⇒ „druhá mocnina násobená hodnotou 2“
(scale na2 1/2) Z=⇒ „druhá mocnina násobená hodnotou 1/2“

Takto vytvořené procedury bychom dále mohli třeba pojmenovat, nebo s nimi přı́mo pracovat:

((x-shift na2 1) 1) Z=⇒ 0

((x-shift na2 1) 2) Z=⇒ 1

(define na2*1/2 (scale na2 1/2))

(na2*1/2 1) Z=⇒ 1/2

(na2*1/2 2) Z=⇒ 2
...

Řadu funkcı́, jako napřı́klad funkce dané předpisy f(x) = x (identita), f(x) = xn, f(x) = n
√

x, f(x) = ax,
f(x) = c (konstantnı́ funkce) a jiné, lze chápat jako speciálnı́ přı́pady funkce f : R → R definované
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Obrázek 2.6. Různé polynomické funkce, skládánı́ funkcı́ a derivace funkce.
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f(x) = axn

pro různé hodnoty parametrů a, n ∈ R. Grafy některých z těchto funkcı́ jsou zobrazeny na obrázku 2.6 (vlevo).
Procedury reprezentujı́cı́ všechny tyto funkce (a řadu dalšı́ch) bychom mohli v programu vytvářet pomoc-
nou procedurou, které bychom předávali pouze různé hodnoty parametrů a a n. Z hlediska technické
realizace (naprogramovánı́ ve skutečném interpretu jazyka Scheme) bychom museli vyřešit pouze pro-
blém, jak vypočı́tat hodnotu xn. Ve standardu R5RS jazyka Scheme je k dispozici procedura expt, se dvěma
argumenty základ a exponent, která počı́tá mocninu (danou exponentem) z daného základu. Proceduru pro
vytvářenı́ procedur reprezentujı́cı́ výše uvedená zobrazenı́ bychom tedy mohli vytvořit třeba tak, jak je
to uvedeno v programu 2.5. Procedury reprezentujı́cı́ funkce z obrázku 2.6 (vlevo) bychom mohli vytvořit

Program 2.5. Vytvářenı́ procedur reprezentujı́cı́ch polynomické funkce.

(define make-polynomial-function

(lambda (a n)

(lambda (x) (* a (expt x n)))))

pomocı́ procedury make-polynomial-function vyhodnocenı́m následujı́cı́ch výrazů:

(make-polynomial-function 3.5 1) Z=⇒ „procedura reprezentujı́cı́ f(x) = 3.5x“
(make-polynomial-function 1 2) Z=⇒ „procedura reprezentujı́cı́ f(x) = x2“
(make-polynomial-function 1 1) Z=⇒ „procedura reprezentujı́cı́ f(x) = x“
(make-polynomial-function 1 1/2) Z=⇒ „procedura reprezentujı́cı́ f(x) =

√
x“

(make-polynomial-function 1 0) Z=⇒ „procedura reprezentujı́cı́ f(x) = 1“

Dalšı́m typickým způsobem vyjadřovánı́ funkcı́ je skládánı́ (kompozice) dvou (nebo vı́ce) funkcı́ do jedné.
Z matematického hlediska je jedná o skládánı́ dvou zobrazenı́. Jsou-li f : X → Y a g : Y → Z zobrazenı́,
pak definujeme zobrazenı́ (f ◦ g) : X → Z tak, že pro každé x ∈ X klademe

(f ◦ g)(x) = g(f(x)).

Zobrazenı́ f ◦ g se potom nazývá kompozice zobrazenı́ f a g (v tomto pořadı́). Předtı́m, než ukážeme pro-
gram, který pro dvě procedury reprezentujı́cı́ zobrazenı́ vracı́ proceduru reprezentujı́cı́ jejich kompozici,
upozorněme na některé důležité vlastnosti složených funkcı́.

Uvažujme neprázdnou množinu X a označme F(X)množinu všech zobrazenı́ z X do X (to jest zobrazenı́
ve tvaru f : X → X). Pak pro složenı́ libovolných dvou funkcı́ f, g ∈ F(X) platı́ f ◦ g ∈ F(X). Skládánı́
funkcı́ „◦“ lze tedy chápat jako binárnı́ operaci na množině F(X). Tato operace má navı́c dalšı́ zajı́mavé
vlastnosti. Označme ι identitu na X (to jest ι(x) = x pro každé x ∈ X). Pak platı́:

f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h,
ι ◦ f = f ◦ ι = f ,
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pro každé f, g, h ∈ F(X), což si můžete snadno sami dokázat. Skládánı́ zobrazenı́ je tedy asociativnı́
a je neutrálnı́ vzhledem k identickému zobrazenı́. Z algebraického hlediska je struktura 〈F(X), ◦, ι〉 pologrupa
s neutrálnı́m prvkem neboli monoid.

Asociativita (f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h) řı́ká, že při skládánı́ vı́ce funkcı́ nezáležı́ na jejich uzávorkovánı́,
mı́sto f ◦ (g ◦ h) můžeme tedy bez újmy psát f ◦ g ◦ h, protože at’výraz uzávorkujeme jakkoliv, výsledné
složenı́ bude vždy jednoznačně dané. Upozorněme ale důrazně na fakt, že skládánı́ funkcı́ nenı́ komutativnı́,
nelze tedy zaměňovat pořadı́, v jakém funkce skládáme (to jest obecně f ◦ g a g ◦ f nejsou stejná zobrazenı́).
Přı́klad nekomutativity skládánı́ funkcı́ je vidět na obrázku 2.6 (uprostřed). Neutralita vůči identitě (ι ◦ f =
f ◦ ι = f ) řı́ká, že složenı́m funkce s identitou (a obráceně) obdržı́me výchozı́ funkci. Operacı́m, které
spolu s množinou na nı́ž jsou definované a se svým neutrálnı́m prvkem tvořı́ monoid, budeme dále řı́kat
monoidálnı́ operace a během dalšı́ch lekcı́ jich objevı́me ještě několik.

Nynı́ již slı́bená procedura compose2, která provádı́ „složenı́ dvou procedur“, viz program 2.6. Opět je
vidět, že proceduru jsme naprogramovali pouze pomocı́ vhodné formalizace definičnı́ho vztahu f ◦ g
v jazyku Scheme. Při programovánı́ můžeme navı́c proceduru compose2 použı́t i s argumenty jimiž jsou

Program 2.6. Kompozice dvou procedur.

(define compose2

(lambda (f g)

(lambda (x)

(g (f x)))))

procedury nereprezentujı́cı́ zobrazenı́ (i když to asi nebude přı́liš účelné). V následujı́cı́ ukázce použitı́
procedury compose2 jsou definovány procedury korespondujı́cı́ s grafy funkcı́ v obrázku 2.6 (uprostřed)
a pomocı́ compose2 jsou vytvořeny procedury vzniklé jejich složenı́m:

(define f na2)

(define g (make-polynomial-function 1/2 1))

(define f*g (compose2 f g))

(define g*f (compose2 g f))

Poslednı́ ukázkou procedury vyššı́ho řádu v této sekci bude procedura, které pro danou proceduru repre-
zentujı́cı́ funkci f : R → R bude vracet proceduru reprezentujı́cı́ přibližnou derivaci funkce f . Připomeňme,
že derivace funkce f v daném bodě x je definována vztahem

f ′(x) = lim
δ→0

(
f(x+ δ)− f(x)

δ

)
.

Pokud tedy v předchozı́m vztahu odstranı́me limitnı́ přechod a za δ zvolı́me dost malé kladné čı́slo (blı́zko
nuly), pak zı́skáme odhad hodnoty derivace v bodě x:

g(x) =
f(x+ δ)− f(x)

δ
.

Z geometrického pohledu je hodnota g(x) směrnicı́ sečny (tangens úhlu, který svı́rá sečna s osou x), která
procházı́ v grafu funkce body ([x, f(x)] a [x + δ, f(x + δ)]). Jako funkci přibližné derivace funkce f tedy
můžeme považovat funkci g (roli samozřejmě hraje velikost δ). Program 2.7 ukazuje proceduru smernice,
která pro danou proceduru (reprezentujı́cı́ f ) a dvě čı́selné hodnoty (reprezentujı́cı́ hodnoty x1, x2) vracı́
směrnici sečny procházejı́cı́ body [x1, f(x1)] a [x2, f(x2)]. Procedura derivace akceptuje jako argument
proceduru (reprezentujı́cı́ opět f ) a hodnotu δ určujı́cı́ přesnost. Jako výsledek své aplikace procedura vracı́
proceduru jednoho argumentu reprezentujı́cı́ přibližnou derivaci, viz program 2.7 a předchozı́ diskusi.
Následujı́cı́ kód ukazuje vytvořenı́ procedury reprezentujı́cı́ přibližnou funkci derivace funkce f(x) =

√
x

s přesnostı́ δ = 0.001 a jejı́ použitı́. Funkce a jejı́ derivace jsou zobrazeny na obrázku 2.6 (vpravo).

(define f-deriv

(derivace sqrt 0.001))
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Program 2.7. Přibližná směrnice tečny a přibližná derivace.

(define smernice

(lambda (f a b)

(/ (- (f b) (f a))

(- b a))))

(define derivace

(lambda (f delta)

(lambda (x)

(smernice f x (+ x delta)))))

(f-deriv 0.01) Z=⇒ 4.8808848170152

(f-deriv 0.1) Z=⇒ 1.5772056245761

(f-deriv 0.5) Z=⇒ 0.70675358090799

(f-deriv 2) Z=⇒ 0.3535092074645

(f-deriv 4) Z=⇒ 0.24998437695292

V této sekci jsme ukázali, že některé procedury lze chápat jako zobrazenı́ a jiné procedury tak chápat
nemůžeme. Poukázali jsme na výhody toho, když se procedury chovajı́ jako zobrazenı́ a ukázali jsme,
jak lze zobrazenı́ reprezentovat (nebo přibližně reprezentovat) pomocı́ procedur.

2.6 Lexikálnı́ a dynamický rozsah platnosti

V této sekce se ještě na skok vrátı́me k prostředı́m a hledánı́ vazeb symbolů. V předchozı́ch sekcı́ch jsme
představili aplikaci uživatelsky definovaných procedur, která spočı́vala ve vyhodnocenı́ jejich těla v novém
lokálnı́m prostředı́. Každé lokálnı́ prostředı́ vytvořené při aplikaci procedury mělo jako svého předka
nastaveno prostředı́ vzniku procedury. Všimli jsme si, že to bezprostředně vede k tomu, že pokud nenı́ vazba
symbolu (uvedeného v těle procedury) nalezena v lokálnı́m prostředı́ procedury, pak je hledána v prostředı́
vzniku této procedury. Prostředı́ vzniku procedury je bud’ globálnı́ prostředı́ nebo se jedná o lokálnı́
prostředı́ jiné procedury (tato procedura musı́ být zřejmě procedura vyššı́ho řádu, protože v nı́ naše výchozı́
procedura vznikla). Pokud nenı́ symbol nalezen ani v tomto prostředı́, je opět hledán v prostředı́ předka.
Zde opět může nastat situace, že se jedná o globálnı́ prostředı́ nebo o lokálnı́ prostředı́ nějaké procedury
vyššı́ho řádu, . . .

Důležitým faktem je, že vazby symbolů, které nejsou nalezeny v lokálnı́m prostředı́, se postupně hledajı́
v prostředı́ch vzniku procedur. Pokud programovacı́ jazyk použı́vá tento princip hledánı́ vazeb symbolů,
pak řı́káme, že programovacı́ jazyk použı́vá lexikálnı́ (statický) rozsah platnosti symbolů (ve mnoha jazycı́ch se
ovšem mı́sto pojmu „symbol“ použı́vá pojem „proměnná“). Prostředı́ vzniku procedury se v terminologii
spojené s lexikálnı́m rozsahem platnosti nazývá obvykle lexikálně nadřazené prostředı́. Takže bychom mohli
řı́ct, že lexikálnı́ rozsah platnosti spočı́vá v hledánı́ vazeb symbolů (které nejsou nalezeny v lokálnı́m
prostředı́) v lexikálně nadřazených prostředı́ch.

Lexikálnı́ rozsah platnosti nenı́ jediným možným rozsahem platnosti. Programovacı́ jazyky mohou stanovit
i jiný typ hledánı́ vazeb symbolů. Druhým typem rozsahu platnosti je dynamický rozsah platnosti, který je
v současnosti prakticky nepoužı́vaný. Stručně bychom mohli řı́ci, že „jedinou odlišnostı́“ od předchozı́ho
modelu je, že pokud nenı́ vazba symbolu nalezena v lokálnı́m prostředı́ procedury, pak je hledána v prostředı́
odkud byla procedura aplikována. Prostředı́, ve kterém byla procedura aplikována, můžeme nazvat dynamicky
nadřazené prostředı́. Před dalšı́ diskusı́ výhod a nevýhod obou typů rozsahů platnosti ukážeme přı́klad, na
kterém bude jasně vidět odlišnost obou typů rozsahů platnosti.
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Přı́klad 2.18. Uvažujme proceduru uvedenou v programu 2.3 na straně 52 a představme si, že v globálnı́m
prostředı́ provedeme navı́c tuto definici:

(define c 100)

Co se stane, pokud dáme vyhodnotit následujı́cı́ dva výrazy?

(define f (curry+ 10))

(f 20) Z=⇒ ???

Odpověd’ v přı́padě lexikálnı́ho rozsahu již máme: 30, viz diskusi v sekci 2.4 k programu 2.3. Kdyby náš
interpret ale použı́val dynamický rozsah platnosti, situace by byla jiná. Proceduru navázanou na symbol f
jsme totiž aplikovali v globálnı́m prostředı́. Tı́m pádem bychom se při vyhodnocenı́ jejı́ho těla(+ x c)dostali
do situace, kdy by byla vazba symbolu c (která nenı́ k dispozici v lokálnı́m prostředı́) hledána v dynamicky
nadřazeném prostředı́, to jest v prostředı́ aplikace procedury = v globálnı́m prostředı́. V tomto prostředı́
má ale symbol c vazbu 100, takže výsledkem aplikace procedury navázané na f s argumentem 20 by bylo
čı́slo 120. Dostali jsme tedy jiný výsledek než v přı́padě lexikálnı́ho rozsahu platnosti.

Lexikálnı́ a dynamický rozsah platnosti se od sebe lišı́ ve způsobu hledánı́ vazeb symbolů, pokud tyto
vazby nejsou nalezeny v lokálnı́m prostředı́ procedury. Při použitı́ lexikálnı́ho rozsahu platnosti jsou
vazby nenavázaných symbolů hledány v prostředı́ vzniku procedur (lexikálně nadřazeném prostředı́).
Při použitı́ dynamického rozsahu platnosti jsou vazby nenavázaných symbolů hledány v prostředı́
aplikace procedur (dynamicky nadřazeném prostředı́). Většina vyššı́ch programovacı́ch jazyků, včetně
jazyka Scheme, použı́vá lexikálnı́ rozsah platnosti.

Poznámka 2.19. Lexikálnı́ rozsah platnosti má z pohledu programátora a tvorby programů mnohem lepšı́
vlastnosti. Předně, každá procedura má jednoznačně určené své lexikálně nadřazené prostředı́. Toto pro-
středı́ můžeme kdykoliv jednoduše určit pouhým pohledem na strukturu programu. Podı́váme se, ve které
čı́sti programu je umı́stěn λ-výraz, jehož vyhodnocenı́m procedura vznikne a pak stačı́ zjistit uvnitř které
procedury se tento λ-výraz nacházı́. Pro jednoduchost můžeme na chvı́li „ztotožnit procedury s λ-výrazy“
jejichž vyhodnocenı́m vznikajı́ a „ztotožnit prostředı́ se seznamy formálnı́ch argumentů“ uvedených v λ-
-výrazech. Pro nalezenı́ lexikálně nadřazeného prostředı́ nám stačı́ k danému λ-výrazu přejı́t k nejvnitřněj-
šı́mu λ-výrazu, který výchozı́ λ-výraz obsahuje. Ze seznamu formálnı́ch argumentů pak lze vyčı́st, zda-li bude
vazba symbolu nalezena v prostředı́ aplikace procedury vzniklé vyhodnocenı́m tohoto λ-výrazu, nebo je
potřeba hledat v (dalšı́m) nadřazeném prostředı́. Napřı́klad v přı́padě následujı́cı́ho programu

(lambda (x y)

(lambda (z a)

(lambda (d)

(+ d a y b))))

bychom mohli vyčı́st, že při aplikaci poslednı́ vnořené procedury by v prostředı́ jejı́ho lexikálnı́ho předka
existovaly vazby symbolů z a a (v lokálnı́m prostředı́ samotné procedury je k dispozici symbol d). V pro-
středı́ lexikálnı́ho předka jejı́ho lexikálnı́ho předka by existovaly vazby symbolů x a y. Konkrétnı́ hodnoty
vazeb samozřejmě z programu vyčı́st nemůžeme, ty budou známé až při aplikaci (během výpočetnı́ho
procesu), ale program (sám o sobě) nám určuje strukturu prostředı́. To je velkou výhodou lexikálnı́ho rozsahu
platnosti. Naproti tomu při dynamickém rozsahu platnosti je struktura prostředı́ dána až samotným výpočet-
nı́m procesem. Jelikož navı́c tatáž procedura může být aplikována na vı́ce mı́stech v programu, dynamicky
nadřazené prostředı́ nenı́ určeno jednoznačně. Vezměme-li kód z přı́klady 2.18 a přidáme-li k němu výraz

((lambda (c)

(f 20))

1000),

pak při jeho vyhodnocenı́ dojde k aplikaci procedury navázané na f s hodnotou 20, ale tentokrát bude
prostředı́m aplikace této procedury lokálnı́ prostředı́ procedury vytvořené při aplikaci procedury vznikajı́cı́
vyhodnocenı́m vnějšı́ho λ-výrazu. V tomto prostředı́ bude na symbol c navázána hodnota 1000, takže
procedura f nám dá se stejným argumentem jiný výsledek (konkrétně 1020), než kdybychom ji zavolali
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v globálnı́m prostředı́, jak to bylo původně v přı́kladu 2.18. Z hlediska programátora je to silně nepřirozené,
tatáž procedura aplikovaná na různých mı́stech programu vracı́ různé hodnoty. To klade na programátora
velké nároky při programovánı́ a hlavně laděnı́ programu (a přı́padném hledánı́ chyb). Pro danou proceduru
totiž musı́ uvažovat, kdy a kde může být v programu aplikována. Ve velkých programech může být takových
mı́st velké množstvı́. Mnohem většı́m problémem ale je, že všechna mı́sta aplikace obecně ani nenı́ možné
zjistit (důvody nám budou jasnějšı́ v dalšı́ch lekcı́ch).

Pokud bychom chtěli (z nějakého důvodu) v našem abstraktnı́m interpretu zavést dynamický rozsah platnosti
mı́sto lexikálnı́ho, stačilo by uvažovat uživatelsky definovatelné procedury pouze jako elementy tvořené
dvojicı́ ve tvaru 〈〈parametry〉, 〈tělo〉〉. Prostředı́ vzniku procedury by si již nebylo potřeba pamatovat. Apli-
kaci procedury bychom museli uvažovat relativně k prostředı́ Pa, ve kterém ji chceme provést (při lexikálnı́m
rozsahu jsme naopak informaci o prostředı́, ve kterém byla procedura aplikována nepotřebovali). To jest
v podobném duchu jako jsme rozšı́řili „Eval“ představený v prvnı́ lekci o dodatečný parametr reprezen-
tujı́cı́ prostředı́, museli bychom nynı́ rozšı́řit Apply o dalšı́ argument reprezentujı́cı́ prostředı́ – v tomto
přı́padě prostředı́ aplikace procedury. Dále bychom potřebovali upravit bod (3) definice 2.12 na straně 49
následovně:

(3) Nastavı́me předka Pl na Pa (předkem nového prostředı́ je prostředı́ aplikace procedury E).

Dále bychom upravili „Eval“, viz definici 2.7 na straně 47, v bodech (C.1) a (C.2) tak, aby se při každé
aplikaci předávala informace o prostředı́ Pa, ve kterém aplikaci provádı́me. Tot’vše.

Poznámka 2.20. (a) Implementace dynamického rozsahu platnosti je jednoduššı́ než implementace lexi-
kálnı́ho rozsahu platnosti. Proto byl dynamický rozsah platnosti populárnı́ v rané fázi vývoje interpretů
a překladačů programovacı́ch jazyků. Programovánı́ s dynamickým rozsahem platnosti však vede k čas-
tému vzniku chyb (programátor se musı́ neustále zamýšlet nad tı́m, odkud bude daná procedura volána
a jaké je potřeba mı́t v daném prostředı́ vazby symbolů) a proto jej v současnosti nevyužı́vá skoro žádný
programovacı́ jazyk (jednı́m z mála vyššı́ch programovacı́ch jazyků s dynamickým rozsahem platnosti,
který je v praxi použı́ván, je programovacı́ jazyk FoxPro).

(b) V jazyku Common LISP existuje možnost deklarovat proměnnou jako „dynamickou.“ Z úhlu pohledu
našı́ terminologie to znamená, že jazyk umožňuje hledat vazby nejen podle lexikálnı́ho rozsahu platnosti
(který je standardnı́), ale u speciálně deklarovaných proměnných i podle dynamického rozsahu platnosti.
Jedná se o jeden z mála jazyků (pokud ne jediný) umožňujı́cı́ v jistém smyslu využı́vat oba typy rozsahů.

2.7 Dalšı́ podmı́něné výrazy

V této sekci ukážeme dalšı́ prvky jazyka Scheme, které nám budou sloužit k vytvářenı́ složitějšı́ch podmı́-
nek a složitějšı́ch podmı́něných výrazů. Připomeňme, že podmı́něné vyhodnocovánı́ jsme dělali pomocı́
speciálnı́ formy if, viz definici 1.31 na straně 35. Při podmı́něném vyhodnocovánı́ výrazů hraje důležitou
roli samotná podmı́nka. Doposud jsme použı́vali pouze jednoduché podmı́nky. V mnoha přı́padech se
však hodı́ konstruovat složitějšı́ podmı́nky pomocı́ vazeb jako „platı́ . . . a platı́ . . . “ (konjunkce podmı́nek),
„platı́ . . . nebo platı́ . . . “ (disjunkce podmı́nek), „neplatı́, že . . . “ (negace podmı́nky). Nynı́ ukážeme, jak
budeme vytvářenı́ složitějšı́ch podmı́nek provádět v jazyku Scheme.

Jazyk Scheme má k dispozici proceduru navázanou na symbol not. Tato procedura jednoho argumentu
vracı́ výsledek negace pravdivostnı́ hodnoty reprezentované svým argumentem. Přesněji řečeno, pokud je
předaným argumentem #f, pak je výsledkem aplikace not pravdivostnı́ hodnota #t. Pokud je argumentem
jakýkoliv element různý od #f, pak je výsledkem aplikace not pravdivostnı́ hodnota #f. Procedura not

tedy pro libovolný element vracı́ bud’ #f nebo #t. Viz přı́klady:

(not #t) Z=⇒ #f

(not #f) Z=⇒ #t

(not 0) Z=⇒ #f

(not -12.5) Z=⇒ #f

(not (lambda (x) (+ x 1))) Z=⇒ #f

(not (<= 1 2)) Z=⇒ #f

(not (> 1 3)) Z=⇒ #t
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Procedura not tedy provádı́ negaci pravdivostnı́ hodnoty, přitom pravdivostnı́ hodnota je brána v zobec-
něném smyslu – vše kromě #f je považováno za „pravdu“. Viz komentář v sekci 1.7 na straně 35. Pozorným
čtenářům zřejmě neuniklo, že procedura not je plně definovatelná. Viz program 2.8. Proceduru not bychom

Program 2.8. Procedura negace.

(define not

(lambda (x)

(if x #f #t)))

tedy nemuseli mı́t v jazyku Scheme dánu jako primitivnı́ proceduru, ale mohli bychom ji dodatečně vytvo-
řit. Na následujı́cı́m přı́kladu je vidět, že při práci s pravdivostnı́mi hodnotami v zobecněném smyslu stále
neplatı́ „zákon dvojı́ negace“ (dvojicı́ negacı́ výchozı́ pravdivostnı́ hodnoty zı́skáme tutéž pravdivostnı́
hodnotu), ale „pravda“ může být reprezentována vzájemně různými elementy (dvojı́ aplikacı́ not tedy
obecně nezı́skáme tentýž element):

(not (not #f)) Z=⇒ #f

(not (not #t)) Z=⇒ #t

(not (not -12.5)) Z=⇒ #t

V programu 2.9 jsou uvedeny přı́klady definic dvou predikátů. Připomeňme, že za predikáty považujeme
procedury, které pro dané argumenty vracejı́ bud’#f nebo #t. Predikát even? představuje predikát „je dané

Program 2.9. Predikáty sudých a lichých čı́sel.

(define even?

(lambda (z)

(= (modulo z 2) 0)))

(define odd?

(lambda (z)

(not (even? z))))

čı́slo sude?“, predikát odd? představuje predikát „je dané čı́slo liché?“. V těle predikátu even? je výraz
vyjadřujı́cı́ podmı́nku, že čı́slo je sudé, právě když je jeho zbytek po dělenı́ čı́slem 2 roven nule. Predikát
odd? jsme naprogramovali pomocı́ negace a predikátu even?. Viz použitı́ predikátů:

(even? 10) Z=⇒ #t

(odd? 10) Z=⇒ #f

(odd? 10.2) Z=⇒ „CHYBA: Argument musı́ být celé čı́slo.“

Při vyhodnocenı́ poslednı́ho výrazu způsobila aplikace procedury modulo chybové hlášenı́ – prvnı́m oče-
kávaným argumentem mělo být celé čı́slo. Při psanı́ uživatelsky definovatelných predikátů (respektive, při
jejich pojmenovánı́) přijı́máme následujı́cı́ konvenci, kterou jsme už použili i v programu 2.9.

Úmluva 2.21 (o pojmenovávánı́ predikátů). Pokud budou nově vytvořené predikáty navázané na symboly
v globálnı́m prostředı́, pak budeme v jejich jménu na konci psát znak otaznı́k „?“. �

K vytvářenı́ složených podmı́nek ve tvaru konjunkce sloužı́ speciálnı́ forma and:

Definice 2.22 (speciálnı́ forma and). Speciálnı́ forma and se použı́vá s libovolným počtem argumentů:

(and 〈test1〉 · · · 〈testn〉),
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kde n ≥ 0. Speciálnı́ forma and při své aplikaci postupně vyhodnocuje výrazy 〈test1〉, . . . , 〈testn〉 v aktu-
álnı́m prostředı́ a to v pořadı́ zleva doprava. Pokud se průběžně vyhodnocovaný výraz 〈testi〉 vyhodnotı́
na nepravdu (to jest #f), pak je výsledkem aplikace speciálnı́ formy and hodnota #f a dalšı́ argumenty
〈testi+1〉, . . . , 〈textn〉 uvedené za průběžně vyhodnocovaným argumentem se již nevyhodnocujı́. Pokud se
postupně všechny výrazy 〈test1〉, . . . , 〈testn〉 vyhodnotı́ na pravdu (hodnotu různou od #f), pak je jako
výsledek aplikace speciálnı́ formy and vrácena hodnota vyhodnocenı́ poslednı́ho výrazu. Pokud n = 0
(and byla aplikována bez argumentů), pak je vrácena hodnota #t. �

Následujı́cı́ přı́klady ukazujı́ použitı́ speciálnı́ formy and. Neformálně řečeno, výsledkem aplikace speciálnı́
formy and je „pravda“, pokud se postupně všechny jejı́ argumenty vyhodnotı́ na pravdu. Pokud tomu tak
nenı́, je výsledkem aplikace „nepravda“. Navı́c platı́, že všechny argumenty vyskytujı́cı́ se za argumentem
jenž se vyhodnotil na nepravdu se již nevyhodnocujı́.

(and (= 0 0) (odd? 1) (even? 2)) Z=⇒ #t

(and (= 0 0) (odd? 1) (even? 2) 666) Z=⇒ 666

(and 1 #t 3 #t 4) Z=⇒ 4

(and 10) Z=⇒ 10

(and +) Z=⇒ „procedura sčı́tánı́“
(and) Z=⇒ #t

(and (= 0 0) (odd? 2) (even? 2)) Z=⇒ #f

(and 1 2 #f 3 4 5) Z=⇒ #f

V následujı́cı́m přı́padu je vidět, že and skutečně řı́dı́ vyhodnocovánı́ svých argumentů tak, jak bylo řečeno
v definici 2.22. Kdyby byl and procedura (a ne speciálnı́ forma), pak by při vyhodnocenı́ následujı́cı́ho
výrazu došlo k chybě, protože symbol nenavazany-symbol by neměl vazbu.

(and (= 0 0) 2 #f nenavazany-symbol) Z=⇒ #f

V našem přı́padě ale k chybě nedocházı́, protože k vyhodnocenı́ symbolu nenavazany-symbol nedojde.
Zpracovánı́ svých argumentů speciálnı́ forma and ukončı́ jakmile narazı́ na třetı́ argument jenž se vyhodnotı́
na nepravdu.

Všimněte si, že speciálnı́ formu and je možné aplikovat i bez argumentu, v tom přı́padě je konstantně
vracena pravda (element #t). V sekci 1.5 jsme vysvětlili, co a proč vracejı́ procedury + a * pokud jsou
aplikovány bez argumentů. Úvahu u speciálnı́ formy and bychom mohli udělat analogicky. Speciálnı́ forma
and vracı́ #t, pokud je aplikována bez argumentů, protože #t se chová neutrálně vzhledem k pravdivostnı́
funkci spojky „konjunkce“ (v logice obvykle značené ∧):

#t ∧ p = p ∧ #t = p.

To jest výraz

p1 ∧ p2 ∧ · · · ∧ pn

je ekvivalentnı́ výrazu:

p1 ∧ p2 ∧ · · · ∧ pn ∧ #t.

Když v poslednı́m výrazu odstranı́me všechny p1, . . . , pn, zbude nám #t, což je pravdivostnı́ hodnota kterou
chápeme jako „konjunkci žádných argumentů“.

Následujı́cı́ predikát within? ukazuje praktické použitı́ speciálnı́ formy and. Jedná se o predikát třı́ argu-
mentů testujı́cı́, zda-li prvnı́ argument ležı́ v uzavřeném intervalu vymezeném dvěma dalšı́mi argumenty:

(define within?

(lambda (x a b)

(and (>= x a) (<= x b))))

Nezkušenı́ programátoři jsou někdy v pokušenı́ psát mı́sto předchozı́ho programu následujı́cı́:

(define within?

(lambda (x a b)

(if (and (>= x a) (<= x b))

#t

#f)))
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Z hlediska funkčnosti jde o totéž, v druhém přı́padě se ale v programu vyskytuje jeden zbytečný if, což
snižuje jeho čitelnost. Psát speciálnı́ formu if ve tvaru (if 〈test〉 #t #f) je skutečně zbytečné, protože
pokud je vyhodnocen 〈test〉 na pravdu, je vrácena „pravda“ a v opačném přı́padě, tedy pokud se 〈test〉
vyhodnotil na nepravdu, je vrácena „nepravda“. Úplně tedy stačı́ do programu uvést samotný 〈test〉.

Na závěr povı́dánı́ o and si řekněme, že tato speciálnı́ forma je v našem jazyku také v podstatě nadbytečná,
protože výraz ve tvaru

(and 〈test1〉 · · · 〈testn〉)

bychom mohli nahradit několika vnořenými if-výrazy:

(if 〈test1〉
(if 〈test2〉

(if · · ·
(if 〈testn−1〉

〈testn〉
#f)

..
.

#f)

#f)

#f)

Z hlediska programátora je však použitı́ and samozřejmě mnohem přı́jemnějšı́ a čitelnějšı́.

K vytvářenı́ složených podmı́nek ve tvaru disjunkce sloužı́ speciálnı́ forma or:

Definice 2.23 (speciálnı́ forma or). Speciálnı́ forma or se použı́vá s libovolným počtem argumentů:

(or 〈test1〉 · · · 〈testn〉),

kde n ≥ 0. Speciálnı́ forma or při své aplikaci postupně vyhodnocuje výrazy 〈test1〉, . . . , 〈testn〉 v aktuálnı́m
prostředı́ a to v pořadı́ zleva doprava. Pokud se průběžně vyhodnocovaný výraz 〈testi〉 vyhodnotı́ na pravdu
(to jest cokoliv kromě #f), pak je výsledkem aplikace speciálnı́ formy or hodnota vzniklá vyhodnocenı́m
〈testi〉 a dalšı́ argumenty 〈testi+1〉, . . . , 〈textn〉 uvedené za průběžně vyhodnocovaným argumentem se již
nevyhodnocujı́. Pokud se postupně všechny výrazy 〈test1〉, . . . , 〈testn〉 vyhodnotı́ na nepravdu (to jest #f),
pak je jako výsledek aplikace speciálnı́ formy or vrácena hodnota #f. Pokud n = 0 (or byla aplikována bez
argumentů), pak je rovněž vrácena hodnota #f. �

Viz přı́klady použitı́ speciálnı́ formy or:

(or (even? 1) (= 1 2) (odd? 1)) Z=⇒ #t

(or (= 1 2) (= 3 4) 666) Z=⇒ 666

(or 1 #f 2 #f 3 4) Z=⇒ 1

(or (+ 10 20)) Z=⇒ 30

(or) Z=⇒ #f

(or #f) Z=⇒ #f

(or #f (= 1 2) #f) Z=⇒ #f

Speciálnı́ forma or bez argumentu vracı́ #f, protože #f se chová neutrálně vzhledem k pravdivostnı́ funkci
spojky „disjunkce“ (v logice obvykle značené ∨):

#f ∨ p = p ∨ #f = p,

můžeme tedy aplikovat analogickou úvahu jako v přı́padě and, + nebo *. Speciálnı́ forma or řı́dı́ vyhod-
nocovánı́ svých argumentů, nemůže se tedy jednat o proceduru. Jako přı́klad si můžeme uvést následujı́cı́
kód:

(or (even? 2) nenavazany-symbol) Z=⇒ #t,

při jehož vyhodnocenı́ by v přı́padě, pokud by byla or procedura, nastala chyba. V našem přı́padě je
však vrácena hodnota #t, což je výsledek vyhodnocenı́ (even? 2) a argument nenavazany-symbol již
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vyhodnocen nebude. Výsledkem aplikace speciálnı́ formy or je „nepravda“, pokud se postupně všechny
jejı́ argumenty vyhodnotı́ na nepravdu. Pokud tomu tak nenı́, je výsledkem aplikace výsledek vyhodnocenı́
prvnı́ho argumentu, který se nevyhodnotil na „pravdu.“ Všechny argumenty vyskytujı́cı́ se za argumentem
jenž se vyhodnotil na pravdu se dál nevyhodnocujı́.

Následujı́cı́ procedura je praktickou ukázkou užitı́ speciálnı́ formy or. Jedná se o predikát overlap?, který
pro dva uzavřené intervalu [a, b] a [c, d], jejichž krajnı́ prvky jsou dány čtyřmi argumenty, testuje, zda-li se
tyto intervalu vzájemně překrývajı́, tedy jestli platı́ [a, b] ∩ [c, d] 6= ∅.

(define overlap?

(lambda (a b c d)

(or (within? a c d)

(within? b c d)

(within? c a b)

(within? d a b))))

V tomto přı́padě nám hned „matematický popis“ vzájemného překrytı́ nebyl při psanı́ procedury moc
platný. Snadno ale nahlédneme, že [a, b] ∩ [c, d] 6= ∅, právě když platı́ aspoň jedna z podmı́nek: a ∈ [c, d],
b ∈ [c, d], c ∈ [a, b] a d ∈ [a, b], což je právě podmı́nka formalizovaná v těle předchozı́ procedury.

Stejně jako v přı́padě and bychom mohli výraz

(or 〈test1〉 · · · 〈testn〉)

nahradit vnořenými výrazy ve tvaru:

(if 〈test1〉
〈test1〉
(if 〈test2〉

〈test2〉
(if · · ·

(if 〈testn〉
〈testn〉
#f) · · · )))

Z čistě funkcionálnı́ho pohledu, o který se v tomto dı́le učebnı́ho textu budeme snažit, jsou předchozı́ dva
kódy skutečně ekvivalentnı́. V dalšı́m dı́le tohoto textu však uvidı́me, že v přı́padě zaváděnı́ imperativnı́ch
prvků do našeho jazyka (prvků vyskytujı́cı́ch se v procedurálnı́ch jazycı́ch), již bychom tento přepis nemohli
provést. Zatı́m se ale s nı́m můžeme plně spokojit.

K speciálnı́m formám and a or ještě podotkněme, jaký je jejich vztah k pravdivostnı́m funkcı́m logických
spojek „konjunkce“ a „disjunkce“. Vzhledem k tomu, že nepracujeme pouze s pravdivostnı́mi hodnotami
#f a #t, naše formy se chovajı́ poněkud jinak než výše uvedené pravdivostnı́ funkce použı́vané v logice.
Pravdivostnı́ funkce konjunkce a disjunkce napřı́klad splňujı́ De Morganovy zákony z nichž nám plyne,
že disjunkci lze vyjádřit pomocı́ konjunkce a negace a analogicky konjunkci lze vyjádřit pomocı́ disjunkce
a negace:

p1 ∨ · · · ∨ pn = ¬(¬p1 ∧ · · · ∧ ¬pn),
p1 ∧ · · · ∧ pn = ¬(¬p1 ∨ · · · ∨ ¬pn).

Přepı́šeme-li levé a pravé strany předchozı́ch výrazů v notaci jazyka Scheme a zamyslı́me-li se nad hodno-
tami vzniklými jejich vyhodnocenı́m, pak uvidı́me, že vyhodnocenı́m mohou vzniknout různé elementy,
kupřı́kladu:

(or 1 2 3) Z=⇒ 1

(and 1 2 3) Z=⇒ 3

(not (and (not 1) (not 2) (not 3))) Z=⇒ #t

(not (or (not 1) (not 2) (not 3))) Z=⇒ #t

Dvojice elementů vzniklých vyhodnocenı́m levé a pravé strany předchozı́ch vztahů ale vždy reprezentujı́
pravdu (v zobecněném smyslu), nebo jsou oboje rovny #f (zdůvodněte si proč).
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Nynı́ si ukážeme aplikaci procedur vyššı́ch řádů. Předpokládejme, že máme naprogramovat procedury
dvou argumentů min a max, které budou pro dané dva čı́selné argumenty vracet menšı́, přı́padně vetšı́,
hodnotu z nich. Takové procedury můžeme snadno naprogramovat třeba tak, jak je to uvedeno v pro-
gramu 2.10. Již při letmém pohledu na obě proceduru nás jistě napadne, že vypadajı́ „téměř shodně“

Program 2.10. Procedury vracejı́cı́ minumum a maximum ze dvou prvků.

(define min

(lambda (x y)

(if (<= x y) x y)))

(define max

(lambda (x y)

(if (>= x y) x y)))

a lišı́ se pouze v použitı́ (procedur navázaných na) „<=“ a „>=“, to jest procedur pro porovnávánı́ čı́sel-
ných hodnot. V takovém okamžiku se nabı́zı́ zobecnit program v tom smyslu, že vytvořı́me abstraktnı́
proceduru vyššı́ho řádu, která bude vytvářet procedury pro vracenı́ „extrémnı́ho prvek ze dvou“. To, co
budeme mı́t na mysli pod pojmem „extrémnı́ prvek“, budeme vytvářejı́cı́ proceduře specifikovat pomocı́
jejı́ho argumentu. Podı́vejte se nynı́ na program 2.11. V něm je definována procedura extrem jednoho

Program 2.11. Procedura vyššı́ho řádu pro hledánı́ extrémnı́ch hodnot.

(define extrem

(lambda (f)

(lambda (x y)

(if (f x y) x y))))

(define min (extrem <=))

(define max (extrem >=))

argumentu. Tı́mto argumentem je predikát, který bude použit na otestovánı́, zda-li jedna čı́selná hodnota
je „extrémnějšı́ “ vůči druhé. Tělem procedury extrem je λ-výraz (lambda (x y) (if (f x y) x y))

jehož vyhodnocenı́m vzniká procedura dvou argumentů. Tato procedura při své aplikaci vyhodnocuje tělo,
v němž se nacházı́ podmı́něný výraz. V něm je nejprve vyhodnocena podmı́nka (f x y), která je pravdivá,
právě když procedura navázaná na f vrátı́ „pravdu“ pro argumenty se kterými byla zavolána procedura
vrácená procedurou extrem. Pokud bude na f navázána procedura „menšı́ nebo rovno“, pak se bude pro-
cedura vrácená procedurou extrem chovat stejně jako procedura min z programu 2.10. Pokud bude na f

navázána procedura „většı́ nebo rovno“, pak se bude procedura vrácená procedurou extrem chovat stejně
jako procedura max z programu 2.10. Procedury min a max tedy můžeme zı́skat volánı́m extrem a navázat
je na přı́slušné symboly tak, jako v programu 2.11.

Procedura extrem nám však umožňuje vytvářet mnohé dalšı́ procedury pro vracenı́ význačných prvků,
což nám oproti prostému minimu a maximu ze dvou dává nové, předtı́m netušené, možnosti. Pomocı́
procedury pro výpočet absolutnı́ hodnoty

(define abs

(lambda (x)

(if (>= x 0)

x

(- x)))),

kterou jsme již dřı́ve uvedli, bychom mohli definovat dvě nové procedury absmin a absmax, které budou
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vracet prvek, který má menšı́ nebo většı́ absolutnı́ hodnotu:

(define absmin

(extrem (lambda (x y)

(<= (abs x) (abs y)))))

(define absmax

(extrem (lambda (x y)

(>= (abs x) (abs y)))))

Rozdı́l mezi min a absmin (přı́padně mezi max a abmax) je zřejmý:

(min -20 10) Z=⇒ -20

(absmin -20 10) Z=⇒ 10

Analogicky bychom mohli vytvořit dalšı́ procedury.

Speciálnı́ forma if byla představena již v předchozı́ lekci, viz definici 1.31 na straně 35. Nynı́ představı́me
speciálnı́ formu cond, pomocı́ které lze jednodušeji zapisovat složitějšı́ podmı́něné výrazy.

Definice 2.24 (speciálnı́ forma cond). Speciálnı́ forma cond se použı́vá ve tvaru:

(cond (〈test1〉 〈důsledek1〉)
(〈test2〉 〈důsledek2〉)

...

(〈testn〉 〈důsledekn〉)
(else 〈náhradnı́k〉)),

kde n ≥ 0 a poslednı́ výraz v těle, to jest výraz (else 〈náhradnı́k〉) je nepovinný a nemusı́ být uveden. Při
své aplikaci postupně speciálnı́ forma cond vyhodnocuje (v aktuálnı́m prostředı́) výrazy 〈test1〉, . . . , 〈testn〉
do toho okamžimu, až narazı́ na prvnı́ 〈testi〉, který se vyhodnotil na pravdu (na cokoliv kromě #f). V tom
přı́padě se vyhodnocovánı́ dalšı́ch 〈testi+1〉, . . . , 〈testn〉 neprovádı́ a výsledkem aplikace speciálnı́ formy
je hodnota vzniklá vyhodnocenı́m výrazu 〈důsledeki〉 v aktuálnı́m prostředı́. Pokud se ani jeden z výrazů
〈test1〉, . . . , 〈testn〉 nevyhodnotil na pravdu pak mohou nastat dvě situace. Pokud je poslednı́m argumentem
výraz ve tvaru (else 〈náhradnı́k〉), pak je výsledkem aplikace speciálnı́ formy hodnota vzniklá vyhod-
nocenı́m výrazu 〈náhradnı́k〉 v aktuálnı́m prostředı́. Pokud 〈náhradnı́k〉 nenı́ přı́tomen, pak je výsledkem
aplikace speciálnı́ formy cond nedefinovaná hodnota, viz poznámku 1.27 (b) na straně 33. �

Z tvaru, ve kterém se použı́vá speciálnı́ forma cond lze jasně vyčı́st, že by nemohla být zastoupena pro-
cedurou, napřı́klad totiž

(cond (1 2)) Z=⇒ 2,

kdyby byla cond procedura, vyhodnocenı́ předchozı́ho výrazu by končilo chybou. Před uvedenı́m praktic-
kých přı́kladů si nejprve ukažme některé meznı́ přı́pady použitı́ cond. V následujı́cı́m přı́padě se neuplatnı́
else-větev:

(cond ((= 1 1) 20)

(else 10)) Z=⇒ 20

Stejně tak, jako by se neuplatnila v tomto přı́padě:

(cond ((+ 1 2) 20)

((= 1 1) 666)

(else 10)) Z=⇒ 20

Zde už se větev uplatnı́:

(cond ((= 1 2) 20)

(else 10)) Z=⇒ 10

Všimněte si, že else-větev (else 〈náhradnı́k〉) bychom mohli ekvivalentně nahradit výrazem ve tvaru
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(〈test〉 〈náhradnı́k〉),

ve které by se 〈test〉 vyhodnotil vždy na „pravda“ (cokoliv kromě #f). Třeba takto:

(cond ((= 1 2) 20)

(#t 10)) Z=⇒ 10

Kdyby ani jeden z testů nebyl pravdivý a else-větev chybı́, pak je výsledná hodnota aplikace nedefinovaná:

(cond ((= 1 2) 20)

((even? 1) (+ 1 2))) nedefinovaná hodnota

Speciálnı́m přı́padem předchozı́ho je cond bez argumentů:

(cond) nedefinovaná hodnota

Nynı́ si ukážeme praktické použitı́ speciálnı́ formy cond. Uvažujme funkci sgn (funkce signum), která se
častou použı́vá v matematice a kterou definujeme předpisem:

sgnx =


−1 pokud x < 0,
0 pokud x = 0,
1 pokud x > 0.

Výsledkem sgnx je tedy jedna z hodnot−1, 0 nebo 1 v závislosti na tom, zda-li je dané čı́slo x záporné, nula,
nebo kladné. Definičnı́ vztah bychom mohli přı́močaře přepsat pomocı́ speciálnı́ formy cond a vytvořit tak
formalizaci funkce sgn:

(define sgn

(lambda (x)

(cond ((= x 0) 0)

((> x 0) 1)

(else -1))))

Jelikož se všechny podmı́nky v definici sgn vzájemně vylučujı́ (vždy je právě jedna z nich pravdivá),
nezáležı́ přitom na pořadı́, v jakém byly jednotlivé podmı́nky a přı́slušné důsledky uvedeny. Výše uvedená
procedura skutečně reprezentuje funkci signum (přesvědčte se sami).

Speciálnı́ forma cond je v podstatě taky „nadbytečná“, protože bychom mı́sto nı́ mohli opět použı́t sérii do
sebe zanořených výrazů použı́vajı́cı́ch speciálnı́ formu if. Konkrétně bychom mohli výraz ve tvaru

(cond (〈test1〉 〈důsledek1〉)
(〈test2〉 〈důsledek2〉)
...

(〈testn〉 〈důsledekn〉)
(else 〈náhradnı́k〉)),

nahradit výrazem

(if 〈test1〉
〈důsledek1〉
(if 〈test2〉

〈důsledek2〉
(if · · ·

(if 〈testn〉
〈důsledekn〉
〈náhradnı́k〉) · · · )))

Samozřejmě, že použitı́ formy cond je mnohem přehlednějšı́. Srovnejte naši výše uvedenou proceduru
realizujı́cı́ funkci signum a následujı́cı́ proceduru, ve které je cond rozepsán pomocı́ if:

(define sgn

(lambda (x)

(if (= x 0)

0
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(if (> x 0)

1

-1))))

Nejen, že cond je vyjádřitelná pomocı́ speciálnı́ formy if, ale lze tak učinit i obráceně, což je samozřejmě
jednoduššı́ – použijeme cond pouze s jednou podmı́nkou a přı́padně s else-výrazem. V následujı́cı́m
přı́klady máme proceduru pro výpočet absolutnı́ hodnoty napsanou s použitı́m cond:

(define abs

(lambda (x)

(cond ((>= x 0) x)

(else (- x)))))

Dohromady tedy dostáváme, že if a cond jsou vzájemně plně zastupitelné.

V následujı́cı́m přı́kladu si ukážeme použitı́ cond při stanovenı́ největšı́ho prvku ze třı́. Půjde tedy o zo-
becněnı́ procedury max z programu 2.10 tak, aby pracovala se třemi čı́selnými hodnotami. Samozřejmě, že
úplně nejčistšı́m řešenı́m problému by bylo využitı́ již zavedené procedury max takto:

(define max3

(lambda (x y z)

(max x (max y z))))

Výše uvedená procedura skutečně vracı́ maximum ze třı́ prvků (rozmyslete si důkladně, proč). My ale
v rámci procvičenı́ práce s cond vyřešı́me tento problém bez použitı́ max. Mohli bychom to udělat takto:

(define max3

(lambda (x y z)

(cond ((and (>= x y) (>= x z)) x)

((and (>= y x) (>= y z)) y)

(else z))))

V těle předchozı́ procedury je pomocı́ podmı́něných výrazů zachycen rozbor problému nalezenı́ maxima
ze třı́ prvků. V prvnı́ podmı́nce je testováno, zda-li je hodnota navázaná na x většı́ než dvě dalšı́. Pokud
je tomu tak, je tato hodnota největšı́. Na dalšı́m řádku provedeme analogický test pro y. Na třetı́m řádku
již můžeme s jistotou vrátit hodnotu navázanou na z, protože třetı́ řádek bude zpracován, pokud testy
v předchozı́ch dvou selžou, tedy právě když ani x ani y nejsou největšı́ hodnoty, musı́ jı́ potom být z.
Předchozı́ proceduru bychom ještě mohli následovně zjednodušit:

(define max3

(lambda (x y z)

(cond ((and (>= x y) (>= x z)) x)

((>= y z) y)

(else z))))

Zde jsme zeštı́hlili druhou podmı́nku. Když prvnı́ test nebude pravdivý, pak máme jistotu, že x nebude
největšı́ hodnotou, pak již stačı́ vzájemně porovnat jen hodnoty y a z. I když je nový kód kratšı́, pro někoho
může být méně čitelný. Snad nejčitelnějšı́ (i když nejméně efektivnı́ z hlediska počtu vyhodnocovaných
výrazů) by byla procedura ve tvaru:

(define max3

(lambda (x y z)

(cond ((and (>= x y) (>= x z)) x)

((and (>= y x) (>= y z)) y)

((and (>= z x) (>= z y)) z)

(else sem-bychom-se-nemeli-dostat))))

Tato procedura má na svém konci uvedenu jakousi „pojistku“, která by se mohla uplatnit, kdyby ně-
kdo (třeba omylem) předefinoval globálnı́ vazbu symbolu >= třeba procedurou vzniklou vyhodnocenı́m
λ-výrazu (lambda (x y) #f). V každém přı́padě bychom měli po naprogramovánı́ procedury se složi-
tějšı́mi podmı́něnými výrazy provést jejı́ důkladné otestovánı́, abychom mohli okamžitě zjistit všechny
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přı́padné chyby (které jsme „zcela jistě nechtěli udělat“, ale všechno přece „bylo tak jasné“3). Napřı́klad
v přı́padě procedury max3 bychom měli provést test se třemi vzájemně různými čı́selnými hodnotami
a otestovat všechny jejich permutace, třeba:

(max3 1 2 3)

(max3 1 3 2)

(max3 2 1 3)

(max3 2 3 1)

(max3 3 1 2)

(max3 3 2 1)

Shrnutı́

V této lekci jsme položili základ problematice uživatelsky definovatelných procedur. Pomocı́ procedur
lze účinně vytvářet abstrakce a v důsledku tak psát čistějšı́, menšı́, univerzálnějšı́ a lépe spravovatelné
programy. Uživatelsky definované procedury vznikajı́ vyhodnocovánı́m λ-výrazů, což jsou seznamy ve
speciálnı́m tvaru skládajı́cı́ se ze seznamu formálnı́ch argumentů a těla procedury. Kvůli aplikaci procedur
jsme museli rozšı́řit dosud uvažovaný pojem prostředı́. Prostředı́ už neuvažujeme pouze jedno, ale pro-
středı́ obecně vznikajı́ během výpočtu aplikacı́ procedur. Každé prostředı́ je navı́c vybaveno ukazatelem na
svého předka, což je prostředı́ vzniku procedury. Tento přı́stup nám umožňuje hledat vazby symbolů v lexi-
kálnı́m smyslu. Dále jsme museli rozšı́řit model vyhodnocovánı́. Vyhodnocenı́ elementů chápeme relativně
vzhledem k prostředı́. Samotné uživatelské procedury jsou reprezentovány jako trojice: seznam formálnı́ch
argumentů, tělo procedury, prostředı́ vzniku procedury. Při každé aplikaci procedury vzniká nové lokálnı́
prostředı́, jehož předek je nastaven na prostředı́ vzniku procedury. Ukázali jsme některé procedury s ustá-
lenými názvy: identitu, projekce, konstantnı́ procedury, procedury bez argumentů. Dále jsme se zabývali
procedurami vyššı́ch řádů, což jsou procedury, kterým jsou při aplikaci předávány jiné procedury jako
argumenty nebo které vracı́ procedury jako výsledky své aplikace. Ukázali jsme princip rozkladu procedur
dvou argumentů na proceduru jednoho argumentu vracejı́cı́ proceduru druhého argumentu. Dále jsme se
zabývali vztahem procedur a zobrazenı́ (matematických funkcı́). Ukázali jsme, že za nějakých podmı́nek je
možné chápat procedury jako (přibližnou) reprezentaci matematických funkcı́ a ukázali jsme řadu operacı́
s funkcemi, které jsem schopni provádět na úrovni procedur vyššı́ch řádů (kompozici procedur a podobně).
Dále jsme se zabývali dvěma základnı́mi typy rozsahu platnosti – lexikálnı́m (statickým) a dynamickým,
ukázali jsme výhody lexikálnı́ho rozsahu a řadu nevýhod dynamického rozsahu platnosti (který se prak-
ticky nepoužı́vá). V závěru lekce jsme ukázali nové speciálnı́ formy pomocı́ kterých je možné vytvářet
složitějšı́ podmı́nky a složitějšı́ podmı́něně vyhodnocené výrazy. Ukázali jsme rovněž, že všechny nové
speciálnı́ formy jsou „nadbytečné“, protože je lze vyjádřit pomocı́ již dřı́ve představeného typu podmı́nek.

Pojmy k zapamatovánı́

• redundance kódu, uživatelsky definovatelné procedury,
• λ-výraz, formálnı́ argumenty, parametry, tělo, prázdný seznam,
• vázané symboly, volné symboly, vazby symbolů,
• identita, projekce, konstantnı́ procedura, procedura bez argumentu,
• lokálnı́ prostředı́, globálnı́ prostředı́, předek prostředı́, aktuálnı́ prostředı́,
• vyhodnocenı́ elementu v prostředı́,
• aplikace uživatelsky definované procedury,
• procedura vyššı́ho řádu, currying, elementy prvnı́ho řádu,
• pojmenované procedury, anonymnı́ procedury,
• kompozice procedur, monoidálnı́ operace,
• nadřazené prostředı́, lexikálně nadřazené prostředı́, dynamicky nadřazené prostředı́,

3Podobná tvrzenı́ jsou typickou ukázkou tak zvané „programátorské arogance“, což je obecně velmi nebezpečný projev samo-
libosti dost často se vyskytujı́cı́ u programátorů, kteřı́ jakoby zapomı́najı́, že nesou odpovědnost ze funkčnost svých výtvorů.
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• lexikálnı́ (statický) rozsah platnosti, dynamický rozsah platnosti,
• konjunkce, disjunkce, negace.

Nově představené prvky jazyka Scheme

• speciálnı́ formy lambda, and, or a cond,
• procedury abs, random, expt, not, min, max,
• predikáty even?, odd?

Kontrolnı́ otázky

1. Co jsou to λ-výrazy a jak vypadajı́?
2. Co vzniká vyhodnocenı́m λ-výrazů?
3. Jaké majı́ prostředı́ mezi sebou vazby?
4. Jak vznikajı́ prostředı́?
5. Jak se změnı́ vyhodnocovánı́, pokud jej uvažujeme vzhledem k prostředı́?
6. Co jsou a jak jsou reprezentovány uživatelsky definovatelné procedury?
7. Jak probı́há aplikace uživatelsky definované procedury?
8. Co jsou to procedury vyššı́ch řádů?
9. Jaký majı́ vztah procedury a matematické funkce?

10. Co máme na mysli pod pojmem monoidálnı́ operace?
11. Co v jazyku Scheme považujeme za elementy prvnı́ho řádu?
12. Jaký je rozdı́l mezi lexikálnı́m a dynamickým rozsahem platnosti?
13. Jaké má výhody lexikálnı́ rozsah platnosti?
14. Jaké má nevýhody dynamický rozsah platnosti?
15. Jak by se dal upravit náš interpret tak, aby pracovat s dynamickým rozsahem platnosti?

Cvičenı́

1. Napište, jak interpret Scheme vyhodnotı́ následujı́cı́ symbolické výrazy:
(lambda () x) Z=⇒
((lambda (x) (+ x)) 20) Z=⇒
(+ 1 ((lambda (x y) y) 20 30)) Z=⇒
((lambda () 30)) Z=⇒
(* 2 (lambda () 20)) Z=⇒
((lambda ()

(+ 1 2))) Z=⇒
(and (lambda () x) 20) Z=⇒
(and (or) (and)) Z=⇒
(if (and) 1 2) Z=⇒
(cond ((+ 1 2) 4)

(else 5)) Z=⇒
(and #f #f #f) Z=⇒
(and a #t b) Z=⇒
(not (and 10)) Z=⇒
(((lambda (x)

(lambda (y)

x))

10) 20) Z=⇒
((lambda (f)

(f 20)) -) Z=⇒
((lambda (f g) (f (g)))
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+ -) Z=⇒
((lambda (x y z) y) 1 2 3) Z=⇒
(or #f ahoj-svete #t) Z=⇒
(lambda () ((lambda ()))) Z=⇒
(* 2 ((lambda () 40) -100)) Z=⇒

2. Naprogramujte predikáty positive? a negative?, které jsou pro dané čı́slo pravdivé, právě když je
čı́slo kladné respektive záporné.

3. Napište proceduru, která má jako argument libovolný element vyjadřujı́cı́ zobecněnou pravdivostnı́
hodnotu a vracı́ pravdivostnı́ hodnotu (nezobecněnou) tohoto argumentu.

4. Napište predikát implies dvou argumentů, který vracı́ pravdivostnı́ hodnoty tvrzenı́ „pravdivost
prvnı́ho argumentu implikuje pravdivost druhého argumentu“. Úkolem je tedy napsat proceduru
reprezentujı́cı́ pravdivostnı́ funkci logické spojky implikace.

(a) proceduru naprogramujte bez použitı́ if a cond.
(b) proceduru naprogramujte bez použitı́ and, or a not.

5. Napište predikát iff dvou argumentů, který vracı́ pravdivostnı́ hodnotu tvrzenı́ „prvnı́ argument je
pravdivý, právě když je druhý argument pravdivý“. Úkolem je tedy napsat proceduru reprezentujı́cı́
pravdivostnı́ funkci logické spojky ekvivalence.

(a) proceduru naprogramujte bez použitı́ if a cond.
(b) proceduru naprogramujte bez použitı́ and a or.

6. Naprogramujte proceduru sum3g, která bere jako argumenty tři čı́sla a vracı́ hodnotu součtu dvou
většı́ch čı́sel z těchto třı́.

(a) proceduru naprogramujte rozborem přı́padů s použitı́m cond,
(b) proceduru naprogramujte bez použitı́ if a cond.

7. Upravte proceduru z programu 2.5 na straně 59 tak, aby nepoužı́vala expt. Hodnotu počı́tanou
pomocı́ expt stanovte za pomocı́ procedur log (logaritmus při základu e) a exp (exponenciálnı́
funkce při základu e).

8. Obsah trojúhelnı́ka lze snadno spočı́tat pokud známe velikosti všech jeho stran pomocı́ tak zvaného
Heronova vzorce:

S∆ =
√

s(s− a)(s− b)(s− c), kde s =
a+ b+ c

2
.

Napište proceduru heron se třemi argumenty, jimiž budou délky stran trojúhelnı́ka, která vracı́ jeho
obsah. Napište proceduru tak, aby byla hodnota s počı́tána pouze jednou.

9. Napište proceduru diskr na výpočet diskriminantu kvadratické rovnice. Dále napište procedury
koren-1 a koren-2, které vracejı́ prvnı́ a druhý kořen kvadratické rovnice.

10. Procedury koren-1 a koren-2 vhodně zobecněte pomocı́ procedury vyššı́ho řádu a ukažte jako lze
pomocı́ nı́ původnı́ procedury zı́skat.

Úkoly k textu

1. Uvažujme proceduru kdyz definovanou následujı́cı́m způsobem.

(define kdyz

(lambda (podminka vyraz alt)

(if podminka vyraz alt)))

Prostudujte proceduru a zjistěte v čem se jejı́ chovánı́ lišı́ od chovánı́ speciálnı́ formy if. Bez použitı́
interpretu určete, zda-li bude možné naprogramovat procedury abs, sgn a max3 z této lekce pouze
pomocı́ kdyz bez pomocı́ speciálnı́ch forem cond, if, and a or. Potom procedury naprogramujte
a přesvědčte se, jestli byla vaše úvaha správná.

2. Dokažte pravdivost následujı́cı́ho tvrzenı́.
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Pokud v daném λ-výrazu přejmenujeme všechny výskyty téhož vázaného symbolu jiným (ale pokaždé
stejným) symbolem nevyskytujı́cı́m se v tomto λ-výrazu, pak se procedura vzniklá vyhodnocenı́m
tohoto λ-výrazu nezměnı́.

Zdůvodněte, (i) proč předchozı́ tvrzenı́ nenı́ možné rozšı́řit i na volné symboly, (ii) proč vyžadujeme,
aby se jméno nového symbolu v λ-výrazu dosud nevyskytovalo, (iii) proč je potřeba nahradit všechny
výskyty vázaného symbolu (a ne pouze některé).

3. Naprogramujte proceduru curry-max3, pomocı́ niž bude proveden currying procedury max3 pro
hledánı́ maxima ze třı́ prvků. Účelem procedury curry-max3 tedy bude rozložit proceduru třı́
argumentů max3 na proceduru prvnı́ho argumentu vracejı́cı́ proceduru druhého argumentu vracejı́cı́
proceduru třetı́ho argumentu. Svou implementaci důkladně otestujte.

4. Naprogramujte procedury vyššı́ch řádů rotate, x-reflect a y-reflect, které budou sloužit k vy-
tvářnı́ procedur reprezentujı́cı́ funkce jejichž grafy budou oproti výchozı́m funkcı́m otočené o daný
úhel (ve stupnı́ch) v kladném smyslu, zrcadlené kolem osy x a zrcadlené kolem osy y. Využijte
vhodně goniometrických funkcı́ dostupných v jazyku R5RS Scheme, viz dokumentaci [R5RS].

Řešenı́ ke cvičenı́m

1. procedura, 20, 31, 30, chyba, 30, 20, #f, 1, 4, #f, chyba, #f, 10, -20, chyba, 2, chyba, chyba, chyba
2. (define positive? (lambda (a) (> a 0)))

(define negative? (lambda (a) (< a 0)))

3. (lambda (x) (not (not x)))

4. (a): (define implies (lambda (a b) (or (not a) b)))

(b): (define implies (lambda (a b) (if a b #t)))

5. (a):
(define iff

(lambda (x y)

(or (and x y)

(and (not x) (not y)))))
(b):
(define iff

(lambda (x y)

(if x y (not y))))

6. (a):
(define sum3g

(lambda (x y z)

(cond ((and (<= x y) (<= x z)) (+ y z))

((and (<= y x) (<= y z)) (+ x z))

(else (+ x y)))))
(b):
(define sum3g

(lambda (x y z)

(- (+ x y z)

(min x (min y z)))))

7. (define make-polynomial-function

(lambda (a n)

(lambda (x) (* a (exp (* n (log x)))))))

8. (define heron

(lambda (a b c)

((lambda (s)
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(sqrt (* s (- s a) (- s b) (- s c))))

(/ (+ a b c) 2))))

9. (define diskr

(lambda (a b c)

(- (* b b) (* 4 a c))))

(define koren-1

(lambda (a b c)

(/ (+ (- b) (sqrt (diskr a b c)))

(* 2 a))))

(define koren-2

(lambda (a b c)

(/ (- (- b) (sqrt (diskr a b c)))

(* 2 a))))

10. (define vrat-koren

(lambda (op)

(lambda (a b c)

(/ (op (- b) (sqrt (diskr a b c)))

(* 2 a)))))

(define koren-1 (vrat-koren +))

(define koren-2 (vrat-koren -))

76



Lekce 3: Lokálnı́ vazby a definice

Obsah lekce: V této kapitole objasnı́me důvody, proč potřebujeme lokálnı́ vazby, obeznámı́me se se dvěma
novými speciálnı́mi formami pro vytvářenı́ lokálnı́ch prostředı́ a vazeb v nich. Dále vysvětlı́me pojem
abstrakčnı́ bariéra a seznámı́me se se dvěma důležitými styly vytvářenı́ programů: top-down a bottom-up.
Dále rozšı́řı́me λ-výrazy tak, abychom v jejich těle mohli použı́vat speciálnı́ formu define, modifikovat tak
lokálnı́ prostředı́ procedur a vytvářet internı́ definice.

Klı́čová slova: abstrakčnı́ bariéry, blackbox, internı́ definice, let*-blok, let-blok, lokálnı́ vazba, rozsah
platnosti, styl bottom-up, styl top-down, top-level definice

3.1 Vytvářenı́ lokálnı́ch vazeb

V prvnı́ch dvou lekcı́ch jsme se seznámili s několika způsoby, jakými může být v jazyku Scheme hodnota
navázána na symbol. Vı́me už, že v počátečnı́m prostředı́ interpretu jazyka Scheme jsou na některé symboly
navázány primitivnı́ procedury, zabudované speciálnı́ formy a některé dalšı́ elementy. Také již umı́me
zavádět nové vazby do globálnı́ho prostředı́ (respektive měnit stávajı́cı́ vazby) použitı́m speciálnı́ formy
define. Dále vı́me, že při aplikaci uživatelské procedury vznikajı́ vazby mezi formálnı́mi argumenty
a hodnotami, na které je procedura aplikována. Tyto vazby přitom vznikajı́ v lokálnı́m prostředı́ aplikace
této procedury, nikoli v globálnı́m prostředı́, jako v předchozı́ch dvou přı́padech. Vazby tohoto typu jsou
tedy platné jen „v těle procedury“. Takovéto vazby nazýváme lokálnı́. Právě lokálnı́m vazbám se budeme
věnovat v této lekci.

K čemu vlastně jsou lokálnı́ vazby? Důvody jsme si už vlastně řekli v lekci 1, kde jsme hovořili o abstrakcı́ch
vytvářených pojmenovánı́m hodnot:

• Pojmenovanı́ hodnot může vést ke odstraněnı́ redundance kódu a zvýšit tak jeho efektivitu.

• Názvy symbolů nám mohou řı́kat, jakou roli jejich hodnota hraje. Tı́m se kód stává čitelnějšı́m.

Demonstrujme si předchozı́ dva body na přı́kladech: Předpokládejme, že chceme napsat proceduru, která
počı́tá povrch válce S podle jeho objemu V a výšky h. Ze vzorce pro výpočet objemu válce

V = πr2h

vyjádřı́me poloměr rotačnı́ho válce

r =

√
V

πh
.

Poté takto stanovený poloměr dosadı́me do vzorce na výpočet povrchu S = 2πr(r + h). Všimněte si, že ve
vzorci na výpočet povrchu se vyskytuje hodnota poloměru dvakrát. Jednı́m z řešenı́ by bylo naprogramovat
proceduru pro výpočet povrchu tak, že bychom vyšli ze vzorce pro výpočet S a nahradili v něm oba výskyty
r vzorcem pro výpočet hodnoty r z objemu válce a výšky:

S = 2π

√
V

πh

(√
V

πh
+ h

)
.

To ale nenı́ z programátorského hlediska přı́liš čisté řešenı́. Proceduru bychom mohli napsat také takto:

(define povrch-valce

(lambda (V h)

((lambda (r)

(* 2 r pi (+ r h)))

(sqrt (/ V pi h)))))

V těle procedury povrch-valce tedy vytvářı́me novou proceduru vyhodnocenı́m výrazu

(lambda (r) (* 2 r pi (+ r h))).

Tu hned aplikujeme na vyhodnocenı́ výrazu na výpočet poloměru r. Nejde nám ani tak o proceduru samot-
nou, ale o lokálnı́ vazbu symbolu r na poloměr r, která vznikne jejı́ jednorázovou aplikacı́. V těle procedury
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vzniklé vyhodnocenı́m vnitřnı́ho λ-výrazu však můžeme zacházet s poloměrem jako s pojmenovanou
hodnotou a neuvádět tak vı́cekrát stejnou část kódu (na výpočet poloměru).

Jiný přı́klad, kde se lokálnı́ vazba použı́vá k tomuto účelu, je úkol č. 8 z předchozı́ lekce.

A ted’druhý přı́klad. Tentokrát využijeme lokálnı́ch vazeb k pojmenovánı́ jednotlivých hodnot podle jejich
rolı́ tak, abychom zlepšili čitelnost programu. Chtěli bychom proceduru, ve které počı́táme délku šikmého
vrhu (ve vakuu). Vstupnı́mi hodnotami pro nás bude úhel α, pod kterým je těleso vrženo a počátečnı́
rychlost v0. V těle této procedury přitom chceme použı́vat symboly, které odpovı́dajı́ proměnným v ná-
sledujı́cı́m odvozenı́: Okamžitá rychlost v je dána vektorovým součtem svislé vy = v sin(α) a vodorovné

Obrázek 3.1. Šikmý vrh ve vakuu

v0

vx

vy

D

α

rychlosti vx = v cos(α). Vodorovná rychlost vx je přitom stále stejná. Dostřel je tedy dán vodorovnou rych-
lostı́ vx a časem Td, po který těleso letı́: D = vxTd. Let tělesa má dvě fáze. V prvnı́ fázi letı́ těleso nahoru
než dosáhne nulové svisle rychlosti. Pak přecházı́ do druhé fáze a začı́ná padat. Prvnı́ fáze trvá po dobu
t1 =

vy

g , a těleso při nı́ dosáhne výšky vy
2

2g . Doba, po kterou bude těleso z této výšky padat, je t2 =
vy

g . Tedy

Td = t1 + t2 =
2vy

g . Přı́močarým přepisem předchozı́ho odvozenı́ a s využitı́m pomocné procedury pro
vytvořenı́ lokálnı́ch vazeb, naprogramujeme proceduru pro výpočet dostřelu takto:

(define dostrel

(lambda (v0 alfa g)

((lambda (vx vy)

(* 2 vx vy (/ g)))

(* v0 (cos alfa))

(* v0 (sin alfa)))))

Vidı́me, že ačkoli bylo našı́m záměrem zpřehledněnı́ kódu, dosáhli jsme efektu spı́še opačného. A to jsme
ještě nevytvářeli lokálnı́ vazbu na symbol Td, který by odpovı́dal proměnné Td. Přehlednějšı́, a přitom
ekvivalentnı́, kód se dá napsat s použitı́m speciálnı́ formy let. Takto by vypadala procedura dostrel

napsaná pomocı́ této speciálnı́ formy:

(define dostrel

(lambda (v0 alfa g)

(let ((vx (* v0 (cos alfa)))

(vy (* v0 (sin alfa))))

(* 2 vx vy (/ g)))))

Všimněte si, v čem vlastně spočı́valo zpřehledněnı́ programu. Jde předevšı́m o to, že v kódu máme výrazy
a symboly, na které budou vyhodnocenı́ těchto výrazů lokálně navázány, uvedeny hned vedle sebe. Kdežto
při použitı́ λ-výrazu (jako v předchozı́m přı́padě) jsou symboly v seznamu formálnı́ch argumentů, a jejich
hodnoty jsou pak až za λ-výrazem.

Nynı́ se podrobně podı́váme na použitı́ a aplikaci speciálnı́ formy let.

Definice 3.1. Speciálnı́ forma let se použı́vá ve tvaru:
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(let ((〈symbol1〉 〈hodnota1〉)
(〈symbol2〉 〈hodnota2〉)
...

(〈symboln〉 〈hodnotan〉))
〈tělo〉),

kde n je nezáporné celé čı́slo, 〈symbol1〉, 〈symbol2〉, . . . , 〈symboln〉 jsou vzájemně různé symboly, 〈hodnota1〉,
〈hodnota2〉, . . . , 〈hodnotan〉 a 〈tělo〉 jsou libovolné S-výrazy. Tento výraz se nazývá let-blok (někdy též let-
výraz). Vyhodnocenı́ let-bloku v tomto tvaru je ekvivalentnı́ vyhodnocenı́ výrazu

((lambda (〈symbol1〉 〈symbol2〉 · · · 〈symboln〉) 〈tělo〉) 〈hodnota1〉 〈hodnota2〉 · · · 〈hodnotan〉) �

V definici 3.1 jsme zavedli sémantiku let-bloku tı́m, že jsme uvedli symbolický výraz, který se vyhodnotı́
stejně. Aplikaci speciálnı́ formy let v prostředı́ P bychom mohli však mohli popsat nezávisle takto:

(1) S-výrazy 〈hodnota1〉, 〈hodnota2〉 . . . 〈hodnotan〉 jsou vyhodnoceny v aktuálnı́m prostředı́ P . Pořadı́ jejich
vyhodnocovánı́ přitom nenı́ specifikováno. Výsledky jejich vyhodnocenı́ označme Ei, kde i = 1, . . . , n.

(2) Vytvořı́ se nové prázdné prostředı́ Pl, Tabulka vazeb prostředı́ Pl je v tomto okamžiku prázdná (neobsa-
huje žádné vazby), předek prostředı́ Pl nenı́ nastaven.

(3) Nastavı́me předka prostředı́ Pl na hodnotu P (předkem prostředı́ Pl je aktuálnı́ prostředı́).

(4) V prostředı́ Pl se zavedou vazby 〈symboli〉 7→ Ei pro i = 1, . . . , n.

(5) Výsledek vyhodnocenı́ je pak roven Eval[〈tělo〉,Pl].

Poznámka 3.2. (a) Zřejmě každý let-blok je symbolický výraz, protože je to, obdobně jako v přı́padě
λ-výrazů, seznam ve speciálně vyžadovaném tvaru. Přı́klady let-bloků jsou třeba

(let ((x 10) (y 20)) (+ x y 1))

(let ((x 10)) (* x x))

(let ((a 1) (b 2) (c 3)) 0)
...

Kvůli čitelnosti pı́šeme obvykle let-bloky do vı́ce řádků, každou vazbu na nový řádek a tělo rovněž zvlášt’.
Viz následujı́cı́ přı́klad přepisu prvnı́ho z výše uvedených let-bloků.

(let ((x 10)

(y 20))

(+ x y 1))

(b) Všimněte si, že definice 3.1 připouštı́ i nulový počet dvojic (〈symboli〉 〈hodnotai〉), takže napřı́klad
symbolický výraz ve tvaru (let () 10) je také let-blok.

(c) Vyhodnocenı́m let-bloku je provedena aplikace speciálnı́ formy navázané na symbol let. Je zřejmé, že
element navázaný na symbol let nemůže být procedura. V takovém přı́padě by vyhodnocenı́ let-bloku
ve tvaru (let ((x 10)) (* x x)) skončilo chybou v kroku (B.e), protože symbol x nemá vazbu.

(d) Vidı́me, že speciálnı́ forma let je nadbytečná, protože každý let-blok můžeme nahradit ekvivalentnı́m
kódem pomocı́ λ-výrazu. Umožňuje však přehlednějšı́ zápis kódu – a to předevšı́m dı́ky tomu, že symboly
vázané let-blokem jsou uvedeny hned vedle hodnot, na které jsou navázány.

I když je forma let nadbytečná ve smyslu, že vše co lze pomocı́ nı́ v programu vyjádřit, bychom mohli
vyjádřit i bez nı́, v žádném přı́padě to ale neznamená, že je snad „nepraktická“, právě naopak. Všechny
soudobé programovacı́ jazyky obsahujı́ spoustu konstrukcı́, které jsou tı́mto způsobem nadbytečné, ale
výrazně ulehčujı́ programátorům práci. Z trochou nadsázky můžeme řı́ct, že kvalita a propracovanost
programovacı́ho jazyka se pozná právě pomocı́ množstvı́ a potenciálu (nadbytečných) konstrukcı́, které
jsou k dispozici programátorovi. Strohé programovacı́ jazyky obsahujı́cı́ pouze nezbytně nutné mini-
mum konstrukcı́ se v praxi nepoužı́vajı́ a většinou sloužı́ pouze jako teoretické výpočetnı́ formalismy.
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Přı́klad 3.3. (a) Výsledkem vyhodnocenı́ let-bloku (let ((a (+ 5 5))) (+ a 2)) je čı́slo 12. Průběh
jeho vyhodnocovánı́ je následujı́cı́. V aktuálnı́m prostředı́ – v tomto přı́padě v globálnı́m prostředı́ – se
vyhodnotı́ výraz (+ 5 5) na čı́slo 10. Je vytvořeno nové prázdné prostředı́ P , do něj je přidána vazba
a 7→P 10, jako předek je nastaveno aktuálnı́ (globálnı́) prostředı́. V prostředı́ P pak bude vyhodnoceno
tělo (+ a 2). Vazba symbolu + na proceduru sčı́tánı́ je nalezena v lexikálnı́m předkovi prostředı́ P , to
jest v globálnı́m prostředı́. Vazbu a 7→P 10 jsme přidali do lokálnı́ho prostředı́. Výsledkem vyhodnocenı́ je
tedy 12.

(b)let-blok(let ((+ (+ 10 20))) +) se vyhodnotı́ tı́mto způsobem: v globálnı́m prostředı́ se vyhodnotı́
výraz (+ 10 20) na čı́slo 30. Je vytvořeno nové prázdné prostředı́ s vazbou + 7→ 30, jako předek bude
nastaveno aktuálnı́ (globálnı́) prostředı́. V novém prostředı́ pak bude vyhodnoceno tělo + a jelikož je v tomto
prostředı́ + navázáno na hodnotu 30, je čı́slo 30 výsledkem vyhodnocenı́ celého výrazu. Vazba symbolu +

na proceduru sčı́tánı́ v globálnı́m prostředı́ v tomto přı́padě při vyhodnocenı́ těla nehraje žádnou roli.
Upozorněme na fakt, že vazba + v těle key-bloku je skutečně lokálnı́, tedy globálnı́ definice + na primitivnı́
proceduru sčı́tánı́ čı́sel se vně let-bloku nijak nezměnı́.

(c) Uvažujme vyhodnocenı́ následujı́cı́ch dvou výrazů z nichž druhý je let-blok.

(define x 10)

(let ((x (+ x 1))

(y (+ x 2)))

y) Z=⇒ 12

Nejprve jsou oba výrazy (+ x 1) a (+ x 2) vyhodnoceny v aktuálnı́m (tedy globálnı́m) prostředı́. Jelikož
je v tomto prostředı́ x navázáno na čı́slo 10, budou výsledkem vyhodnocenı́ čı́sla 11 a 12. Bude vytvořeno
nové prázdné prostředı́ P a do něj budou přidány vazby x 7→P 11 a y 7→P 12. Tělo let-bloku y se pak
vyhodnotı́ na svou aktuálnı́ vazbu, tedy čı́slo 12.

(d) Vyhodnocovánı́ výrazu (let ((x 1) (x 2)) (* x 10)) skončı́ chybou „CHYBA: Vázáné symboly
musı́ být vzájemně různé“.

Zopakujme, že výrazy 〈hodnota1〉, 〈hodnota2〉, . . . , 〈hodnotan〉 se vyhodnotı́ na elementy E1, E2, . . . , En

v aktuálnı́m prostředı́, až poté vznikajı́ v novém prostředı́ vazby 〈symboli〉 7→ Ei. To mimo jiné znamená, že tyto
vazby nemohou ovlivnit vyhodnocovanı́ výrazů 〈hodnota1〉, . . . , 〈hodnotan〉. Za prvé, všechna vyhodnocenı́
proběhnou dřı́ve než vzniknou vazby. Za druhé, tato vyhodnocenı́ proběhnou v prostředı́, ze kterého na
tyto vazby „nelze vidět“. Napřı́klad v následujı́cı́m kódu

(define x 100)

(let ((x 10)

(y (* 2 x)))

(+ x y)) Z=⇒ 210

máme let-výraz, ve kterém vážeme vyhodnocenı́ výrazu 10 na symbol x a vyhodnocenı́ výrazu (* 2 x)

na symbol y. Přitom se výraz (* 2 x) vyhodnotı́ v globálnı́m prostředı́ PG, kde je na x navázáno čı́slo 100

(viz obrázek 3.2), a výsledkem tohoto vyhodnocenı́ bude čı́slo 100. Proto je výsledkem vyhodnocenı́ celého
let-výrazu čı́slo 210, nikoli čı́slo 30.

Ke stejnému závěru dospějeme po rozepsánı́ let-bloku pomocı́ λ-výrazu:

(define x 100)

((lambda (x y) (+ x y)) 10 (* 2 x))

Přı́klad 3.4. Dalšı́ ukázka představuje použitı́ speciálnı́ formy let k vytvořenı́ prostředı́, kde jsou zaměněny
vazby symbolů + a *. Jelikož jsou oba tyto symboly vyhodnoceny v globálnı́m prostředı́ a až poté vznikajı́
vazby, nemohou se tato vyhodnocenı́ vzájemně ovlivnit.

(let ((+ *)

(* +))

(+ (* 10 10) 20)) Z=⇒ 400
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Obrázek 3.2. Vznik prostředı́ během vyhodnocenı́ programu

Všimněte si, že kdybychom k podobné záměně chtěli dospět pomocı́ speciálnı́ formy definemuseli bychom
použı́t nějaký pomocný symbol pro uchovánı́ jedné z vazeb. Napřı́klad takto:

(define plus +)

(define + *)

(define * plus)

Předchozı́ sekvence použı́vajı́cı́ define ale neprovádı́ souběžnou záměnu vazeb symbolů + a *.

Vrat’me se nynı́ k sekci 2.6 – tam jsme si vysvětlili rozdı́l mezi lexikálnı́m rozsahem platnosti symbolů a dynamic-
kým rozsahem platnosti symbolů. Také jsme uvedli jednoduchý program, který při vyhodnocenı́ při lexikálnı́m
typu platnosti symbolů dával jiný výsledek než při dynamickém a na kterém tak byla vidět odlišnost obou
typů rozsahů platnosti, viz přı́klad 2.18 na straně 61. Ted’demonstrujme tuto odlišnost na jiném programu.
Uvažujme, následujı́cı́ definici v globálnı́m prostředı́:

(define na2 (lambda (x) (* x x)))

a podı́vejme se na vyhodnocenı́ následujı́cı́ho výrazu:

(let ((+ *)

(* +))

(na2 10))

let-blok nám vytvářı́ lokálnı́ prostředı́, ve kterém jsou vzájemně zaměněny vazby symbolů + a * stejně
jako v předchozı́m přı́kladu. V těle let-bloku (na2 10) se však ani jeden z těchto symbolů nevyskytuje.
Při lexikálnı́m rozsahu platnosti dostáváme výsledek 100. To je velice přirozené, protože uvedené vazby se
skutečně (z důvodu absence vázaných symbolů v těle) jevı́ jako zbytečné.

Nynı́ se podı́vejme na tento program při dynamickém rozsahu platnosti. V tomto přı́padě dojde k nepřı́-
jemnému efektu, který byl popsán už v přı́kladě 2.18 na straně 61. A to k závislosti chovánı́ procedury
na prostředı́, ve kterém je aplikovaná. Při aplikaci procedury na2 vyhodnocujeme jejı́ tělo v lokálnı́m pro-
středı́, jehož dynamickým předchůdcem je právě lokálnı́ prostředı́ vytvořené let-blokem. Vazba na symbol
* nenı́ v prostředı́ procedury na2 nalezena a je tedy hledána v tomto předchůdci. Tam je * navázán na pro-
ceduru sčı́tánı́ čı́sel. Proto v přı́padě dynamického rozsahu platnosti dostáváme výsledek 20. Dostali jsme
tedy opětně jiný výsledek než při lexikálnı́m rozsahu platnosti.

Přı́klad 3.5. Dalšı́ přı́klad, který si ukážeme, představuje použitı́ speciálnı́ formy let k zapamatovánı́ si
lexikálnı́ vazbu symbolu, která bude posléze globálně předefinována. V tomto přı́kladu chceme navázat na
symbol <= proceduru porovnávajı́cı́ absolutnı́ hodnoty dvou čı́sel. Absolutnı́ hodnoty ale chceme porov-
návat pomocı́ procedury, která je v globálnı́m prostředı́ navázána právě na symbol <=. Řešenı́ využı́vajı́cı́
let-blok vypadá takto:

(define <=

(let ((<= <=))
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(lambda (x y)

(<= (abs x) (abs y)))))

Pomocı́ speciálnı́ formy let vytvořı́me nové lokálnı́ prostředı́ P . V tomto novém prostředı́ bude na symbol
<=navázáno vyhodnocenı́ symbolu <=v aktuálnı́m (tedy globálnı́m) prostředı́PG. Tam má symbol <=vazbu
na proceduru porovnávánı́ čı́sel. Jinými slovy, v lokálnı́m prostředı́ vznikne stejná vazba na symbol <= jako
je v globálnı́m prostředı́. Tělem tohoto let-bloku je λ-výraz (lambda (x y) (<= (abs x) (abs y))).
Ten bude vyhodnocen v tomto novém prostředı́ P a tedy P se stane prostředı́m vzniku procedury

〈(x y), (<= (abs x) (abs y)),P〉.
Ta pak bude navázána v globálnı́m prostředı́ aplikacı́ speciálnı́ formy define na symbol <=. Situace je
schématicky zobrazena v obrázku 3.3. Rozdı́l oproti původnı́ proceduře porovnávánı́ čı́sel je zřejmý:

(<= 10 20) Z=⇒ #t (<= 20 10) Z=⇒ #f

(<= -10 20) Z=⇒ #t (<= -20 10) Z=⇒ #f

(<= 10 -20) Z=⇒ #t (<= 20 -10) Z=⇒ #f

(<= -10 -20) Z=⇒ #t (<= -20 -10) Z=⇒ #f

Při aplikaci našı́ nové procedury je vytvořeno nové lokálnı́ prostředı́ Pl, jsou v něm vytvořeny vazby na
symboly x a y. A v něm bude vyhodnoceno tělo (<= (abs x) (abs y)). Vazba symbolu <= nebude nale-
zena v lokálnı́m prostředı́, takže bude hledána v prostředı́ předka, jı́mž je prostředı́ P , jenž bylo vytvořeno
během vyhodnocovánı́ let-bloku. V tomto prostředı́ má symbol <= vazbu na primitivnı́ proceduru po-
rovnávánı́ čı́sel. To jest při vyhodnocenı́ těla (<= (abs x) (abs y)) skutečně dojde k porovnánı́ dvou
absolutnı́ch hodnot. Téhož efektu bychom dosáhli následujı́cı́m kódem, který je možná přehlednějšı́, pro-

Obrázek 3.3. Vznik prostředı́ během vyhodnocenı́ programu z přı́kladu 3.5

tože jsem v něm použili nový symbol jiného jména (odlišného od <=). Ale, jak jsme si už ukázali, zavádet
nový symbol nenı́ nutné.

(define <=

(let ((mensi-nez <=))

(lambda (x y)

(mensi-nez (abs x) (abs y)))))

Na závěr tohoto přı́kladu si ještě ukážeme, že následujı́cı́ program by k požadovanému cı́li nevedl.
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(define <=

(lambda (x y)

(<= (abs x) (abs y))))

Při aplikaci takto nadefinované procedury vniká nové lokálnı́ prostředı́, jehož lexikálnı́ předchůdce je
prostředı́ jejı́ho vzniku – tedy globálnı́ prostředı́PG. Při vyhodnocovánı́ těla procedury dojde k vyhodnocenı́
symbolu <=. Vazba na něj je nalezena vPG a při vyhodocovánı́ těla je tedy opět aplikována stejná procedura.
Docházı́ tedy k nekonečı́cı́ sérii aplikacı́ procedury <= a výpočet tak nikdy neskončı́.

Jak už jsme několikrát řekli, vyhodnocovánı́ jednotlivých výrazů 〈hodnotai〉 určujı́cı́ch hodnoty vazeb v let-
-bloku se navzájem neovlivňujı́. Někdy ale nastávajı́ situace, kdy jistý typ ovlivněnı́ požadujeme. Můžeme
toho dosáhnout třeba postupným vnořovánı́m let-bloků:

(let ((x 10))

(let ((y (* x x)))

(let ((z (- y x)))

(/ z y)))) Z=⇒ 9/10

Nebo můžeme použı́t dalšı́ speciálnı́ formu let*:

(let* ((x 10)

(y (* x x))

(z (- y x)))

(/ z y)) Z=⇒ 9/10

Aplikaci této speciálnı́ formy si můžeme představit takto. Forma let* se chová analogicky jako let, ale
při jejı́m použitı́ se výrazy 〈hodnota1〉, 〈hodnota2〉, . . . , 〈hodnotan〉 nevyhodnocujı́ v nespecifikovaném pořadı́
a vazby se neprovádějı́ „současně“. Naopak vyhodnocovánı́ výrazů (i vznik vazeb) se provádı́ „postupně“
v pořadı́ v jakém jsou uvedeny. Přitom vyhodnocenı́ každého výrazu 〈hodnotai〉 probı́há v takovém oka-
mžiku a v takovém prostředı́, že vazby symbolů 〈symbolj〉 na vyhodnocenı́ 〈hodnotaj〉 pro j < i jsou již
„viditelné“.

Definice 3.6. Syntaxe speciálnı́ formy let* je stejná, jako u speciálnı́ formy let (až na jména symbolů):
(let* ((〈symbol1〉 〈hodnota1〉)

(〈symbol2〉 〈hodnota2〉)
...

(〈symboln〉 〈hodnotan〉))
〈tělo〉),

kde n je nezáporné celé čı́slo, 〈symbol1〉, . . . , 〈symboln〉 jsou symboly a 〈hodnota1〉, . . . , 〈hodnotan〉, 〈tělo〉 jsou
libovolné výrazy. Tento výraz budeme nazývat let*-blokem.

Aplikaci speciálnı́ formy let* zavedeme pomocı́ speciálnı́ formy let.

• Jestliže n = 0 nebo n = 1, je vyhodnocenı́ stejné, jako u speciálnı́ formy let.

• Jinak je vyhodnocenı́ stejné jako vyhodnocenı́ následujı́cı́ho výrazu:

(let ((〈symbol1〉 〈hodnota1〉))
(let* ((〈symbol2〉 〈hodnota2〉))

...

((〈symboln〉 〈hodnotan〉))
〈tělo〉)) �

Během vyhodnocovánı́ let*-bloku tedy nevzniká jen jedno prostředı́, jako v přı́padě let-bloku, nýbrž celá
hierarchie prostředı́. Je postupně vytvářeno nové prostředı́ Pi pro každou dvojici (〈symboli〉 〈hodnotai〉),
kde i = 1, . . . , n. Označme aktuálnı́ prostředı́ jako P0. Předchůdcem prostředı́ Pi je prostředı́ Pi−1, pro i =
1, . . . , n. Při vzniku každého z prostředı́ Pi je do něj vložena nová vazba symbol 〈symboli〉 na vyhodnocenı́
výrazu 〈hodnotai〉 v prostředı́ Pi−1. Poté je nastaven jeho lexikálnı́ předek na Pi−1. Napřı́klad prostředı́
vytvořená vyhodnocenı́m následujı́cı́ho let*-bloku budou vypadat tak, jak je to znázorněno na obrázku 3.4.
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Obrázek 3.4. Hierarchie prostředı́

(let* ((x 10)

(y (* x x))

(z (- y x)))

(/ z y)) Z=⇒ 9/10

Hierarchii prostředı́ si také dobře uvědomı́me, pokud předchozı́ let*-blok rozepı́šeme pomocı́ let-bloků
a ty dále rozepı́šeme pomocı́ λ-výrazů:

((lambda (x)

((lambda (y)

((lambda (z)

(/ z y))

(- y x)))

(* x x)))

10) Z=⇒ 9/10

Poznámka 3.7. (a) Všimněte si, že narozdı́l od let-bloku, nemusejı́ být symboly 〈symboli〉 vzájemně různé.
Třeba výraz ve tvaru (let* ((x 10) (x 20)) x) je let*-blok.

(b) Sémantika let*-bloku by samozřejmě šla popsat, podobně jako u let-bloku, v bodech popisujı́cı́ch
prováděnı́ jednotlivých vazeb:

(0) Označme aktuálnı́ prostředı́ P0, nastavme i na 1.

(1) Pokud n = 0, tedy seznam dvojic (〈symboli〉 〈vazbai〉) je prázdný, je vytvořeno nové prázdné prostředı́,
jako jeho předchůdce je nastaveno aktuálnı́ prostředı́ P0 a v tomto prostředı́ je vyhodnoceno tělo let*-
bloku. Tı́m aplikace speciálnı́ formy let* končı́. V opačném přı́padě n > 0 pokračujeme bodem (2).

(2) Pokud platı́ i > n (to jest, už jsme prošli všechny dvojice (〈symboli〉 〈hodnotai〉)), je v prostředı́ Pi

vyhodnoceno tělo let*-bloku. Tı́m aplikace let* končı́. V opačném přı́padě (i ≤ n) pokračujeme
bodem (3).

(3) Vyhodnotı́ se výraz 〈hodnotai〉 v prostředı́ Pi−1, výsledek vyhodnocenı́ označme Ei. Dále pokračujeme
bodem (4).

(4) Vytvořı́ se nové prázdné prostředı́ Pi, je do něj vložena vazba 〈symboli〉 7→ Ei, předek prostředı́ Pi je
nastaven na Pi−1. Pokračujeme bodem (5).

(5) Zvýšı́me i o 1 a pokračujeme bodem (2).

(c) Při aplikaci speciálnı́ formy let* vzniká tolik prostředı́, kolik je dvojic (〈symboli〉 〈vazbai〉). Zvláštnı́m
přı́padem je, pokud je tento počet nulový. V takovém přı́padě vzniká jedno prostředı́.

Jak vyplývá z definic 3.1 a 3.6 jsou speciálnı́ formy představené let a let* v této sekci „nadbytečné“.
Jejich sémantiku jsme totiž schopni vyjádřit pomocı́ speciálnı́ formy lambda. Použitı́ forem let a let*
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ale umožňuje přehlednějšı́ zápis kódu. Většı́ přehlednosti je dosaženo předevšı́m tı́m, že symboly vázané
let-blokem (popřı́padě let*-blokem) jsou uvedeny hned vedle hodnot, na které jsou navázány.

Přı́klad 3.8. (a) Uvažujme následujı́cı́ let*-bloky a jejich vyhodnocenı́:

(let* ((a (+ 5 5))) (+ a 2)) Z=⇒ 12

(let* ((+ (+ 10 20))) +) Z=⇒ 30

To jest výsledkem vyhodnocenı́ let*-bloků jsou čı́sla 12 a 30 (v tomto pořadı́). Jejich vyhodnocenı́ je tedy
stejné jako v přı́padě speciálnı́ formy let – to bylo podrobně rozepsáno v přı́kladě 3.3 v bodech (a) a (b).

(b) Vyhodnocenı́ následujı́cı́ho let* výrazu už bude odlišné.

(let* ((x 10)

(y (* 2 x)))

(+ x y)) Z=⇒ 30

Zatı́mco aplikace speciálnı́ formy let by skončila chybou „CHYBA: Symbol x nemá vazbu“, aplikace formy
let* proběhne následovně: v globálnı́m prostředı́ je vyhodnocen výraz 10 na hodnotu 10. Pak je vytvořeno
nové prázdné prostředı́P1, do něhož je přidána vazba na tento element, tedy vazba x 7→P1 10. Jako lexikálnı́
předek tohoto prostředı́ je nastaveno globálnı́ prostředı́. V tomto prostředı́ je vyhodnocen výraz (* 2 x)

na hodnotu 20. Je vytvořeno dalšı́ prázdné prostředı́ P2 a do něj je vložena vazba y 7→P2 20. Předkem
tohoto prostředı́ budeP1. V prostředı́P2 je konečně vyhodnoceno tělo let*-výrazu (+ x y), na výslednou
hodnotu 30. K témuž bychom došli po rozepsánı́ let*-bloku podle definice 3.6:

(let ((x 10))

(let ((y (* 2 x)))

(+ x y))) Z=⇒ 30

a k témuž dojdeme i při nahrazenı́ let-bloků λ-výrazy:

((lambda (x)

((lambda (y)

(+ x y))

(* 2 x)))

10) Z=⇒ 30

(c) Při použitı́ speciálnı́ formy let by následujı́cı́ výraz nebyl let-blokem, protože vázané symboly použité
v bloku nejsou vzájemně různé.

(let* ((x 10)

(x (+ x 20)))

(+ x 1)) Z=⇒ 31

Definice let*-bloku ale připouštı́ i stejné symboly, a proto je tento výraz let*-blokem.

3.2 Rozšı́řenı́ λ-výrazů a lokálnı́ definice

Doted’ jsme se zabývali jen tı́m jak vytvořit nové lokálnı́ prostředı́, ne však tı́m, jak vytvářet nové vazby
v již existujı́cı́ch lokálnı́ch prostředı́ch ani tı́m, jak měnit vazby v existujı́cı́ch lokálnı́ch prostředı́ch.

Ze sekce 1.6 již známe speciálnı́ formu define, jejı́ž aplikace má vedlejšı́ efekt. Tı́mto vedlejšı́m efektem je mo-
difikace prostředı́. Přesněji vyhodnocenı́m (define name 〈výraz〉) v prostředı́ P je do prostředı́ P vložena
vazba symbolu name na výsledek vyhodnocenı́ argumentu 〈výraz〉: name 7→ Eval(〈výraz〉,P) Dosud jsme
ale tuto speciálnı́ formu použı́vali jen k modifikaci globálnı́ho prostředı́. Nynı́ si ukážeme, jak modifikovat
i lokálnı́ prostředı́. Abychom toho dosáhli, potřebujeme aplikovat speciálnı́ formu define v tom prostředı́,
které chceme modifikovat. Jinými slovy, potřebujeme vyhodnotit definici v těle procedury. Dále musı́me
zajistit, aby tato define byla vyhodnocena dřı́ve, než část kódu, ve které chceme vzniklou vazbu využı́vat.
Tento druhý bod je tı́m, co dělá lokálnı́ definice netriviálnı́. Uvědomme si totiž, že nám principiálně nic
nebránı́ vytvořit napřı́klad proceduru vzniklou vyhodnocenı́m následujı́cı́ho λ-výrazu:
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(lambda (x) (define y 20))

Při aplikaci této procedury vznikne lokálnı́ prostředı́ P v němž bude formálnı́ argument x navázaný na
předanou hodnotu. Při vyhodnocenı́ těla procedury v tomto lokálnı́m prostředı́ dojte k aplikaci define
a zavedenı́ nové vazby y 7→P 20 v lokálnı́m prostředı́. Tato vazba ale nenı́ nijak užitečná, protože vý-
sledkem vyhodnocenı́ těla (to jeste speciálnı́ formy define) je nedefinovaná hodnota, která je vrácena jako
výsledek aplikace celé procedury. Musı́me tedy zajistit vytvořenı́ lokálnı́ definice a možnost jejı́ho dalšı́ho
netriviálnı́ho použitı́.

K tomuto účelu můžeme napřı́klad použı́t speciálnı́ formu lambda. Viz následujı́cı́ program:

(lambda ()

((lambda (nepouzity-symbol)

(+ 10 x))

(define x 20)))

Vyhodnocenı́m tohoto λ-výrazu, vznikne procedura. Při aplikaci této procedury je v jejı́m lokálnı́m pro-
středı́ P vyhodnoceno tělo, tedy výraz ((lambda (ingorovany-symbol) (+ x 10)) (define x 20)).
Vyhodnocenı́m prvnı́ho prvku tohoto seznamu dostáváme proceduru, která ignoruje svůj jediný argu-
ment a vracı́ součet čı́sla 10 a hodnoty navázané na symbol x. Prvnı́m prvkem seznamu (těla aplikované
procedury) je tedy procedura, vyhodnotı́ se tedy zbývajı́cı́ prvek seznamu: seznam (define x 20). Jako
vedlejšı́ efekt vyhodnocenı́ tohoto výrazu je vytvořenı́ vazby symbolu x 7→P 20. V okamžiku vyhodnocenı́
těla (+ 10 x) vnitřnı́ho λ-výrazu je tedy vazba na x už zavedena.

Jiná možnost je využitı́ aplikace speciálnı́ formy and:

(lambda ()

(and (define x 10)

(define y (- x 2))

(define z (/ x y))

(+ x y z)))

Speciálnı́ forma and, jak bylo popsáno v definici 2.22, vyhodnocuje své argumenty v pořadı́, v jakém
jsou uvedeny – zleva doprava. Jelikož výsledkem aplikace speciálnı́ formy define je nedefinovaná hodnota,
tedy element různý od #f, jsou postupně vyhodnoceny všechny tři definice i výraz (+ x y z). A jelikož
se jedná o poslednı́ argument formy and, je výsledek vyhodnocenı́ výrazu (+ x y z) také výsledkem
aplikace formy and.

Napřı́klad proceduru dostrel bychom mohli napsat tak, jak je uvedeno v programu 3.1. Ve skutečnosti

Program 3.1. Procedura dostrel s lokálnı́mi vazbami vytvářenými s využitı́m and.

(define dostrel

(lambda (v0 alfa g)

(and (define vx (* v0 (cos alfa)))

(define vy (* v0 (sin alfa)))

(define Td (* 2 vy (/ g)))

(* vx Td))))

nemusı́me použitı́ definic v těle λ-výrazu řešit takovou oklikou, jako je využitı́ jiné speciálnı́ formy. Stačı́
když uděláme následujı́cı́ změny: Rozšı́řı́me λ-výraz tak, aby se jeho tělo mohlo skládat z vı́ce než jednoho
výrazu a stejným způsobem upravı́me definici procedury. Dále upravı́me popis aplikace speciálnı́ formy
lambda a aplikaci uživatelsky definovatelné procedury. Pak můžeme proceduru dostrel definovat tak, jak
je ukázáno v programu 3.2.

Nynı́ rozebereme uvedené změny podrobněji. V definici 2.1 jsme zavedli tělo λ-výrazu jako jeden libovolný
S-výraz. Od tohoto okamžiku budeme uvažovat, že se tělo λ-výrazu bude skládat z libovolného nenulového
počtu symbolických výrazů:
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Program 3.2. Procedura dostrel s lokálnı́mi vazbami vytvářenými pomocı́ speciálnı́ formy define.

(define dostrel

(lambda (v0 alfa g)

(define vx (* v0 (cos alfa)))

(define vy (* v0 (sin alfa)))

(define Td (* 2 vy (/ g)))

(* vx Td)))

Definice 3.9 (λ-výraz). Každý seznam ve tvaru

(lambda (〈param1〉 〈param2〉 · · · 〈paramn〉) 〈výraz1〉 〈výraz2〉 · · · 〈výrazm〉),

kde n je nezáporné čı́slo, m je kladné čı́slo, 〈param1〉, 〈param2〉, . . . , 〈paramn〉 jsou vzájemně různé symboly
a 〈výraz1〉, 〈výraz2〉, . . . , 〈výrazm〉 jsou symbolické výrazy, tvořı́cı́ tělo, se nazývá λ-výraz (lambda výraz).
Symboly 〈param1〉, . . . , 〈paramn〉 se nazývajı́ formálnı́ argumenty (někdy též parametry). Čı́slo n nazýváme
počet formálnı́ch argumentů (parametrů). �

Vyhodnocenı́m v prostředı́P tohoto výrazu vznikne uživatelsky definovaná procedura reprezentovaná tro-
jicı́ 〈(〈param1〉 〈param2〉 · · · 〈paramn〉); 〈výraz1〉, 〈výraz2〉, . . . , 〈výrazm〉;P〉 stejně tak, jak je popsáno v před-
chozı́ lekci. Až na ten detail, že tělo zde nenı́ internı́ reprezentace jednoho S-výrazu, ale jednoho nebo vı́ce
S-výrazů 〈výrazi〉.

Aplikace takové procedury je totožná s aplikacı́ popsanou v definici 2.12, a to až na bod 5. Zde se vyhodnotı́
všechny S-výrazy, z nichž se skládá tělo procedury, v prostředı́ Pl. Vyhodnocujı́ se postupně v tom pořadı́,
v jakém jsou v těle procedury uvedeny. Výsledkem je pak vyhodnocenı́ poslednı́ho z nich.

Všimněte si, že výsledky vyhodnocenı́ S-výrazů v těle – až na poslednı́ z nich – jsou „zapomenuty“.
Předpokládá se, že při vyhodnocenı́ těchto S-výrazů dojde k nějakému vedlejšı́mu efektu, jako je napřı́klad
modifikace aktuálnı́ho prostředı́ při aplikaci speciálnı́ formy define. Takto užité definice nazýváme internı́
(též vnitřnı́) definice. Definice v globálnı́m prostředı́ nazýváme pro odlišenı́ globálnı́mi (též top-level) definicemi.

Přı́klad 3.10. Nynı́ si to, co jsme v této sekci řekli, ukážeme na vyhodnocenı́ následujı́cı́ho kódu:

(define proc

(lambda (x)

(define y 20)

(+ x y)

(* x y)))

(proc 10) Z=⇒ 200

Jedná se o aplikaci procedury, jejı́ž tělo je tvořeno třemi výrazy: (define y 20), (+ x y) a (* x y).
Vytvořı́ se tedy nové lokálnı́ prostředı́ P , v němž bude vytvořena vazba x 7→ 10 a jehož předchůdce bude
nastaven na globálnı́ prostředı́ PG. V tomto lokálnı́m prostředı́ se budou vyhodnocovat všechny výrazy
z těla. Vyhodnocujı́ zleva doprava, tak jak jsou uvedeny – nejdřı́ve se tedy vyhodnotı́ internı́ definice a
v lokálnı́m prostředı́ P procedury bude provedena vazba y 7→ 20. Dále se vyhodnocuje výraz (+ x y),
jeho výsledkem bude čı́slo 30, ale protože se nejedná o poslednı́ výraz z těla je tento výsledek ignorován
a pokračujeme dalšı́m – poslednı́m výrazem (* x y). Výsledkem vyhodnocenı́ tohoto výrazu je čı́slo 200,
a protože se jedná o poslednı́ výraz těla procedury, je toto čı́slo i výsledkem Eval[(proc 10),PG]. Všimněte
si, že výraz (+ x y) nemá žádný význam. Jeho výsledek je zapomenut a přitom nemá ani žádný vedlejšı́
efekt. Vazby vytvořené internı́mi definicemi samozřejmě nejsou viditelné zvenčı́. Kdybychom se pokusili
vyhodnotit v globálnı́m prostředı́ třeba výraz (+ y 1), skončili bychom chybou „CHYBA: Symbol y nemá
vazbu“.
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Poznámka 3.11. (a) Týmž způsobem, jakým jsme právě rozšı́řili definici λ-výrazu, rozšiřujeme i definici
let-bloku a let*-bloku. Tedy 〈tělo〉 let-bloku i let*-bloku se může skládat z vı́ce než jednoho S-výrazu.
Rozšı́řenı́ let-bloku a let*-bloku je vlastně automatické, protože jejich sémantiku jsme popisovali přes λ-
-výrazy a aplikaci procedur vzniklých jejich vyhodnocovánı́m.

(b) Specifikace R5RS jazyka Scheme – viz [R5RS] – řı́ká, že internı́ definice se mohou objevit na začátku těla
λ-výrazu (popř. let-bloku, let*-výrazu.) To znamená, že napřı́klad vyhodnocovánı́ λ-výrazu

(lambda (x) (+ x 1) (define y 2) (+ x y))

v některých interpretech může skončit chybou „CHYBA: Speciálnı́ forma define je použita ve špatném
kontextu“. V našem abstratnı́m interpretru se tı́mto nebudeme omezovat a budeme připouštět i internı́
definice na jiném mı́stě v těle λ-výrazu. Stejně tak je připouštějı́ napřı́klad interprety Elk a Bigloo. Nepovoluje
je třeba MIT Scheme.

(c) Některé interpretry dokonce mimo omezenı́ popsané v (b) neumožňujı́ v jednom těle definovat vazbu
na symbol a pak ji pomocı́ dalšı́ internı́ definice změnit. Přı́klady takových interpretů jsou MIT Scheme
a Guile. Třeba vyhodnocovánı́ výrazu

(lambda () (define x 10) (define y 10) (define x 20) y)

by skončilo chybou.

Přı́klad 3.12. (a) Podı́vejme se na program 3.2 – tedy implementaci procedury dostrel s použitı́m internı́ch
definic. Vyhodnocenı́ tohoto kódu bude mı́t za efekt navázánı́ nové procedury na symbol dostrel. Při
vyvolánı́ této procedury vznikne nové prostředı́ a v něm vazby na formálnı́ argumenty v0, alfa a g. V tomto
prostředı́ se postupně vyhodnocujı́ všechny výrazy v těle. Vedlejšı́m efektem jsou postupně do lokálnı́ho
prostředı́ přidány vazby na symboly vx, vy a Td. Důležité je, že třetı́ vnitřnı́ definice se vyhodnocuje až
po vyhodnocenı́ druhé. V té době už tedy existuje vazba na symbol vy. Výsledek vyhodnocenı́ poslednı́ho
výrazu v těle (* vx Td) je pak výsledkem aplikace procedury.

(b) Následujı́cı́ let-blok se vyhodnotı́ na čı́slo 30:

(let ()

(define x (lambda () y))

(define y 10)

(x)) Z=⇒ 30

Do prázdného prostředı́ vytvořeného při aplikaci let-bloku, je vyhodnocenı́m vnitřnı́ definice

(define x (lambda () y))

přidána vazba x na proceduru. Tato procedura nebere žádný argument a vracı́ vždy vyhodnocenı́ symbolu
y a prostředı́m jejı́ho vzniku je právě toto prostředı́. Poté je do tohoto prostředı́ přidána vazba na symbol y.
Při vyvolánı́ procedury x v poslednı́m výrazu v těle už je tedy symbol y navázán. Výsledkem je čı́slo 30.

3.3 Přı́klady na použitı́ lokálnı́ch vazeb a internı́ch definic

Nynı́ ukážeme několik přı́kladů, v nichž je vhodné použı́t lokálnı́ vazby a definice. A to na jednoduché
finančnı́ aritmetice: Střádánı́ – na počátku každého úrokovacı́ho obdobı́ se pravidelně ukládá částka a a
na konci obdobı́ se k úsporám připisuje úrok ve výši p% úspor. Po n obdobı́ch vzroste vklad na částku an

danou

an = ar
rn − 1
r − 1

, kde r =

(
1 +

p

100

)
.

Následujı́cı́ program vypočı́tá hodnotu an s využitı́m lokálnı́ vazby vytovřené v let-bloku:

(define sporeni

(lambda (a n p)

(let ((r (+ 1 (/ p 100.0))))

(/ (* a r (- (expt r n) 1)) (- r 1)))))
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Při aplikaci procedury se vytvořı́ lokálnı́ prostředı́ s vazbami na formálnı́ argumenty a, n a p. V uvedeném
vzorci se nám ale vyskytuje několikrát r, které musı́me dopočı́tat. Mı́sto toho, abychom zbytečně psali na
každém mı́stě mı́sto r výraz (+ 1 (/ p 100.0)), vytvořili jsme vazbu symbolu r na vyhodnocenı́ tohoto
výrazu. Tı́m jsme odstranili redundanci (stejný výraz by se nám zde vyskytoval třikrát). Vazba na symbol r
vzniká v novém lokálnı́m prostředı́ vyhodnocenı́m let-bloku. A v tomto prostředı́ je také vyhodnoceno tělo
procedury.

Lokálnı́ vazbu bychom mohli vytvořit i pomocı́ internı́ definice:

(define sporeni

(lambda (a n p)

(define r (+ 1 (/ p 100.)))

(/ (* a r (- (expt r n) 1)) (- r 1))))

Toto řešenı́ je také správné. V tomto přı́padě ale nevzniká nové prostředı́. Aplikacı́ formy define Je
modifikováno aktuálnı́ prostředı́ – tedy prostředı́ procedury sporeni. K vazbám vytvořených navázánı́m
argumentů tak přibude nová vazba na symbol r.

Proceduru sporeni je vhodné upravit na proceduru vyššı́ho řádu. Takto upravenou procedurou je pak
možné vytvářet procedury na výpočet úspor při různém úročenı́.

(define sporeni

(lambda (p)

(let ((r (+ 1 (/ p 100))))

(lambda (a n)

(/ (* a r (- (expt r n) 1)) (- r 1))))))

Pomocı́ lokálnı́ch definic můžeme také upravit program 2.7 na straně 61, kde jsme implementovali pro-
ceduru derivace, která jako výsledek vracela přibližnou derivaci. Tato procedura použı́vala pomocnou
proceduru smernice. Tento program můžeme upravit následujı́cı́m způsobem. Z definice procedury smer-
nice uděláme internı́ definici.

(define derivace

(lambda (f delta)

(define smernice

(lambda (f a b)

(/ (- (f b) (f a))

(- b a))))

(lambda (x)

(smernice f x (+ x delta)))))

Kód můžeme ještě začistit, a to následujı́cı́m způsobem: parametr f, nemusı́me předávat proceduře smer-
nice. Ta totiž vzniká v prostředı́, ve kterém je symbol f už navázán, to jest v prostředı́ procedury derivace,
viz program 3.3.

Pro úplnost uvádı́me variantu pomocı́ let. Viz program 3.4

Dalšı́ ukázkou bude procedura na výpočet nákladů vydaných za určitý počet kusů nějakého výrobku
(pocet-kusu), který má nějakou cenu (cena-kus). V nejprimitivnějšı́ formě vypadá implementace takto:

(define naklady

(lambda (cena-kus pocet-kusu)

(* cena-kus pocet-kusu)))

Nynı́ zahrneme nový fakt. A to, že při zakoupenı́ daného množstvı́ kusů (sleva-kus) dostaneme množ-
stevnı́ slevu (sleva-%):

(define naklady
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Program 3.3. Procedura derivace s použitı́m internı́ definice.

(define derivace

(lambda (f delta)

(define smernice

(lambda (a b)

(/ (- (f b) (f a))

(- b a))))

(lambda (x)

(smernice x (+ x delta)))))

Program 3.4. Procedura derivace s použitı́m speciálnı́ formy let.

(define derivace

(lambda (f delta)

(let ((smernice

(lambda (a b)

(/ (- (f b) (f a))

(- b a)))))

(lambda (x)

(smernice x (+ x delta))))))

V mnoha přı́padech se vyplatı́ vytvářet pomocné procedury v těle hlavnı́ch procedur. Často tak lze
snı́žit celkový počet předávaných argumentů. To dı́ky tomu, že elementy, s kterými pracuje pomocná
procedura, mohou být navázány symbol v prostředı́ vzniku této procedury. Pomocná procedura tedy
může některé symboly vázat ve svém prostředı́ a některé brát z prostředı́ nadřazeného, to jest prostředı́
hlavnı́ procedury. Snı́ženı́m počtu předávaných argumentů docházı́ k zpřehledněnı́ kódu.

(lambda (cena-kus pocet-kusu sleva-kus sleva-%)

(- (* cena-kus pocet-kusu)

(if (>= pocet-kusu sleva-kus)

(* cena-kus pocet-kusu (/ sleva-% 100))

0))))

Tedy od původnı́ ceny, která je (* cena-kus pocet-kusu), odečteme bud’to nulu, nebo slevu o velikosti
(* cena-kus pocet-kusu (/ sleva-% 100)). To v závislosti na tom, jestli počet kupovaných kusů
překročil či nepřekročil množstvı́ potřebné na slevu: (>= pocet-kusu sleva-kus).

Ačkoli se vlastně jedná o jednoduchou proceduru, jejı́ kód je docela nepřehledný. Navı́c zde dvakrát
počı́táme součin (* cena-kus pocet-kusu). Proto jej nahradı́me následujı́cı́m kódem:

(define naklady

(lambda (cena-kus pocet-kusu sleva-kus sleva-%)

(let* ((bez-slevy (* cena-kus pocet-kusu))

(sleva-mult (/ sleva-% 100))

(sleva (* sleva-mult bez-slevy)))

(if (>= pocet-kusu sleva-kus)

(- bez-slevy sleva)
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bez-slevy))))

Použitı́m lokálnı́ch vazeb jsme kód zpřehlednili tı́m, že jsme hodnoty pojmenovali podle rolı́, které majı́.
Také jsme odstranili redundanci v kódu.

3.4 Abstrakčnı́ bariéry založené na procedurách

V této sekci se nebudeme zabývat jazykem Scheme, ale zamyslı́me se nad problémy souvisejı́cı́mi s vytváře-
nı́m velkých programů. Při vytvářenı́ většı́ch programů je potřeba programové celky vhodně strukturovat
a organizovat, aby se v nich programátoři vyznali. Při psanı́ jednoduchých programů, se kterými jsme se
zatı́m setkali, tato potřeba nenı́ přı́liš markantnı́. Při programovánı́ velkých programů však rychle vzrůstá
jejich složitost a hrozı́ postupné snižovánı́ čitelnosti programu a následné zanášenı́ nechtěných chyb do
programu vlivem neznalosti nebo nepochopenı́ některých jeho částı́.

Předchozı́ho jevu si programátoři všimli záhy po vytvořenı́ vyššı́ch programovacı́ch jazyků a po jejich
nasazenı́ do programátorské praxe. Velmi brzy se proto programátoři začali zamýšlet nad metodami struk-
turovánı́ programů do menšı́ch celků, které by byly snadno pochopitelné a bylo by je možné (do jisté mı́ry)
programovat a ladit samostatně.

Snad historicky nejstaršı́ metoda granularizace většı́ch programových celků se nazývá top-down. Tento styl
vytvářenı́ programů vycházı́ z toho, že si velký program nejprve představı́me jako „celek“ a navrhneme jej
rozdělit do několika samostatných částı́ (podprogramů). Každou z těchto částı́ opět prohlédneme a opět na-
vrhneme jejı́ rozdělenı́. Takto pokračujeme dokud nedosáhneme požadovaného stupně „rozbitı́ programu“
na majı́ celky. Tyto malé celky se potom obvykle programujı́ samostatně (na jejich vytvořenı́ může praco-
vat několik kolektivů programátorů). Pro dokončenı́ všech celků se provede jejich spojenı́ do výsledného
programu.

Ve funkcionálnı́ch jazycı́ch a zejména v dialektech LISPu, což jsou jedny z nejflexibilnějšı́ch programovacı́ch
jazyků, se však obvykle použı́vá jiný přı́stup, který se nazývá bottom-up. V tomto přı́padě je myšlenkový
postup jakoby „obrácený“. Programátoři vytvářejı́ program po vrstvách. Nejnižšı́ vrstvou programu je vždy
samotný programovacı́ jazyk (v našem přı́pad jazyk Scheme). Nad nı́m je druhá vrstva, která obsahuje nově
definované procedury řešı́cı́ jistou třı́du problémů. Tuto vrstvu si lze v podstatě představit jako rozšı́řenı́
jazyka Scheme. Dalšı́ vrstva bude tvořena jinými procedurami, které budou řešit dalšı́ problémy a které
již budou použı́vat nejen primitivnı́ procedury jazyka Scheme, ale i procedury vytvořené v předchozı́
vrstvě. Při programovánı́ ve stylu bottom-up je tedy zvykem postupně obohacovat samotný programovacı́
jazyk o nové schopnosti a postupně tak dospět k dostatečně bohatému jazyku, ve kterém bude již snadné
naprogramovat zamýšlený program. Pokud jsou procedury v jednotlivých vrstvách navrženy dostatečně
abstraktně, změna jejich kódu nebo reimplementace celé jedné vrstvy programu (třeba kvůli efektivitě nebo
kvůli změně zadánı́ od uživatele) nečinı́ přı́liš velký problém.

S vytvářenı́m programů metodou bottom-up souvisı́ dva důležité pojmy, z nichž prvnı́ jsme již slyšeli.

černá skřı́ňka Jakmile máme vytvořeny procedury v jedné vrstvě programu a začneme vytvářet dalšı́ (vyššı́)
vrstvu, na procedury v nižšı́ vrstvě bychom se správně měli dávat jako na „černé skřı́ňky“. To jest,
neměli bychom se zabývat tı́m, jak jsou naprogramované, ale měli bychom je pouze použı́vat na zá-
kladě toho, jaké argumenty je jim možné předávat a na základě znalosti výsledků jejich aplikacı́. Tı́m,
že odhlédneme od implementace procedur na nižšı́ úrovni, budeme vytvářet kvalitnějšı́ procedury
na vyššı́ úrovni, které nebudou zasahovat do nižšı́ vrstvy. Když potom provedeme reimplementaci
procedur na nižšı́ vrstvě při zachovánı́ jejich rozhranı́ (argumentů a výstupů), pak se funkčnost pro-
cedur na vyššı́ vrstvě nezměnı́. Připomeňme, že pohled na procedury jako na černé skřı́ňky nenı́ nic
„umělého“. Při programovánı́ ve Scheme jsme se doposud dı́vali na všechny primitivnı́ procedury (to
jest na procedury na nejnižšı́ vrstvě), jako na černé skřı́ňky.

abstrakčnı́ bariéra je pomyslný meznı́k mezi dvěma vrstvami programu. Pokud vytvářı́me procedury na
vyššı́ vrstvě programu, procedury nižšı́ch vrstev jsou pro nás „za abstrakčnı́ bariérou.“ Otázkou je, na
jakých mı́stech v programu je vhodné tyto bariéry „vytvářet“. Jinými slovy, otázkou je, kde od sebe
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oddělovat jednotlivé vrstvy programu. Odpověd’ na tuto otázku nenı́ jednoduchá a závisı́ na konkrét-
nı́m problému, zkušenostech programátora a jeho představivosti. Dobrou zprávou ale je, že vrstvy
v programu se mohou během života programu vyvı́jet. Obzvlášt’pro programovánı́ ve funkcionálnı́ch
jazycı́ch je typické, že se začne vytvářet program, který je pouze částečně navržený a během jeho
vývoje se postupně segregujı́ vrstvy tak, jak je to zrovna potřeba nebo podle toho, když se zjistı́, že je
to „praktické“. Taková situace může napřı́klad nastat v momentě, když si programátoři všimnou, že
několik procedur „vypadá podobně“. V takovém přı́padě je vhodné zamyslet se nad jejich zobecněnı́m,
při kterém je možné napřı́klad použı́t procedury vyššı́ch řádů.

V tomto kursu se budeme zabývat základy programovacı́ch stylů a až na výjimky budeme vše demon-
strovat na malých programech, to jest programech majı́cı́ch maximálně desı́tky řádků. Výhody metody
bottom-up bychom ocenili až při vytvářenı́ většı́ch programů. Ve dvanácté lekci ukážeme implementaci
interpretu funkcionálnı́ podmnožiny jazyka Scheme, která bude mı́t několik set řádků. To je z hlediska
velikosti programů opět pouze malý program (za „velké programy“ se obvykle považujı́ programy
majı́cı́ minimálně stovky tisı́c řádků; za největšı́ program současnosti je považován program pro řı́zenı́
letu raketoplánu, který má údajně přes 150 milionů řádků). Na druhou stranu, program z dvanácté
lekce už bude „natolik velký“, že v něm budeme moci rozlišit několik přirozených vrstev a abstrakčnı́ch
bariér.

Shrnutı́

V této kapitole jsme se zabývali lokálnı́mi vazbami. Uvedli jsme důvody, proč je potřebujeme. Zopakovali
jsme, jak vznikajı́ při aplikaci uživatelsky definovaných procedur. Ukázali jsme si dvě speciálnı́ formy – let
a let*. Uvedli jsme přı́klady použitı́ těchto forem a také jsme ukázali, že obě tyto nové speciálnı́ formy
jsou nahraditelné použitı́m speciálnı́ formy lambda. Dále jsme rozšı́řili λ-výrazy, tı́m že jsme umožnili jejich
tělo sestávat z libovolného nenulového počtu výrazů. Ukázali jsme použitı́ internı́ch definic, tedy speciálnı́
formy define pro modifikaci lokálnı́ch prostředı́.

Pojmy k zapamatovánı́

• lokálnı́ vazba
• internı́ definice, top-level definice
• let-blok, let*-blok

Nově představené prvky jazyka Scheme

• Speciálnı́ formy let a let*

Kontrolnı́ otázky

1. Co jsou lokálnı́ vazby? K čemu jsou dobré?
2. Proč nemohou být let a let* procedury?
3. Jak se let-bloky přepisujı́ na λ-výrazy?
4. Jak se na ně přepisujı́ let*-bloky?
5. Jak probı́há aplikace formy let?
6. Jak probı́há aplikace formy let*?
7. Jak lze přepsat let*-blok pomocı́ formy let?
8. Jak jsme rozšı́řili λ-výrazy?
9. Co jsou internı́ definice, jak se lišı́ od top-level definic?

Cvičenı́
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1. Bez použitı́ interpretu určete výsledky vyhodnocenı́ následujı́cı́ch výrazů:
(let () 10) Z=⇒
(let () x) Z=⇒
(let () (define x 5)) Z=⇒
(let () (define x 5) (* x x)) Z=⇒
(let ((x (+ 5 5))) (* x x)) Z=⇒
(let* ((x (+ 5 5))) (* x x)) Z=⇒
(let ((x (+ 5 5))) (* x x) (+ x x)) Z=⇒
(let ((x 10)) (define x 5) (* x x)) Z=⇒
(let* ((x 10)) (define x (+ x 1)) (* x x)) Z=⇒
(let ((x 10)) (define x x) (* x x)) Z=⇒

(let ((x 10) (y 20)) (+ x y)) Z=⇒
(let* ((x 10) (y 20)) (+ x y)) Z=⇒
(let ((x 10) (y x)) (* x y)) Z=⇒
(let* ((x 10) (y x)) (* x y)) Z=⇒
(let ((x 10) (y +)) (* x y)) Z=⇒
(let ((x 10) (y +)) (define y x) (* x y)) Z=⇒
(let* ((x 10) (y +)) (define y x) (* x y)) Z=⇒
(let* ((x 10) (y x)) (define y 3) (* x y)) Z=⇒
(let ((x 10)) (define y 3) (* x y)) Z=⇒
(let ((x 10) (y (lambda () x))) (+ x (y))) Z=⇒

(let* ((x 10) (y (lambda () x))) (+ x (y))) Z=⇒
(let* ((x 10) (y (lambda (x) x))) (+ x (y x))) Z=⇒
(let* ((x 10) (y (lambda () x)) (x 5)) (+ x (y))) Z=⇒
(let* ((x 10) (y (lambda (x) x)) (x 5)) (+ x (y x))) Z=⇒
(let ((x 10)) (define y (lambda () x)) (define x 5) (+ x (y))) Z=⇒
(let ((x 10)) (define y (lambda (x) x)) (define x 5) (+ x (y x))) Z=⇒
(let ((x 10)) (+ (let ((y (+ x 1))) (* y 2)) x)) Z=⇒
(let ((x 10) (x 20)) (+ x x)) Z=⇒
(let* ((x 10) (x 20)) (+ x x)) Z=⇒
(if #f (let ((x 10) (x 20)) (+ x x)) 10) Z=⇒

2. Přepište následujı́cı́ výrazy na ekvivalentnı́ výrazy bez použitı́ speciálnı́ forem let a let*.
• (let* ((x (+ 10 y))

(y (let ((x 20)

(y 30))

(* 2 (+ x y)))))

(/ x y z))

• (let ((a 3)

(b 4)

(c (let* ((a 10)

(b 20))

(+ a b 10))))

(+ a b c))

• (let* ((x (let ((x 10))

(define x 2)

(+ x x)))

(y (+ x x)))

(+ x y))

3. Napište proceduru, která vypočte, v jaké výšce dosáhne těleso vržené vzhůru počátečnı́ rychlostı́ v0
rychlosti v (ve vakuu). Vstupnı́mi parametry budou v0 a v. Použijte vzorce:
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t =
v0 − v

g
, s = v0t−

1
2
gt2.

Lokálnı́ vazbu pro t vytvořte jednou pomocı́ internı́ definice, podruhé pak pomocı́ speciálnı́ formy let.
Tı́hové zrychlenı́ g definujte globálně.

4. Napište proceduru řešı́cı́ tento typ slovnı́ch úloh: Objekt se pohybuje rovnoměrně zrychleným pohy-
bem, s počátečnı́ rychlostı́ v0 se zrychlenı́m a. Vypočtěte dráhu, po které dosáhne rychlosti v. Použijte
vzorce:

t =
v − vo

a
, s = v0t+

1
2
at2.

Lokálnı́ vazbu pro t vytvořte jednou pomocı́ internı́ definice, podruhé pomocı́ speciálnı́ formy let.
5. Předefinujte proceduru navázanou na symbol + na proceduru sčı́tánı́ druhých mocnin dvou čı́sel.
6. Napište λ-výraz, který má ve svém těle vı́ce než jeden výraz a jehož přı́močarý přepis na λ-výraz

obsahujı́cı́ ve svém těle jeden výraz s požitı́m speciálnı́ formy and (viz napřı́klad programy 3.1 a 3.2)
se vyhodnotı́ na jinou proceduru. Jinou procedurou v tomto přı́padě myslı́me to, že aplikacı́ na nějaký
argument bude vracet jiný výsledek.

Úkoly k textu

1. Uvažujme speciálnı́ formu let+, která se použı́vá ve stejném tvaru jako speciálnı́ forma let*:

(let+ ((〈symbol1〉 〈hodnota1〉)
(〈symbol2〉 〈hodnota2〉)
...

(〈symboln〉 〈hodnotan〉))
〈tělo〉)

ale přepisuje se na:

(let ()

(define 〈symbol1〉 〈hodnota1〉)
(define 〈symbol2〉 〈hodnota2〉)
...

(define 〈symboln〉 〈hodnotan〉)
〈tělo〉)

Zamyslete se nad rozdı́lem oproti speciálnı́ formělet*. Napište výraz, který bude mı́t různé výsledky
vyhodnocenı́ při použitı́ let+ a let*.

2. Popište jak se dá nahradit let*-blok pomocı́ λ-výrazů.

3. Na začátku sekce 3.2 jsme uvedli, jak použı́t definice v těle λ-výrazů, kdybychom nezměnili definici
λ-výrazu. Použili jsme přitom speciálnı́ch forem lambda a and. Popište, jak by se k tomu dalo využı́t
jiných speciálnı́ch forem, např. if nebo cond.

Řešenı́ ke cvičenı́m

1. 10, chyba, nespecifikovaná hodnota, 25, 100, 100, 20, 25, 36, 100,
30, 30, chyba, 100, chyba, 100, 100, 30, 30, chyba,
20, 20, 15, 10, 10, 10, 32, chyba, 40, 10

2. ((lambda (x)

((lambda (y)

(/ x y z))
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((lambda (x y)

(* 2 (+ x y)))

20 30)))

(+ 10 y))

• ((lambda (a b c)

(+ a b c))

3 4

((lambda (a)

((lambda (b)

(+ a b 10))

20))

10))

• ((lambda (x)

((lambda (y)

(+ x y))

(+ x x)))

((lambda (x)

(define x 2)

(+ x x))

10))

3. (define g 9.80665)

(define vrh-vzhuru (define vrh-vzhuru

(lambda (v0 v) (lambda (v0 v)

(let ((t (/ (- v0 v) g))) (define t (/ (- v0 v) g))

(- (* v0 t) (* 1/2 g t t))))) (- (* v0 t) (* 1/2 g t t))))

4. (define pohyb-rovnomerne-zrychleny (define pohyb-rovnomerne-zrychleny

(lambda (v0 v a) (lambda (v0 v a)

(let ((t (/ (- v0 v) a))) (define t (/ (- v0 v) a))

(+ (* v0 t) (* 1/2 a t t))))) (+ (* v0 t) (* 1/2 a t t))))

5. (define +

(let ((+ +))

(lambda (x y)

(+ (* x x) (* y y)))))

6. Napřı́klad: (lambda () #f 1)
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Lekce 4: Tečkové páry, symbolická data a kvotovánı́

Obsah lekce: V této lekci se budeme zabývat vytvářenı́m abstrakcı́ pomocı́ dat. Představı́me tečkové páry
pomocı́ nichž budeme vytvářet hierarchické datové struktury. Ukážeme rovněž, že tečkové páry bychom
mohli plně definovat pouze pomocı́ procedur vyššı́ch řádů. Dále se budeme zabývat kvotovánı́m a jeho
zkrácenou notacı́ jenž nám umožnı́ chápat symboly jako data. Jako přı́klad datové abstrakce uvedeme
implementaci racionálnı́ aritmetiky.

Klı́čová slova: datová abstrakce, konstruktory, kvotovánı́, selektory, symbolická data, tečkové páry.

4.1 Vytvářenı́ abstrakcı́ pomocı́ dat

Doted’ jsme vytvářeli abstrakce pomocı́ procedur: použı́vali jsme procedury k vytvářenı́ složitějšı́ch pro-
cedur, přitom jsme se nemuseli zabývat tı́m, jak jsou jednoduššı́ procedury vytvořeny (pokud fungujı́
správně). Ted’ provedeme totéž s daty: budeme pracovat se složenými (hierarchickými) daty a budeme kon-
struovat procedury, které je budou zpracovávat – budou je brát jako argumenty nebo vracet jako výsledek
své aplikace. Přitom to opět budeme provádět tak, aby bylo procedurám de facto jedno, jak jsou složená
data konstruována z jednoduššı́ch. Nejprve si ukážeme několik motivačnı́ch přı́kladů, z nichž pak vyplyne
potřeba vytvářet a zpracovávat složená data.

Přı́klad 4.1. Uvažujme, že bych chtěli napsat proceduru, která má nalézt kořeny kvadratické rovnice

ax2 + bx+ c = 0

na základě jejich koeficientů podle důvěrně známého vzorce

−b±
√

D

2a
, kde D = b2 − 4ac.

Takové kořeny jsou v oboru komplexnı́ch čı́sel dva: x1 a x2 (popřı́padě jeden dvojitý). Proceduru pro
výpočet kořenů, která má tři argumenty reprezentujı́cı́ koeficienty kvadratické rovnice, bychom mohli
napsat napřı́klad následujı́cı́m způsobem. Kód je ponechán neúplný, protože nám zatı́m scházı́ prostředek,
jak vrátit oba kořeny současně:

(define koreny

(lambda (a b c)

(let* ((diskr (- (* b b) (* 4 a c)))

(koren1 (/ (+ (- b) (sqrt diskr)) (* 2 a)))

(koren2 (/ (- (- b) (sqrt diskr)) (* 2 a))))

ted’bychom chtěli vrátit dvě hodnoty současně
)))

V tuto chvı́li se samozřejmě nabı́zı́ celá řada „hloupých řešenı́“, jak obejı́t problém vracenı́ dvou hodnot.
Mohli bychom napřı́klad proceduru rozšı́řit o dalšı́ parametr, který by určoval, který kořen máme vrátit.
Kód by pak vypadal následovně:

(define koreny

(lambda (a b c p)

(let ((diskr ((- (* b b) (* 4 a c)))))

(/ ((if p + -) (- b) (sqrt diskr)) 2 a))))

Předchozı́ řešenı́ problému nenı́ št’astné, kdybychom totiž dále chtěli pracovat s oběma kořeny, museli
bychom proceduru aplikovat dvakrát a pokaždé by docházelo k vyhodnocovánı́ téhož kódu se stejnými
argumenty (jedná se třeba o výpočet diskriminantu). Jiným takovým řešenı́m je namı́sto jedné procedury
koreny mı́t dvě procedury koren1 a koren2, přitom by každá vracela jeden z kořenů. Zaváděnı́ dvou
procedur namı́sto jedné ale znesnadňuje údržbu kódu a stává se zdrojem chyb. Navı́c by nám to nijak
nepomohlo, pořád by to vedlo k problému násobného vyhodnocovánı́ téhož kódu. V přı́padě dvojice kořenů
kvadratické rovnice nenı́ tento problém zas až tak markantnı́. Jeho význam bude zřejmějšı́ v následujı́cı́m
přı́kladě.
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Přı́klad 4.2. Uvažme, že bychom ve Scheme neměli racionálnı́ aritmetiku, a chtěli bychom navrhnout
systém na prováděnı́ aritmetických operacı́ nad racionálnı́mi čı́sly (sčı́tánı́, odčı́tánı́, násobenı́, dělenı́ a tak
dále). Chtěli bychom napřı́klad implementovat proceduru r+, která bere jako parametry dvě racionálnı́
čı́sla a vracı́ jejı́ch součet. Z pohledu primitivnı́ch dat uvažujeme racionálnı́ čı́slo jako dvě celá čı́sla – čitatele
a jmenovatele. S touto dvojicı́ potřebujeme zacházet jako s jednou hodnotou. Pro bližšı́ ilustraci uvedeme
neúplnou definici procedury r+ s vloženým textem poukazujı́cı́m na potřebu použı́vat hierarchická data:

(define r+

(lambda (cit1 jmen1 cit2 jmen2)

proceduře bychom chtěli předávat jen dva argumenty = dvě racionálnı́ čı́sla
(let* ((cit (+ (* cit1 jmen2) (* cit2 jmen1)))

(jmen (* jmen1 jmen2))

(delit (gcd cit jmen))))

ted’bychom chtěli vrátit dvě hodnoty současně: cit a jmen
)))

Obdobně jako v předchozı́m přı́kladě bychom mohli mı́t zvlášt’ proceduru na výpočet čitatele a zvlášt’
proceduru na výpočet jmenovatele, nebo pomocı́ dalšı́ho argumentu určovat, kterou složku racionálnı́ho
čı́sla (čitatele nebo jmenovatele) má procedura vrátit. Ve většině výpočtů ale budeme potřebovat i čitatele
i jmenovatele. Navı́c kdybychom neustále pracovali se dvěma hodnotami namı́sto jedné a pro každou
operaci bychom museli mı́t dvě procedury (vracejı́cı́ čitatele a jmenovatele z výsledné hodnoty). Program by
se stal velmi brzy nepřehledným. Tato podvojnost procedur a čı́sel by také velice znesnadňovala udržovánı́
kódu a stala by se potenciálnı́m zdrojem chyb.

Přı́klad 4.3. V dalšı́m přı́kladě se snažı́me navrhnout program pracujı́cı́ s geometrickými útvary, ve kterém
bychom chtěli pracovat s pojmy jako bod, úsečka, kružnice a tak dále. Bod v rovině je z pohledu primitivnı́ch
dat dvojice reálných čı́sel; úsečku můžeme reprezentovat (třeba) jako dvojici bodů; kružnici (třeba) jako
bod (střed) a reálné čı́slo (poloměr). Rozumným požadavkem na takový geometrický program by bylo
mı́t v něm napřı́klad k dispozici procedury pro výpočet různých průsečı́ků: třeba procedura na výpočet
průsečı́ku dvou úseček bude vracet bod. Při vytvářenı́ programu bychom záhy narazili na potřebu „slepit“
dvě souřadnice dohromady, abychom je mohli považovat za bod; „slepit“ dva body dohromady a vytvořit
tak reprezentaci úsečky a podobně. Z pohledu tohoto přı́kladu je tady patrné, že jako programátoři bychom
měli mı́t k dispozici prostředky, které nám umožnı́ reprezentovat abstraktnějšı́ data než jen „numerické
hodnoty“. Konec konců, prakticky všechny soudobé programy pracujı́ s mnohem složitějšı́mi daty než jsou
jen čı́sla.

Z těchto třı́ motivačnı́ch přı́kladů vyplývá zřejmý požadavek: Obdobně jako jsme v lekci 2 vytvářeli nové
procedury, potřebujeme ted’ vytvářet většı́ datové celky z primitivnı́ch dat a pracovat s nimi jako by se jednalo
o jeden element. Potřebujeme tedy vytvářet abstrakce pomocı́ dat. Jakmile to budeme moci udělat, můžeme
napřı́klad přestat uvažovat racionálnı́ čı́slo jako dvě čı́sla – čitatele a jmenovatele – a můžeme začı́t s nı́m
pracovat na vyššı́ úrovni abstrakce jako s celkem, to jest s elementem reprezentujı́cı́m „racionálnı́ čı́slo“.
Stejně tak v ostatnı́ch motivačnı́ch přı́kladech můžeme pracovat s elementy reprezentujı́cı́ „dvojice kořenů
kvadratické rovnice“, „bod“, „úsečka“, „kružnice“, a tak dále.

Abychom docı́lili datové abstrakce, musı́me odpovědět na dvě otázky:

1. Jak implementovat abstraktnı́ data pomocı́ konkrétnı́ (fyzické) datové reprezentace?
Neboli potřebujeme prostředek, který nám umožnı́ z primitivnı́ch dat vytvářet složená data.

2. Jak odstı́nit program od této konkrétnı́ datové reprezentace?
Když budeme pracovat se složenými daty, budeme s nimi chtı́t zacházet jako s pojmem, který re-
prezentujı́. Nebude nás zajı́mat jak a kde jsou data konkrétně uložena. Napřı́klad v přı́padě kořenů
kvadratických rovnic chceme mı́t k dispozici procedury jako „vytvoř řešenı́ “, „vrat’prvnı́ kořen z ře-
šenı́ “, „vrat’ druhý kořen z řešenı́ “, a dalšı́ procedury, které pracujı́ s kořeny. Z pohledu uživatelů
těchto procedur nás už ale nebude zajı́mat jakým způsobem a kde jsou hodnoty uloženy.

Kvůli odstı́něnı́ programu od konkrétnı́ datové reprezentace proto pro každá složená data vytvářı́me:
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konstruktory – procedury sloužı́cı́ k vytvářenı́ složených dat z jednoduššı́ch, s vytvořenými daty dále
pracujeme jako s jednotlivými elementy;

selektory – procedury umožňujı́ přistupovat k jednotlivým složkám složených dat.

4.2 Tečkové páry

Ve Scheme máme k dispozici elementy jazyka nazývané tečkové páry (též jen páry). Tečkový pár je vytvořen
spojenı́m dvou libovolných elementů do uspořádané dvojce. Prvky v páru pak nazýváme prvnı́ prvek
páru a druhý prvek páru. Pár je zkonstruován primitivnı́ procedurou cons, procedury pro přı́stup k jeho
jednotlivým prvkům jsou navázané na symboly car a cdr. Z pohledu terminologie v předchozı́ sekci je
cons konstruktor páru (vytvářı́ pár z jednoduchých dat) a car a cdr jsou selektory (umožňujı́ přistupovat
k prvkům párů). Viz následujı́cı́ upřesňujı́cı́ definici.

Definice 4.4. Procedura cons se použı́vá se dvěma argumenty

(cons 〈prvnı́ prvek〉 〈druhý prvek〉)
a vracı́ pár obsahujı́cı́ tyto dva argumenty 〈prvnı́ prvek〉 a 〈druhý prvek〉 jako svoje prvky.
Máme-li pár 〈pár〉, můžeme extrahovat tyto části pomocı́ primitivnı́ch procedur car a cdr. Procedury car

a cdr se použı́vajı́ s jednı́m argumentem

(car 〈pár〉),
(cdr 〈pár〉).

Procedura car jako výsledek své aplikace vracı́ prvnı́ prvek předaného páru. Procedura cdr jako výsle-
dek své aplikace vracı́ druhý prvek předaného páru. V přı́padě, že by car nebo cdr byly aplikovány
s elementem, který nenı́ pár, pak dojde k chybě „CHYBA: Argument předaný proceduře musı́ být pár“. �

Poznámka 4.5. Původ jmen cons, car a cdr: Jméno procedury cons znamená „construct“ (vytvoř). Jména
car a cdr pocházejı́ z původnı́ implementace LISPu na počı́tači IBM 704. Tento stroj měl adresovacı́ schéma,
které povolovalo odkazovat se na mı́sta v paměti nazvané „address“ a „decrement“. Zkratka „car“ znamená
„Contents of Address part of Register“ a zkratka „cdr“ (čteno „kudr“) znamená „Contents of Decrement
part of Register,“ pro detaily viz napřı́klad [SICP].

Přı́klad 4.6. Uvažujme, že na symboly par1 a par2 navážeme dva páry následujı́cı́m způsobem:

(define par1 (cons 1 2))

(define par2 (cons par1 3))

(a) Výraz (car par1) se vyhodnotı́ na čı́slo 1, protože na symbol par1 je navázán pár, který má prvnı́
prvek čı́slo 1 (a jeho druhým prvkem je čı́slo 2). Aplikacı́ procedury car dostaneme toto čı́slo.

(b) Výsledkem vyhodnocenı́ výrazu (cdr par2) bude čı́slo 3. Na symbol par2 je navázán pár, jehož druhý
prvek je čı́slo 3, které zı́skáme aplikacı́ procedury cdr. Výsledkem vyhodnocenı́ výrazu (car par2) bude
pár obsahujı́cı́ jako svůj prvnı́ prvek jedničku a jako druhý prvek dvojku. Z přı́kladu je myslı́m jasné, že
prvky párů mohou být obecně jakékoliv elementy, tedy i dalšı́ páry.

(c) Vyhodnocenı́ výrazu (car (car par2)) bude vypadat následovně: Jelikož je na symbol car navázána
procedura, vyhodnotı́me předaný argument – tedy seznam (car par2). Vyhodnocenı́m tohoto seznamu
dostaneme pár, který má prvnı́ prvek čı́slo 1 a druhý prvek je čı́slo 2 – vyhodnocenı́ tohoto podvýrazu bylo
již popsáno v bodě (b). Aplikacı́ procedury car na tento pár dostaneme čı́slo 1. Obdobně čı́slo 2 dostaneme
jako výsledek vyhodnocenı́ (cdr (car par2)).

(d) Při vyhodnocenı́ výrazu (cdr (cdr par2)) dostaneme chybu „CHYBA: Argument nenı́ pár“, protože
výsledek vyhodnocenı́ výrazu (cdr par2) je čı́slo 3, tedy druhá (vnějšı́) aplikace cdr selže, viz komentář
v definici 4.4.

Při složitějšı́ch strukturách párů se může stát, že sekvence volánı́ car a cdr budou dlouhé a nepřehledné,
proto jsou ve Scheme k disposici složeniny. Napřı́klad mı́sto (car (cdr p)) můžeme psát jen (cadr p).
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Ve Scheme jsou složeniny až do hloubky čtyři. Napřı́klad na symboly caaaar, cadadr a cddaar budou
ještě navázány složené selektory, ale na třeba na cddadar již ne. Složenin je tedy celkem 28.

Před tı́m než uvedeme dalšı́ přı́klad podotkněme, že složeniny bychom mohli vytvářet sami:

(define caar (lambda (p) (car (car p))))

(define cadr (lambda (p) (car (cdr p))))

(define cdar (lambda (p) (cdr (car p))))

(define cddr (lambda (p) (cdr (cdr p))))

(define caaar (lambda (p) (car (caar p))))
...

Přı́klad 4.7. Uvažujme pár, který navážeme na symbol par vyhodnocenı́m následujı́cı́ho výrazu:

(define par (cons (cons 10 (cons 20 30)) 40)).

(a) Výraz (caar par) se vyhodnotı́ na čı́slo deset. Jde o totéž jako bychom psali (car (car par)).

(b) Výraz (cdar par) se vyhodnotı́ na čı́slo 2.

(c) Vyhodnocenı́ výrazu (caaar par) skončı́ chybou „CHYBA: Argument nenı́ pár“.

(d) V předchozı́ch přı́kladech jsme vždy použı́vali selektory na páry, které jsme předtı́m navázali na
symboly pomocı́ speciálnı́ formy define. Samozřejmě, že define se samotnými páry nic společného nemá
a selektory bychom mohli použı́t přı́mo na páry vytvořené konstruktorem cons bez prováděnı́ jakýchkoliv
vazeb, napřı́klad:

(caar (cons (cons 10 20) (cons 30 40))) Z=⇒ 10

(cdar (cons (cons 10 20) (cons 30 40))) Z=⇒ 20

(cadr (cons (cons 10 20) (cons 30 40))) Z=⇒ 30

(cddr (cons (cons 10 20) (cons 30 40))) Z=⇒ 40

Než si ukážeme několik přı́kladů na použitı́ tečkových párů, popı́šeme, jak vypadá externı́ reprezentace
tečkových párů, a také si ukážeme, jak se páry znázorňujı́ graficky, pomocı́ tak zvané boxové notace.

Externı́ reprezentace páru majı́cı́ho prvnı́ prvek 〈A〉 a druhý prvek 〈B〉 je následujı́cı́: (〈A〉. 〈B〉). Z této notace
pro externı́ reprezentaci tečkových párů je asi jasné, proč se o nich řı́ká, že jsou „tečkové“. Viz přı́klad:

(cons 1 2)) Z=⇒ (1 . 2)

V přı́padě, že druhý prvek páru je zase pár, se použı́vá zkrácený zápis. V tomto zkráceném zápisu se vyne-
chávajı́ závorky náležejı́cı́ tomu vnitřnı́mu páru a tečka náležejı́cı́ vnějšı́mu. Třeba pár (〈A〉.(〈B〉. 〈C〉))
můžeme zkráceně zapsat jako pár (〈A〉 〈B〉. 〈C〉).

Přı́klad 4.8. V tomto přı́kladu vidı́me externı́ reprezentace párů:

(cons 10 20) Z=⇒ (10 . 20)

(cons (cons 10 20) 30) Z=⇒ ((10 . 20) . 30)

(cons 10 (cons 20 30)) Z=⇒ (10 . (20 . 30)) = (10 20 . 30)

(cons (cons 10 (cons 20 30)) 40) Z=⇒ ((10 . (20 . 30)) . 40) = ((10 20 . 30) . 40)

(cons 10 (cons (cons 20 30) 40)) Z=⇒ (10 . ((20 . 30) . 40)) = (10 (20 . 30) . 40)

(cons (cons 10 20) (cons 30 40)) Z=⇒ ((10 . 20) . (30 . 40)) = ((10 . 20) 30 . 40)

Naopak následujı́cı́ výrazy nejsou externı́ reprezentace tečkových párů:

(10 . ), ( . 20), (10 . 20 . 30) a (10 . 20 30).

Nynı́ si ukážeme grafické znázorněnı́ tečkových párů – boxovou notaci. Pár je zobrazen jako obdélnı́ček (box)
rozdělený na dvě části. Do levé části boxu se zakresluje prvnı́ prvek páru a do pravé druhý prvek páru.
Tedy pár (〈A〉. 〈B〉) vypadá v boxové notaci tak, jak je znázorněno na obrázku 4.1.
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Obrázek 4.1. Boxová notace tečkového páru.

〈A〉 〈B〉

Obrázek 4.2. Tečkové páry z přı́kladu 4.8 v boxové notaci

(10 . 20)

10 20

((10 . 20) . 30)

10 20 30

((10 20 . 30) . 40)

10 20 30 40

(10 (20 . 30) . 40)

10 20 30 40

((10 . 20) 30 . 40)

10 20 30 40
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Přı́klad 4.9. Tečkové páry z přı́kladu 4.8 v boxové notaci najdeme na obrázku 4.2.

Přı́klad 4.10. Přirozeně nemusı́me konstruovat páry jen z čı́sel a párů, jako v doposud uvedených přı́kla-
dech. Můžeme vytvářet páry z jakýchkoli elementů:

(cons + -) Z=⇒ („procedura sčı́tánı́“ . „procedura odčı́tánı́“)
(cons and not) Z=⇒ („speciálnı́ forma and“ . „procedura negace“)
(cons (if #f #f) #t) Z=⇒ („nedefinovaná hodnota“ . #f)

Páry jsou elementy prvnı́ho řádu. Pokud se vrátı́me k definici 2.17 na straně 55, pak můžeme jasně vidět,
že páry je možno pojmenovat, předávat jako argumenty procedurám, vracet jako výsledky aplikace
procedur a mohou být obsaženy v hierarchických datových strukturách (páry mohou být opět obsaženy
v jiných párech).

Poslednı́, co zbývá k tečkovým párům řı́ct, je to, jak vlastně páry zapadajı́ do Read a Eval částı́ REPL
cyklu. Existenci párů jsme v lekci 1 při definici symbolických výrazů zatajili. Ve skutečnosti i externı́
reprezentace řady tečkových párů je čitelná readerem 4. V tuto chvı́li můžeme obohatit množinu přı́pustných
symbolických výrazů jazyka Scheme o speciálnı́ výrazy, které se shodujı́ s externı́ reprezentacı́ některých
tečkových párů. Rozšı́řı́me definici 1.6 ze strany 19 o následujı́cı́ nový bod:

• Jsou-li e, f, e1, e2, . . . , en symbolické výrazy (n ≥ 0), pak

(e e1 e2 · · · en . f)

je symbolický výraz. Pokud je n = 0, symbolický výraz (e . f) nazveme pár.

Ted’ nám ale docházı́ k nepřı́jemné dvojznačnosti: S-výraz (e. f) ted’ můžeme považovat za třı́prvkový
seznam obsahujı́cı́ výraz e, symbol „.“ a výraz f , a také za tečkový pár obsahujı́cı́ výrazy e a f . Aby k této
dvojznačnosti nedocházelo, je potřeba zpřı́snit definici symbolu o následujı́cı́ rys: Samostatný znak „.“ nenı́
symbol. S-výraz (e. f) tak může být jedině pár.

Dalšı́ nejednoznačnost je v terminologii. Musı́me si ujasnit, že i když nazýváme symbolický výraz pár i element
pár shodně, to jest „pár“, jedná se o dvě různé věci. Pár jako symbolický výraz určuje jak může vypadat
část programu (je to syntaktický pojem), kdežto pár jako element reprezentuje konkrétnı́ hodnoty, se
kterými pracuje interpret při vyhodnocovánı́, jedná se tedy o sémantický pojem těsně spjatý s (abstraktnı́m)
interpretem jazyka Scheme.

Řekli jsme si tedy, že páry jsou čitelné readerem. Co jsme ale ještě neřekli je, jak se vyhodnocujı́. Podle toho,
jak jsme nadefinovali Eval v definici 1.21 na straně 26, by se měl pár podle bodu (D) vyhodnotit sám na
sebe. Podotkněme nynı́, že z praktického hlediska se interprety jazyka Scheme dávajı́ na vyhodnocovánı́
párů jinak. Zatı́m vyhodnocovánı́ párů ponecháme stranou a popı́šeme je až v dalšı́ sekci.

Na konci této sekce uvádı́me několik zajı́mavých přı́kladů:

Přı́klad 4.11. V následujı́cı́m kódu vytvářı́me páry, které potom navazujeme na symboly. Nejprve na
symbol a navážeme jeden pár a pomocı́ něj potom vytvořı́me druhý pár a navážeme jej na symbol b. Pokud
provedeme změnu vazby symbolu a, pár navázaný na symbolu b se (pochopitelně) nezměnı́:

(define a (cons 10 20))

(define b (cons (car a) 30))

b Z=⇒ (10 . 30)

(define a (cons 5 -5))

b Z=⇒ (10 . 30)

To vyplývá ze sémantiky speciálnı́ formy define, viz definici 1.26 na straně 1.26 a z faktu, že cons je
procedura. Při vyhodnocenı́ výrazu (cons (car a) 30) je aplikována procedura cons na vyhodnocenı́
výrazů (car a) a 30 – to jest na čı́sla 10 a 30. Výsledkem aplikace procedury cons je pak pár (10 . 30),
a je navázán na symbol b. Předefinovánı́m hodnoty navázané na symbol a pomocı́ define se pak pár
navázaný na symbol b nezměnı́.

4Někdy tomu tak ovšem být nemusı́, vezměme si třeba tečkové páry z přı́kladu 4.10. Jejich externı́ reprezentace bude pro reader
nečitelná, protože páry obsahujı́ elementy s nečitelnou reprezentacı́ (procedury, speciálnı́ formy a nedefinovanou hodnotu).
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Přı́klad 4.12. Nadefinujeme proceduru, která vracı́ pár, jehož prvnı́m prvkem je právě tato procedura:

(define a (lambda () (cons a #f)))

(a) Z=⇒ („procedura“ . #f)

(car (a)) Z=⇒ „procedura“
((car (a))) Z=⇒ („procedura“ . #f)

(car ((car (a)))) Z=⇒ „procedura“
...

Přı́klad 4.13. V lekci 2 jsme v přı́klady 2.11 na straně 68 definovali proceduru vyššı́ho řádu extrem na
vytvářenı́ procedur hledánı́ extrémnı́ hodnoty ze dvou argumentů vzhledem k nějakému uspořádánı́ (viz
program 2.11). Nynı́ můžeme vytvořit proceduru která vytvářı́ dvě procedury současně – jednu na nalezenı́
jednoho extrému a druhou na nalezenı́ opačného extrému – a vracı́ je v páru:

(define extrem-pair

(lambda (p?)

(cons (extrem p?)

(extrem (lambda (a b) (not (p? a b)))))))

Aplikacı́ procedury extrem jednou na výchozı́ predikát a jednou na predikát vytvořený z výchozı́ho pomocı́
negace podmı́nky dané tı́mto predikátem, jsme tedy dostali dvě procedury, ze kterých jsme pomocı́ cons
vytvořili tečkový pár. Procedury min a max pomocı́ procedury extrem-pair můžeme definovat třeba takto:

(define extrems (extrem-pair <))

(define min (car extrems))

(define max (cdr extrems))

Poznámka 4.14. Vrátı́me-li se nynı́ k motivačnı́mu přı́kladu s řešenı́m kvadratické rovnice ze začátku této
sekce, pak snadno nahlédneme, že bychom mohli chybějı́cı́ tělo v proceduře koreny doplnit výrazem (cons

koren-1 koren-2). To by byl úplně nejjednoduššı́ způsob, jak vrátit „dvě hodnoty současně.“ Z hlediska
čistoty programu by již toto řešenı́ bylo diskutabilnı́, jak uvidı́me v dalšı́ sekci.

4.3 Abstrakčnı́ bariéry založené na datech

V předchozı́ lekci jsme mimo jiné mluvili o vrstvách programu a o abstrakčnı́ch bariérách založených na
procedurách. Abstrakčnı́ bariéry založené na datech jsou obecnějšı́ než abstrakčnı́ bariéry pomocı́ procedur,
protože pro nás jsou procedury data (lze s nimi zacházet jako s daty). Procedury hrajı́ ale i při datové
abstrakci důležitou roli a tou je odstı́něnı́ fyzické reprezentace dat od jejich uživatele.

Při vytvářenı́ abstrakčnı́ch bariér v programech bychom se tedy měli soustředit jako na procedury tak na
data. Jednostranné zaměřenı́ na to či ono skoro nikdy nepřinese nic dobrého. Účelem datové abstrakce je
oddělit data na nižšı́ úrovni od abstraktnějšı́ch dat a mı́t pro ně vytvořené separátnı́ konstruktory a selektory
(pomocı́ nichž je abstrakčnı́ bariéra de facto vytvořena).

Opět zdůrazněme, že při vývoji programu je (i z pohledu dat) vhodné použı́vat styl bottom-up, tedy pracovat
a přemýšlet nad programem jako nad postupným obohacovánı́m jazyka. V přı́padě datové abstrakce jde
o rozšiřovánı́ jazyka o nové datové typy. Pro ilustraci si uved’me následujı́cı́ přı́klad.

Přı́klad 4.15. Jako přı́klad použitı́ abstraktnı́ch bariér uvádı́me program 4.1 na výpočet kořenů kvadratické
rovnice. Tento krátký program je rozdělen do třı́ vrstev, které jsou znázorněny na obrázku 4.3. Nejnižšı́
vrstvu tvořı́ vrstva jazyka Scheme a konkrétnı́ implementace tečkových párů. To jak tato implementace
vypadá nás ve vyššı́ch vrstvách nezajı́má, pro nás jsou důležité konstruktory a selektory párů, které nám
tato vrstva nabı́zı́. Hned nad touto nejnižšı́ vrstvou je vrstva implementace dvojice kořenů. Dvojici kořenů
implementujeme pomocı́ tečkových párů, to pro nás ale v dalšı́ch vrstvách nenı́ důležité. Co je důležité jsou
procedury vrat-koreny, prvni-koren a druhy-koren sloužı́cı́ jako konstruktor a selektory pro dvojici
kořenů. Dále již pracujeme jen s nimi. Všimněte si, že v procedurách najdi-koreny a dvojnasobny?

neuvažujeme dvojice kořenů jako páry.
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Napřı́klad definici procedury najdi-koreny by bylo chybou namı́sto

(vrat-koreny · · ·
napsat

(cons · · · ,
protože by tı́m došlo k porušenı́ pomyslné abstrakčnı́ bariéry. Na symboly vrat-koreny a cons je sice
navázaná stejná procedura, ale při změně vrstvy „práce s kořeny“ (viz obrázek 4.3) bychom museli měnit
i vyššı́ vrstvu. Třeba hned v úvodu dalšı́ sekce ukážeme, jak bychom mohli zacházet s kořeny, kdybychom
neměli k dispozici tečkové páry. Obdobným způsobem bychom mohli napsat i proceduru vrat-koreny.

Program 4.1. Přı́klad abstrakčnı́ bariéry: výpočet kořenů kvadratické rovnice.

(define vrat-koreny cons)

(define prvni-koren car)

(define druhy-koren cdr)

(define najdi-koreny

(lambda (a b c)

(let ((diskr (- (* b b) (* 4 a c))))

(vrat-koreny (/ (- (- b) (sqrt diskr)) 2 a)

(/ (+ (- b) (sqrt diskr)) 2 a)))))

(define dvojnasobny?

(lambda (koreny)

(= (prvni-koren koreny)

(druhy-koren koreny))))

Obrázek 4.3. Schéma abstrakčnı́ch bariér

Pro každá data, která se v programu vyskytujı́, bychom měli vytvořit sadu nezávislých konstruktorů
a selektorů. To vede ke snadné údržbě kódu a k snadným přı́padným změnám implementace. Vždy je
potřeba najı́t vhodné ekvilibrium mezi množstvı́m abstrakčnı́ch bariér a efektivitou programu (optima-
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lizacı́ programu týkajı́cı́ se jeho rychlosti, spotřeby systémových zdrojů a podobně). Tyto dvě kvality
programu jdou leckdy proti sobě.

4.4 Implementace tečkových párů pomocı́ procedur vyššı́ch řádů

V této sekci se budeme zabývat tı́m, zda-li je nutné k vytvořenı́ elementů zapouzdřujı́cı́ dvojice hodnot
uvažovat nové elementy jazyka (tečkové páry) tak, jak jsme to dělali doposud, nebo jestli nenı́ možné
je modelovat s tı́m, co už máme v jazyku Scheme k dispozici. V této sekci ukážeme, že páry lze plně
implementovat pouze s využitı́m procedur vyššı́ch řádů a lexikálnı́ho rozsahu platnosti.

Nejdřı́ve problematiku demonstrujeme na přı́kladu 4.1 s kořeny kvadratické rovnice z úvodu lekce. Poté
tuto myšlenku zobecnı́me tak, že pomocı́ procedur vyššı́ch řádů naimplementujeme vlastnı́ tečkové páry.

Zopakujme, že chceme vytvořit proceduru, která by pro kvadratickou rovnici

ax2 + bx+ c = 0

zadanou jejı́mi koeficienty a, b a c spočı́tala jejı́ dva kořeny a předpokládejme při tom, že nemáme k dispozici
cons, car a cdr o kterých jsme doposud hovořili. Kód z přı́kladu 4.1 doplnı́me tak, jak je to ukázáno
v programu 4.2. Do těla let*-bloku (které v kódu z úvodu lekce chybělo) jsme dali výraz:

Program 4.2. Implementace procedury koreny pomocı́ procedur vyššı́ch řádů.

(define koreny

(lambda (a b c)

(let* ((diskr (- (* b b) (* 4 a c)))

(koren1 (/ (+ (- b) (sqrt diskr)) (* 2 a)))

(koren2 (/ (- (- b) (sqrt diskr)) (* 2 a))))

(lambda (prvni-nebo-druhy)

(if prvni-nebo-druhy koren1 koren2)))))

(lambda (prvni-nebo-druhy)

(if prvni-nebo-druhy

koren1

koren2))

Ten je při aplikaci procedury koreny vyhodnocen v poslednı́m prostředı́ P3 (viz obrázek 4.4) vytvořeném
vyhodnocenı́m let*-bloku. Tedy v prostředı́, ve kterém jsou známy vazby na symboly koren1 a koren2.
V tomto prostředı́ P3 nám tedy vzniká procedura, která na základě pravdivostnı́ hodnoty, na kterou je
aplikovaná, vracı́ bud’to element navázaný na symbol koren1 nebo na koren2.

Obrázek 4.4. Vznik prostředı́ při aplikaci procedury z přı́kladu 4.2

(koreny 1 -2 2) Z=⇒ procedura

(define oba-koreny (koreny 1 -2 2))
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(oba-koreny #t) Z=⇒ 1+i

(oba-koreny #f) Z=⇒ 1-i

Při aplikaci procedury navázané na symbol oba-koreny s různými pravdivostnı́mi hodnotami jako ar-
gumenty tedy dostáváme jednotlivé kořeny. Je tomu skutečně tak, protože v prostředı́ vzniku procedury
jsou symboly koren1 a koren2 navázané na hodnoty vypočtené již při aplikaci procedury koreny. Podle
toho také můžeme vytvořit selektory prvni-koren a druhy-koren. Ty budou proceduru zapouzdřujı́cı́
oba kořeny aplikovat na pravdivostnı́ hodnoty, podle toho, který z nich chceme:

(define prvni-koren (lambda (oba) (oba #t)))

(define druhy-koren (lambda (oba) (oba #f)))

(prvni-koren oba-koreny) Z=⇒ 1+i

(druhy-koren oba-koreny) Z=⇒ 1-i

Nynı́ z tohoto přı́kladu vytáhneme základnı́ myšlenku – možnost uchovat vazby dvou symbolů v prostředı́,
které mohou reprezentovat „dvě hodnoty pohromadě“, a možnost přı́stupu k těmto prvkům pomocı́ pro-
cedur vyššı́ch řádů. Ukážeme tedy, jak naimplementovat tečkové páry pouze s využitı́m procedur vyššı́ch
řádů a s využitı́m vlastnostı́ lexikálnı́ho rozsahu platnosti. Bez něj by dále uvedené úvahy o implementaci
párů neměly význam (při použitı́ dynamického rozsahu platnosti bychom velmi brzy narazili na fatálnı́
problémy). Naše implementace nám zároveň dá odpověd’ na fundamentálnı́ otázku, zda jsou páry defino-
vatelné pomocı́ procedur vyššı́ch řádů (odpověd’ bude kladná).

Pár v našı́ reimplementaci tedy bude procedura, která pro různé argumenty vracı́ různé prvky páru. Nově
vytvářený cons bude procedurou vyššı́ho řádu, která bude náš pár vytvářet. Podı́vejme se na následujı́cı́
implementaci procedury cons:

(define cons

(lambda (x y)

(lambda (k)

(if k x y))))

Při jejı́ aplikaci bude vytvořeno prostředı́ P , ve kterém budou existovat vazby na symboly x a y. Toto
prostředı́ pak bude prostředı́m vzniku procedury 〈(k), (if k x y), P〉. Výsledkem aplikace procedury
cons tedy bude procedura, která v závislosti na jejı́m jednom argumentu k bude vracet bud’to hodnotu
navázanou na symbol x nebo y. Přitom x a y nejsou mezi formálnı́mi argumenty vrácené procedury, ta
má pouze formálnı́ argument k. To jest vazby symbolů x a y se budou při vyhodnocovánı́ těla vrácené
procedury hledat v nadřazeném prostředı́ a to je právě prostředı́ jejı́ho vzniku, tedy P . Při aplikaci této
procedury s různými pravdivostnı́mi hodnotami dostáváme jednotlivé složky páru.

((cons 1 2) #t) Z=⇒ 1

((cons 1 2) #f) Z=⇒ 2

Selektory car a cdr zavolajı́ takto vzniklou proceduru s různým argumentem. Jde vlastně o totéž jako
v programu 4.4. Přehledně je to znázorněno na obrázku 4.5.

(define car (lambda (p) (p #t)))

(define cdr (lambda (p) (p #f)))

(define p (cons 2 3))

p Z=⇒ „procedura“

(car p) Z=⇒ 2

(cdr p) Z=⇒ 3

Můžeme udělat ještě jinou reimplementaci, která je z hlediska funkcionálnı́ho programovanı́ čistějšı́. Prove-
deme vlastně totéž, ale s použitı́m procedur projekce. Z lekce 2 známe procedury projekce, vracejı́cı́ jeden z jejich
argumentů. Pomocı́ těchto procedur můžeme jednoduše implementovat konstruktor a selektory párů, viz
program 4.3. Výsledkem aplikace procedury cons bude procedura, v jejı́mž prostředı́ vzniku budou na
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Obrázek 4.5. Prostředı́ vznikajı́cı́ při použitı́ vlastnı́ implementace párů

Program 4.3. Implementace tečkových párů pomocı́ procedur vyššı́ch řádů.

(define cons

(lambda (x y)

(lambda (proj)

(proj x y))))

(define 1-z-2 (lambda (x y) x))

(define 2-z-2 (lambda (x y) y))

(define car (lambda (p) (p 1-z-2)))

(define cdr (lambda (p) (p 2-z-2)))

symboly x a y navázané argumenty se kterými byla cons aplikována což jsou, stejně jako v předchozı́m
přı́padě, elementy z nichž chceme „vytvořit pár“. Tato procedura nebude brát jako argument pravdivostı́
hodnotu, nýbrž projekci. Selektory car a cdr pak opětně ve svém těle volajı́ tuto proceduru s různými
projekcemi.

Opět se můžeme vrátit k abstrakčnı́m bariérám založeným na datech. V předchozı́ podkapitole jsme
uvedli, že bariéry založené na datové abstrakci jsou de facto obecnějšı́ než bariéry založené na procedu-
rálnı́ abstrakci. Když si nynı́ uvědomı́me, že hierarchická data lze plně vyjádřit pouze pomocı́ procedur
vyššı́ch řádů, ihned dostaneme, že bariéry založené na datové abstrakci jsou „stejně silné“ jako bariéry
založené na procedurálnı́ abstrakci. Podotkněme, že toto pozorovánı́ vlastně řı́ká, že nemá přı́liš smysl
odlišovat od sebe procedurálnı́ a datovou abstrakci – můžeme se bez újmy bavit pouze o jediné abs-
trakci (datové=procedurálnı́). V drtivé většině programovacı́ch jazyků si však takový „luxus“ dovolit
nemůžeme, protože v nich nelze s programy (respektive s procedurami) zacházet jako s daty ani tak
nelze činit obráceně. Právě popsaný pohled na datovou a procedurálnı́ abstrakci je silným rysem řady
funkcionálnı́ch jazyků, předevšı́m pak dialektů LISPu k nimž patřı́ i jazyk Scheme.

4.5 Symbolická data a kvotovánı́

Doposud jsme všechna složená data, která jsme použı́vali, konstruovali až na výjimky pomocı́ párů z čı́sel.
Na čı́sla se lze dı́vat jako na primitivnı́, nedělitelná neboli nehierarchická data. V této sekci rozšı́řı́me vyjadřo-
vacı́ sı́lu našeho jazyka uvedenı́m možnosti pracovat s libovolnými symboly jako s daty. Nejprve řekněme,
k čemu by nám to mohlo být dobré. Symboly sloužı́ při programovánı́ jako „jména“ a v programech je
leckdy potřeba pracovat se jmény jako s daty. Pomocı́ symboly můžeme napřı́klad označovat některé části
hierarchických datových struktur (uvidı́me v dalšı́ch lekcı́ch) nebo mohou sloužit přı́mo jako zpracovávaná
data. Napřı́klad symboly Praha, New-York, Prostejov a dalšı́ můžeme chápat jako „jména měst“, symboly
red, green, blue, . . . můžeme v programech chápat jako symbolická označenı́ barev a tak dále.
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Se symboy můžeme pracovat jako s daty dı́ky speciálnı́ formě quote, která zabraňuje vyhodnocovánı́ svého
(jediného) argumentu.

Definice 4.16 (speciálnı́ forma quote). Speciálnı́ forma quote se použı́vá s jednı́m argumentem

(quote 〈arg〉).

Výsledkem aplikace této speciálnı́ formy je pak 〈arg〉. Jinými slovy, speciálnı́ forma quote vracı́ svůj argu-
ment v nevyhodnocené podobě. Přesněji, označı́me-li Q speciálnı́ formu navázanou na quote, pak

Apply(Q, 〈arg〉) := 〈arg〉. �

Zde máme přı́klady aplikace speciálnı́ formy quote.

(quote 10) Z=⇒ 10

(quote blah) Z=⇒ blah

(quote (a . b)) Z=⇒ (a . b)

Poznámka 4.17. (a) Je naprosto zřejmé, že na symbol quote musı́ být navázána speciálnı́ forma. Kdyby to
byla procedura, muselo by dojı́t k vyhodnocenı́ jejı́ho argumentu, jak vyplývá z definice 1.21.

(b) Všimněte si, že je zbytečné kvotovat čı́sla. Stejně tak je zbytečné kvotovat jakýkoli jiný element, který
se vyhodnocuje sám na sebe. V takovém přı́padě se totiž vyhodnocený element rovná nevyhodnocenému.
Konkrétně třeba výraz (quote 10) se vyhodnotı́ na čı́slo 10, ale čı́slo 10 se vyhodnotı́ samo na sebe – tedy
na čı́slo 10.

(c) Slovo „quote“ znamená v angličtině „uvozovka“. Použitı́ kvotovánı́ je analogické s použitı́m uvozovek
v přirozeném jazyce. Porovnejte napřı́klad věty: (i) Zobraz x; a (ii) Zobraz „x“.

Pro zkrácenı́ zápisu je ve Scheme možné namı́sto (quote 〈arg〉) psát jen '〈arg〉. Tedy můžeme psát:

'blah Z=⇒ blah

'10 Z=⇒ 10

'(a . b) Z=⇒ (a . b)

Poznámka 4.18. Apostrof ' je takzvaný syntaktický cukr pro quote a neměli bychom jej chápat ani jako
samostatný symbol ani jako rozšı́řenı́ syntaxe jazyka Scheme5. Z našeho pohledu je to v podstatě jen
metasyntaktická značka (je „nad“ syntaxı́ jazyka Scheme), kterou zkracujeme delšı́ výraz. Syntaktický cukr je
terminus technicus užı́vajı́cı́ se pro rozšı́řenı́ zápisu programu, které jej dělajı́ snadnějšı́ („sladšı́“) pro použitı́
člověkem. Syntaktický cukr dává člověku alternativnı́ způsob psanı́ kódu, který je praktičtějšı́ tı́m, že je
stručnějšı́ nebo tı́m, že je podobný nějaké známé notaci. V přı́padě jednoduché uvozovky ve Scheme vlastně
jde o obojı́. Zápis je stručnějšı́ a podobný použitı́ uvozovek v přirozeném jazyce.

Pozor! Je opět nutné rozlišovat symbol samotný a element navázaný na symbol. Jde o dvě zcela odlišné věci,
jak již dobře vı́me z předchozı́ch lekcı́. Nynı́ se tento kontrast ale zvětšuje, protože symboly jsou pro nás
nejen jedny ze symbolických výrazů, ale dı́ky quote již může pracovat se symboly jako s elementy jazyka.
Napřı́klad v následujı́cı́m kódu navážeme na symbol plus různé elementy – jednou proceduru navázanou
na symbol +:

(define plus +)

(plus 1 2) Z=⇒ 3

plus Z=⇒ „procedura sčı́tánı́ čı́sel“

a podruhé, s použitı́m kvotovánı́, symbol +:

(define plus '+)

(plus 1 2) Z=⇒ „CHYBA: + nenı́ procedura ani speciálnı́ forma.“
plus Z=⇒ +

5Při konstrukci konkrétnı́ho interpretu jazyka Scheme je však potřeba tento symbol načı́tat a brát jej v potaz. Reader musı́
být uzpůsoben k tomu, aby mohl zkrácené výrazy nahrazovat seznamy s quote. Takže někdo by v tuto chvı́li mohl namı́tat, že
apostrof je součástı́ syntaxe jazyka Scheme. U konkrétnı́ch interpretů tomu tak je. Z pohledu abstraktnı́ho interpretu Scheme však
budeme apostrof uvažovat „mimo jazyk“ a tı́m pádem nebudeme muset opět rozšiřovat definici symbolických výrazů.
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Přı́klad 4.19. Pomocı́ define můžeme zavést symboly, které se vyhodnocujı́ na sebe sama:

(define blah 'blah)

blah Z=⇒ blah

4.6 Implementace racionálnı́ aritmetiky

V této sekci naimplementujeme vlastnı́ racionálnı́ aritmetiku. Jedná se o komplexnı́ přı́klad demonstrujı́cı́
práci s páry, datovou abstrakcı́ a abstrakčnı́mi bariérami.

Nejprve vytvořı́me konstruktor make-r a selektory numer a denom. Prvnı́ verze konstruktoru bude vypadat
jednoduše – prostě ze dvou argumentů představujı́cı́ch jmenovatele a čitatele vytvořı́me tečkový pár.

(define make-r (lambda (x y) (cons x y)))

Podle toho pak také budou vypadat selektory: numer bude vracet prvnı́ prvek tohoto páru a denom jeho
druhý prvek.

(define numer (lambda (x) (car x)))

(define denom (lambda (x) (cdr x)))

Nynı́ naimplementujeme procedury pro základnı́ aritmetické operace s racionálnı́mi čı́sly: procedury r+

a r- pro sčı́tánı́ a odčı́tánı́. Dalšı́ procedury r* a r/ budou součástı́ úkolů na konci lekce. Procedury jsou
přı́mým přepisem předpisu

a

b
± c

d
=

ad± bc

bd
Všimněte si, že v kódu už nebudeme použı́vat procedury cons, car a cdr, protože se nacházı́me za
abstrakčnı́ bariérou a nepracujeme již s páry (s konkrétnı́ reprezentacı́), ale s racionálnı́mi čı́sly (s abstrakcı́).

(define r+

(lambda (x y)

(make-r (+ (* (numer x) (denom y))

(* (denom x) (numer y)))

(* (denom x) (denom y)))))

(define r-

(lambda (x y)

(make-r (- (* (numer x) (denom y))

(* (denom x) (numer y)))

(* (denom x) (denom y)))))

Též můžeme naimplementovat celou řadu predikátů. Protože by se jejich kódy téměr nelišily, vytvořı́me je
pomocı́ procedury vyššı́ho řádu:

(define make-rac-pred

(lambda (p?)

(lambda (a b)

(p? (* (numer a) (denom b))

(* (numer b) (denom a))))))

Touto procedurou vytvořı́me vlastnı́ predikáty na porovnávánı́ racionálnı́ch čı́sel:

(define r< (make-rac-pred <))

(define r> (make-rac-pred >))

(define r= (make-rac-pred =))

(define r<= (make-rac-pred <=))

(define r>= (make-rac-pred >=))
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(r< (make-r 1 2) (make-r 2 3)) Z=⇒ #t

(r> (make-r 1 2) (make-r 2 3)) Z=⇒ #f

Dále naprogramujeme procedury r-max a r-min jako analogie procedur max a min z lekce 2. Můžeme
k tomu směle využı́t proceduru vyššı́ho řádu extrem. Tuto proceduru jsme definovali v programu 2.11 na
straně 68.

(define r-max (extrem r>))

(define r-min (extrem r<))

Máme tedy procedury na výběr většı́ho či menšı́ho racionálnı́ho čı́sla:

(r-max (make-r 1 2) (make-r 2 3)) Z=⇒ (2 . 3)

(r-min (make-r 1 2) (make-r 2 3)) Z=⇒ (1 . 2)

Nynı́ uděláme změnu v konstruktoru racionálnı́ho čı́sla, tak, aby zlomek při vytvářenı́ automaticky krátil.
Tedy čitatele i jmenovatele vydělı́ jejich největšı́m společným jmenovatelem. Zbytek kódu (ostatnı́ pro-
cedury) se nezměnı́.

(define make-r

(lambda (x y)

(let ((g (gcd x y)))

(cons (/ x g) (/ y g)))))

Ted’provedeme reimplementaci cons, car a cdr tak, jak je to v programu 4.3. Dále pro vypisovánı́ doděláme
proceduru r->number. To proto, že po reimpelemtaci budou racionálnı́ čı́sla procedury, jejichž externı́
reprezentace nám neprozradı́ jejich složenı́.

(define r->number

(lambda (x)

(/ (numer x) (denom x))))

Všimněte si, že zbytek programu bude fungovat, aniž bychom jej museli měnit. Modifikovali jsme nejspod-
nějšı́ vrstvu programu (viz obrázek 4.6) bez nutnosti měnit vrstvy, které jsou nad nı́. Ve vyššı́ch vrstvách je
změna neznatelná. Napřı́klad procedury r-max a r-min budou pracovat bez jakékoli změny:

(r->number (r-max (make-r 1 2) (make-r 2 3))) Z=⇒ 2/3

(r->number (r-min (make-r 1 2) (make-r 2 3))) Z=⇒ 1/2

Obrázek 4.6. Vrstvy v implementaci racionálnı́ aritmetiky
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A ted’ ještě jednou změnı́me procedury navázané na symboly cons, car a cdr. Tentokrát tak, že zaměnı́me
pořadı́ prvků v páru. Takže napřı́klad výraz (cons 1 2) se nevyhodnotı́ na pár (1 . 2), ale na pár
(2 . 1). Tedy opět změnı́me nejspodnějšı́ vrstvu programu.

(define kons cons)

(define kar car)

(define kdr cdr)

(define cons (lambda (x y) (kons y x)))

(define car (lambda (p) (kdr p)))

(define cdr (lambda (p) (kar p)))

Dı́ky dodržovánı́ abstrakčnı́ch bariér se však tato změna neprojevı́ ve vyššı́ch vrstvách:

(r->number (r-max (make-r 1 2) (make-r 2 3))) Z=⇒ 2/3

(r->number (r-min (make-r 1 2) (make-r 2 3))) Z=⇒ 1/2

Shrnutı́

V této lekci jsme se zabývali vytvářenı́m abstrakcı́ pomocı́ dat. Představili jsme si tečkové páry, pomocı́
nichž vytvářı́me hierarchické datové struktury. Rozšı́řili jsme symbolické výrazy o tečkové páry a doplnili
Eval. Ukázali jsme rovněž, že tečkové páry bychom mohli plně definovat pouze pomocı́ procedur vyššı́ch
řádů. Dále jsme se zabývali kvotovánı́m a jeho zkrácenou notacı́, jenž nám umožnı́ chápat symboly jako
data. Jako přı́klad datové abstrakce jsme uvedli implementaci racionálnı́ aritmetiky.

Pojmy k zapamatovánı́

• datová abstrakce
• konstruktor
• kvotovánı́
• selektor
• symbolická data
• tečkové páry
• syntaktický cukr
• konkrétnı́ datová reprezentace

Nově představené prvky jazyka Scheme

• procedury cons, car, cdr
• speciálnı́ forma quote

Kontrolnı́ otázky

1. Co je datová abstrakce?
2. Co jsou páry?
3. Jak vypadá externı́ reprezentace párů?
4. Co je boxová notace?
5. Jak jsme změnili definici S-výrazu?
6. Co je to kvotovánı́?
7. Jaká je zkrácená notace kvotovánı́?
8. Je možné naimplementovat páry pomocı́ procedur vyššı́ch řádů? Jak?
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Cvičenı́

1. Napište bez použitı́ interpretru vyhodnocenı́ následujı́cı́ch výrazů:
cons Z=⇒
(cons 1 2) Z=⇒
(cons car cdr) Z=⇒
(cdr (cons cdr cdr)) Z=⇒
'cons Z=⇒

(cons '(cons . cons) car) Z=⇒
(cons lambda 'x) Z=⇒
('+ 1 2 3 4) Z=⇒
'10 Z=⇒
'(20 . 40) Z=⇒

(caar (cons (cons 1 2) 3)) Z=⇒
(cadr '((1 . 2) . 4)) Z=⇒
(car 'cons) Z=⇒
(cdr 1 2) Z=⇒
(define 'a 10) Z=⇒

(if 'symbol 10 20) Z=⇒
((car (cons and or))) Z=⇒

2. Mějme hierarchická data znázorněná v boxové notaci na obrázku 2. Napište výrazy, jejichž vyhodno-
cenı́m vzniknou.

Obrázek 4.7. Boxová notace tečkových párů – zadánı́ ke cvičenı́

X #f 7 23

0 + X 17 blah 13

303 111 X #t 19

6 X 100 13 #t

3. Napište páry z obrázku 2 v tečkové notaci.
4. Napište sekvenci procedur car a cdr (respektive složeniny), kterými se v hierarchických strukturách

z obrázku 2 dostaneme k prvku X.
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5. Napište proceduru map-pair, která bere jako argumenty proceduru o jednom argumentu 〈proc〉 a pár
〈pár〉 a vracı́ pár výsledků aplikacı́ procedury 〈proc〉 na prvky páru 〈pár〉. Přı́klady aplikace:
(map-pair - '(1 . 2)) Z=⇒ (-1 . -2)

(map-pair (lambda (op) (op 3)) (cons + -)) Z=⇒ (3 . -3)

6. Upravte konstruktor racionálnı́ch čı́sel tak, aby jmenovatel byl vždy přirozené čı́slo. Napřı́klad:
(define r (make-r 3 -4))

(numer r) Z=⇒ -3 (denom r) Z=⇒ 4
nikoli
(numer r) Z=⇒ 3 (denom r) Z=⇒ -4

7. Napište procedury r* a r/ na násobenı́ a dělenı́ racionálnı́ch čı́sel.

Úkoly k textu

1. Podobným způsobem jako jsme naimplementovali páry pomocı́ procedur vyššı́ch řádů (tedy bez
použitı́ procedur cons, car, cdr) naimplementujte uspořádané trojice.

2. Pomocı́ procedur kons,kar a kdr vytvořte obdoby párů z obrázku a nakreslete, jak vypadajá vzniklá
hierarchie prostředı́ a vazby v nich.

3. Zamyslete se nad potřebou zpracovávat složená data. Uved’te jiné přı́klady, než jsou ukázány v úvodu
této lekce, ze kterých tato potřeba vyplývá.

Řešenı́ ke cvičenı́m

1. procedura cons, (1 . 2), (procedura car . procedura cdr), procedura cdr, cons, ((cons . cons) procedura
car), (specialni forma lambda . x), chyba, 10, (20 . 40) 1, chyba, chyba, chyba, chyba 10, #t

2. (cons (cons (cons 'X #f) 7) 23)

(cons

(cons 0 (cons '+ 'X))

(cons (cons 17 'blah) 13))

(cons 303

(cons (cons 111 'X)

(cons #t 19)))

(cons (cons (cons 6 'X)

(cons 100 13))

#t)

3. (((X . #f) . 7) . 23)

((0 + . X) (17 . blah) . 13)

(303 (111 . X) #t . 19)

(((6 . X) 100 . 13) . #t)

4. caaar, cddar, cdadr, cdaar

5. (define map-pair

(lambda (f p)

(cons (f (car p)) (f (cdr p)))))

6. (define make-rac

(lambda (n d)

(let ((div ((if (< d 0) - +) (gcd n d))))

(cons (/ n div) (/ d div)))))
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7. (define r* (define r/

(lambda (a b) (lambda (a b)

(make-r (* (numer a) (numer b)) (make-r (* (numer a) (denom b))

(* (denom a) (denom b))))) (* (denom a) (numer b)))))
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Lekce 5: Seznamy

Obsah lekce: V této lekci se budeme zabývat seznamy, což jsou speciálnı́ hierarchické datové struktury
konstruované pomocı́ tečkových párů. Ukážeme několik typických procedur pro manipulaci se seznamy:
procedury pro konstrukci seznamů, spojovánı́ seznamů, obracenı́ seznamů, mapovacı́ proceduru a dalšı́.
Vysvětlı́me, jaký je vztah mezi seznamy chápanými jako data a seznamy chápanými jako symbolické
výrazy. Dále představı́me typový systém jazyka Scheme a poukážeme na odlišnost abstraktnı́ho interpretu
od skutečných interpretů jazyka Scheme, které musı́ řešit správu paměti.

Klı́čová slova: mapovánı́, reverze seznamu, seznam, spojovánı́ seznamů, správa paměti, typový systém.

5.1 Definice seznamu a přı́klady

V minulé lekci jsme uvedli složenou strukturu, kterou jsme nazývali tečkový pár. Tečkové páry jsou elementy
jazyka, které v sobě agregujı́ dva dalšı́ elementy. Jelikož páry jsou samy o sobě elementy jazyka, můžeme
konstruovat páry jejichž (některé) prvky jsou opět páry. Tı́mto způsobem lze vytvářet libovolně složité
hierarchické struktury postupným „vnořovánı́m párů“ do sebe. V této lekci se zaměřı́me na speciálnı́
přı́pad takových hierarchických dat konstruovaných z tečkových párů, na takzvané seznamy.

Než přikročı́me k definici seznamu, potřebujeme zavést nový speciálnı́ element jazyka. Tı́mto elementem
je prázdný seznam (nazývaný též nil). Tento element bude, intuitivně řečeno, reprezentovat „seznam neobsa-
hujı́cı́ žádný prvek“ (zpřesněnı́ toho pojmu uvidı́me dále). Externı́ reprezentace prázdného seznamu je ().
Dále platı́, že externı́ reprezentace prázdného seznamu je čitelná readerem. Element „prázdný seznam“ se
dle bodu (D) definice vyhodnocovánı́ 2.7 uvedené na straně 47 bude vyhodnocovat sám na sebe. Máme tedy:

() Z=⇒ ()

Element prázdný seznam je pouze jeden, nemá se tedy smysl bavit o „různých prázdných seznamech“.
Připomeňme, že z předchozı́ho výkladu již známe několik dalšı́ch elementů určených ke speciálnı́m
účelům. Jsou to elementy pravda, nepravda a element nedefinovaná hodnota.

Poznámka 5.1. V některých interpretech nenı́ pravdou, že se prázdný seznam vyhodnocuje sám na sebe
a vyhodnocenı́ výrazu () skončı́ chybou „CHYBA: Pokus o vyhodnocenı́ prázdného seznamu“. Element
prázdný seznam můžeme v takových interpretech zı́skat pomocı́ kvotovánı́ tı́m, že potlačı́me vyhodnocenı́
výrazu (), viz přı́klady:

(quote ()) Z=⇒ ()

'() Z=⇒ ()

Ve všech programech v této a v následujı́cı́ch lekcı́ch budeme uvádět prázdný seznam vždy ve kvotovaném
tvaru. Dodejme, že v některých dialektech jazyka LISP je prázdný seznam navázaný na symbol nil.

Nynı́ můžeme zavést pojem samotný seznam.

Definice 5.2. Seznam je každý element L jazyka Scheme splňujı́cı́ právě jednu z následujı́cı́ch podmı́nek:

1. L je prázdný seznam (to jest L je element vzniklý vyhodnocenı́m '()), nebo

2. L je pár ve tvaru (E .L′), kde E je libovolný element a L′ je seznam. V tomto přı́padě se element E
nazývá hlava seznamu L a seznam L′ se nazývá tělo seznamu L (řidčeji též ocas seznamu L).

Předpokládejme, že seznam L je ve tvaru (E .L′). Pod pojmem prvek seznamu L rozumı́me element E
(prvnı́ prvek seznamu L) a dále prvky seznamu L′. Počet všech prvků seznamu se nazývá délka seznamu.
Prázdný seznam () nemá žádný prvek, to jest má délku 0. �
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Před tı́m, než uvedeme přı́klady seznamů, si popı́šeme jejich externı́ reprezentaci. Jelikož je každý seznam
bud’to párem, nebo prázdným seznamem, souhlası́ externı́ reprezentace seznamů s reprezentacemi těchto
elementů. Reprezentaci tečkových párů, kterou jsme si ukázali v předchozı́ lekci ještě upravı́me. Řekli jsme
si, že v přı́padě, kdy je druhým prvkem páru opět pár, použı́váme zkrácený zápis, viz podrobný popis
v sekci 4.2. Zkrácenı́ zápisu spočı́valo v odstraněnı́ tečky náležejı́cı́ reprezentaci vnějšı́ho páru a závorek
náležejı́cı́ch vnitřnı́mu páru. V přı́padě, že druhým prvkem páru je prázdný seznam, zkracujeme stejným
způsobem: odstranı́me tečku z reprezentace páru a obě závorky z reprezentace prázdného seznamu – repre-
zentace prázdného seznamu tak nebude zobrazena vůbec. Viz přı́klad následujı́cı́ přı́klad.

Přı́klad 5.3. V následujı́cı́ch ukázkách jsou zobrazeny zkrácené externı́ reprezentace seznamů (uprostřed)
a jejich slovnı́ popis (vpravo):

() = () prázdný seznam
(a.()) = (a) jednoprvkový seznam obsahujı́cı́ symbol a
(a.(b.())) = (a b) dvouprvkový seznam obsahujı́cı́ symboly a a b
(1.(2.(3.()))) = (1 2 3) třı́prvkový seznam
(1.((20.30).())) = (1 (20.30)) dvouprvkový seznam jehož druhý prvek je pár
((1.()).((2.()).())) = ((1) (2)) dvouprvkový seznam obsahujı́cı́ jednoprvkové seznamy

Upozorněme na fakt, že i prázdný seznam je element, tedy prázdný seznam sice nemůže obsahovat žádné
prvky, ale může být prvek jiných (neprázdných) seznamů. Viz následujı́cı́ přı́klady:

(().()) = (()) jednoprvkový seznam obsahujı́cı́ prázdný seznam
(().(b.())) = (() b) dvouprvkový seznam s prázdným seznamem jako prvnı́m prvkem
(a.(().())) = (a ()) dvouprvkový seznam s prázdným seznamem jako druhým prvkem
(().(().())) = (() ()) dvouprvkový seznam jehož oba prvky jsou prázdné seznamy

Jak je již z předchozı́ch ukázek patrné, zkrácená externı́ reprezentace seznamů je ve tvary symbolických
výrazů tak, jak jsme je zavedli v prvnı́ lekci v definici 1.6 na straně 19. Korespondence mezi symbolickými
výrazy (seznamy) a elementy jazyka (seznamy) se budeme ještě podrobněji zabývat.

Neprázdné seznamy jsou tedy páry, a tak pro ně platı́ vše, co bylo řečeno v předchozı́ lekci o párech.
Z pohledu seznamů můžeme pohlı́žet na konstruktor páru cons a selektory car a cdr následovně:

konstruktor cons bere dva argumenty, libovolný element E a seznam L (v tomto pořadı́), a vracı́ seznam
který vznikne přidánı́m elementu E na začátek seznamu L.

selektor cdr bere jako argument neprázdný seznam a vracı́ seznam, který vznikne z původnı́ho seznamu
odebránı́m prvnı́ho prvku. Jinými slovy, cdr pro daný seznam vracı́ jeho tělo.

selektor car bere jako argument neprázdný seznam a vracı́ jeho prvnı́ prvek. Jinými slovy, car pro daný
seznam vracı́ jeho hlavu.

Přı́klad 5.4. Přı́klady konstrukce seznamů použitı́m procedury cons.

(cons 'a '()) Z=⇒ (a.())= (a)

(cons 'a (cons 'b '())) Z=⇒ (a.(b.()))= (a b)

(cons 1 (cons 2 (cons 3 '()))) Z=⇒ (1.(2.(3.())))= (1 2 3)

(cons 1 (cons (cons 20 30) '())) Z=⇒ (1.((20.30).()))= (1 (20.30))

(cons (cons 10 20) (cons 3 '())) Z=⇒ ((10.20).(3.()))= ((10.20) 3)

(cons (cons 1 '()) (cons 2 '())) Z=⇒ ((1.()).(2.()))= ((1) 2)

(cons (cons 1 '()) (cons (cons 2 '()) '())) Z=⇒ ((1.()).((2.()).()))= ((1) (2))

V následujı́cı́ch ukázkách vidı́me konstrukci seznamů obsahujı́cı́ch prázdné seznamy jako svoje prvky:

(cons '() '()) Z=⇒ (().())= (())

(cons '() (cons 'b '())) Z=⇒ (().(b.()))= (() b)

(cons 'a (cons '() '())) Z=⇒ (a.(().()))= (a ())

(cons '() (cons '() '())) Z=⇒ (().(().()))= (() ())

Následujı́cı́ hierarchické struktury vzniklé použitı́m cons nejsou seznamy:
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(cons 10 (cons 20 30)) Z=⇒ (10.(20.30))= (10 20.30)

(cons 'a (cons 'b (cons 'c 'd))) Z=⇒ (a.(b.(c.d)))= (a b c.d)

Pomocı́ procedur cons, car a cdr můžeme vytvářet dalšı́ odvozené konstruktory a selektory pro práci
se seznamy. Napřı́klad můžeme definovat pomocné procedury pro přı́stup k prvnı́m několika prvkům
seznamu.

(define first car)

(define second cadr)

(define third caddr)

Nebo jednoduché konstruktory seznamů. Třeba procedury tvořı́cı́ jedno-, dvou- nebo třı́prvkové seznamy:

(define jednoprvkovy

(lambda (x)

(cons x '())))

(define dvouprvkovy

(lambda (x y)

(cons x (cons y '()))))

(define triprvkovy

(lambda (x y z)

(cons x (cons y (cons z '())))))

Analogicky bychom samozřejmě mohli vyrábět procedury na vytvářenı́ vı́ceprvkových seznamů.

Přı́klad 5.5. Upozorněme znovu na fakt, že ne každý seznam je pár. Konkrétně prázdný seznam nenı́ pár.
Vyhodnocenı́ následujı́cı́ho kódu proto skončı́ chybou.

(car '()) Z=⇒ „CHYBA: Argument nenı́ pár“
(cdr '()) Z=⇒ „CHYBA: Argument nenı́ pár“

Poznámka 5.6. V předchozı́m textu jsme neprázdné seznamy zavedli jako páry jejichž druhým prvkem byl
seznam. To byla v podstatě jakési naše „úmluva“ jak reprezentovat lineárnı́ datovou strukturu (seznam)
pomocı́ zanořených párů. Samozřejmě, že principiálně nám nic nebránı́ v tom, abychom udělali jinou
úmluvu. Napřı́klad bychom mohli zaměnit význam prvnı́ho a druhého prvku a seznam bychom mohli
nadefinovat jako libovolný element L splňujı́cı́ právě jednu z následujı́cı́ch podmı́nek:

1. L je prázdný seznam, nebo

2. L je pár ve tvaru (L′ .E), kde L′ je seznam a E je libovolný element.

Pak bychom napřı́klad výsledek vyhodnocenı́ výrazu

(cons 1 (cons 2 (cons 3 '()))) Z=⇒ (1.(2.(3.())))

nepovažovali za seznam, ale vyhodnocenı́ následujı́cı́ho výrazu ano:

(cons (cons (cons '() 1) 2) 3) Z=⇒ (((().1).2).3)

Neformálně řečeno, jediný rozdı́l v obou chápánı́ch seznamu je ve „směru“ v jakém se do sebe tečkové páry
zanořujı́. Ve zbytku textu budeme vždy uvažovat zavedenı́ seznamu tak, jak jsme jej uvedli v definici 5.2
na začátku této lekce.

Mimo tečkové notace párů jsme v lekci 4 také představili boxovou notaci párů. Tu ted’ trochu upravı́me: Za
samotný tečkový pár budeme považovat pouze „tečku“, která obsahuje ukazatel na určité mı́sto v paměti,
kde je uložen prvnı́ a druhý prvek páru. Pro ilustraci viz obrázek 5.1.

Naše úprava původnı́ boxové notace má dvě výhody. Prvnı́ výhodou je, že tato notace je přehlednějšı́. Člověk
se v nákresu hierarchické struktury v původnı́ notaci snadno ztratı́ kvůli množstvı́ do sebe vnořených boxů.
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Obrázek 5.1. Boxová notace tečkového páru použı́vajı́cı́ ukazatel

A B.

Obrázek 5.2. Seznamy z přı́kladu 5.4 v boxové notaci

(a.())= (a) a ().

(a.(b.()))= (a b) a . b (). .

(1.(2.(3.())))= (1 2 3) 1 . 2 . 3 (). . .

(1.((20.30).()))= (1 (20.30))
1 . . ()

20 30

. . .

((1.()).(2.()))= ((1) 2)
. .

1 ()

2 (). ..

((1.()).((2.()).()))= ((1) (2))
. .

1 ()

. ()

2 ()

. .. .

V nové notaci je každý pár zakreslen zvlášt’. Pokud je některý pár obsažen v jiném páru, v diagramu se to
promı́tne tak, že prvnı́ nebo druhou složkou páru je pouze tečka, ze které vede ukazatel do obsaženého
páru. Přı́klady jsou uvedeny v obrázku 5.2. Dalšı́ výhodou upravené notace je jejı́ většı́ korespondence
s fyzickým uloženı́m párů v pamětı́ch počı́tačů.

V této lekci jsme vlastně poprvé nahlédli poněkud blı́ž k fyzické reprezentaci hierarchických dat v počı́-
tačı́ch i když, na druhou stranu, pořád se o nı́ bavı́me na dost abstraktnı́ úrovni, která nám zaručuje jisté
„pohodlı́ “. Ve většině interpretů funkcionálnı́ch jazyků jsou seznamy reprezentovány dynamickými
datovými strukturami, které na sebe vzájemně ukazujı́ pomocı́ ukazatelů – pointerů (anglicky pointers).

5.2 Program jako data

V definici 1.6 na straně 19 jsme zavedli pojem seznam, jako speciálnı́ přı́pad symbolického výrazu. Symbo-
lický výraz je čistě syntaktický pojem, který jsme zavedli proto, abychom mohli formálně popsat programy
v jazyku Scheme – programy jsou posloupnosti symbolických výrazů. Jinými slovy, seznam chápaný jako
symbolický výraz je tedy část programu.

V této lekci jsme však doposud pracovali s jiným pojmem „seznam“. Konkrétně jsme pracovali se seznamy,
které jsme chápali jako speciálnı́ elementy jazyka (speciálnı́ hierarchická data). Nabı́zı́ se přirozená otázka,
jaký je vztah mezi seznamy chápanými jako symbolické výrazy a seznamy chápanými jako elementy jazyka?
Z předchozı́ch ukázek je patrné, že se externı́ reprezentace elementů typu seznam (ve své zkrácené podobě)
shoduje s tı́m, jak jsme zavedli seznamy jako symbolické výrazy. Zde je samozřejmě nutnou podmı́nkou,
aby měl element seznam externı́ reprezentaci čitelnou readerem, tedy jeho prvky by měly být pouze čı́sla,
symboly a páry (to zahrnuje i dalšı́ seznamy). Napřı́klad seznam vzniklý vyhodnocenı́m

(cons 'a (cons (lambda () 10) '())) Z=⇒ (a „konstantnı́ procedura“)

nemá čitelnou externı́ reprezentaci, protože jeho druhým prvkem je procedura. Externı́ reprezentace takto
vzniklého seznamu tedy nenı́ symbolický výraz.

Nynı́ se zaměřı́me na opačný problém. V okamžiku, kdy reader přečte vstupnı́ seznam (symbolický výraz),
tak jej převede do jeho internı́ reprezentace. V prvnı́ lekci, kde jsme se o symbolických výrazech a jejich
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externı́ch reprezentacı́ch bavili, jsme záměrně neřekli, jak internı́ reprezentace seznamů vypadajı́. Udělali
jsme to proto, že až ted’ je možné tvar internı́ reprezentace zcela pochopit. Internı́ reprezentacı́ symbolického
výrazu seznam je právě hierarchická struktura –seznam– zavedená v definici 5.2 v této lekci. Reader při čtenı́
vstupnı́ho symbolického výrazu podle něj konstruuje odpovı́dajı́cı́ hierarchickou strukturu, která je uložena
v paměti interpretu. Dál se již pracuje pouze s touto hierarchickou strukturou, která je internı́ reprezentacı́
načı́taného symbolického výrazu. Zároveň taky platı́, že externı́ reprezentace této hierarchické struktury se
shoduje s výchozı́m symbolickým výrazem. Uvědomte si, že z tohoto nového pohledu je vlastně program
totéž co data.

V dialektech jazyka LISP, k nimž patřı́ i jazyk Scheme, se programy chápou jako totéž co data, protože
programy se skládajı́ se seznamů. V této lekci navı́c dál uvidı́me, že zkonstruované seznamy během
výpočtu budeme schopni vyhodnocovat. Chápánı́ programů jako dat je doménou prakticky pouze jen
programovacı́ch jazyků z rodiny dialektů LISPu. V ostatnı́ch programovacı́ch jazycı́ch je datová repre-
zentace programů bud’to skoro nemožná kvůli neprakticky složité syntaxi jazyka nebo je těžkopádná.

Objasněme si tuto problematiku na přı́kladu. Uvažujme následujı́cı́ program, který je de facto složen
z jediného symbolického výrazu, kterým je seznam:

(define 1+

(lambda (x)

(+ x 1)))

Reader předchozı́ seznam načte a vytvořı́ podle něj hierarchickou strukturu (element seznam), která je
zobrazena v obrázku 5.3.

Obrázek 5.3. Program (define 1+ (lambda (x) (+ x 1))) jako data.

define . 1+ . . ()

lambda . . .

x ()

. ()

+ . x . 1 ()

. . . .

. .. .

. .

Nynı́ se můžeme vrátit k vyhodnocovánı́ párů. V předchozı́ lekci jsme uvedli, že se zatı́m vyhodnocovánı́m
párů nebudeme zabývat. Nynı́, jelikož vı́me, že seznamy jsou konstruované z párů, se nabı́zı́ rozšı́řit
vyhodnocovacı́ proces i pro páry. Při vyhodnocovánı́ tečkového páru rozlišı́me dvě situace. Konkrétně
bude důležité, zda je tento pár seznam, nebo ne. V přı́padě, že ano, vyhodnocujeme tento pár= seznam,
jako dřı́ve. V opačném přı́padě skončı́ vyhodnocovánı́ chybou. Vyhodnocenı́ elementu E

Definice 5.7 (vyhodnocenı́ elementu E v prostředı́ P).
Výsledek vyhodnocenı́ elementu E v prostředı́ P , značeno Eval[E,P], je definován:

(A) Pokud je E čı́slo, pak Eval[E,P] := E.

(B) Pokud je E symbol, mohou nastat tři situace:

(B.1) Pokud E 7→P F , pak Eval[E,P] := F .

(B.2) Pokud E nemá vazbu v P a pokud P ′ ≺ P , pak Eval[E,P] := Eval[E,P ′].

(B.e) Pokud E nemá vazbu v P a pokud P je globálnı́ prostředı́, pak ukončı́me vyhodnocovánı́ hlášenı́m
„CHYBA: Symbol E nemá vazbu.“.

(C) Pokud je E tečkový pár tvaru (E1 .Ea), pak mohou nastat dvě situace:

(C.α) Ea je seznam ve tvaru (E2 E3 · · · En). Pak F1 := Eval[E1,P]. Dále rozlišujeme tři situace:
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(C.1) Pokud F1 je procedura, pak se v nespecifikovaném pořadı́ vyhodnotı́ E2, . . . , En:

F2 := Eval[E2,P],
F3 := Eval[E3,P],

...
...

Fn := Eval[En,P].

Potom položı́me Eval[E,P] := Apply[F1, F2, . . . , Fn].
(C.2) Pokud F1 je speciálnı́ forma, pak Eval[E] := Apply[F1, E2, . . . , En].
(C.e) Pokud F1 nenı́ procedura ani speciálnı́ forma, skončı́me vyhodnocovánı́ hlášenı́m

„CHYBA: Nelze provést aplikaci: E se nevyhodnotil na proceduru ani na speciálnı́ formu.“.

(C.β) Ea nenı́ seznam. Pak skončı́me vyhodnocovánı́ chybovým hlášenı́m
„CHYBA: Nelze provést aplikaci: Ea nenı́ seznam argumentů.“.

(D) Ve všech ostatnı́ch přı́padech klademe Eval[E,P] := E. �

Poznámka 5.8. Protože seznamy jako S-výrazy jsou interně reprezentovány jako hierarchické struktury
konstruované z párů, mohli bychom programy psát přı́mo jako tečkové páry. Napřı́klad jednoduchý pro-
gram (+ (* 7 3) 5) bychom též mohli psát třeba těmito způsoby:

(+ (* 7 3) . (5)) Z=⇒ 26

(+ (* 7 3) . (5 . ())) Z=⇒ 26

(+ (* 7 . (3)) 5) Z=⇒ 26

(+ . ((* . (7 . (3 . ()))) . (5 . ()))) Z=⇒ 26

Při praktickém programovánı́ se však výše uvedené vyjadřovánı́ kódu přı́mo pomocı́ párů nepoužı́vá.

V sekci 4.5 jsme si ukázali speciálnı́ formu quote a kvotovánı́. Stejně tak, jako jsme kvotovali čı́sla, symboly
a páry, můžeme samozřejmě také kvotovat i seznamy:

(quote ()) Z=⇒ ()

(quote (+ 1 2)) Z=⇒ (+ 1 2)

'(+ 1 2) Z=⇒ (+ 1 2)

'(1 2 3 4) Z=⇒ (1 2 3 4)

'(abbe blangis curval durcet) Z=⇒ (abbe blangis curval durcet)

'(1 (2 (3)) 4) Z=⇒ (1 (2 (3)) 4)

Poznámka 5.9. Kdybychom se pokusili kvotovat dvojnásobně – třeba takto:

''blah Z=⇒ (quote blah)

obdržı́me jako výsledek skutečně seznam (quote blah). To by nás ale nemělo překvapit. Když přepı́-
šeme výraz ''blah bez použitı́ apostrofů (pokud odstranı́me syntaktický cukr), dostáváme výraz (quote

(quote blah)). Tento výraz se vyhodnocuje následujı́cı́m způsobem. Na symbol quote je navázána spe-
ciálnı́ forma, které je při aplikaci předán jako argument seznam (quote blah) v nevyhodnocené podobě.
Speciálnı́ forma quote tento seznam bez dalšı́ho vyhodnocovánı́ vracı́. Máme tedy:

(quote (quote blah)) Z=⇒ (quote blah)

což je stejný výsledek, který dostaneme při použitı́ apostrofů mı́sto quote.

U problematiky procedur jako dat ještě zůstaňme. V prvnı́ lekci jsme hovořili o readeru jako o části
interpretu, která sloužı́ k převodu symbolických výrazů do jejich internı́ch forem. Reader je nám v jazyku
k dispozici i jako procedura. Procedura read je procedura jednoho argumentu (podle standardu R5RS je
to procedura s volitelným druhým parametrem, ale my jı́m zabývat nebudeme), která čeká na uživatelův
vstup a po jeho dokončenı́ vracı́ internı́ reprezentaci uživatelem zadaného výrazu. Uvažujme napřı́klad
následujı́cı́ kód:
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(+ 1 (read))

Po jeho vyhodnocenı́ bude uživatel interpretem vyzván k zadánı́ vstupu. Pokud uživatel na vstup zadá
napřı́klad 100, pak reader převede tento řetězec snaků na element „čı́slo 100“, které bude přičteno k jedničce
a výsledkem je tedy 101. Kdybychom napřı́klad vzali výraz

(let ((x (read)))

(cons '+ (cons 1 x))),

a kdybychom uvažovali, že uživatel po vyzvánı́ zadá na vstup řetězec znaků „(a (b 10) c)“, pak jej
reader načte jako seznam a převede jej do internı́ formy. Tento seznam je dále navázán v lokálnı́m prostředı́
na x a v tomto prostředı́ bude vyhodnoceno tělo let-bloku. Výsledkem vyhodnocenı́ by tedy byl pětiprv-
kový seznam (+ 1 a (b 10) c). Pomocı́ read tedy můžeme načı́tat data pomocı́ uživatelského vstupu.
Obzvlášt’zajı́mavé to je v přı́padě, kdy data chápeme jako program. O tom se budeme bavit v následujı́cı́
lekci a k použitı́ read se ještě vrátı́me.

5.3 Procedury pro manipulaci se seznamy

V této sekci si představı́me několik užitečných procedur pro vytvářenı́ seznamů a práci se seznamy. Každou
proceduru podrobně popı́šeme, uvedeme přı́klady použitı́ a v přı́padě některých procedur rovněž ukážeme,
jak bychom je mohli implementovat, kdyby nebyly v interpretu k dispozici.

Prvnı́ z těchto procedur je procedura (konstruktor) listvytvářejı́cı́ seznam podle výčtu jeho prvků v daném
pořadı́. Proceduru lze použı́t s libovolným (i nulovým) počtem argumentů ve tvaru:

(list 〈arg1〉 〈arg2〉 · · · 〈argn〉)
Výsledkem jejı́ aplikace je pak seznam těchto argumentů (〈arg1〉 〈arg2〉 · · · 〈argn〉).

(list) Z=⇒ ()

(list 1 2 3) Z=⇒ (1 2 3)

(list + 1 2) Z=⇒ („procedura sčı́tánı́“ 2 3)

(list '+ 1 2) Z=⇒ (+ 1 2)

(list (+ 1 2)) Z=⇒ 3

(list (list 1) (list 2)) Z=⇒ ((1) (2))

Poznámka 5.10. Je důležité uvědomit si rozdı́l mezi konstrukcı́ seznamu vznikajı́cı́ vyhodnocenı́m

(list 〈arg1〉 〈arg2〉 · · · 〈argn〉)
a zdánlivě ekvivalentnı́m použitı́m speciálnı́ formy quote:

(quote (〈arg1〉 〈arg2〉 · · · 〈argn〉))
Speciálnı́ forma quote zabránı́ vyhodnocovánı́ svého argumentu. Zatı́mco list je procedura a během
vyhodnocovánı́ prvnı́ho z uvedených výrazů jsou před samotnou aplikacı́ list vyhodnoceny všechny
předané argumenty. Ukažme si rozdı́ly na přı́kladech:

(a) V prvnı́m přı́kladě zı́skáme stejné seznamy, uvažované prvky se totiž vyhodnocujı́ samy na sebe:

(list 1 2 #t ()) Z=⇒ (1 2 #t ())

(quote (1 2 #t ())) Z=⇒ (1 2 #t ())

(b) V druhém přı́kladě budeme uvažovat dva prvky – seznam a symbol s navázanou hodnotou:

(define x 10)

(list (+ 1 2) x) Z=⇒ (3 10)

(quote ((+ 1 2) x)) Z=⇒ ((+ 1 2) x)

V přı́padě procedury list došlo k vyhodnocenı́ argumentů, kdežto při použitı́ quote nikoliv.
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Jiným konstruktorem seznamů je procedura build-list. Ta se použı́vá se dvěma argumenty. Prvnı́m z nich
je čı́slo n určujı́cı́ délku konstruovaného seznamu a druhým argumentem je tak zvaná tvořı́cı́ procedura F ,
což je procedura jednoho argumentu. Tvořı́cı́ procedura má jediný účel a to pro daný index vracet prvek,
který chceme na dané pozici do seznamu vložit. Výsledkem aplikace procedury build-list je tedy seznam
o zadané délce n, jehož prvky jsou výsledky aplikacı́ tvořı́cı́ procedury na čı́sla 0, 1, . . . , n − 1. Formálně
zapsáno, výsledkem aplikace build-list je seznam

(Apply[F, 0] Apply[F, 1] · · · Apply[F, n− 1]).

Viz následujı́cı́ vysvětlujı́cı́ přı́klady:

(build-list 5 (lambda (x) x)) Z=⇒ (0 1 2 3 4)

(build-list 5 (lambda (x) 2)) Z=⇒ (2 2 2 2 2)

(build-list 0 (lambda (x) x)) Z=⇒ ()

(build-list 5 -) Z=⇒ (0 -1 -2 -3 -4)

(build-list 5 list) Z=⇒ ((0) (1) (2) (3) (4))

Podotkněme, že procedura build-list je jednou z procedur, které ukazujı́ praktičnost použitı́ procedur
vyššı́ch řádů. Procedura build-list je procedura vyššı́ho řádu, protože bere jako jeden ze svých dvou
argumentů proceduru. Tato předaná procedura sloužı́ programátorům k vyjádřenı́ toho, jaké prvky majı́ být
v seznamu na daných pozicı́ch. Procedura build-list je vlastně nejobecnějšı́m konstruktorem seznamů
dané délky s důležitou vlastnostı́: hodnoty prvků obsažených v těchto seznamech závisı́ pouze na jejich
pozici.

Poznámka 5.11. Všimněte si, že při popisu build-list jsme neuvedli, v jakém pořadı́ bude tvořı́cı́ pro-
cedura na jednotlivé indexy aplikována – uvedli jsme jen pozici výsledků aplikacı́ ve výsledném seznamu.
Z pohledu čistého funkcionálnı́ho programovánı́ je přı́sně vzato jedno, v jakém pořadı́ aplikace proběhly –
– libovolné pořadı́ aplikacı́ vždy povede na stejný seznam. Z pohledu abstrakčnı́ch bariér se na build-list
můžeme opět dı́vat jako na primitivnı́ proceduru jejı́ž implementace je nám (zatı́m skryta). Známe pouze
jejı́ vstupnı́ argumenty a vı́me, jak bude vypadat výsledek aplikace.

Dalšı́ užitečnou procedurou, kterou si představı́me, je procedura length sloužı́cı́ ke zjišt’ovánı́ délky se-
znamu. Procedura akceptuje jeden argument jı́mž je seznam:

(length 〈seznam〉)
a vracı́ jeho délku, neboli počet jeho prvků.

Přı́klad 5.12. (a) Délka třı́prvkového seznamu je přirozeně tři. (length '(1 2 3)) Z=⇒ 3

(b) Pro prázdný seznam je procedurou length vrácena nula. (length '()) Z=⇒ 0

(c) Pokud by seznam l jako svůj prvek obsahoval dalšı́ seznam l′, pak se celý seznam l′ počı́tá jako jeden prvek
v seznamu nehledě na počet prvků v l′. Tento rozdı́l si nejlépe uvědomı́me na následujı́cı́ch přı́kladech:

(length '(a b c d)) Z=⇒ 4

(length '(a (b c) d)) Z=⇒ 3

(length '(a (b c d))) Z=⇒ 2

(length '((a b c d))) Z=⇒ 1

V sekci 5.1 jsme definovali procedury first, second a third pro přı́stup k prvnı́mu, druhému a třetı́mu
prvku seznamu. Často ale potřebujeme přistupovat k nějakému prvku seznamu, jehož pozici v době psanı́
kódu neznáme, a vypočı́táme ji až během výpočtu (to je ostatně spı́š pravidlem než výjimkou). V takovém
přı́padě můžeme použı́t proceduru list-ref. Použı́vá se se dvěma argumenty 〈seznam〉 a 〈pozice〉. Jejı́
aplikacı́ je pak vrácen prvek seznamu 〈seznam〉 na pozici 〈pozice〉. Pozice jsou přitom počı́tány od nuly –
– prvnı́ prvek je tedy na pozici nula, druhý na pozici jedna, a tak dále (čı́slovánı́ pozic prvků v seznamu se
shoduje s tı́m, co použı́vá i procedura build-list).

(list-ref '(a (b c) d) 0) Z=⇒ a

(list-ref '(a (b c) d) 1) Z=⇒ (b c)

(list-ref '(a (b c) d) 2) Z=⇒ d
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(list-ref '(a (b c) d) 3) Z=⇒ „CHYBA: prvek na pozici 3 neexistuje“
(list-ref '() 0) Z=⇒ „CHYBA: prvek na pozici 0 neexistuje“

Dalšı́ procedurou, kterou budeme někdy potřebovat, je procedurareverse, která akceptuje jeden argument,
kterým je seznam, a vracı́ nový seznam obsahujı́cı́ tytéž prvky jako výchozı́ seznam, ale v opačném pořadı́:

(reverse '(a b c d)) Z=⇒ (d c b a)

(reverse '()) Z=⇒ ()

Poznámka 5.13. Všimněte si, že procedura reverse nemodifikuje původnı́ seznam, ale vytvářı́ (konstruuje)
podle něj nový. Původnı́ seznam zůstává zachován. V následujı́cı́m kódu převracı́me seznam navázaný na
symbol sez.

(define sez '(1 2 3))

(reverse sez) Z=⇒ (3 2 1)

sez Z=⇒ (1 2 3)

Jak je z přı́kladu patrné, seznam navázaný na sez se nezměnil. To je zcela v souladu s funkcionálnı́m
duchem našeho jazyka. Nové seznamy jsou konstruovány na základě jiných seznamů.

Manipulaci se seznamy je principiálně možné provádět dvojı́m způsobem: konstruktivně a destruktivně.
Konstruktivnı́ přı́stup je vlastnı́ funkcionálnı́mu programovánı́ a spočı́vá pouze ve vytvářenı́ nových
seznamů na základě jiných, přitom nedocházı́ k žádné modifikaci již existujı́cı́ch seznamů. Byl-li seznam
jednou vytvořen, již jej nelze fyzicky změnit. Destruktivnı́ přı́stup se použı́vá v procedurálnı́ch jazycı́ch
a spočı́vá právě v modifikaci (již existujı́cı́ch) seznamů. Destruktivnı́ modifikace jakýchkoliv struktur
je vždy nebezpečná, protože těsně souvisı́ s vedlejšı́m efektem. V dalšı́m dı́le tohoto textu ukážeme, že
i v jazyku Scheme máme k dispozici aparát pro destruktivnı́ práci se seznamy, nynı́ však budeme se
seznamy pracovat pouze konstruktivně.

S tı́m, co už známe (konkrétně s procedurami length, build-list a list-ref), můžeme naprogramovat
vlastnı́ obracenı́ seznamu. To znamená, že procedurureversebychom v interpretu jazyka Scheme nemuseli
mı́t jako primitivnı́, ale mohli bychom ji zavést jako uživatelsky definovanou proceduru. Jejı́ implementaci
nalezneme v programu 5.1. Základnı́ myšlenka programu je následujı́cı́. Nejprve pomocı́ procedury length

Program 5.1. Obracenı́ seznamu pomocı́ build-list.

(define reverse

(lambda (l)

(let ((len (length l)))

(build-list len

(lambda (i)

(list-ref l (- len i 1)))))))

zjistı́me délku původnı́ho seznamu. Výsledný (převrácený) seznam, který chceme zkonstruovat, bude mı́t
stejný počet prvků. Zjištěná délka n vstupnı́ho seznamu bude tedy vstupnı́m argumentem pro konstruktor
build-list. Tvořı́cı́ procedura předaná build-list pak bude pro argument i (pozice v konstruovaném
seznamu) vracet prvek, který je v původnı́m seznamu na pozici n− i−1. Tedy na stejné pozici, ale počı́táno
od konce. Přesvědčte se, že procedura funguje jak má a to včetně meznı́ho přı́padu, kdy je jejı́m vstupem
prázdný seznam6.

Dalšı́ představenou procedurou bude append. Procedura append sloužı́ ke spojovánı́ seznamů. Jako argu-
menty bere dva seznamy

6Podotkněme, že implementace reverse uvedená v programu 5.1 nenı́ přı́liš efektivnı́. Stejně tomu bude i u implementacı́
dalšı́ch procedur v této sekci. Daleko efektivnějšı́ implementace těchto procedur si ukážeme v dalšı́ch lekcı́ch. Nynı́ se spı́še než
na efektivitu soustředı́me na funkcionálnı́ styl práce se seznamy.
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(append 〈seznam1〉 〈seznam2〉)
a vracı́ tyto dva seznamy spojené v jeden seznam tak, že za poslednı́m prvkem prvnı́ho seznamu následuje
prvnı́ prvek druhého seznamu. Viz přı́klady použitı́ procedury append:

(append '(a b c) '(1 2)) Z=⇒ (a b c 1 2)

(append '(a (b c)) '(1 2)) Z=⇒ (a (b c) 1 2)

(append '(a (b) c) '((1 2))) Z=⇒ (a (b) c (1 2))

(append '() '(1 2)) Z=⇒ (1 2)

(append '(a b c) '()) Z=⇒ (a b c)

(append '() '()) Z=⇒ ()

Všimněte si, že napřı́klad na druhém řádku předchozı́ ukázky jsme spojovali seznamy (a (b c)) a (1 2),
to jest prvnı́ z těchto seznamů měl jako druhý prvek seznam (b c). Ve výsledném spojenı́ je opět druhým
prvkem seznam (b c), nedocházı́ tedy ke vkládánı́ jednotlivých prvků ze seznamu (b c) do výsledného
seznamu. Z předchozı́ ukázky je rovněž patrné, že operace „skládánı́ seznamů“, která je prováděna při
aplikaci append se chová neutrálně vůči prázdnému seznamu. Spojenı́ seznamu l s prázdným seznamem
(nebo obráceně) dá opět seznam l. Jako důsledek zı́skáváme, že spojenı́m prázdného seznamu se sebou
samým je prázdný seznam, viz poslednı́ řádek ukázky.

Podotkněme, že provedenı́ spojenı́ dvou seznamů si lze představit jako sérii postupných aplikacı́ konstruk-
toru cons. Výsledek spojenı́ dvou seznamů je právě to, co bychom zı́skali, kdybychom postupně všechny
prvky 〈prvek1〉, 〈prvek2〉, . . . , 〈prvekn〉 prvnı́ho seznamu 〈seznam1〉 připojili na začátek seznamu druhého se-
znamu takto:

(cons 〈prvek1〉 (cons 〈prvek2〉 · · · (cons 〈prvekn〉 〈seznam2〉) · · · )).

Napřı́klad v přı́padě seznamů (a b c) a (1 2) máme:

(append '(a b c) '(1 2)) Z=⇒ (a b c 1 2)

(cons 'a (cons 'b (cons 'c '(1 2)))) Z=⇒ (a b c 1 2)

Také proceduru pro spojovánı́ dvou seznamů už budeme schopni naprogramovat. Jejı́ naprogramovánı́ lze
provést mnoha způsoby. Nejefektivnějšı́ z nich je založen právě předchozı́ násobné aplikaci cons. My si však
zatı́m ukážeme méně efektivnı́ verzi spojenı́ dvou seznamů (nazvanou append2) uvedenou v programu 5.2.
Pomocı́ procedury build-list vytvořı́me seznam, jehož délka bude součtem délek původnı́ch seznamů,

Program 5.2. Spojenı́ dvou seznamů pomocı́ build-list.

(define append2

(lambda (l1 l2)

(let ((len1 (length l1))

(len2 (length l2)))

(build-list (+ len1 len2)

(lambda (i)

(if (< i len1)

(list-ref l1 i)

(list-ref l2 (- i len1))))))))

protože nám jde o to zkonstruovat jejich spojenı́. Tvořı́cı́ procedura pak pomocı́ procedury list-ref vybı́rá
prvky z původnı́ch seznamů. V těle tvořı́cı́ procedury je potřeba rozlišit dva přı́pady (všimněte si podmı́nky
formulované ve speciálnı́ formě if). Konkrétně musı́me rozlišit přı́pad, kdy ještě vybı́ráme prvky z prvnı́ho
seznamu a kdy je již vybı́ráme z druhého (v přı́padě druhého seznamu je navı́c potřeba přepočı́tat index,
zdůvodněte si podrobně proč).

Spojovánı́ seznamů je asociativnı́ operace. To znamená, že třeba vyhodnocenı́ výrazu

(append (append '(1 2) '(3 4)) '(5 6)) Z=⇒ (1 2 3 4 5 6)

má stejný výsledek jako vyhodnocenı́ výrazu
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(append '(1 2) (append '(3 4) '(5 6))) Z=⇒ (1 2 3 4 5 6).

Jelikož jsme v předchozı́ čı́sti viděli, že prázdný seznam se chová vůči spojovánı́ seznamů neutrálně, mů-
žeme řı́ct, že operace spojovánı́ seznamů je monoidálnı́ operace (viz sekci 2.5) na množině všech seznamů. Máme
tedy dalšı́ důležitý přı́klad monoidálnı́ operace. Podotkněme, že spojovánı́ pochopitelně nenı́ komutativnı́,
protože spojenı́m dvou seznamů v opačném pořadı́ nemusı́me zı́skat stejný výsledek.

Procedura append je ve skutečnosti obecnějšı́, než jak jsme na v úvodu předeslali. Procedura append bere
libovolný počet argumentů jimiž jsou seznamy:

(append 〈seznam1〉 〈seznam2〉 · · · 〈seznamn〉),

kde n ≥ 0. Následujı́cı́ ukázky ukazujı́ použitı́ append s různým počtem argumentů.

(append '(a b c) '(1 2) '(#t #f)) Z=⇒ (a b c 1 2 #t #f)

(append '(a b c) '() '(#t #f)) Z=⇒ (a b c #t #f)

(append '() '() '()) Z=⇒ ()

(append '(a b c)) Z=⇒ (a b c)

(append) Z=⇒ ()

(let ((s '(a b c)))

(append s s s s)) Z=⇒ (a b c a b c a b c a b c)

Při aplikaci bez argumentu vracı́ append prázdný seznam. Pokud vás to překvapuje, připomeňme, se
napřı́klad i procedury + a * se chovaly tak, že pro prázdný seznam argumentů vracely neutrálnı́ prvek.

Nynı́ obrátı́me naši pozornost na dalšı́ proceduru vyššı́ho řádu pracujı́cı́ se seznamy. Často je potřeba
z daného seznamu vytvořit nový seznam stejné délky, jehož prvky jsou nějakým způsobem „změněny“.
Takové činnosti se řı́ká mapovánı́ procedury přes seznam. K provedenı́ této operace a ke konstrukci nového
seznamu tı́mto způsobem nám ve Scheme sloužı́ proceduramap. Proceduramapbere dva argumenty. Prvnı́m
z nich je procedura 〈proc〉 jednoho argumentu. Druhým argumentem je seznam. Proceduru 〈proc〉 budeme
ve zbytku kapitoly nazývat mapovaná procedura. Aplikace map tedy probı́há ve tvaru

(map 〈proc〉 〈seznam〉)
Výsledkem této aplikace je seznam výsledků aplikace procedury 〈proc〉 na každý prvek seznamu 〈seznam〉.
Označme prvky seznamu 〈seznam〉 postupně 〈prvek1〉, 〈prvek2〉, . . . , 〈prvekn〉. Aplikacı́ procedury map tedy
dostáváme seznam

(Apply(〈proc〉, 〈prvek1〉) Apply(〈proc〉, 〈prvek2〉) · · · Apply(〈proc〉, 〈prvekn〉)).

Viz následujı́cı́ přı́klady použitı́ procedury map:

(map (lambda (x) (+ x 1)) '(1 2 3 4)) Z=⇒ (2 3 4 5)

(map - '(1 2 3 4)) Z=⇒ (-1 -2 -3 -4)

(map list '(1 2 3 4)) Z=⇒ ((1) (2) (3) (4))

(map (lambda (x) x) '(a (b c) d)) Z=⇒ (a (b c) d)

(map (lambda (x) #f) '(1 2 3)) Z=⇒ (#f #f #f)

(map (lambda (x) #f) '()) Z=⇒ ()

(map (lambda (x) (<= x 3)) '(1 2 3 4)) Z=⇒ (#t #t #t #f)

(map even? '(1 2 3 4)) Z=⇒ (#f #t #f #t)

Mapovánı́ procedury přes jeden seznam jsme schopni implementovat. Kód procedury je uveden v pro-
gramu 5.3. V tomto programu jsme pomocı́ procedury build-list vytvořili nový seznam o stejné délce
jako je seznam původnı́. Tvořı́cı́ procedura nám pro daný index vybere prvek z původnı́ho seznamu na
odpovı́dajı́cı́ pozici (pomocı́ list-ref) a pak na něj aplikuje mapovanou proceduru.

Proceduru map lze použı́t rovněž s vı́ce než se dvěma argumenty. Seznam nemusı́ být jen jeden, ale může
jich být jakýkoli kladný počet k:

(map 〈proc〉 〈seznam1〉 〈seznam2〉 · · · 〈seznamk〉)
Všechny seznamy 〈seznami〉 (1 ≤ i ≤ k) musı́ mı́t stejnou délku. Mapovacı́ procedura 〈proc〉 musı́ být pro-
cedurou k argumentů. Jinými slovy: musı́ být procedurou tolika argumentů, kolik je seznamů. Výsledkem
je pak seznam výsledků aplikacı́ procedury 〈proc〉 na ty prvky seznamů, které se v předaných seznamech
nacházejı́ na stejných pozicı́ch. Pro vysvětlenı́ viz přı́klady aplikacı́:
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Program 5.3. Mapovacı́ procedura pracujı́cı́ s jednı́m seznamem pomocı́ build-list.

(define map1

(lambda (f l)

(build-list (length l)

(lambda (i)

(f (list-ref l i))))))

(map (lambda (x y) (+ x y)) '(1 2 3) '(10 20 30)) Z=⇒ (11 22 33)

(map + '(1 2 3) '(10 20 30)) Z=⇒ (11 22 33)

(map cons '(a b) '(x y)) Z=⇒ ((a.x) (b.y))

(map cons '(a b #t) '(x y #f)) Z=⇒ ((a.x) (b.y) (#t.#f))

(map <= '(1 2 3 4 5) '(5 4 3 2 1)) Z=⇒ (#t #t #t #f #f)

(map (lambda (x y z)

(list x (+ y z))) '(a b) '(1 2) '(10 20)) Z=⇒ ((a 11) (b 22))

Proceduru map pro vı́ce než jeden seznam zatı́m vytvořit neumı́me. Ale vrátı́me se k této problematice
v přı́štı́ch lekcı́ch. Opět (obdobně jako v přı́padě procedury build-list) jsme zatajili v jakém pořadı́ se
bude mapovaná procedura na jednotlivé prvky seznamu aplikovat. Z čistě funkcionálnı́ho pohledu na
programovánı́, o který nám v této čı́sti textu jde, to asi nenı́ důležité.

5.4 Datové typy v jazyku Scheme

V této sekci si nejprve shrneme všechny typy elementů, které jsme si do této chvı́le představili. Typ elementy
budeme stručně nazývat datový typ, protože na elementy se můžeme dı́vat jako na data (hodnoty), nad kterými
provádı́me různé výpočty. Ukážeme predikáty, kterými můžeme identifikovat typ daného elementu jazyka.
Dále si ukážeme predikát equal?, kterým je možné „porovnávat“ libovolné dva elementy.

Z předchozı́ch lekcı́ již známe tyto základnı́ typy elementů jazyka: čı́sla, pravdivostnı́ hodnoty, symboly, tečkové
páry, prázdný seznam, procedury (primitivnı́ procedury a uživatelsky definované procedury). K těmto základnı́m
typů elementů bychom ještě mohli přidat element nedefinovaná hodnota i když standard R5RS jazyka Scheme
nedefinovanou hodnotu chápe jinak, viz [R5RS]. V této sekci jsme rovněž představili odvozený typ elementu
seznam7.

Při vytvářenı́ programů v jazyku Scheme je leckdy potřeba řı́dit výpočet podle typu argumentu nebo vı́ce
argumentů, které jsou předané procedurám. Při psanı́ procedur je tedy vhodné mı́t k dispozici predikáty,
kterými můžeme pro daný element rozhodnout o jeho typu. V jazyku Scheme máme k dispozici následujı́cı́
predikáty, kterými můžeme kvalifikovat typy elementů:

boolean? pravdivostnı́ hodnota,
list? seznam,
null? prázdný seznam,
number? čı́slo,
pair? tečkový pár,
procedure? procedura (primitivnı́ nebo uživatelská),
symbol? symbol.
V levé části výpisu máme uvedena jména symbolů, na které jsou predikáty navázány a v pravém sloupci
je uveden popis jejich významu.

Poznámka 5.14. Pokud nepočı́táme predikát list?, jsou uvedené predikáty vzájemně disjunktnı́, to jest:
při jejich aplikaci na jakýkoli element nám nejvýše jeden z nich vrátı́ pravdu. Pokud predikát list? vracı́ pro

7Seznam je skutečně „odvozený typ elementu“, protože přı́sně vzato je každý seznam bud’to prázdný seznam (speciálnı́
element) nebo je to tečkový pár ve speciálnı́m tvaru.
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nějaký element pravdu, pak vracı́ pravdu i právě jeden z predikátů pair? nebo null? (to plyne ze zavedenı́
seznamu, viz definici 5.2 na straně 114). Viz následujı́cı́ přı́klady:

(list? '(10 20 30)) Z=⇒ #t

(list? '(10 20 . 30)) Z=⇒ #f

(pair? '(10 20 30)) Z=⇒ #t

(pair? '(10 20 . 30)) Z=⇒ #t

Nynı́ se můžeme opět vrátit k rozdı́lu mezi symbolem a hodnotou, která je na něm navázána, o kterém jsme
již několikrát mluvili. Opět je nutné dobře si uvědomovat tento rozdı́l. Uvažujme následujı́cı́ přı́klad:

(define x 10)

(symbol? x) Z=⇒ #f

(symbol? 'x) Z=⇒ #t

V této ukázce máme v globálnı́m prostředı́ navázáno čı́slo 10 na symbol x. Při prvnı́m použitı́ predikátu
symbol? je vrácena pravdivostnı́ hodnota #f, protože symbol x se vyhodnotı́ na svou vazbu (čı́slo 10), což
nenı́ symbol. V druhém přı́padě je vráceno #t, protože 'x se vyhodnotı́ na symbol x.

Predikáty uvedené v této sekci můžeme použı́t ke spouště účelů. Můžeme pomocı́ nich napřı́klad vytvořit
„bezpečnou verzi“ selektorů car a cdr, které se odlišujı́ od původnı́ch selektorů tı́m, že při aplikaci na
prázdný seznam nezpůsobı́ chybu. Namı́sto toho vracı́ prázdný seznam ()8:

(define safe-car

(lambda (l)

(if (null? l)

'()

(car l))))

(define safe-cdr

(lambda (l)

(if (null? l)

'()

(cdr l))))

V obou přı́padech jsme nejdřı́ve použitı́m predikátu null? zjistili, zda nenı́ na formálnı́ argument l navázán
prázdný seznam. Pokud ano, je výsledkem vyhodnocenı́ prázdný seznam (), jinak na hodnotu navázanou
na l aplikujeme původnı́ selektor.

Dalšı́ ukázkou použitı́ predikátů rozhodujı́cı́ch typ je jednoduchý predikát singleton-list?. Ten zjišt’uje,
jestli je jeho argument jednoprvkový seznam:

(define singleton-list?

(lambda (l)

(and (pair? l) (null? (cdr l)))))

Program je vlastně přı́mým přepisem tvrzenı́, že jednoprvkový seznam je pár a jeho druhý prvek je prázdný
seznam ().

Ve Scheme existuje predikát equal?, kterým je možné porovnávat libovolné elementy:

Definice 5.15 (predikát equal?). Procedura equal? se použı́vá se dvěma argumenty

(equal? 〈element1〉 〈element2〉)
a vracı́ #t, právě když pro 〈element1〉 a 〈element2〉 platı́:

• oba 〈element1〉 a 〈element2〉 jsou bud’ #t nebo #f;

• oba 〈element1〉 a 〈element2〉 jsou stejné symboly;

8Takto fungujı́ selektory car a cdr v jazyce Common LISP
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• oba 〈element1〉 a 〈element2〉 jsou čı́sla, jsou obě bud’ v přesné nebo v nepřesné reprezentaci a obě čı́sla
jsou si numericky rovny, to jest aplikacı́ = na 〈element1〉 a 〈element2〉 bychom zı́skali #t;

• oba 〈element1〉 a 〈element2〉 jsou prázdné seznamy;

• oba 〈element1〉 a 〈element2〉 jsou nedefinované hodnoty;

• oba 〈element1〉 a 〈element2〉 jsou stejné primitivnı́ procedury nebo stejné uživatelsky definované pro-
cedury, nebo stejné speciálnı́ formy;

• oba 〈element1〉 a 〈element2〉 jsou páry ve tvarech 〈element1〉 = (E1 .F1) a 〈element2〉 = (E2 .F2) a platı́:

– výsledek aplikace equal? na E1 a E2 je #t
– výsledek aplikace equal? na F1 a F2 je #t;

a vracı́ #f ve všech ostatnı́ch přı́padech. �

Při použitı́ predikátu equal? na čı́sla je potřeba, aby byla obě bud’ v přesné nebo v nepřesné reprezentaci.
To je rozdı́l vzhledem k predikátu =, u kterého rozhoduje jen numerická rovnost. Viz následujı́cı́ přı́klad:

(equal? 2 2.0) Z=⇒ #f

(= 2 2.0) Z=⇒ #t

(equal? 2 2) Z=⇒ #t

(equal? 2.0 2.0) Z=⇒ #t

Ačkoliv „rovnost procedur“ budeme testovat jen zřı́dka, zdali vůbec, objasněme co znamená, že dvě
uživatelsky definované procedury jsou „stejné“. Každý uživatelsky definovaná procedura je z našeho
pohledu „stejná“ jen sama se sebou. I kdybychom vzali dvě procedury vzniklé vyhodnocenı́m téhož λ-
výrazu, z pohledu predikátu equal? se bude jednat o různé elementy, viz následujı́cı́ ukázku. Máme:

(equal? (lambda (x) (* x x)) (lambda (x) (* x x))) Z=⇒ #f

Ale na druhou stranu:

(define na2 (lambda (x) (* x x)))

(equal? na2 na2) Z=⇒ #t

Rovněž upozorněme na fakt, že equal? se hodı́ k porovnávánı́ jakýchkoliv elementů, tedy i hierarchických
struktur. Z popisu equal? vidı́me, že tı́mto predikátem můžeme snadno testovat rovnost dvou tečkových
párů, což nemůžeme provést pomocı́ predikátu = (rovnost čı́sel):

(equal? '(a b) '(a b)) Z=⇒ #t

(= '(a b) '(a b)) Z=⇒ „CHYBA: Argumenty nejsou čı́sla“

Poznámka 5.16. Pozornı́ čtenáři si jistě všimli, že jsme neuvedli žádné predikáty, kterými by bylo možné
identifikovat speciálnı́ formy. Neuvedli jsme je proto, že ve specifikaci jazyka R5RS, viz dokument [R5RS],
takové predikáty nejsou. Standard jazyka Scheme R5RS totiž nechápe speciálnı́ formy jako elementy jazyka.
Stejně tak jsme mohli vytvořit dva predikáty, které testujı́ zda-li je daná procedura primitivnı́ nebo uži-
vatelsky definovaná. Představený systém predikátů tedy mohl být mnohem bohatšı́. Pro naše účely si ale
plně vystačı́me s předchozı́mi procedurami, některé nové predikáty určujı́cı́ typy elementů představı́me
v poslednı́ lekci tohoto dı́lu textu.

Na závěr této sekce o datových typech v jazyku Scheme podotkněme, že jiné programovacı́ jazyky majı́
k datovým typům odlišný přı́stup. Teorie datových typů je jedna z řady disciplı́n, které jsou v informatice
dodnes hluboce studovány a výzkum v této oblasti postupuje pořád dál. Každý jazyk lze z hlediska
použitého modelu typů rozdělit do několika kategoriı́. Prvnı́ rozdělenı́ je založeno na tom, v jakém okamžiku
je možné provést kontrolu typu elementů:

Staticky typované jazyky. Jedná se o programovacı́ jazyky, pro které je z principu možné udělat kontrolu
typů již před interpretacı́ nebo během překladu programu, pouze na základě znalosti jeho syntaktické
struktury.
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Dynamicky typované jazyky. U dynamicky typovaných jazyků platı́, že pouhá struktura kódu (vždy) nestačı́
ke kontrole typů a typy elementů musı́ být kontrolovány až za běhu programu. U dynamicky typových
jazyků je rovněž možné, že jedno jméno (symbol nebo proměnná) může během života programu nést
hodnoty různých typů.

Z toho co vı́me o jazyku Scheme je jasné, že se jedná o dynamicky typovaný jazyk, protože když uvážı́me
třeba výraz

(let ((x (read)))

(number? x)),

tak je zcela zřejmé, že o hodnotě jeho vyhodnocenı́, která závisı́ na kontrole typu elementu navázaného
na x budeme moci rozhodnout až za běhu programu, protože na x bude navázán vstupnı́ výraz zadaný
uživatelem. Naproti tomu třeba jazyk C je staticky typový, typ všech proměnných je navı́c potřeba explicitně
deklarovat, to jest „dát překladači na vědomı́“ před jejich prvnı́m použitı́m v programu.

Dalšı́ úhel pohledu na vlastnosti typového systému je jeho „sı́la“. Některé programovacı́ jazyky umožňujı́
použı́vat procedury (operace) jen s argumenty přesně daného typu a pokud je vstupnı́ argument jiného
typu, provedenı́ operace selže. Tak se chová i jazyk Scheme. Naopak jiné programovacı́ jazyky definujı́
sadu pravidel pro „převod“ mezi datovými typy (přı́kladem takového jazyka je třeba jazyk PERL). Proto
rozlišujeme dva typy „sı́ly“ typového systému:

Silně typované jazyky. Silně typovaný jazyk má pro každou operaci přesně vymezený datový typ argumentů.
Pokud je operace použita s jiným typem argumentů než je přı́pustné, docházı́ k chybě.

Slabě typované jazyky. Slabě typované jazyky majı́ definovánu sadu konverznı́ch pravidel, která umožňujı́,
pokud je to nutné, převádět mezi sebou data různých typů. Pokud je provedena operace s argumenty,
které jı́ typově neodpovı́dajı́, je provedena konverze typů tak, aby byla operace proveditelná.

Poslednı́ vlastnostı́ je typová bezpečnost:

Bezpečně typované jazyky. Tyto jazyky se chovajı́ korektně z hlediska prováděnı́ operacı́ mezi různými typy
elementů. To znamená, že pokud je operace pro daný typ elementů proveditelná, jejı́ provedenı́ nemůže
způsobit havárii programu.

Nebezpečně typované jazyky. Nebezpečně typované jazyky jsou jazyky, které nejsou bezpečně typované. Vý-
sledek operace mezi různými typy tedy může vést k chybě při běhu programu. Takovým jazykem je
třeba C, kde chyba tohoto typu může být způsobena napřı́klad přetečenı́m paměti nebo dereferencı́
ukazatele z ukazujı́cı́ho na mı́sto paměti nepatřı́cı́ programu.

Jazyk Scheme je z tohoto pohledu bezpečně typovaný jazyk.

5.5 Implementace párů uchovávajı́cı́ch délku seznamu

V této sekci si ukážeme implementaci „párů“, které si pamatujı́ délku seznamu. To povede na zvýšenı́
efektivity při práci se seznamy – délku seznamu bude možné zjistit k konstantnı́m čase, protože bude
přı́mo kódovaná v seznamu. Přestože uvádı́me, že ukážeme novou implementaci pár, bude se vlastně
jednat o trojice, jejichž prvky budou 〈hlava〉, 〈tělo〉 a 〈délka〉. A právě v poslednı́m jmenovaném prvku
budeme uchovávat délku seznamu.

Seznam délky n budeme pomocı́ těchto párů definovat následovně:

• pro n = 0 je to prázdný seznam ();

• pro n ∈ N je to pár jehož prvek hlava je libovolný element, prvek tělo je seznam délky n − 1 a prvek
délka je čı́slo n.

Kdykoli budeme v této sekci mluvit o seznamech, budeme tı́m myslet seznam ve smyslu výše uvedené
definice. V dalšı́ch sekcı́ch ale vrátı́me k původnı́ reprezentaci párů, která je součástı́ interpretu jazyka
Scheme.

Náš nový pár bude opět reprezentován procedurou, stejně jako v programu 4.3 na straně 4.3. Svazujeme jı́
ale tři hodnoty: dvě z nich jsou vstupnı́ argumenty a a b. Třetı́ hodnota je pak délka seznamu b zvýšená
o 1. Konstruktor nového páru bude vypadat následovně:
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(define cons

(lambda (hlava telo)

(define delka (+ 1 (fast-length telo)))

(lambda (proj)

(proj (cons hlava telo delka)))))

Všimněte si, že v konstruktoru jsme použili proceduru fast-length což je nový selektor vracejı́cı́ pro daný
seznam jeho délku. Při připojenı́ nového prvku k již existujı́cı́mu seznamu zjistı́me pomocı́ tohoto selektoru
jeho délku a do aktuálnı́ho páru zakódujeme délku zvětšenou o 1 (přidali jsme jeden prvek). Implementaci
selektoru fast-length uvedeme posléze.

Selektory car a cdr můžeme naprogramovat klasicky pomocı́ projekcı́:

(define 1-ze-3 (lambda (x y z) x))

(define 2-ze-3 (lambda (x y z) y))

(define car

(lambda (par)

(par 1-ze-3)))

(define cdr

(lambda (par)

(par 2-ze-3)))

Zjišt’ovánı́ délky seznamu se bude trochu lišit. Nejdřı́ve ověřı́me, zda se nejedná o prázdný seznam ().
V tom přı́padě vracı́me nulu – tedy délku prázdného seznamu. V opačném přı́padě vracı́me prvek délka,
což je informace o délce, která je součástı́ každého páru. Viz následujı́cı́ kód:

(define 3-ze-3 (lambda (x y z) z))

(define fast-length

(lambda (par)

(if (null? par)

0

(par 3-ze-3))))

Přı́klad 5.17. Podı́vejme se nynı́ na použitı́ nové implementace párů:

(define seznam (cons 1 (cons 2 (cons 3 '()))))

Vytvořili jsme tedy seznam nikoli z tečkových párů, ale z procedur vyššı́ch řádů, které v sobě zapouzdřujı́
tři hodnoty – hlavu, tělo a délku seznamu. Tělo seznamu je přitom zase seznamem. Obrázek 5.4 ukazuje
prostředı́, která reprezentujı́ seznam. Přerušovaná čára ukazuje prostředı́ vzniku procedur reprezentujı́cı́ch
seznam.

Obrázek 5.4. Procedury a prostředı́ u párů uchovávajı́cı́ch délku seznamu

Nynı́ uvedeme použitı́ selektorů: Výraz (car seznam) se vyhodnotı́ na čı́slo 1. Na seznam je navázána
procedura o jednom argumentu. Tuto proceduru aplikuje selektor car ve svém těle na projekci prvnı́ho
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prvku navázanou na symbol 1-ze-3. Tuto projekci aplikuje procedura seznam na elementy navázané na
symboly hlava, telo a delka v prostředı́ jejı́ho vzniku P1. Výsledkem je tedy čı́slo 1.

Výraz (car (cdr seznam)) se vyhodnotı́ takto: vyhodnocenı́m podvýrazu (cdr seznam) (podobným
způsobem jako v předchozı́m přı́kladě) dostáváme hodnotu navázanou na symbol telo v prostředı́ P1, což
je opět (neprázdný) seznam – procedura, která bere jako argument projekci, a vracı́ výsledek jejı́ aplikace
na hodnoty navázané na symboly hlava, telo a delka v prostředı́ P2. A tedy dostáváme čı́slo 2. Podobně
vyhodnocenı́m výrazu (fast-length (cdr seznam)) bude čı́slo 2 – hodnota navázaná na symbol delka
v prostředı́ P2.

Poznámka 5.18. Všimněte si, že naše nová procedura cons nemůže být použita ke konstrukci obecných
párů, to jest párů, jejichž druhý prvek nenı́ ani dalšı́ pár ani prázdný seznam. Jako argument telo musı́
předán seznam; v těle konstruktoru cons totiž zjišt’ujeme délku seznamu navázaného na telo.

5.6 Správa paměti během činnosti interpretu

Při našem exkursu funkcionálnı́m paradigmatem jsem se až doposud výhradně bavili o činnosti abstrakt-
nı́ho interpretu jazyka Scheme. Skutečné interprety, tedy ty se kterými reálně pracujeme, jsou obvykle
výrazně složitějšı́. Vyhodnocovacı́ proces je v nich implementován zhruba tak, jako v našem abstraktnı́m
interpretu, jejich složitost však spočı́vá v tom, že interprety musı́ řešit řadu otázek souvisejı́cı́ch se správou
a organizacı́ paměti.

V této sekci malinko nahlédneme pod pokličku skutečného interpretu jazyka Scheme a zaměřı́me se na
jeden specifický problém správy paměti souvisejı́cı́ s tečkovými páry. Každý interpret jazyka Scheme musı́
nějak reprezentovat elementy jazyka: čı́sla, seznamy, procedury, páry a tak dále. Pro reprezentaci párů
se obvykle použı́vá struktura obsahujı́cı́ ukazatel na dvojici dalšı́ch elementů – elementů „obsažených
v páru“. To je v souladu s upravenou boxovou notacı́ uvedenou v této lekci. Během činnosti programu
vznikajı́ nové páry konstrukcı́ a časem může dojı́t k situaci, že již některý pár, která je uložen v paměti,
nenı́ potřeba. To znamená, že neexistuje metoda, jak v programu tento pár zı́skat vyhodnocenı́m nějakého
výrazu. Demonstrujme si tuto situaci přı́kladem:

(define s '(a b c))

s Z=⇒ (a b c)

(define s #f)

s Z=⇒ #f

Nejprve jsme na s navázali seznam jehož internı́ reprezentaci pomocı́ párů musı́ udržovat interpret Scheme
v paměti. Na třetı́m řádku jsme na symbol s navázali hodnotu #. Tı́m pádem jsem ztratili jakoukoliv
vazbu na zkonstruovaný seznam (a b c). Logika věci řı́ká, že interpret jazyka Scheme by to měl nějak
poznat a odstranit internı́ reprezentaci seznamu z paměti9. Někoho by nynı́ mohlo napadnout, že testovat
„viditelnost“ seznamů je jednoduché: nabı́zı́ se pouze „smazat každý seznam“, který byl dřı́ve navázaný na
symbol, který jsme právě redefinovali (to odpovı́dá předchozı́ situaci). Nenı́ to, bohu žel, tak jednoduché,
viz následujı́cı́ přı́klad:

(define s '(a b c))

s Z=⇒ (a b c)

(define r s)

(define s #f)

s Z=⇒ #f

r Z=⇒ (a b c)

Zde jsme provedli skoro totéž, co v předchozı́m přı́padě, provedli jsme ale navı́c jednu definici. Před
redefinicı́ vazby s jsme na r definovali aktuálnı́ vazbu s. To bylo v okamžiku, kdy na s byl ještě navázán
seznam (a b c). I když po provedenı́ redefinice s již na s tento seznam navázaný nenı́, je stále navázaný

9Interpret si nemůže dovolit pouze plnit pamět’novými páry, uvědomte si, že třeba při každém použitı́ cons je vytvořen jeden
nový pár, při konstrukci n prvkového seznamu je to n nových párů. Kdyby interpret nevěnoval správě paměti pozornost, činnost
většiny programů by byla záhy násilně ukončena operačnı́m systémem z důvodu vypotřebovánı́ paměti.
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na r. Předchozı́ navržená metoda „vymazávánı́ seznamů po redefinici“ by tedy nebyla ani účinná a ani
korektnı́ (vedla by k havárii interpretu a tı́m i interpretovaného programu).

Užitečné je taky uvědomit si, že seznamy obecně nelze jen tak likvidovat celé. Někdy může být ještě část
seznamu „dostupná“. Opět si uved’me demonstračnı́ přı́klad:

(define r '(x y))

(define s (cons 100 r))

r Z=⇒ (x y)

s Z=⇒ (100 x y)

(define s #f)

r Z=⇒ (x y)

s Z=⇒ #f

Zde jsme zkonstruovali seznam a navázali jej na r. Poté jsme na s navázali seznam vzniklý z předchozı́ho
přidánı́m prvku na prvnı́ pozici. Pokud redefinujeme vazbu s tak, jak je v přı́kladu ukázáno, dostaneme
se do situace, kdy již nenı́ dostupný seznam (100 x y), ale je pořád ještě dostupný dvouprvkový seznam
(x y) tvořı́cı́ jeho tělo. To znamená, že nenı́ možné celou reprezentaci seznamu (100 x y) odstranit
z paměti, protože tělo tohoto seznamu je stále dostupné pomocı́ symbolu r. Zároveň je ale jasné, že pár
jehož prvnı́m prvkem je čı́slo 100 a druhým prvkem je (ukazatel na) dvouprvkový seznam (x y), již smazat
můžeme.

Jak tedy interprety provádějı́ správu paměti? Obecně je to tak, že každý interpret má v sobě zabudovaný
podprogram, tak zvaný garbage collector, který se během vyhodnocovánı́ jednou za čas spustı́ (napřı́klad,
když rychle klesne volná pamět’), projde všechny elementy reprezentované v paměti a smaže z nich ty,
které již nejsou nijak dostupné. V praxi se k úklidu paměti často použı́vá algoritmus označovaný jako mark
& sweep (česky by se dalo nazvat „označ a zamet’“), jehož činnost si nynı́ zevrubně popı́šeme.

Nejprve podotkněme, že pamět’ v nı́ž jsou uloženy reprezentace elementů, se nazývá halda. Pojem halda
se v informatice použı́vá ještě v jiném významu (speciálnı́ kořenový strom) a čtenářům bude asi důvěrně
známý z kursu algoritmické matematiky. V našem kontextu je však „halda“ pouze název pro úsek paměti.
Název algoritmu napovı́dá, že algoritmus má dvě části. Prvnı́ část, zvaná mark, spočı́vá v tom, že se projde
přes dosažitelné elementy a to tak, že se začne elementy jež majı́ vazbu v globálnı́m prostředı́ (ty jsou zcela
jistě dosažitelné). Pokud právě označený element ukazuje na dalšı́ elementy, i ty budou dále zpracovány
(protože jsou tı́m pádem taky dosažitelné). To se týká napřı́klad tečkových párů (každý pár se odkazuje
na prvnı́ a druhou složku) a uživatelsky definovaných procedur (každá uživatelsky definovaná procedura
ukazuje na seznam argumentů, tělo a prostředı́). Takto se postupuje, dokud je co označovat. V druhém
kroku nastupuje fáze sweep. Garbage collector projde celou haldu a pro každý element provede následujı́cı́:

• pokud má element značku, značka je smazána a pokračuje se dalšı́m elementem,

• pokud element značku nemá, pak je element odstraněn z paměti.

Po dokončenı́ cesty haldou jsme v situaci, kdy byly nedostupné elementy smazány a všechny značky byly
odstraněny. Mazánı́ značek bylo provedeno jako inicializace pro dalšı́ spuštěnı́ garbage collectoru.

5.7 Odvozené procedury pro práci se seznamy

V této sekci uvedeme řadu procedur pro vytvářenı́ a manipulaci se seznamy. Na implementaci těchto
procedur pak ukážeme použitı́ seznamů a základnı́ch procedur pro práci s nimi, které jsme představili
v předchozı́ch lekcı́ch.

Prvnı́mi dvěma procedurami, které uvedeme, budou procedury pro zdvojenı́ prvnı́ho prvku seznamu
(procedura dupf) a zdvojenı́ poslednı́ho prvku seznamu (procedura dupl). Bude se jednat o procedury
o jednom argumentu, kterým bude seznam. Vracet budou seznam, obsahujı́cı́ duplikovaný prvnı́ prvek
seznamu v přı́padědupf, respektive duplikovaný poslednı́ prvek seznamu v přı́padědupf. Takže napřı́klad:

(dupf '(a)) Z=⇒ (a a)

(dupf '(1 2 3)) Z=⇒ (1 1 2 3)
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(dupf '((1 2) 3)) Z=⇒ ((1 2) (1 2) 3)

(dupl '(a)) Z=⇒ (a a)

(dupl '(1 2 3)) Z=⇒ (1 2 3 3)

(dupl '(1 (2 3))) Z=⇒ (1 (2 3) (2 3))

Duplikace prvnı́ho prvku seznamu vlastně odpovı́dá konstrukci hlavy seznamu na samotný seznam.
Proceduru dupf tedy jednoduše naprogramujeme takto:

(define dupf

(lambda (l)

(cons (car l) l)))

Všimněte si, že v těle předchozı́ho λ-výrazu použı́váme jen procedury cons a car, které známe z před-
chozı́ lekce. Jde nám o připojenı́ prvnı́ho prvku na začátek celého seznamu. Prvnı́ prvek zı́skáme aplikacı́
procedury car a připojı́me jej na začátek seznamu použitı́m procedury cons.

Nynı́ zdvojenı́ poslednı́ho prvku. Postupujeme podle následujı́cı́ úvahy: Chceme-li se dostat k poslednı́mu
prvku, obrátı́me seznam pomocı́ procedury reverse a vezmeme prvnı́ prvek z tohoto obráceného seznamu:

(reverse '(a b c)) Z=⇒ (c b a)

(car (reverse '(a b c))) Z=⇒ a

Poslednı́ prvek zdvojı́me tak, že zdvojı́me prvnı́ prvek obráceného seznamu, a výsledek pak ještě jednou
obrátı́me:

(dupf (reverse '(a b c))) Z=⇒ (c c b a)

(reverse (dupf (reverse '(a b c)))) Z=⇒ (a b c c)

Celá procedura tedy bude vypadat takto:

(define dupl

(lambda (l)

(reverse (dupf (reverse l)))))

Kdybychom chtěli vytvořit proceduru pro generovánı́ seznamu čı́sel od a do b, můžeme to udělat následu-
jı́cı́m způsobem pomocı́ procedury build-list. Seznam čı́sel od a do b bude mı́t délku b − a + 1. Tvořı́cı́
procedura pak bude pro index i vracet čı́slo i+ a, které bude vloženo na i-tou pozici v seznamu (počı́táno
od 0). Přepsáno do Scheme:

(define range

(lambda (a b)

(build-list (+ 1 (- b a))

(lambda (i) (+ i a)))))

Dalšı́ dvě procedury budou také využitı́m procedury build-list. Konkrétně se bude jednat o vypuštěnı́
n-tého prvku seznamu a vsunutı́ prvku na n-tou pozici.

(define remove

(lambda (l n)

(build-list (- (length l) 1)

(lambda (i)

(if (< i n)

(list-ref l i)

(list-ref l (+ i 1)))))))

Pro ilustraci viz následujı́cı́ přı́klady použitı́ procedury:

(define s '(a b c d e))

(remove s 0) Z=⇒ (b c d e)

(remove s 2) Z=⇒ (a b d e)

(remove s 4) Z=⇒ (a b c d)
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Při definici procedury remove jsme použili procedury build-list, abychom s nı́ vytvořili seznam, jehož
délka je o jedna kratšı́. Tvořı́cı́ procedura pak aplikacı́ procedury list-ref vybı́rá prvky z původnı́ho
seznamu. Tyto prvky bereme z odpovı́dajı́cı́ch indexů, v přı́padě, že jde o indexy menšı́, než je pozice
odstraňovaného prvku n, nebo z indexů o jedna vyššı́ch.

Analogickou procedurou je procedur insert, vkládajı́cı́ prvek na danou pozici:

(define insert

(lambda (l n elem)

(build-list (+ (length l) 1)

(lambda (i)

(cond ((< i n) (list-ref l i))

((= i n) elem)

(else (list-ref l (- i 1))))))))

Proceduru insert použı́váme takto:

(define s '(a b c d e))

(insert s 0 666) Z=⇒ (666 a b c d e)

(insert s 1 666) Z=⇒ (a 666 b c d e)

(insert s 3 666) Z=⇒ (a b c 666 d e)

(insert s 5 666) Z=⇒ (a b c d e 666)

Dalšı́ dvě procedury, které napı́šeme pomocı́ procedur představených v sekci 5.3 budou procedury nahra-
zovánı́ prvků v seznamu. Jejich společným rysem je použitı́ procedury map. Mapovaná procedura bude
vypadat v obou přı́padech podobně – vznikne vyhodnocenı́m lambda-výrazu:

(lambda (x) (if 〈podmı́nka〉 new x)).

Procedura tedy podle podmı́nky 〈podmı́nka〉 bud’to nahrazuje původnı́ prvek prvkem new nebo vracı́ pů-
vodnı́ prvek x. Nahrazovánı́ na základě splněnı́ predikátu prop? by mohlo být implementováno takto:

(define replace-prop

(lambda (sez new prop?)

(map (lambda (x) (if (prop? x) new x))

sez)))

Druhou procedurou nahrazenı́ je nahrazovánı́ podle vzoru reprezentovaného seznamem pravdivostnı́ch
hodnot určujı́cı́ch zda-li se má prvek na dané pozici zachovat nebo nahradit novým elementem. Ukažme si
nejprve použitı́ této procedury:

(replace-pattern '(1 2 3 4) '(#f #f #f #f) 'x) Z=⇒ (1 2 3 4)

(replace-pattern '(1 2 3 4) '(#t #f #t #f) 'x) Z=⇒ (x 2 x 4)

(replace-pattern '(1 2 3 4) '(#f #t #t #t) 'x) Z=⇒ (1 x x x)

(replace-pattern '(1 2 3 4) '(#t #t #t #t) 'x) Z=⇒ (x x x x)

Proceduru replace-pattern můžeme naprogramovat takto:

(define replace-pattern

(lambda (l pattern new)

(map (lambda (x y)

(if y new x))

l pattern)))

Dalšı́ odvozenou procedurou je procedura list-pref vracejı́cı́ n-prvkový prefix seznamu. Připomeňme,
že n-prvkovým prefixem seznamu rozumı́me seznam obsahujı́cı́ prvnı́ch n prvků seznamu:

(define list-pref

(lambda (l n)

(build-list n

(lambda (i)

(list-ref l i)))))
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V předchozı́m řešenı́ jsme vytvořili procedurou build-list seznam o délce n, prvky do něj pak vybı́-
ráme z původnı́ho seznamu pomocı́ procedury list-ref z odpovı́dajı́cı́ch indexů. Podobným způsobem
můžeme napsat proceduru vracejı́cı́ n-prvkový suffix (poslednı́ch n prvků seznamu) seznamu:

(define list-suff

(lambda (l n)

(let ((len (length l)))

(build-list n

(lambda (i)

(list-ref l (- len (- n i))))))))

Dalšı́ procedury budou procedury rotacı́ seznamu. Rotace seznamu doleva je procedurou o jednom argu-
mentu. Tı́mto argumentem je seznam a procedura vracı́ seznam, který má oproti původnı́mu seznamu
prvnı́ch n prvků na konci a ostatnı́ posunuté vlevo. Tedy napřı́klad:

(rotate-left (1 2 3 4) 1) Z=⇒ (2 3 4 1)

(rotate-left (1 2 3 4) 2) Z=⇒ (3 4 1 2)

(rotate-left (1 2 3 4) 3) Z=⇒ (4 1 2 3)

(rotate-left (1 2 3 4) 4) Z=⇒ (1 2 3 4)

Analogicky pak bude fungovat procedura rotace seznamu doprava:

(rotate-right (1 2 3 4) 1) Z=⇒ (4 1 2 3)

(rotate-right (1 2 3 4) 2) Z=⇒ (3 4 1 2)

(rotate-right (1 2 3 4) 3) Z=⇒ (2 3 4 1)

(rotate-right (1 2 3 4) 4) Z=⇒ (1 2 3 4)

Rotaci seznamu doleva rotate-left můžeme implementovat následujı́cı́m způsobem. Pomocı́ procedury
build-list vytvořı́me nový seznam stejné délky, jako je ten původnı́, na jednotlivé pozice vybı́ráme prvky
z původnı́ho seznamu použitı́m procedury list-ref, a to z pozice vždy o n vyššı́. Přetečenı́ prvnı́ho prvku
na konec seznamu je zajištěno použitı́m procedury modulo (vrácenı́ celočı́selného zbytku po dělenı́).

(define rotate-left

(lambda (l n)

(let ((len (length l)))

(build-list len

(lambda (i)

(list-ref l (modulo (+ i n) len)))))))

Procedura rotace seznamu doprava bude velice podobná:

(define rotate-right

(lambda (l n)

(let ((len (length l)))

(build-list len

(lambda (i)

(list-ref l (modulo (- i n) len)))))))

Předchozı́ dvě procedury – rotate-left a rotate-right – můžeme sjednotit pomocı́ proceduru vyššı́ho
řádu selekce. Ta bere dva argumenty, prvnı́m z nich je seznam (E0 E1 · · · En−1), tak jako u procedur rotace,
a druhým je procedura reprezentujı́cı́ zobrazenı́ f : N0×N0 → N0. Procedura selekce vracı́ seznam ve tvaru

(Ef(0,n) Ef(1,n) · · · Ef(n−1,n)),

to jest seznam vzniklý z výchozı́ho výběrem elementů určeným procedurou reprezentujı́cı́ f . Obecný kód
procedury select by tedy mohl vypadat následovně:

(define select

(lambda (l sel-f)

(let ((len (length l)))

(build-list len

(lambda (i)
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(list-ref l (modulo (sel-f i len) len)))))))

Pomocı́ select můžeme vytvořit procedury rotace seznamu, které jsme uvedli výše:

(define rotate-left

(lambda (l n)

(select l (lambda (i len) (+ i n)))))

(define rotate-right

(lambda (l n)

(select l (lambda (i len) (- i n)))))

K implementaci rotate-left a rotate-right stačilo pouze provést specifikaci procedury reprezentujı́cı́
zobrazenı́ f : N0 × N0 → N0. V obou přı́padech byla f definována tak, že f(i, j) = i± k, kde k počet prvků
o kolik se má rotace provést (druhý argument j se v tomto přı́padě neuplatnil).

Pomocı́ procedury select můžeme vytvořit ale napřı́klad i proceduru reverse, kterou jsme představili
v sekci 5.3:

(define reverse

(lambda (l)

(select l (lambda (i len) (- len i 1)))))

Nebo třeba proceduru na vytvořenı́ seznamu náhodně vybraných prvků z původnı́ho seznamu:

(define random-select

(lambda (l n)

(select l (lambda (i len) (random len)))))

V poslednı́m přı́padě již přı́sně vzato druhý argument předaný select při aplikaci nebyla procedura
reprezentujı́cı́ zobrazenı́. To ale v zásadě ničemu nevadı́, viz diskusi v sekci 2.5 na straně 56.

5.8 Zpracovánı́ seznamů obsahujı́cı́ch dalšı́ seznamy

V této sekci si ukážeme použitı́ seznamů obsažených v seznamech. A to na dvou konkrétnı́ch problémových
doménách – na práci s datovými tabulkami a na počty s maticemi.

V prvnı́ části této sekce použijeme seznamy obsahujı́cı́ dalšı́ seznamy k reprezentaci datových tabulek.
Seznam seznamů o stejných délkách můžeme považovat za tabulku s informacemi. Předvedeme si im-
plementaci několika základnı́ch operacı́ s datovými tabulkami. Tabulkou tedy budeme rozumět seznam
řádků. A řádky budou seznamy o stejné délce. Jako přı́klad uvádı́me tabulku mesta:

(define mesta

'((Olomouc 120 3)

(Prostejov 50 2)

(Praha 1200 8)))

Proceduru vracejı́cı́ n-tý řádek tabulky napı́šeme velice jednoduše. Jelikož tabulka je seznam řádků, jde
nám o n-tý prvek tohoto seznamu. Ten zı́skáme pomocı́ procedury list-ref:

(define n-th-row

(lambda (table n)

(list-ref table n)))

Což bychom mohli napsat také stručněji následujı́cı́m způsobem:

(define n-th-row list-ref)

O něco složitějšı́ by bylo naprogramovat proceduru vracejı́cı́ „n-tý sloupec“ reprezentovaný jako seznam
hodnot v tomto sloupci. Z každého řádku umı́me vybrat n-tý prvek pomocı́ procedury list-ref. A jelikož
máme všechny řádky v jednom seznamu – tabulce – můžeme přes tento seznam mapovat proceduru, která
vznikne vyhodnocenı́m λ-výrazu
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(lambda (row) (list-ref row n)).

Tı́m dostaneme n-tou hodnotu z každého řádku, tedy n-tý sloupec.

(define n-th-column

(lambda (table n)

(map (lambda (row)

(list-ref row n))

table)))

Pro datové tabulky existuje celá řada operacı́, které majı́ význam v relačnı́ algebře. Jednou z nich je projekce
tabulky, což je vytvořenı́ nové tabulky z tabulky výchozı́ výběrem některých jejı́ch sloupců. To jest, vý-
sledkem aplikace projekce bude nová tabulka sestavená z některých sloupců původnı́ tabulky. Proceduru
provádějı́cı́ projekci bychom mohli vytvořit napřı́klad následujı́cı́m způsobem:

(define projection

(lambda (table id-list)

(map (lambda (row)

(map (lambda (n)

(list-ref row n))

id-list))

table)))

Viz přı́klad použitı́ projekce na tabulku navázanou na mesta:

(projection mesta '(0 2)) Z=⇒ ((Olomouc 3)

(Prostejov 2)

(Praha 8))

Při použitı́ projekce jsme tedy kromě samotné tabulky ještě předávajı́ seznam sloupců, které budeme chtı́t
v nové tabulce zachovat. Podotkněme, že při implementaci procedury realizujı́cı́ projekci bychom též mohli
použı́t proceduru n-th-column, kterou již máme naprogramovanou.

Druhá problémová doména, na které ukážeme využitı́ seznamů a procedur na manipulaci s nimi, budou
problematika týkajı́cı́ se čı́selných matice a operacı́ nad nimi. Matici budeme reprezentovat podobně jako
datovou tabulku. Tedy matice bude seznam řádků a řádek přitom bude seznam. Na rozdı́l od datové
tabulky však tyto řádky budou obsahovat pouze čı́sla.

Prvnı́ procedurou bude obdoba konstruktoru build-list. Chceme vytvořit konstruktor build-matrix,
který bere jako parametry dvě čı́sla, představujı́cı́ rozměry matice, a jednu „tvořı́cı́“ proceduru, tentokrát
však o dvou argumentech. To proto, že vstupem pro tvořı́cı́ proceduru nebude jen jeden index, tedy pozice
v seznamu, ale čı́slo řádku a čı́slo sloupce. Procedura build-matrix bude vypadat následovně:

(define build-matrix

(lambda (rows cols f)

(build-list rows

(lambda (i)

(build-list cols

(lambda (j)

(f i j)))))))

V těle předchozı́ procedury jsme použili konstruktor build-list na vytvořenı́ seznamu řádků. Každý
z těchto řádků jsme vytvořili opět konstruktorem build-list. Viz přı́klad použitı́ procedury:

(build-matrix 2 3 (lambda (x y) (- x y))) Z=⇒ ((0 -1 -2) (1 0 -1))

Dále vytvořı́me procedury pro operace sčı́tánı́ a odčı́tánı́ matic. Budou to procedury dvou argumentů,
kterými budou matice. Vracet budou novou matici, jejı́ž prvky budou součty prvků sčı́taných matic na
stejných pozicı́ch. Implementovány jsou pomocı́ procedury map.

(define matrix-+

(lambda (m1 m2)
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(map (lambda (row1 row2)

(map + row1 row2))

m1 m2)))

(define matrix--

(lambda (m1 m2)

(map (lambda (row1 row2)

(map - row1 row2))

m1 m2)))

Předchozı́ dvě procedury se odlišovaly jen v použité proceduře při výpočtu součtu nebo rozdı́lu hodnot.
Nabı́zı́ se tedy sjednotit obě procedury do jediné procedury vyššı́ho řádu matrix-map. Ta bude, oproti
procedurám na sčı́tánı́ a odčı́tánı́ matic, brát jeden argument navı́c. Tı́mto argumentem bude procedura,
která se bude aplikovat na prvky na stejné pozici.

(define matrix-map

(lambda (m1 m2 f)

(map (lambda (row1 row2)

(map f row1 row2))

m1 m2)))

Procedury sčı́tánı́ a odčı́tánı́ matic můžeme pomocı́ procedury matrix-map nadefinovat napřı́klad takto:

(define matrix-+

(lambda (m1 m2)

(matrix-map m1 m2 +)))

(define matrix--

(lambda (m1 m2)

(matrix-map m1 m2 -)))

Shrnutı́

V této lekci jsme zavedli seznamy jako struktury konstruované pomocı́ párů a speciálnı́ho elementu jazyka –
– prázdného seznamu. Upřesnili jsme externı́ reprezentaci seznamů. Vysvětlili jsme, jaký je vztah mezi
seznamy chápanými jako data a seznamy chápanými jako symbolické výrazy. Internı́ reprezentacı́ seznamů
(symbolických výrazů) jsou právě seznamy konstruované z párů. Naopak, externı́ reprezentace seznamů
(elementů jazyka), které majı́ čitelnou externı́ reprezentaci, je ve tvaru symbolických výrazů (seznamů).
Ukázali jsme několik typických procedur pro manipulaci se seznamy. Zaměřili jsme se předevšı́m na
konstruktory seznamů, procedury pro spojovánı́ seznamů, obracenı́ seznamů, mapovacı́ proceduru a dalšı́.
Pozornost jsme věnovali i typovému systému jazyka Scheme. Vysvětlili jsme, jaký je rozdı́l mezi statickým
a dynamickým typovánı́m; silně a slabě typovanými jazyky; a bezpečným a nebezpečným typovánı́m.
Věnovali jsme se i vybraným technických aspektům souvisejı́cı́m s konstrukcı́ interpretů jazyka Scheme.
Konkrétně jsme se zabývali problémem automatické správy paměti. V závěru lekce jsme ukázali několik
přı́kladů demonstrujı́cı́ praktickou práci se seznamy.

Pojmy k zapamatovánı́

• seznam, prázdný seznam, hlava seznamu, ocas seznamu,
• kvotovánı́ seznamu,
• mapovánı́ procedury přes seznam, reverze seznamu, spojovánı́ seznamů,
• správa paměti, garbage collector, algoritmus mark & sweep,
• typový systém,
• silně/slabě typovaný jazyky,
• staticky/dynamicky typovaný jazyky,
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• bezpečně/nebezpečně typovaný jazyky,

Nově představené prvky jazyka Scheme

• procedury append, build-list, list, map, read, reverse
• predikáty boolean?, list?, null?, number?, pair?, procedure?, symbol?

Kontrolnı́ otázky

1. Co je prázdný seznam?
2. Jak jsou definovány seznamy?
3. Jak jsme změnili boxovou notaci?
4. Jak jsme změnili tečkovou notaci?
5. Jaký je ve Scheme vztah mezi programy a daty?
6. Co je to garbage collector?
7. Popište algoritmy práce garbage collectoru.
8. Jak jsme naprogramovali seznamy pamatujı́cı́ si vlastnı́ délku?
9. Jaký je rozdı́l mezi silně a slabě typovaným jazykem?

10. Jaký je rozdı́l mezi staticky a dynamicky typovaným jazykem?
11. Jaký je rozdı́l mezi bezpečně a nebezpečně typovaným jazykem?

Cvičenı́

1. Bez použitı́ interpretu vyhodnot’te následujı́cı́ výrazy:
(cons 1 (cons (cons 2 '()) (cons 3 '()))) Z=⇒
(cons (cons '() '()) '()) Z=⇒
(caddr '(1 2 3)) Z=⇒

(list '1 2 3) Z=⇒
(list '(1 2 3)) Z=⇒
(list list) Z=⇒
(list (+ 1 2)) Z=⇒
(list '+ 1 2) Z=⇒
(list + 1 2) Z=⇒
(list '(+ 1 2)) Z=⇒

(reverse '(1 2 3)) Z=⇒
(reverse '((1 2 3))) Z=⇒
(reverse '(1 (2 3) 4)) Z=⇒

(build-list 5 -) Z=⇒
(build-list 3 list) Z=⇒
(build-list 0 (lambda(x) nedef-symbol)) Z=⇒
(build-list 1 (lambda (x) '())) Z=⇒

(map number? '(1 (2 3) 4)) Z=⇒
(map + '(1 2 3)) Z=⇒
(map + '(2 4 8) '(1 3 9)) Z=⇒
(map (lambda (x) (cons 1 x)) '(2 4 8) '(1 3 9)) Z=⇒
(map (lambda (x) '()) '(1 2 3)) Z=⇒
(map (lambda (x) nenavazany-symbol) '()) Z=⇒

(append 1 2) Z=⇒
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(append 1 '(2)) Z=⇒
(append '(1) '(2)) Z=⇒
(append (append)) Z=⇒
(append '(1 2)) Z=⇒
(append) Z=⇒
(append '()) Z=⇒
(append '(1 2) '(3 4) (list 5)) Z=⇒
(append '(list 5)) Z=⇒

'(map (lambda (x) '()) 10) Z=⇒
(quote quote) Z=⇒
(quote (quote (1 2 3))) Z=⇒
('quote (1 2 3)) Z=⇒
(car ''10) Z=⇒

2. Naprogramujte proceduru o třech argumentech n, a, d, která vracı́ seznam prvnı́ch n členů aritmetické
posloupnosti {a+ nd}∞n=0

3. Naprogramujte proceduru o třech čı́selných argumentech n, a a q, která vracı́ seznam prvnı́ch n členů
geometrické posloupnosti {aqn}∞n=0.

4. Naprogramujte konstruktor diagonálnı́ čtvercové matice a pomocı́ něho konstruktor jednotkové matice.
5. Napište obdobu procedury map, která do mapované procedury dává nejen prvek seznamu ale i jeho

index. Napřı́klad:
(map cons '(a b c)) Z=⇒ ((a.0) (b.1) (c.2))

(map 2-ze-2 '(a b c)) Z=⇒ (0 1 2)

Úkoly k textu

1. Naimplementujte procedury car, cdr a cons pro čı́selné seznamy, které si pamatujı́ svoji délku a
počet prvků.

Řešenı́ ke cvičenı́m

1. (1 (2) 3), ((())), 3
(1 2 3), ((1 2 3)), (procedura), (3), (+ 1 2), (procedura 1 2), ((+ 1 2))
(3 2 1), ((1 2 3)), (4 (2 3) 1)
(0 -1 -2 -3 -4), ((0) (1) (2)), (), (())
(#t #f #t), (1 2 3), (3 7 17), (() () ()), (), (1 2), ()
chyba, chyba, (1 2), (), (1 2), (), (), (1 2 3 4 5), (list 5)
(map (lambda (x) ’()) 10), quote, (quote (1 2 3)), chyba, quote

2. (define (arit first diff n)

(build-list n (lambda (i) (+ first (* i diff)))))

3. (define (geom first quot n)

(build-list n (lambda (i) (* first (expt quot i)))))

4. (define build-diag-matrix

(lambda (diag-l)

(let ((n (length diag-l)))

(build-matrix n n

(lambda (x y)

(if (= x y)

(list-ref diag-l x)

0))))))
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(define build-unit-matrix

(lambda (n)

(build-diag-matrix

(build-list n (lambda (i) 1)))))

(define map-index

(lambda (f l)

(map f l (build-list (length l) +))))
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Lekce 6: Explicitnı́ aplikace a vyhodnocovánı́

Obsah lekce: V předchozı́ch lekcı́ch jsme popsali aplikaci procedur jakožto jednu z částı́ abstraktnı́ho
interpretu. Část interpretu odpovědnou za aplikaci jsme označovali „Apply“. Stejně tak jsme popsali část
interpretu provádějı́cı́ vyhodnocovánı́ elementů a označovali jsme ji jako „Eval“. V této lekci ukážeme, že
„Apply“ a „Eval“ lze bez újmy chápat jako procedury abstraktnı́ho interpretu, které mohou programátoři
kdykoliv využı́t k přı́mé aplikaci procedur na seznamy hodnot a k vyhodnocovánı́ libovolných elementů
v daném prostředı́. Dále ukážeme, že prostředı́ je možné chápat jako element prvnı́ho řádu.

Klı́čová slova: aplikace procedur, procedura apply, procedura eval, prostředı́, vyhodnocovánı́ elementů.

6.1 Explicitnı́ aplikace procedur

Nynı́ se budeme věnovat aplikaci procedur. V lekci 1 jsme uvedli, že aplikace procedur probı́há v mo-
mentě, kdy se prvnı́ prvek seznamu vyhodnotil na proceduru. Procedura vzniklá vyhodnocenı́m prvnı́ho
prvku seznamu je aplikována s argumenty jimiž jsou elementy vzniklé vyhodnocenı́m všech dalšı́ch prvků
seznamu. Této aplikaci procedur můžeme řı́kat implicitnı́ aplikace, protože je prováděna implicitně během
vyhodnocovánı́ elementů (seznamů). V některých přı́padech bychom ale mohli chtı́t provést explicitnı́ apli-
kaci dané procedury s argumenty, které máme k dispozici ve formě seznamu – tedy argumenty již máme
k dispozici a nechceme je zı́skávat vyhodnocenı́m (nějakých výrazů).

Předpokládejme pro ilustraci, že na symbol smáme navázaný seznam čı́sel, který jsme zı́skali jako výsledek
aplikace nějakých procedur. Z nějakého důvodu bychom třeba mohli chtı́t provést součet všech čı́sel ze
seznamu (navázaného na) s. Kdybychom mohli v programu zaručit, že tento seznam bude mı́t vždy
pevnou velikost (vždy stejný počet prvků), pak bychom mohli jeho prvky sečı́st pomocı́

(+ (car s) (cadr s) (caddr s) · · · ).

Co kdybychom ale délku seznamu dopředu neznali? Pak bychom zřejmě předchozı́ výraz nemohli přesně
napsat, protože bychom neznali počet argumentů, které bychom měli předat proceduře sčı́tánı́ při jejı́
aplikaci. Dalšı́ problém předchozı́ho kódu je jeho neefektivita. Pro seznam délky n potřebujeme provést
celkem n(1+n)

2 aplikacı́ procedur car a cdr k tomu, abychom vyjádřili všechny argumenty pomocı́ car,
cadr, caddr, a tak dále. Předchozı́ řešenı́ tedy nenı́ ani univerzálnı́ ani efektivnı́.

Předchozı́ problém by bylo možné snadno vyřešit, kdybychom měli v jazyku Scheme k dispozici Apply
(viz definici 2.12 na straně 49) jako primitivnı́ proceduru vyššı́ho řádu, které bychom mohli předat

(i) proceduru E, kterou chceme aplikovat,

(i) seznam argumentů E1, . . . , En, se kterými chceme proceduru E aplikovat,

a která by vrátila hodnotu aplikace Apply[E,E1, . . . , En].

V jazyku Scheme je taková primitivnı́ procedura skutečně k dispozici. Část interpretu „Apply“, která je od-
povědná za aplikaci procedur, je tedy přı́stupná programátorovi pomocı́ primitivnı́ procedury vyššı́ho řádu
(vyššı́ho řádu proto, že jednı́m z předaných argumentů je samotná procedura, kterou chceme aplikovat).
Tato primitivnı́ procedura je navázána na symbol apply a nynı́ si ji popı́šeme.

Definice 6.1 (primitivnı́ procedura apply). Primitivnı́ procedura apply se použı́vá s argumenty ve tvaru:

(apply 〈procedura〉 〈arg1〉 〈arg2〉 · · · 〈argn〉 〈seznam〉),

přitom 〈arg1〉, . . . , 〈argn〉 jsou nepovinné a mohou být vynechány. Jelikož je apply procedura, je aplikována
s argumenty v jejich vyhodnocené podobě. Při aplikaci procedura apply nejprve ověřı́, zda-li je element
〈procedura〉 primitivnı́ nebo uživatelsky definovaná procedura. Pokud by tomu tak nebylo, ukončı́ se apli-
kace hlášenı́m „CHYBA: Prvnı́ argument předaný apply musı́ být procedura.“ V opačném přı́padě pro-
cedura apply sestavı́ seznam hodnot ze všech ostatnı́ch argumentů, takto: prvnı́ prvek seznamu hodnot bude
〈arg1〉, druhý prvek seznamu hodnot bude 〈arg2〉, . . . n-tý prvek seznamu hodnot bude 〈argn〉 a dalšı́ prvky
seznamu hodnot budou tvořeny prvky ze seznamu 〈seznam〉. Pokud by poslednı́ argument uvedený při
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aplikaci apply (to jest argument 〈seznam〉) nebyl seznam, pak se aplikace ukončı́ hlášenı́m „CHYBA: Po-
slednı́ argument předaný apply musı́ být seznam.“ Výsledkem aplikace apply je hodnota vzniklá aplikacı́
procedury 〈procedura〉 s argumenty jimiž jsou elementy ze sestaveného seznamu hodnot. �

Z předchozı́ definice je tedy jasné, že apply musı́ být volána alespoň se dvěma argumenty, prvnı́ z nich
se musı́ vyhodnotit na proceduru (kterou aplikujeme) a poslednı́ z nich se musı́ vyhodnotit na seznam
argumentů, které chceme při aplikaci použı́t (seznam může být prázdný).

Nynı́ ukážeme několik vysvětlujı́cı́ch přı́kladů použitı́ apply, praktické přı́klady budou následovat v dal-
šı́ch sekcı́ch. Nejprve se zaměřı́me na použitı́ apply pouze se dvěma argumenty, tedy bez 〈arg1〉, . . . , 〈argn〉,
viz definici 6.1. Vyhodnocenı́ následujı́cı́ch výrazů vede na součet čı́sel (všimněte si použitı́ apply):

(+ 1 2 3 4 5) Z=⇒ 15

(apply + (list 1 2 3 4 5)) Z=⇒ 15

(apply + '(1 2 3 4 5)) Z=⇒ 15

(apply + 1 2 3 4 5) Z=⇒ „CHYBA: Poslednı́ argument předaný apply musı́ být seznam.“

V poslednı́m přı́padě při aplikaci došlo k chybě, protože poslednı́m argumentem předaným apply nebyl
seznam (ale čı́slo 5). Při použitı́ apply se seznamem hodnot si ale musı́me dát pozor na to, že hodnoty
v seznamu (poslednı́ argument apply) se použı́vajı́ jako argumenty při aplikaci a nejsou před aplikacı́
vyhodnoceny. Všimněte si napřı́klad rozdı́lu v následujı́cı́ch dvou aplikacı́ch:

(apply + (list 1 (+ 1 2) 5)) Z=⇒ 9

(apply + '(1 (+ 1 2) 5)) Z=⇒ „CHYBA: Pokus o sčı́tánı́ čı́sla se seznamem.“

Uvědomte si, že v prvnı́m přı́padě v ukázce vznikl vyhodnocenı́m výrazu(list 1 (+ 1 2) 5) třı́prvkový
seznam (1 3 5), takže došlo k sečtenı́ těchto hodnot. V druhém přı́padě byla ale procedura sčı́tánı́ apliko-
vána se seznamem (1 (+ 1 2) 5) jehož druhým prvkem nenı́ čı́slo, takže aplikace sčı́tánı́ na argumenty
1 (čı́slo), (+ 1 2) (seznam) a 5 (čı́slo) selhala.

Pokud se nynı́ vrátı́me k našemu motivačnı́mu přı́kladu, tak bychom sečtenı́ hodnot v seznamu navázaném
na s provedli následovně:

(apply + s)

Použitı́ apply je tedy vhodné v přı́padě, kdy máme dány argumenty (se kterými chceme provést aplikaci
nějaké procedury) v seznamu. Nemusı́me přitom předávané argumenty nijak „ručně vytahovat“ ze se-
znamu (jak to bylo naznačeno na začátku této sekce). V přı́padech, kdybychom neznali délku seznamu,
protože by byla proměnlivá, by to stejně k uspokojivému řešenı́ nevedlo.

Následujı́cı́ přı́klady ukazujı́ dalšı́ použitı́ apply:

(apply +) Z=⇒ „CHYBA: Chybı́ seznam hodnot.“
(apply + '()) Z=⇒ 0

(apply append '()) Z=⇒ ()

(apply append '((1 2 3) () (c d) (#t #f))) Z=⇒ (1 2 3 c d #t #f)

(apply list '(1 2 3 4)) Z=⇒ (1 2 3 4)

(apply cons (list 2 3)) Z=⇒ (2.3)

(apply cons '(1 2 3 4)) Z=⇒ „CHYBA: cons má mı́t dva argumenty.“
(apply min '(4 1 3 2)) Z=⇒ 1

Doposud jsme ukazovali pouze přı́klady použitı́ apply se dvěma argumenty, to jest s procedurou a se-
znamem hodnot. Nynı́ si ukážeme přı́klady použitı́ apply s vı́ce argumenty (viz definici 6.1). Nepovinné
argumenty, které se nacházejı́ za předanou procedurou a před poslednı́m seznamem (který musı́ být vždy
přı́tomen) jsou při aplikaci předávány tak, jak jsou uvedeny. Následujı́cı́ přı́klad ukazuje několik možnostı́
sečtenı́ čı́sel z daného seznamu za použitı́ nepovinných argumentů apply:

(apply + 1 2 3 4 '()) Z=⇒ 10

(apply + 1 2 3 '(4)) Z=⇒ 10

(apply + 1 2 '(3 4)) Z=⇒ 10

(apply + 1 '(2 3 4)) Z=⇒ 10

(apply + '(1 2 3 4)) Z=⇒ 10
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V prvnı́m přı́padě byly nepovinné argumenty čtyři a povinný poslednı́ seznam byl prázdný. V druhém
přı́padě byly nepovinné argumenty tři a poslednı́ seznam byl jednoprvkový a tak dále. Uvědomte si, že
nepovinné argumenty budou před aplikacı́ apply, a tedy i před explicitnı́ aplikacı́ předané procedury,
vyhodnoceny. Viz rozdı́l mezi následujı́cı́mi aplikacemi:

(apply + '((+ 1 2) 10)) Z=⇒ „CHYBA: Pokus o sčı́tánı́ čı́sla se seznamem.“
(apply + (+ 1 2) '(10)) Z=⇒ 13

Otázkou je, kdy použı́t tyto nepovinné argumenty. Použı́vajı́ se v přı́padě, kdy potřebujeme aplikovat
proceduru se seznamem hodnot, ale k tomuto seznamu ještě potřebujeme dalšı́ hodnoty (zepředu) dodat.
Kdybychom napřı́klad chtěli sečı́st všechny hodnoty v seznamu navázaném na l s čı́slem 1, pak bychom
to mohli udělat následujı́cı́mi způsoby:

(define l '(10 20 30 40 50))

(apply + (cons 1 l)) Z=⇒ 151

(+ 1 (apply + l)) Z=⇒ 151

(apply + 1 l) Z=⇒ 151

V prvnı́m přı́padě jsme ručně jedničku připojili jako nový prvnı́ prvek seznamu hodnot. V druhém přı́padě
jsme přičtenı́ jedničky provedli až po samotné aplikaci. V tomto přı́padě to bylo možné, ale u některých
procedur bychom to takto řešit nemohli (uvidı́me dále). Poslednı́ přı́klad byl nejkratšı́ a nejčistšı́, využili
jsme jeden nepovinný argument – přidánı́ jedničky k seznamu argumentů za nás vyřešı́ procedura apply.

Následujı́cı́ přı́klad je o něco složitějšı́ na představivost, ale ukazuje praktičnost nepovinných argumentů,
které lze předat proceduře apply. Uvažujme tedy aplikaci:

(apply map list '((a b c) (1 2 3))) Z=⇒ ((a 1) (b 2) (c 3))

Při této aplikaci došlo k aplikovánı́ map jehož prvnı́m argumentem byla procedura navázaná na list, druhý
a třetı́ argument byly prvky seznamu ((a b c) (1 2 3)). Předchozı́ aplikaci si tedy můžeme představit
jako vyhodnocenı́ následujı́cı́ho výrazu:

(map list

'(a b c)

'(1 2 3)) Z=⇒ ((a 1) (b 2) (c 3))

Nynı́ by již výsledná hodnota měla být jasná. Procedura map má prvnı́ argument jiného významu než
ostatnı́ argumenty, technicky bychom tedy nemohli provést trik jako byl v přı́padě + proveden na třetı́m
řádku v předchozı́ ukázce.

Na aplikaci procedur na seznamy argumentů se lze dı́vat jako na způsob agregace elementů seznamu do
jediné hodnoty. Aplikaci pomocı́ applypoužı́váme v přı́padě, kdy máme vytvořený seznam hodnot, třeba
nějakým předchozı́m výpočtem, a chceme na tento celý seznam aplikovat jednu proceduru. Při aplikaci
(tı́mto způsobem) je potřeba pamatovat na to, že prvky v seznamu předaném apply jsou aplikované
proceduře předány „jak ležı́ a běžı́“, tedy bez dodatečného vyhodnocovánı́.

6.2 Použitı́ explicitnı́ aplikace procedur při práci se seznamy

V minulé lekci jsme ukázali řadu procedur pro práci se seznamy. Pro některé z těchto procedur jsme ukázali,
jak bychom je mohli naprogramovat, kdybychom je v jazyku Scheme implicitně neměli. Nynı́ budeme v této
problematice pokračovat a zaměřı́me se přitom na využitı́ apply.

Prvnı́m problémem bude stanovenı́ délky seznamu. V předchozı́ lekci jsme ukázali proceduru length, která
pro daný seznam vracı́ počet jeho prvků. Nynı́ ukážeme, jak tuto proceduru naprogramovat. Předpoklá-
dejme, že máme na symbol s navázaný nějaký seznam, třeba:

(define s '(a b c d e f g))

s Z=⇒ (a b c d e f g)
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Jak napsat výraz, jehož vyhodnocenı́m bude délka seznamu navázaného na s? Jde nám přitom o to, nalézt
obecné řešenı́. To jest, když změnı́me seznam s, vyhodnocenı́m výrazu by měla být délka modifikovaného
seznamu. Délku seznamu zı́skáme tak, když sečteme počet jeho prvků. Při výpočtu délky by tedy zřejmě mělo
hrát roli sčı́tánı́. Nejde však o sčı́tánı́ elementů nacházejı́cı́ch se v seznamu (což nemusı́ být ani čı́sla, jako
v našem přı́padě), ale o jejich „počet“. V seznamu se na každé jeho pozici nacházı́ jeden element. Na základě
seznamu s tedy můžeme vytvořit seznam stejné délky tak, že každý prvek ze seznamu s zaměnı́me za 1:

(map (lambda (x) 1) s) Z=⇒ (1 1 1 1 1 1 1)

K záměně jsme použili mapovánı́ konstantnı́ procedury vracejı́cı́ pro každý argument čı́slo 1. Nynı́ již stačı́
aplikovat na vzniklý seznam proceduru sčı́tánı́. Takže délku seznamu navázaného na s spočı́táme pomocı́:

(apply + (map (lambda (x) 1) s)) Z=⇒ 7

Zopakujme si ještě jednou použitou myšlenku: klı́čem k vypočtenı́ délky seznamu bylo „sečı́st tolik jedniček,
kolik bylo prvků ve výchozı́m seznamu“. Potřebovali jsme tedy udělat jeden mezikrok, kdy jsme z daného
seznamu vytvořili seznam stejné délky obsahujı́cı́ samé jedničky, pak již jen stačilo aplikovat sčı́tánı́. Uvě-
domte si zde dobře roli apply. Procedura sčı́tánı́ je aplikována na seznam „neznámé délky“ (délku seznamu
se teprve snažı́me zjistit) obsahujı́cı́ hodnoty, se kterými chceme proceduru sčı́tánı́ aplikovat; napřı́klad tedy
výraz:

(+ (map (lambda (x) 1) s)) Z=⇒ „CHYBA: Nelze sčı́tat seznam.“

by tedy nebyl nic platný. Podle výše uvedeného postupu tedy můžeme naprogramovat proceduru pro
výpočet délky seznamu jak je tomu v programu 6.1. Všimněte si, že procedura funguje skutečně stejně tak

Program 6.1. Výpočet délky seznamu.

(define length

(lambda (l)

(apply + (map (lambda (x) 1) l))))

jako procedura length, kterou jsme představili v předchozı́ lekci a to včetně meznı́ho přı́padu. To jest,
délka prázdného seznamu je nula, viz následujı́cı́ přı́klady:

(length '(a b c d)) Z=⇒ 4

(length '(a (b (c)) d)) Z=⇒ 3

(length '()) Z=⇒ 0

Na tomto přı́klady je dobře vidět, že pokud provedeme při programovánı́ správný myšlenkový rozbor
problému, nemusı́me se zabývat ošetřovánı́ okrajových přı́padů, což často vede ke vzniku nebezpečných
chyb, které nejsou vidět.

Pokud někteřı́ čtenáři doposud pochybovali o užitečnosti definovat procedury jako jsou sčı́tánı́ a náso-
benı́ „bez argumentů“, tak nynı́ vidı́me, že je to velmi výhodné. Kdyby nebylo sčı́tánı́ definováno pro
prázdný seznam (to jest (+) Z=⇒ 0), tak bychom v proceduře length v programu 6.1 museli ošetřovat
speciálnı́ přı́pad, kdy bude na argument l navázán prázdný seznam. Kdybychom ošetřenı́ neprovedli,
length by počı́tala pouze délky neprázdných seznamů. Při některých aplikacı́ch length v programu
by bylo nutné dělat dodatečné testy prázdnosti seznamu – což by vše jen komplikovalo kód.

Nynı́ ukážeme užitečnou a často použı́vanou proceduru (vyššı́ho řádu), která provádı́ filtraci elementů
v seznamu podle jejich vlastnosti (predikát jednoho argumentu), která je dodaná spolu se seznamem formou
argumentu. Pro objasněnı́ si nejprve ukážeme několik přı́kladů, na kterých uvidı́me, jak bychom chtěli
proceduru použı́vat:
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(filter even? '(1 2 3 4 5 6)) Z=⇒ (2 4 6)

(filter (lambda (x) (<= x 4)) '(1 2 3 4 5 6)) Z=⇒ (1 2 3 4)

(filter pair? '(1 (2 . a) 3 (4 . k))) Z=⇒ ((2.a) (4.k))

(filter (lambda (x)

(not (pair? x)))

'(1 (2 . a) 3 (4 . k))) Z=⇒ (1 3)

(filter symbol? '(1 a 3 b 4 d)) Z=⇒ (a b d)

V prvnı́m přı́padě procedura z daného seznamu čı́sel vyfiltrovala všechna sudá čı́sla, v druhém přı́padě
byla vyfiltrována čı́sla menšı́ nebo rovna čtyřem, v třetı́m přı́padě byly ze seznamu vyfiltrovány páry,
v dalšı́m přı́padě vše kromě párů a v poslednı́m přı́padě symboly. Proceduru filter tedy chceme použı́vat
se dvěma argumenty: prvnı́m je predikát jednoho argumentu a druhým je seznam. Chceme, aby procedura
vrátila seznam, ve kterém budou právě ty prvky z výchozı́ho seznamu, pro které je daný predikát pravdivý
(přesněji: výsledek jeho aplikace je cokoliv kromě #f).

Při implementaci filtrace tedy musı́me vyřešit problém, jak vynechávat prvky v seznamu. Zde bychom
si mohli pomoci aplikacı́ procedury pro spojovánı́ seznamů, protože při spojovánı́ nehrajı́ roli „prázdné
seznamy“, ve výsledku spojenı́ jsou vynechány. Můžeme tedy řı́ct, že výsledkem filtrace je spojenı́ jedno-
prvkových seznamů obsahujı́cı́ch prvky z původnı́ho seznamu splňujı́cı́ danou vlastnost. V prvnı́m kroku
nám tedy z výchozı́ho seznamu stačı́ vytvořit nový seznam, ve kterém budou: (i) všechny prvky splňujı́cı́
danou vlastnost obsaženy v jednoprvkových seznamech a (ii) mı́sto ostatnı́ch prvků zde budou prázdné
seznamy. K vytvořenı́ tohoto seznamu můžeme použı́t map. Uvažujme následujı́cı́ seznam navázaný na s

a vlastnosti reprezentovanou predikátem navázaným na even?:

(define s '(1 3 2 6 1 7 4 8 9 3 4))

s Z=⇒ (1 3 2 6 1 7 4 8 9 3 4)

Pak následujı́cı́m mapovánı́m zı́skáme:

(map (lambda (x)

(if (even? x)

(list x)

'()))

s) Z=⇒ (() () (2) (6) () () (4) (8) () () (4))

Na takto vytvořený seznam již jen stačı́ aplikovat append:

(apply append

(map (lambda (x)

(if (even? x)

(list x)

'()))

s)) Z=⇒ (2 6 4 8 4),

což je výsledek filtrace sudých čı́sel z výchozı́ho seznamu. Hlavnı́ myšlenkou filtrace tedy bylo zřetě-
zenı́ jednoprvkových, přı́padně prázdných, seznamů obsahujı́cı́ filtrované prvky (jednoprvkové seznamy
obsahovaly právě prvky splňujı́cı́ vlastnost). Obecnou filtračnı́ proceduru tedy můžeme naprogramovat zo-
becněnı́m předchozı́ho principu. Viz proceduru filter v programu 6.2. Podotkněme, že stejně jako tomu
bylo v přı́padě length máme našı́m přı́stupem opět automaticky vyřešen meznı́ přı́pad filtrace prvků
z prázdného seznamu. Viz přı́klady:

(filter even? '()) Z=⇒ ()

(filter (lambda (x) #f) '()) Z=⇒ ()

Filtrace je ve funkcionálnı́ch jazycı́ch velmi oblı́bená. Skoro každý funkcionálnı́ programovacı́ jazyk je
vybaven nějakou filtračnı́ procedurou vyššı́ho řádu. Pokud ne, lze ji snadno naprogramovat jako tomu
bylo v programu 6.2. S pomocı́ filtrace lze naprogramovat celou řadu užitečných procedur. V programu 6.3
máme přı́klady dvou z nich. Procedura remove je vlastně jen „nepatrnou modifikacı́“ předchozı́ filtračnı́
procedury, která spočı́vá v tom, že prvky splňujı́cı́ danou vlastnost jsou ze seznamu odstraňovány mı́sto
toho aby byly ponechávány. S pomocı́ filter již můžeme remove naprogramovat snadno – stačı́, abychom
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Program 6.2. Filtrace prvků seznamu splňujı́cı́ch danou vlastnost.

(define filter

(lambda (f l)

(apply append

(map (lambda (x)

(if (f x)

(list x)

'()))

l))))

Program 6.3. Odstraňovánı́ prvků seznamu a test přı́tomnosti prvku v seznamu.

(define remove

(lambda (f l)

(filter (lambda (x)

(not (f x)))

l)))

(define member?

(lambda (elem l)

(not (null? (filter

(lambda (x)

(equal? x elem))

l)))))

totiž aplikovali filter s vlastnostı́ reprezentujı́cı́ negaci vlastnosti pro remove, viz program 6.3. Druhou
procedurou v programu 6.3 je predikát member? testujı́cı́ přı́tomnost daného prvku v seznamu. Myšlenka
této procedury je založena na tom, že daný prvek E je obsažen v seznamu, pokud vyfiltrovánı́m prvků
vlastnosti „prvek je roven E“ vznikne neprázdný seznam (to jest musı́ být v něm aspoň jeden prvek roven E).
Viz přı́klady použitı́:

(member? 'a '()) Z=⇒ #f

(member? 'a '(1 2 3 4)) Z=⇒ #f

(member? 'a '(1 2 a 3 4)) Z=⇒ #t

V předchozı́ lekci jsme ukázali proceduru list-ref, která pro daný seznam a danou pozici (čı́slo) vracı́
prvek na dané pozici. Nynı́ si můžeme ukázat, jak lze pomocı́ filtrace danou proceduru naprogramovat, viz
program 6.4. Myšlenka je v tomto přı́padě následujı́cı́. Procedura list-ref si nejprve s použitı́m procedury

Program 6.4. Procedura vracejı́cı́ prvek na dané pozici v seznamu.

(define list-ref

(lambda (l index)

(let ((indices (build-list (length l) (lambda (i) i))))

(cdar

(filter (lambda (cell) (= (car cell) index))

(map cons indices l))))))

build-list vytvořı́ pomocný seznam indexů (0 1 2 3 · · ·, který je stejně dlouhý jako vstupnı́ seznam.
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Pomocı́ mapovánı́ je potom vytvořen pomocný seznam párů ve tvaru (〈index〉. 〈prvek〉), přitom 〈prvek〉 je
právě prvek seznamu na pozici 〈index〉. Pak už jen stačı́ vyfiltrovat z tohoto seznamu prvky (respektive
prvek, bude jediný) s vlastnostı́ „prvnı́ prvek páru (to jest index) má hodnotu danou argumentem index“.
Nakonec stačı́ jen z tohoto páru vybrat druhý prvek, což je element na dané pozici.

Dalšı́ zajı́mavou aplikacı́ filtrace by mohla být procedura list-indices, která vlastně provádı́ opak toho,
co proceduralist-ref. Procedura akceptuje jako argumenty seznam a element a vracı́ seznam pozic (indexů),
na kterých se daný element v seznamu vyskytuje. Obecně je toto řešenı́ lepšı́ než vracet napřı́klad jen jednu
(prvnı́) pozici, protože prvek se může v seznamu vyskytovat na vı́c mı́stech. Proceduru máme uvedenu
v programu 6.5. Princip jejı́ho vytvořenı́ je podobný jako u procedury list-ref. Opět si vytvořı́me seznam

Program 6.5. Procedura vracejı́cı́ všechny pozice výskytu daného prvku.

(define list-indices

(lambda (l elem)

(let ((indices (build-list (length l) (lambda (i) i))))

(remove null?

(map (lambda (x id)

(if (equal? x elem)

id

'()))

l

indices)))))

pomocných indexů a mapovánı́m přes předaný seznam a seznam indexů vytvářı́me nový seznam, který
bude obsahovat bud’ indexy (v přı́padě že na dané pozici prvek je), nebo prázdné seznamy. Z tohoto
meziproduktu již nám pak stačı́ odstranit prázdné seznamy a zı́skáme tak seznam indexů reprezentujı́cı́ch
pozice všech výskytů daného prvku. Viz přı́klady použitı́:

(list-indices '(a b b a c d a) 'a) Z=⇒ (0 3 6)

(list-indices '(a b b a c d a) 'd) Z=⇒ (5)

(list-indices '(a b b a c d a) 10) Z=⇒ ()

(list-indices '() 'a) Z=⇒ ()

V sekci 5.8 jsme implementovali procedury pro vytvářenı́ matic, a také procedury pro jejich sčı́tánı́ a odčı́tánı́.
Nynı́ tuto sadu rozšı́řı́me o transpozici matice matrix-transpose a násobenı́ dvou matic matrix-*.

(define matrix-transpose

(lambda (m)

(apply map list m)))

Proceduru map jsme aplikovali na matici, která je reprezentovaná jako seznam seznamů. Mapovánı́m
procedury list na seznamy představujı́cı́ řádky, dostáváme seznam seznamů s čı́sly ve stejných sloupcı́ch.
Tento seznam můžeme považovat za transponovanou matici.

Násobenı́ matic bychom mohli implementovat následovně. Abychom pracovali jen s řádky, transponujeme
druhou matici použitı́m matrix-transpose. Každý řádek x prvnı́ matice skalárně vynásobı́me s každým
řádkem y transponované druhé matice a dostaneme prvek výsledné matice:

(define matrix-*

(lambda (m1 m2)

(let ((t (matrix-transpose m2)))

(map (lambda (x)

(map (lambda (y)

(apply + (map * x y)))

t))

m1))))
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V sekci 5.8 jsme implementovali i selekce a projekce nad databázovými tabulkami. Tyto tabulky byly
reprezentovány pomocı́ seznamů, jejichž prvky byly stejně dlouhé seznamy – řádky. Řádky při selekci
byly přitom voleny na základě indexů těchto řádků. Pomocı́ filtrovánı́ můžeme vybı́rat řádky na základě
predikátu. Procedura pro selekci (výběr řádků) bude vytvořena s využitı́m procedury filter:

(define selection

(lambda (table property)

(filter (lambda (x)

(apply property x))

table)))

Procedura selekce tak bude fungovat pro libovolný počet sloupců. Viz přı́klad použitı́:

(define mesta

'((Olomouc 120 3 stredni)

(Prostejov 45 2 male)

(Prerov 50 3 male)

(Praha 1200 8 velke)))

(selection mesta

(lambda (jmeno p-obyvatel p-nadrazi velikost)

(and (>= p-obyvatel 50)

(not (equal? velikost 'male)))))

Z=⇒ ((olomouc 120 3 stredni)

(praha 1200 8 velke))

6.3 Procedury s nepovinnými a libovolnými argumenty

Řada primitivnı́ch procedur, se kterými jsme se doposud setkali, umožňovala mı́t při jejich aplikaci některé
argument nepovinné. Napřı́klad procedura map musela mı́t k dispozici jako argument proceduru a seznam
a volitelně jako nepovinné argumenty ji mohly být předány ještě dalšı́ seznamy. Některé primitivnı́ pro-
cedury, jako napřı́klad +, * a append mohly být aplikovány dokonce s libovolným počtem argumentů,
včetně žádného argumentu. V této sekci si ukážeme, jak lze vytvářet uživatelsky definované procedury
s nepovinnými argumenty nebo s libovolnými argumenty.

Nejprve ukážeme, jak je možné vytvořit procedury, které majı́ několik povinných argumentů, které musejı́
být vždy uvedeny, a kromě nich mohou být předány dalšı́ nepovinné argumenty. Platı́ podmı́nka, že nepo-
vinné argumenty lze uvádět až za všemi povinnými. Při psanı́ λ-výrazů jejichž vyhodnocenı́m majı́ vzniknout
procedury pracujı́cı́ s nepovinnými argumenty, pı́šeme mı́sto tradičnı́ specifikace seznamu argumentů

(〈param1〉 〈param2〉 · · · 〈paramn〉),

kterou jsme použı́vali doposud, seznam argumentů ve tvaru

(〈param1〉 〈param2〉 · · · 〈paramn〉. 〈zbytek〉),

kde 〈param1〉, 〈param2〉, . . . , 〈paramn〉, 〈zbytek〉 jsou vzájemně různé symboly. To jest kromě povinných for-
málnı́ch argumentů (zapsaných jako dosud), jsme pomocı́ tečky „.“ oddělili poslednı́ symbol 〈zbytek〉. Přı́sně
vzato, struktura argumentů zapsaná v tomto tvaru již nenı́ seznam, protože druhý prvek jeho „poslednı́ho
páru“ nenı́ prázdný seznam. Úkol argumentu 〈zbytek〉 je následujı́cı́. Při aplikaci procedury vzniklé vyhod-
nocenı́m λ-výrazu se hodnoty všech povinných argumentů navážı́ na symboly 〈param1〉, . . . , 〈paramn〉 (jako
doposud). Pokud byly navı́c při aplikaci použity dalšı́ argumenty, pak je vytvořen seznam všech těchto
dodatečných argumentů a při aplikaci procedury je tento seznam navázaný na symbol 〈zbytek〉. Pokud tedy
žádné nepovinné argumenty nebyly předány, na 〈zbytek〉 bude navázaný prázdný seznam.

Následujı́cı́ přı́klad demonstruje použitı́ nepovinných argumentů:

((lambda (x y . rest) (list x y rest)) 1 2) Z=⇒ (1 2 ())

((lambda (x y . rest) (list x y rest)) 1 2 3) Z=⇒ (1 2 (3))
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((lambda (x y . rest) (list x y rest)) 1 2 3 4 5) Z=⇒ (1 2 (3 4 5))

((lambda (x y . rest) (list x y rest)) 1) Z=⇒ „CHYBA: Chybı́ argument.“

V předchozı́ch přı́padech jsme tedy definovali proceduru, která měla dva povinné argumenty (v proceduře
reprezentované formálnı́mi argumenty x a y) a dále mohla mı́t nepovinné argumenty, jejichž seznam byl při
aplikaci navázaný na symbol rest. V prvnı́m přı́padě byly předány právě dva povinné argumenty, takže
seznam nepovinných argumentů byl prázdný. V druhém přı́padě již seznam nepovinných argumentů
obsahoval jeden prvek. V třetı́m přı́padě bylo předáno celkem pět argumentů, takže seznam nepovinných
argumentů obsahoval poslednı́ tři z nich.

Přı́klad použitı́ nepovinných argumentů je v programu 6.6. Procedura find provádı́ podobnou činnost

Program 6.6. Test přı́tomnosti prvku v seznamu s navrácenı́m přı́znaku.

(define find

(lambda (elem l . not-found)

(cond ((member? elem l) elem)

((null? not-found) #f)

(else (car not-found)))))

jako procedura member? z programu 6.3 na straně 146 (find je, jak vidı́me, dokonce naprogramovaná
pomocı́ member?). Procedura find má dva povinné argumenty, prvnı́m z nich je element, druhým je
seznam. Procedura sloužı́ k rozhodovánı́, zda-li se daný element nacházı́ v seznamu hodnot. V přı́padě
nalezenı́ je ale vrácen samotný element (to se může v některých přı́padech hodit), v přı́padě nenalezenı́ je
vráceno standardně #f. Co kdybychom ale chtěli v seznamu hledat element „nepravda“, to jest samotné
#f? Pak bychom vždy tak jako tak dostali jako výsledek aplikace #f (v přı́padě nalezenı́ i nenalezenı́ prvku
v seznamu). Problém bychom mohli napravit tak, že proceduře budeme předávat nepovinný argument,
jehož hodnota bude vrácena v přı́padě, kdy prvek nalezen nebude. Pokud nepovinný argument nebude
uveden, pak při nenalezenı́ prvku vrátı́me standardnı́ #f. Viz ukázky použitı́ procedury:

(find 'a '(a b c d)) Z=⇒ a

(find 'x '(a b c d)) Z=⇒ #f

(find 'a '(a b c d) 'prvek-nenalezen) Z=⇒ a

(find 'x '(a b c d) 'prvek-nenalezen) Z=⇒ prvek-nenalezen

(find #f '(a b c d)) Z=⇒ #f

(find #f '(a b #f d)) Z=⇒ #f

(find #f '(a b c d) 'prvek-nenalezen) Z=⇒ prvek-nenalezen

(find #f '(a b #f d) 'prvek-nenalezen) Z=⇒ #f

Všimněte si, že procedura find pracuje de facto pouze s jednı́m nepovinným argumentem. Zbytek nepo-
vinných argumentů, které by byly při jejı́ aplikaci předány v seznamu navázaném na symbol not-found,
je procedurou ignorován.

Nynı́ obrátı́me naši pozornost na problematiku předávánı́ libovolného počtu argumentů. V předchozı́ notaci
musela mı́t každý procedura aspoň jeden povinný argument, protože výraz (. rest) by nebyl syntakticky
správně. Co když ale potřebujeme definovat proceduru, která může mı́t jakýkoliv počet argumentů. Z praxe
takové procedury známe a vı́me o tom, že „libovolné argumenty“ jsou užitečné (vzpomeňme napřı́klad jen
proceduru append).

Uživatelsky definované procedury, které majı́ mı́t libovolný počet argumentů, vznikajı́ vyhodnocenı́m λ-
-výrazů, ve kterých je mı́sto seznamu formálnı́ch argumentů uveden jediný symbol. Na tento jediný symbol
bude při aplikaci navázán seznam všech argumentů. Viz přı́klady pro ilustraci:

((lambda args (list 'predano args)) 1 2 3 4 5 6) Z=⇒ (predano (1 2 3 4 5 6))

((lambda args (list 'predano args))) Z=⇒ (predano ())

((lambda args (reverse args)) 1 2 3 4 5 6) Z=⇒ (6 5 4 3 2 1)
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V prvnı́ch dvou přı́kladech byla aplikována procedura, která jako výsledek vrátila dvouprvkový seznam: na
jeho prvnı́ pozici byl symbol predano a na druhé pozici byl seznam všech předaných argumentů. V třetı́m
přı́padě jsme viděli ukázku procedury, která dané argumenty vrátı́ v obráceném seznamu.

V programu 6.7 je uvedena procedura +2m provádějı́cı́ součet čtverců přes libovolné argumenty. V druhé

Program 6.7. Součet druhých mocnin.

(define

+2m

(lambda values

(apply + (map (lambda (x) (* x x)) values))))

lekci jsme v programu 2.1 na straně 50 definovali proceduru na výpočet součtu dvou čtverců jako jednu
z prvnı́ch procedur vůbec. V programu 6.7 se tedy nacházı́ jejı́ zobecněnı́ pracujı́cı́ s libovolným počtem
argumentů. Pomocı́ mapovánı́ je ze seznamu čı́sel vytvořen seznam jejich druhých mocnin a pomocı́
aplikace sčı́tánı́ je zı́skána výsledná hodnota. Vše opět funguje i v meznı́m přı́padě, kdy je procedura +2m

zavolána bez argumentu. Viz následujı́cı́ přı́klady:

(+2m) Z=⇒ 0

(+2m 2) Z=⇒ 4

(+2m 2 3) Z=⇒ 13

(+2m 2 3 4) Z=⇒ 29

Následujı́cı́ procedura provádı́ spojenı́ libovolně mnoha seznamů v opačném pořadı́:

(define

rev-append

(lambda lists

(reverse (apply append lists))))

Proceduru můžeme použı́t následovně:

(rev-append) Z=⇒ ()

(rev-append '(a b)) Z=⇒ (b a)

(rev-append '(a b) '(c d)) Z=⇒ (d c b a)

(rev-append '(a b) '(c d) '(1 2 3)) Z=⇒ (3 2 1 d c b a)

V předchozı́ lekci jsme ukázali konstruktor seznamu list. Nynı́ je ale jasné, že pokud máme k dispozici
aparát pro předávánı́ libovolného množstvı́ argumentů pomocı́ jejich seznamu, pak lze proceduru list

snadno naprogramovat tak, jak je to uvedeno v programu 6.8. V tomto programu je procedura list

Program 6.8. Vytvořenı́ konstruktoru seznamu.

(define list

(lambda list list))

definována jako procedura akceptujı́cı́ libovolné argumenty, která vracı́ seznam těchto argumentů, což je
přesně to, co provádı́ list představený v předchozı́ lekci.

Následujı́cı́ definice shrnuje, jak vypadá syntaxe λ-výrazů. V tomto ani v následujı́cı́ části učebnı́ho textu
(týkajı́cı́ se imperativnı́ch rysů při programovánı́) ji již nebudeme nijak rozšiřovat.

Definice 6.2 (λ-výraz s nepovinnými a libovolnými formálnı́mi argumenty). Každý seznam ve tvaru

(lambda (〈param1〉 〈param2〉 · · · 〈paramm〉) 〈výraz1〉 〈výraz2〉 · · · 〈výrazk〉), nebo
(lambda (〈param1〉 〈param2〉 · · · 〈paramn〉. 〈zbytek〉) 〈výraz1〉 〈výraz2〉 · · · 〈výrazk〉), nebo
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(lambda 〈parametry〉 〈výraz1〉 〈výraz2〉 · · · 〈výrazk〉),

kde n, k jsou kladná čı́sla, m je nezáporné čı́slo, 〈param1〉, 〈param2〉, . . . , 〈paramn〉, 〈zbytek〉 jsou vzájemně
různé symboly, 〈parametry〉 je symbol, a 〈výraz1〉, . . . , 〈výrazk〉 jsou libovolné výrazy tvořı́cı́ tělo, se nazývá
λ-výraz (lambda výraz). Symboly 〈param1〉, . . . , 〈paramn〉 se nazývajı́ formálnı́ argumenty (někdy též parametry).
Čı́sla m,n nazýváme počet povinných formálnı́ch argumentů (parametrů). Symbol 〈zbytek〉 se nazývá formálnı́ ar-
gument (parametr) zastupujı́cı́ seznam nepovinných argumentů. Symbol 〈parametry〉 se nazývá formálnı́ argument
(parametr) zastupujı́cı́ seznam všech argumentů. �

V jazyku Scheme je možné vytvářet uživatelsky definované procedury, které majı́ jakýkoliv počet argu-
mentů, nebo majı́ některé argumenty povinné, vždy alespoň jeden, a ostatnı́ argumenty jsou nepovinné.
V obou přı́padech jsou nepovinné argumenty předávány proceduře formou seznamu, který je navázaný
na speciálnı́ formálnı́ argument.

Poznámka 6.3. Programovacı́ jazyky majı́ různé způsoby, jak předat nepovinné argumenty. Jednou z oblı́be-
ných metod, kterou disponujı́ napřı́klad jazyky jako je Common LISP, PHP a dalšı́ je předávánı́ nepovinných
argumentů, které jsou identifikovány svým jménem (tak zvaným klı́čem).

6.4 Vyhodnocovánı́ elementů a prostředı́ jako element prvnı́ho řádu

Nynı́ se budeme věnovat primitivnı́ proceduře, pomocı́ niž budeme schopni zı́skat na žádost hodnotu
vzniklou vyhodnocenı́m elementu. Analogicky jako jsme v předešlých sekcı́ch řekli, že „Apply“ je k dispo-
zici programátorovi prostřednictvı́m primitivnı́ procedury vyššı́ho řádu apply, tak i „Eval“ bude uživateli
k dispozici prostřednictvı́m primitivnı́ procedury (vyššı́ho řádu) eval. Pomocı́ této primitivnı́ procedury
budeme moci provádět explicitnı́ vyhodnocenı́ elementů. Veškeré doposud použı́vané vyhodnocovánı́ bylo
vždy implicitnı́.

Primitivnı́ procedura eval je aplikována se dvěma argumenty z nichž druhý argument je nepovinný. Prv-
nı́m (povinným) argumentem je element, který chceme vyhodnotit. Druhým nepovinným argumentem je
prostředı́, ve kterém chceme daný element vyhodnotit. Pokud nenı́ prostředı́ uvedeno, eval bude uvažo-
vat vyhodnocenı́ v globálnı́m prostředı́ PG. Výsledkem aplikace eval pro dané argumenty je výsledek
vyhodnocenı́ elementu v prostředı́. Z toho, co jsme ted’ řekli plyne, že argumenty předávané eval plně
korespondujı́ s argumenty pro „Eval“ tak, jak byla popsán v lekci 2, viz definici 2.7 na straně 47.

Uved’me si nynı́ nějaké přı́klady použitı́ eval, zatı́m pouze s jednı́m argumentem jı́mž je element, který
bude vyhodnocen:

(eval 10) Z=⇒ 10

(eval '+) Z=⇒ „procedura sčı́tánı́ čı́sel“
(eval '(+ 1 2)) Z=⇒ 3

Předchozı́ tři přı́klady korespondujı́ s body (A), (B) a (C) definice vyhodnocovánı́, protože čı́slo se vyhodno-
tilo na sebe sama, symbol + se vyhodnotil na svou vazbu a seznam se vyhodnotil obvyklým postupem. Zde
upozorněme na fakt, že eval je skutečně procedura, tedy před jejı́ aplikacı́ jsou vyhodnoceny jejı́ argumenty.
Proto jsme museli předat proceduře symbol + pomocı́ kvotovánı́, stejně tak seznam (+ 1 2). Kdybychom
to neučinili, symbol + by se vyhodnotil na svou vazbu a proceduře eval by byla předána k vyhodnocenı́
procedura. V tom přı́padě by se dle bodu (D) procedura vyhodnotila na sebe sama:

(eval +) Z=⇒ „procedura sčı́tánı́ čı́sel“
((eval +) 1 2) Z=⇒ 3

V tomto bodu by nám asi mělo být jasné, proč jsme do definice vyhodnocovánı́, viz definici 2.7 na straně 47,
přidali bod (D). Doposud se během výpočtu vyhodnocovaly pouze elementy, které byly internı́mi formami
symbolických výrazů – těch, co jsme uvedli v programu. Pokud ale máme k dispozici evaluátor ve formě
procedury eval, je možné mu předat libovolný element k vyhodnocenı́, tedy i element, který nenı́ internı́
formou žádného symbolického výrazu, jak je tomu napřı́klad u procedur.
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Pomocı́ eval je možné manipulovat s daty jako s programem. V předchozı́ch lekcı́ch jsme upozornili na
fakt, že programy v jazyku Scheme lze chápat jako data. Internı́ formy seznamů jsou konstruovány pomocı́
párů. Pomocı́ eval tedy máme možnost vyhodnocovat datové struktury reprezentujı́cı́ „kusy programu“.
To nám na jednu stranu dává obrovský potenciál, protože můžeme třeba uživatelský vstup transformovat na
kód a spustit jej, což usnadňuje řadu operacı́. Na druhou stranu je použitı́ eval krajně nebezpečné a mělo
by být vždy odůvodněné.

V následujı́cı́m přı́kladu ukazujeme konstrukci dvou seznamů (data), která jsou použita „jako program“:

(eval (cons '+ (cons 1 (cons 2 '())))) Z=⇒ 3

(eval (cons + (cons 1 (cons 2 '())))) Z=⇒ 3

(cons + (cons 1 (cons 2 '()))) Z=⇒ („procedura sčı́tánı́ čı́sel“ 1 2)

Všimněte si, že na druhém řádku byl zkonstruován seznam („procedura sčı́tánı́ čı́sel“ 1 2), který začı́ná
procedurou a dalšı́mi prvky jsou dvě čı́sla. Oproti prvnı́mu řádku tedy nestojı́ na prvnı́m mı́stě seznamu
symbol, ale přı́mo procedura. Této situace bychom nemohli dosáhnout, kdybychom nepoužı́vali eval
explicitně.

V následujı́cı́ ukázce jsme vyhodnocenı́m vytvořili proceduru a dále ji aplikovali. Jelikož eval s jednı́m
argumentem vyhodnocuje elementy v globálnı́m prostředı́, bude prostředı́ vzniku této procedury právě
globálnı́ prostředı́:

(eval '(lambda (x) 10)) Z=⇒ „konstantnı́ procedura vracejı́cı́ 10“
((eval '(lambda (x) 10)) 20) Z=⇒ 10

(apply (eval '(lambda (x) 10)) 20 '()) Z=⇒ 10

Vyhodnocenı́ následujı́cı́ho výrazu končı́ chybou

(let ((x 10))

(eval '(+ x 1))) Z=⇒ „CHYBA: Symbol x nemá vazbu.“,

protože seznam (+ x 1) byl vyhodnocen v globálnı́m prostředı́ (ve kterém x nemá vazbu) a to i navzdory
tomu, že eval jsme uvedli v let-bloku, kde měl symbol x vazbu.

Jako dalšı́ přı́klad si uved’me následujı́cı́ proceduru vyššı́ho řádu:

(define proc

(lambda (c)

(eval '(lambda (x) (+ x c)))))

Tato procedura při své aplikaci vracı́ novou proceduru, která byla ale vytvořena v globálnı́m prostředı́.
To jest při aplikaci proc je sice předán argument navázaný na c, jeho vazba ale nenı́ viditelná z prostředı́
vzniku vrácené procedury. Kdybychom tuto vrácenou proceduru aplikovali, vazba symbolu c by byla
hledána v globálnı́m prostředı́, viz ukázku:

((proc 10) 20) Z=⇒ „CHYBA: Symbol c nemá vazbu.“
(define c 100)

((proc 10) 20) Z=⇒ 120

Kdybychom někdy potřebovali vyrábět proceduru vyhodnocenı́m seznamu (třeba protože část procedury
by byla dodána až během činnosti programu pomocı́ interakce s uživatelem), pak bychom mohli problém
s vazbou volných symbolů vyřešit tak, že mı́sto symbolů bychom do seznamu rovnou dosadili výsledky
jejich vyhodnocenı́ – jejich vazby v aktuálnı́m prostředı́, ve kterém eval aplikujeme. Viz následujı́cı́ ukázku:

(define proc

(lambda (c)

(eval (list 'lambda

(list 'x)

(list '+ 'x c)))))

V tomto přı́padě procedura proc vracı́ proceduru, která vznikne vyhodnocenı́m seznamu v globálnı́m
prostředı́. V tomto přı́padě jsem ale do seznamu mı́sto symbolu c vložili hodnotu jeho vazby v lokálnı́m
prostředı́ procedury proc. Vytvořili jsme tak vlastně seznam ve tvaru
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(lambda (x) (+ x „hodnota c“))

a ten byl vyhodnocen v globálnı́m prostředı́. Vzniklou proceduru již tedy můžeme použı́vat bez nutnosti
provádět globálnı́ definici a procedura má kýžený efekt:

((proc 10) 20) Z=⇒ 30

Z pohledu jazyka Scheme jsou data totéž co program. Program lze chápat jako data a data mohou
být použita pomocı́ eval jako program. Při použı́vánı́ eval je však potřeba dbát velké obezřetnosti,
protože jeho (nadměrné) použı́vánı́ Často znesnadňuje laděnı́ programu. Chyby mohou vznikat za běhu
programu, aniž by byly v programu „vidět“ na nějakém jeho konkrétnı́m mı́stě.

Našim dalšı́m cı́lem bude naimplementovat procedury forall a exists reprezentujı́cı́ kvantifikátory ∀
(všeobecný kvantifikátor „pro každý . . . “) a ∃ (existenčnı́ kvantifikátor „existuje . . . “). Budou jako argument
brát predikát o jednom argumentu 〈predikát〉 a seznam 〈seznam〉 a vracet pravdivostnı́ hodnotu. V přı́padě
forall to bude pravda #t, pokud každý prvek seznamu 〈seznam〉 splňuje predikát 〈predikát〉 a jinak #f.
Procedura pro existenčnı́ kvantifikátor bude vracet #t, pokud alespoň jeden prvek ze seznamu 〈seznam〉
splňuje predikát 〈predikát〉. V opačném přı́padě bude vracet #f. Jelikož obě procedury si budou podobné,
omezı́me se v následujı́cı́m na rozbor procedury forall modeujı́cı́ všeobecný kvantifikátor.

Pomocı́ map a daného predikátu dostaneme z původnı́ho seznamu seznam pravdivostnı́ch hodnot určujı́-
cı́ch, zda-li prvek na dané pozici splňuje podmı́nku danou predikátem:

(map 〈predikát〉 〈seznam〉).

Nynı́ potřebujeme zjistit, jaké pravdivostnı́ hodnoty seznam obsahuje. V přı́padě, že by and byla procedura,
mohli bychom toho dosáhnout pomocı́ procedury apply. Ale jelikož jde o speciálnı́ formu, obdržı́me při
přı́padném pokusu o aplikaci chybu:

(apply and '(#t #t #f)) Z=⇒ „CHYBA: Nesprávné použitı́ speciálnı́ formy and“.

Potřebujeme tedy mı́t „and“ a „or“ jako procedury libovolně mnoha argumentů. Budeme se ted’ zabývat
tı́mto problémem. Proceduru pro „and“ – and-proc bychom mohli implementovat napřı́klad takto:

(define and-proc

(lambda args

(null? (remove (lambda (x) x) args))))

Nejdřı́ve jsme použitı́m procedury remove ze seznamu argumentů navázaného na symbol args odstranili
všechny prvky různé od #f, použitı́m procedury remove s procedurou identity. Poté jsme otestovali, zda
je výsledný seznam prázdný. Pokud ano, znamená to, že žádný argument procedury and-proc nebyl
nepravda #f, a tedy výsledkem aplikace procedury and-proc bude pravda. V opačném přı́padě bude
výsledkem and-proc nepravda.

Procedura and-proc je tedy implementacı́ operace logické konjunkce:

(and-proc) Z=⇒ #t

(and-proc 1 2 3) Z=⇒ #t rozdı́l oproti and: (and 1 2 3) Z=⇒ 3

(and-proc #t (< 1 2) #t) Z=⇒ #f

Na and-proc je navázána procedura, nikoli speciálnı́ forma. Důsledkem toho je, jakým způsobem se
vyhodnocujı́ jejı́ argumenty:

(and-proc #f nenavazany-symbol #f) Z=⇒ „CHYBA: Symbol nenavazany-symbol nemá vazbu“

Pro nás je důležitějšı́ ta skutečnost, že and-proc jako procedura může být použita třeba jako argument
procedury apply:

(apply and-proc '(#t #t #t)) Z=⇒ #t

K implementaci and-proc bychom také mohli chytře použı́t speciálnı́ formu and a proceduru eval. Máme-
-li seznam argumentů, můžeme na jeho začátek přidat symbol and a výsledný seznam explicitně vyhodnotit
použitı́m eval.
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(define and-proc

(lambda args

(eval (cons 'and args))))

Analogicky můžeme vytvořit proceduru, která bude obdobou speciálnı́ formy or:

(define or-proc

(lambda args

(eval (cons 'or args))))

(and-proc 1 2 3 #f 10) Z=⇒ #f

(and-proc (+ 1 2)) Z=⇒ 3

(and-proc (if #f #t #t)) Z=⇒ #t

Poznámka 6.4. Tato implementace ale nenı́ úplně korektnı́ a bude pracovat správně jen do té doby, dokud
výsledky vyhodnocenı́ argumentů budou pravdivostnı́ hodnoty, čı́sla nebo jiné elementy, které se vyhod-
nocujı́ samy na sebe. Podı́vejme se na to na následujı́cı́m přı́kladě, kde dostáváme opačné hodnoty pro
stejný argument.

(and-proc '(if #f #t #f)) Z=⇒ #f

(and '(if #f #t #f)) Z=⇒ (if #f #t #f) tedy hodnota považovaná za pravdu.

Speciálnı́ forma and nám vracı́ čtyřprvkový seznam (if #f #t #f). Ten vznikne vyhodnocenı́m výrazu
'(if #f #t #f) a je vrácen jako výsledek aplikace této formy, protože se jedná o poslednı́ argument. Při
aplikaci procedury and-proc docházı́ k nepřı́jemnému efektu, který nenı́ na prvnı́ pohled zřejmý. Protože
se jedná o proceduru, jsou jejı́ argumenty implicitně vyhodnoceny. Do seznamu jejich vyhodnocenı́ je přidán
symbol and a pak je vyhodnocen použitı́m speciálnı́ formy eval. Při aplikaci formy and, jak je popsána
v definici 2.22 na straně 64, se postupně vyhodnocujı́ argumenty. Argumenty jsou tak vlastně vyhodnoceny
dvakrát. Vyhodnocenı́m seznamu (if #f #t #f) dostaneme #f. Odtud výsledná hodnota. S procedurou
or-proc to samozřejmě bude podobné.

Pomocı́ procedur and-proc a or-proc můžeme konečně naprogramovat proceduru univerzálnı́ho kvanti-
fikátoru forall a proceduru existenčnı́ho kvantifikátoru exists.

(define forall

(lambda (f l)

(apply and-proc (map f l))))

(define exists

(lambda (f l)

(apply or-proc (map f l))))

Procedura univerzálnı́ho kvantifikátoru forall tedy vracı́ pravdu, pokud predikát platı́ pro všechny prvky
v seznamu:

(forall even? '(1 2 3 4 5)) Z=⇒ #f

(forall even? '(2 4)) Z=⇒ #t

(forall even? '(1 3 5)) Z=⇒ #f

(forall even? '()) Z=⇒ #t

Všimněte si poslednı́ho přı́padu: každý prvek prázdného seznamu splňuje jakoukoliv vlastnost triviálně
(souhlası́ s vlastnostmi všeobecného kvantifikátoru). Analogicky procedura existenčnı́ho kvantifikátoru
exists vracı́ pravdu, pokud predikát platı́ alespoň pro jeden prvek v seznamu:

(exists even? '(1 2 3 4 5)) Z=⇒ #t

(exists even? '(2 4)) Z=⇒ #t

(exists even? '(1 3 5)) Z=⇒ #f

(exists even? '()) Z=⇒ #f
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Naše kvantifikátory můžeme rozšı́řit na procedury vı́ce argumentů. Podobně jako u procedury map pak
vstupnı́ predikát musı́ přijı́mat tolik argumentů, kolik je vstupnı́ch seznamů. Predikát je pak aplikován na
prvky na stejných pozicı́ch.

(define forall

(lambda (f . lists)

(apply and-proc (apply map f lists))))

(define exists

(lambda (f . lists)

(apply or-proc (apply map f lists))))

Všeobecný kvantifikátor forall pak zjišt’uje, zda všechny prvky na stejných pozicı́ch v seznamech splňujı́
tento predikát.

(forall (lambda (x y) (<= x y)) '(10 20 30) '(11 22 33)) Z=⇒ #t

(forall (lambda (x y) (<= x y)) '(10 23 30) '(11 22 33)) Z=⇒ #f

V předchozı́ ukázce bychom přı́sně vzato nemuseli použı́vat λ-výrazy, stačilo by pouze uvést:

(forall <= '(10 20 30) '(11 22 33)) Z=⇒ #t

(forall <= '(10 23 30) '(11 22 33)) Z=⇒ #f

A podobně existenčnı́ kvantifikátor exists pro vı́ce seznamů vracı́ pravdu #t, jestliže prvky na stejných
pozicı́ch splňujı́ daný predikát.

(exists (lambda (x y) (> x y)) '(10 20 30) '(11 22 33)) Z=⇒ #f

(exists (lambda (x y) (> x y)) '(10 23 30) '(11 22 33)) Z=⇒ #t

Ted’se budeme zabývat procedurou eval se dvěma argumenty. Jak již bylo řečeno, prvnı́m argumentem je
element k vyhodnocenı́, druhým argumentem je prostředı́, ve kterém má k vyhodnocenı́ dojı́t. Zde se vlastně
dostáváme do zajı́mavého bodu, protože pokud chceme, abychom pomocı́ eval vyhodnocovali elementy
relativně vzhledem k prostředı́, pak musı́ být prostředı́ v jazyku Scheme elementem prvnı́ho řádu. Vskutku,
prostředı́ jsou de facto tabulky obsahujı́cı́ symboly a jejich vazby plus ukazatele na svého předchůdce. Nic
nám tedy nebránı́ abychom tyto „tabulky“ chápali jako elementy jazyka Scheme. Prostředı́ je pro nás tedy
nový element jazyka.

Proto, abychom mohli pracovat s prostředı́m jako s elementem, potřebujeme mı́t k dispozici nějaké pri-
mitivnı́ procedury nebo speciálnı́ formy, které budou nějaká prostředı́ vracet. Nejprve budeme uvažovat
speciálnı́ formu the-environment:

Definice 6.5 (speciálnı́ forma the-environment). Speciálnı́ forma the-environment se použı́vá bez argu-
mentu. Výsledkem jejı́ aplikace je prostředı́, ve kterém byla aplikována (aktuálnı́ prostředı́). �

Před tı́m, než ukážeme přı́klad si uvědomme, proč jethe-environment speciálnı́ forma a nikoliv procedura.
Při aplikaci procedur nehraje roli prostředı́, ve kterém byly procedury aplikovány, protože použı́váme le-
xikálnı́ rozsah platnosti. Procedury ani nemajı́ možnost zjistit, v jakém prostředı́ byly aplikovány. Naproti
tomu speciálnı́ formy řı́dı́ vyhodnocovánı́ svých argumentů, musı́ mı́t tedy prostředı́ své aplikace k dis-
pozici. Speciálnı́ forma the-environment prostě udělá jen to, že toto prostředı́ vrátı́ jako výsledek. Viz
přı́klady použitı́:

(the-environment) Z=⇒ „globálnı́ prostředı́“
((lambda (x)

(the-environment))

10) Z=⇒ „lokálnı́ prostředı́ procedury, kde x 7→ 10“
(let ((x 10))

(the-environment)) Z=⇒ „lokálnı́ prostředı́ procedury, kde x 7→ 10“

V druhém přı́padě si všimněte, že procedura vzniklá vyhodnocenı́m λ-výrazu ve svém těle provede pouze
aplikaci the-environment. Při aplikaci této procedury je vytvořeno lokálnı́ prostředı́, v němž je na x
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navázána hodnota 10 a toto prostředı́ je vráceno. V třetı́m přı́padě se jedná o stejný přı́pad, protože let-
-výraz je v podstatě jen zkrácenı́m výrazu na druhém řádku.

Nynı́ již můžeme provést vyhodnocenı́ výrazu v aktuálnı́m prostředı́:

(let ((x 10))

(eval '(+ x 1) (the-environment))) Z=⇒ 11

Kdybychom v předchozı́m přı́kladu u eval neuvedli druhý argument, pak by byl výraz vyhodnocen
v globálnı́m prostředı́ a nastala by chyba. My jsme ale výraz vyhodnotili v aktuálnı́m prostředı́ (v tele
let-bloku), to jest v prostředı́, kde je na x navázána hodnota.

Dále budeme v jazyku uvažovat proceduru environment-parent, která pro dané prostředı́ vrátı́ jeho předka.
V přı́padě, že je environment-parent aplikována na globálnı́ prostředı́, které předka nemá, pak vrátı́ #f.
Napřı́klad použitı́m

(let* ((x 10)

(y 20))

(environment-parent (the-environment)))

bychom zı́skali prostředı́, ve kterém má vazbu symbol x, ale ve kterém nemá vazbu symbol y. Musı́me si
uvědomit, že speciálnı́ forma let* vytvářı́ s každým symbolem nové prostředı́ a tato prostředı́ jsou do sebe
zanořená, viz třetı́ lekci.

Procedura procedure-environment pro danou uživatelsky definovanou proceduru vrátı́ prostředı́ jejı́ho
vzniku. Napřı́klad pomocı́

(procedure-environment

(let ((x 10))

(lambda (y)

(+ x y))))

zı́skáme prostředı́ vzniku procedury vzniklé vyhodnocenı́m uvedeného λ-výrazu. To je prostředı́ vytvořené
pomocı́ let, ve kterém je na symbol x navázána hodnota 10. Máme-li k dispozici procedure-environment,
pak bychom již nutně nemuseli mı́t the-environment, protože kdekoliv v programu pomocı́

(procedure-environment (lambda () #f))

můžeme zı́skat aktuálnı́ prostředı́. Samozřejmě, že toto řešenı́ je méně efektivnı́, protože při něm vždy
vytvořı́me novou proceduru jen proto, abychom posléze zı́skali prostředı́ jejı́ho vzniku.

Poslednı́ pomocnou procedurou, kterou představı́me, je procedura environment->list, která pro dané
prostředı́ vracı́ seznam tečkových párů ve tvaru (〈symbol〉. 〈vazba〉) obsahujı́cı́ všechny vazby v daném
prostředı́. Pomocı́ této procedury tedy budeme schopni „srozumitelně vypisovat“ obsah prostředı́. Samotná
prostředı́ nemajı́ žádnou čitelnou externı́ reprezentaci. Viz přı́klad použitı́ právě popsané procedury:

(environment->list

(procedure-environment

(let ((x 10)

(z 20))

(lambda (y)

(+ x y))))) Z=⇒ ((x.10) (z.20))

(environment->list

((lambda (x y)

(the-environment))

100 200)) Z=⇒ ((x.100) (y.100))

Použitı́m předchozı́ch procedur spolu s env můžeme provádět vyhodnocovánı́ elementů v aktuálnı́m
prostředı́ i v prostředı́ch vzniku daných procedur. Napřı́klad následujı́cı́ ukázka demonstruje vyhodnocenı́
seznamu v prostředı́ vzniku nějaké procedury.
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(eval '(* x x)

(procedure-environment

(let ((x 10))

(lambda (y) (+ x y))))) Z=⇒ 100

Procedura vzniklá vyhodnocenı́m (lambda (y) (+ x y)) nenı́ v předchozı́m přı́kladu vůbec aplikována.

Prostředı́ je v našem pojetı́ elementem prvnı́ho řádu. Na prostředı́ se taky můžeme dı́vat jako na speciálnı́
hierarchická data. Konstruktorem prostředı́ je aplikace uživatelsky definovaných procedur, protože
při nı́ prostředı́ vznikajı́. Selektory prostředı́ jsou reprezentovány procedurami jako je environment-

parent a podobně.

Pokud jsme o použı́vánı́ eval řekli, že je nebezpečné, pak bychom měli o použı́vánı́ eval s druhým
argumentem (prostředı́m) řı́ct, že je ještě mnohem vı́c nebezpečné a dát za to jeden velký tlustý vykřičnı́k.
Pomocı́ eval totiž můžeme vyhodnocovat elementy při jejichž vyhodnocenı́ dojde k vedlejšı́mu efektu,
napřı́klad ke změně vazby nebo překrytı́ vazby v nějakém prostředı́. Od toho okamžiku mohou začı́t
některé procedury vykazovat „zvláštnı́ chovánı́“. Demonstrujme si vše na následujı́cı́m většı́m přı́kladu.
Předpokládejme, že máme definovánu proceduru aux-proc následovně:

(define aux-proc

(let ()

(lambda (x)

(+ x y))))

Procedura vznikla v prostředı́, ve kterém nejsou žádné vazby, které vzniklo použitı́m let bez seznamu
vazeb. Předkem tohoto prostředı́ je globálnı́ prostředı́. Vyhodnocenı́ následujı́cı́ho výrazu pochopitelně
končı́ chybou:

(aux-proc 10) Z=⇒ „CHYBA: Symbol y nemá vazbu.“

Vyhodnocenı́m následujı́cı́ho výrazu:

(eval '(define y 20)

(procedure-environment aux-proc))

došlo ke vzniku vedlejšı́ho efektu, jı́mž byla definice nové vazby symbolu y. Výraz způsobujı́cı́ tuto defi-
nici jsme ale nevyhodnotili v globálnı́m prostředı́, nýbrž v prostředı́ vzniku procedury aux-proc. Takže
v globálnı́m prostředı́ symbol y zůstává i nadále bez vazby, ale aplikace aux-proc již proběhne bez chyby:

y Z=⇒ „Symbol y nemá vazbu“
(aux-proc 10) Z=⇒ 30

To co jsme ted’ provedli byl z programátorského hlediska „extrémně nečistý trik“ (slangově hack), kdy
jsme lokálnı́mu prostředı́ procedury, které by za normálnı́ch podmı́nek nebylo z globálnı́ho prostředı́ nijak
dosažitelné, „vnutili“ novou vazbu symbolu. Přitom tato vazba nadále z venčı́ nenı́ na prvnı́ pohled vidět,
globálnı́ prostředı́ je nezměněno. Podı́váme-li se nynı́ na definici procedury aux-proc, nikde tam symbol y
pochopitelně nevidı́me. Externı́ pozorovatel, který by nevěděl o našı́ „černé magii“, by si myslel, že aplikace
aux-proc bude končit chybou, stejně tak, jak to bylo v původnı́m přı́padě.

Při dalšı́m předefinovánı́ y v prostředı́ vzniku procedury, by se aux-proc opět začala chovat jinak:

(eval '(define y 200)

(procedure-environment aux-proc))

(aux-proc 10) Z=⇒ 210

Pokud to nenı́ nezbytně nutné, procedura eval by neměla být vůbec použı́vána. Na druhou stranu, je-li
jejı́ použitı́ na mı́stě a pokud může výrazně urychlit vývoj programu, pak jejı́mu použitı́ nelze snad nic
namı́tat. Proceduru bychom ale měli použı́vat pokud možno tak, abychom vyhodnocovánı́m výrazů co
možná nejméně ovlivňovali činnost zbytku programu.
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Podotkněme, že procedura eval je popsána v definici R5RS jazyka Scheme, viz [R5RS]. V tomto reportu
je popsána i verze eval se dvěma argumenty, ale pouze ve velmi omezené mı́ře. Výše uvedená speciálnı́
forma the-environment a procedury procedure-environment, environment-parent a environment-

>list nejsou v R5RS vůbec zahrnuty. Některé široce použı́vané interprety jazyka Scheme ale podobnými
procedurami skutečně disponujı́, napřı́klad interpret Elk. V poslednı́ lekci v této části učebnı́ho textu
do paradigmat programovánı́ si ukážeme implementaci skutečného interpretu jazyka Scheme, ve kterém
budeme mı́t všechny tyto speciálnı́ formy a procedury k dispozici.

Poznámka 6.6. Ve funkcionálnı́ch programovacı́ch jazycı́ch je procedura eval, nebo nějaký jejı́ ekvivalent,
obvykle k dispozici. Totéž se nedá řı́ct o jiných programovacı́ch jazycı́ch. V procedurálnı́ch jazycı́ch se
procedury provádějı́cı́ evaluaci vyskytujı́ jen minimálně. V těchto vyššı́ch programovacı́ch jazycı́ch také
v podstatě neplatı́, že program a data jsou totéž (teoreticky to možná platı́, ale prakticky nikoliv). Možnosti
vyhodnocovánı́ jsou někdy mylně přičı́tány jen interpretům programovacı́ch jazyků. Protipřı́kladem mohou
být jazyk Common LISP, který je kompilovaný (i interpretovaný) a ve kterém je eval přı́tomen (prostředı́
zde ale nenı́ element prvnı́ho řádu).

Na závěr této sekce uvedeme několik přı́kladů použitı́ procedury apply a speciálnı́ formy eval a odvoze-
ných procedur. Prvnı́m z nich je přibližná rovnost vektorů. Vektory jsou representovány čı́selnými seznamy
v1 a v2. Argument delta je pak tolerance, ve které se může pohybovat rozdı́l jednotlivých složek, aby
ještě vektory byly uznány za rovné. To pomáhá předejı́t problémům se zaokrouhlovacı́mi chybami, které
vznikajı́ při manipulaci s neexaktnı́mi čı́sly. Napřı́klad na některých platformách může nastat situace, kde

(= (- 1.2 1) 0.2) Z=⇒ #f.

Proceduru vec-equal? bychom mohli naimplementovat napřı́klad takto:

(define vec-equal?

(lambda (v1 v2 delta)

(forall (lambda (x y)

(< (abs (- x y)) delta))

v1 v2)))

Ted’ uvádı́me aplikace:

(vec-equal? '(0 1 3) '(0 1.2 3) 0.1) Z=⇒ #f

(vec-equal? '(0 1 3) '(0 1.2 3.001) 0.3) Z=⇒ #t

Asociativnı́ pole je datová struktura, která se skládá z kolekce tak zvaných klı́čů a kolekce hodnot. Každý
klı́č je přiřazen jedné hodnotě. Základnı́ operace na této datové struktuře jsou: přiřazenı́ hodnoty nějakému
klı́či (respektive změna stávajı́cı́ho přiřazenı́), vyhledánı́ hodnoty podle klı́če a zrušenı́ stávajı́cı́ho přiřazenı́.
My budeme asociativnı́ pole reprezentovat seznamem přiřazenı́. Přiřazenı́m přitom budeme rozumět pár,
jehož prvnı́ prvek je klı́č a druhý prvek je přiřazená hodnota. Budeme implementovat prvnı́ dvě zmı́něné
základnı́ operace. Ted’ tedy přidánı́ prvku do asociativnı́ho pole:

(define cons-assoc

(lambda (key val assoc)

(let ((cell (cons key val)))

(if (exists (lambda (x) (equal? (car x) key))

assoc)

(map (lambda (x)

(if (equal? (car x) key)

cell

x))

assoc)

(cons cell assoc)))))

Nejdřı́ve jsme zjistili použitı́m procedury kvantifikátoru exists, jestli je k zadanému klı́či key přiřazena
hodnota. Jestliže ne, přidáme pár reprezentujı́cı́ přiřazenı́ hodnoty ke klı́či do asociativnı́ho pole pomocı́
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procedury cons. Pokud ale přiřazenı́ k takovému klı́či již v poli je, použijeme proceduru map, abychom
nahradili původnı́ přiřazenı́ novým.

Druhou základnı́ operacı́ je selekce. Použitı́m procedury filter vybereme ty prvky seznamu reprezentujı́cı́
asociativnı́ pole, které majı́ shodný klı́č s požadovaným klı́čem. Pokud výsledný je výsledný seznam
prázdný, nebylo přiřazenı́ nalezeno. V opačném přı́padě vracı́me hodnotu z tohoto přiřazenı́.

(define assoc-key

(lambda (assoc key)

(let ((found (filter (lambda (x)

(equal? (car x) key))

assoc)))

(if (null? found)

#f

(cdar found)))))

Dalšı́ přı́klad se týká opět datových tabulek. Je vlastně vylepšenı́ reprezentace datových tabulek, kterou
jsme zavedli v sekci 5.8, tak, aby každá tabulka měla „hlavičku“, ve které jsou jména atributů, které budeme
použı́vat při selekci a projekci. Toto je přı́klad takové tabulky:

(define mesta

'((jmeno p-obyvatel p-nadrazi velikost)

(Olomouc 120 3 stredni)

(Prostejov 45 2 male)

(Prerov 50 3 male)

(Praha 1200 8 velke)))

Procedura selekce bude brát jako argumenty tabulku a výraz reprezentujı́cı́ podmı́nku. V tomto výrazu
použı́váme jména z hlavičky tabulku. Přı́klad použitı́ může být třeba tento:

(selection mesta

'(and (>= p-obyvatel 50)

(not (equal? velikost 'male))))

Nejdůležitějšı́ rys použitý v této procedure je vytvořenı́ λ-výrazu vyhodnocenı́m výrazu

(list 'lambda head condition)

a jeho následné vyhodnocenı́ procedurou eval. Tato procedura a tělo tabulky – to jest tabulka bez hlavičky –
pak budou vstupnı́mi argumenty pro proceduru filter, která pak provede vyfiltrovánı́ požadovaných
řádků.

(define selection

(lambda (table condition)

(let* ((head (car table))

(body (cdr table))

(property (eval (list 'lambda head condition))))

(filter (lambda (x)

(apply property x))

body))))

Toto naše řešenı́ má ale mouchu. A to právě v použitı́ procedury eval. Jde o to, že tato procedura, je-li
použita s jednı́m argumentem, vyhodnocuje tento svůj argument v globálnı́m prostředı́. A z toho důvodu
nebude fungovat následujı́cı́ kód, kde se ve výrazu, který reprezentuje podmı́nku odvoláváme na lokálně
vázaný symbol.

(let ((x 50))

(selection mesta

'(and (>= p-obyvatel x)

(not (equal? velikost 'male))))) Z=⇒ „CHYBA: Symbol x nemá vazbu.“
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Tento problém bychom samozřejmě mohli vyřešit použitı́m procedury eval se dvěma argumenty. Druhým
argumentem bude aktuálnı́ prostředı́, to musı́me předat jako dalšı́ argument při spuštěnı́ selekce:

(define selection

(lambda (table env condition)

(let* ((head (car table))

(body (cdr table))

(property (eval (list 'lambda head condition) env)))

(filter (lambda (x)

(apply property x))

body))))

Viz přı́klad použitı́:

(let ((x 50))

(selection mesta

(the-environment)

'(and (>= p-obyvatel x)

(not (equal? velikost 'male)))))

V jednom z dalšı́ch dı́lů textu si ukážeme mnohem elegantnějšı́ řešenı́ tohoto problému.

6.5 Reprezentace množin a relacı́ pomocı́ seznamů

V této sekci ukážeme reprezentaci konečných množin a relacı́ pomocı́ seznamů, a procedur pro manipulaci
s nimi. Na nich demonstrujeme použitı́ procedur apply, eval a procedur implementovaných v této sekci.
Také na nich ukážeme filtraci a vytvářenı́ procedur s nepovinnými argumenty a s libovolným počtem
argumentů.

Za množinu budeme považovat seznam bez duplicit. V tomto seznamu pro nás bude důležitý pouze výčet
prvků, nikoli jejich pořadı́. Prázdná množina je reprezentovaná prázdným seznamem:

(define the-empty-set '())

Počet prvků množiny (kardinalita) se bude shodovat s délkou seznamu:

(define card

(lambda (set)

(length set)))

Procedura make-set vytvářı́ množinu výběrem těch prvků z množiny 〈universe〉, které majı́ vlastnost
〈prop?〉. Jedna se o jednoduché použitı́ procedury filter:

(define make-set

(lambda (prop? universe)

(filter prop? universe)))

Přidánı́ prvku do množiny. Potřebujeme nejdřı́ve zkontrolovat, jestli přidávaný prvek už v množině nenı́.
V přı́padě, že ne, přidáme prvek. Jinak je výsledkem původnı́ množina. Tak se zabránı́ možnému vzniku
duplicit.

(define cons-set

(lambda (x set)

(if (in? x set)

set

(cons x set))))

V proceduře tedy potřebujeme predikát in?, který by rozhodoval, zda je daný element prvkem v seznamu.
To zjistı́me tak, že vyfiltrujeme prvky, které jsou rovny (při porovnánı́ pomocı́ equal?), a otestujeme, jestli
je výsledný seznam neprázdný.
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(define in?

(lambda (x set)

(not (null? (filter (lambda (y) (equal? x y)) set)))))

Též bychom mohli použı́t proceduru exists a s jejı́ pomocı́ zjišt’ovat, zda je alespoň jeden prvek množiny
roven danému elementu. Kód by pak vypadal následně:

(define in?

(lambda (x set)

(exists (lambda (p) (equal? x p)) set)))

Dalšı́ procedura set? bude testovat, jestli je jejı́ argument množina. Tedy ověřı́, že se jedná o seznam a pak
pro každý prvek tohoto seznamu zjistı́me, jestli je počet jeho výskytů roven jedné. Ke zjištěnı́ počtu výskytů
je využita procedura occurrences, kterou napı́šeme vzápětı́.

(define set?

(lambda (elem)

(and (list? elem)

(forall (lambda (x)

(= (occurrences x elem) 1))

elem))))

Ted’ tedy k pomocné proceduře occurrences, která se použı́vá se dvěma argumenty – elementem 〈elem〉
a seznamem 〈l〉. Tato procedura vracı́ počet výskytů prvku 〈elem〉 v seznamu 〈l〉. Můžeme ji realizovat
napřı́klad tak, že vyfiltrujeme ze seznamu 〈l〉 všechny prvky, které jsou shodné s elementem 〈elem〉. Kód
takové implementace by vypadal takto:

(define occurrences

(lambda (elem l)

(length (filter (lambda (x) (equal? x elem)) l))))

Jinou možnostı́ je vytvořit aplikacı́ procedurou map zaměnit prvky shodné s elementem 〈elem〉 za jedničky
a ostatnı́ za nuly. Na takto vzniklý seznam pak aplikujeme proceduru sčı́tánı́ čı́sel. Než se začneme zabývat
množinovými operacemi, vytvořı́me si dvě pomocné procedury map-index a map-tail. Jedná se o obdoby
procedurymap (pro jeden seznam). Proceduramap-indexpředává vstupnı́ proceduře nejen prvky zadaného
seznamu, ale také jejich indexy. Mapovaná procedura tedy bude přijı́mat dva argumenty – prvnı́m z nich
bude prvek z původnı́ho seznamu, druhým index tohoto prvku.

(define map-index

(lambda (f l)

(let ((indices (build-list (length l) (lambda (i) i))))

(map f l indices))))

Proceduramap-index je naprogramována tak, že vytvořı́ seznam indexů pomocı́build-list, podobně jako
v programu 6.4, to jest jako v implementaci procedury list-ref. Poté namapujeme předanou proceduru
na původnı́ seznam a seznam indexů. Viz přı́klady použitı́:

(map-index cons '(a b c d)) Z=⇒ ((a.0) (b.1) (c.2) (d.3))

(map-index (lambda (x y) x) '(a b c d)) Z=⇒ (a b c d)

(map-index (lambda (x y) y) '(a b c d)) Z=⇒ (0 1 2 3)

Mapovacı́ proceduramap-tailbude předávat mapované proceduře mı́sto jednotlivých prvků podseznamy.
Mı́sto prvnı́ho prvku, bude předán celý seznam, namı́sto druhého seznam bez prvnı́ho prvku, a tak dále.
Až konečně namı́sto poslednı́ho prvku seznamu bude předán jednoprvkový seznam obsahujı́cı́ poslednı́
prvek.

Tyto podseznamy budeme zı́skávat pomocı́ procedury list-tail. Ta se použı́vá se dvěma argumenty –
– prvnı́m je seznam, a druhým čı́slo 〈i〉. Výsledkem aplikace je pak seznam bez prvnı́ch 〈i〉 prvků. Viz
přı́klady požitı́:
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(list-tail '(1 2 3 4 5) 1) Z=⇒ (2 3 4 5)

(list-tail '(1 2 3 4 5) 3) Z=⇒ (4 5)

(list-tail '(1 2 3 4 5) 5) Z=⇒ ()

(list-tail '(1 2 3 4 5) 7) Z=⇒ „CHYBA: Seznam má přı́liš malý počet prvků.“

Pomocı́ této procedury a map-index je implementace procedury map-tail velmi přı́močará:

(define map-tail

(lambda (f l)

(map-index (lambda (x i)

(f (list-tail l i)))

l)))

Viz přı́klad použitı́ procedury:

(map-tail (lambda (x) x) '(a b c d)) Z=⇒ ((a b c d) (b c d) (c d) (d))

Nynı́ uděláme proceduru list->set, která bude konvertovat seznam na množinu. Tento seznam bude
jejı́m jediným argumentem a procedura z něj odstranı́ duplicitnı́ prvky.

(define list->set

(lambda (l)

(apply append

(map-tail (lambda (x)

(let ((head (car x))

(tail (cdr x)))

(if (in? head tail)

'()

(list head))))

l))))

Nynı́ se zaměřı́me na operace s množinami – na sjednocenı́ množin (union), průnik množin (intersect)
a množinový rozdı́l. Implementace procedury pro sjednocenı́ množin je velice jednoduchá. Množiny, tedy
seznamy, spojı́me aplikacı́ proceduryappend. V takto vzniklém seznamu se ale mohou vyskytovat duplicitnı́
prvky – ty odstranı́me použitı́m list->set.

(define union

(lambda (set-A set-B)

(list->set (append set-A set-B))))

Průnik množin intersect bude pro nás aplikacı́ make-set. Universem bude sjednocenı́ množin vytvořené
pomocı́ procedury union, požadovanou vlastnostı́ pak bude přı́tomnost prvku (zjištěná predikátem in?)
v obou množinách:

(define intersect

(lambda (set-A set-B)

(make-set (lambda (x)

(and (in? x set-A)

(in? x set-B)))

(union set-A set-B))))

Tyto dvě uvedené množinové operace můžeme sjednotit do procedury vyššı́ho řádu set-operation:

(define set-operation

(lambda (prop)

(lambda (set-A set-B)

(filter (lambda (x) (prop x set-A set-B))

(list->set (append set-A set-B))))))

Pomocı́ set-operation můžeme definovat operace sjednocenı́ a průniku množin.

162



(define union (set-operation (lambda (x A B) (or (in? x A) (in? x B)))))

(define intersect (set-operation (lambda (x A B) (and (in? x A) (in? x B)))))

Nebo třeba operaci množinového rozdı́lu:

(define minus (set-operation (lambda (x A B) (and (in? x A) (not (in? x B))))))

(union '(10 20 30) '(20 30 40)) Z=⇒ (10 20 30 40)

(intersect '(10 20 30) '(20 30 40)) Z=⇒ (20 30)

(minus '(10 20 30) '(20 30 40)) Z=⇒ (10)

Dále předchozı́ reprezentace množin použijeme k reprezentaci binárnı́ch relacı́ na množinách. Připomeňme,
že binárnı́ relace na množině je podmnožinou druhé kartézské mocniny této množiny. Kartézská mocnina
množiny A je množina uspořádaných dvojic 〈a, b〉 takových, že prvnı́ prvek a i druhý prvek b patřı́ do mno-
žiny A. My budeme uspořádanou dvojici reprezentovat tečkovým párem (což se přı́mo nabı́zı́). Vytvořı́me
si proto separátnı́ konstruktory a selektory pro uspořádanou dvojici:

(define make-tuple cons)

(define 1st car)

(define 2nd cdr)

Procedura cartesian-square bude pro množinu vracet jejı́ druhou kartézskou mocninu.

(define cartesian-square

(lambda (set)

(apply append

(map (lambda (x)

(map (lambda (y)

(make-tuple x y))

set))

set))))

Výraz (map (lambda (y) (make-tuple x y)) set) vytvořı́ seznam všech dvojic, jejichž prvnı́m prv-
kem je hodnota navázaná na symbol x a durhým prvkem je prvek z množiny set. Vnějšı́m použitı́m
procedury map

(map (lambda (x)

(map (lambda (y)

(make-tuple x y))

set))

set)

dostáváme seznam obsahujı́cı́ pro každé x z množiny set seznam všech párů kódujı́cı́ch uspořádané dvojice
〈x, y〉, kde y patřı́ do množiny set. A tyto seznamy spojı́me použitı́m procedury append.

Nynı́ můžeme přikročit k definici konstruktoru relace. Procedura make-relation bude procedurou dvou
argumentů; prvnı́m z nich bude vlastnost reprezentovaná predikátem dvou argumentů a druhým množina
nad kterou bude relace definovaná.

(define make-relation

(lambda (prop? universe)

(filter (lambda (x)

(prop? (1st x) (2st x)))

(cartesian-square universe))))

Vytvořili jsme tedy druhou kartézskou mocniny množiny universe a z nı́ jsme aplikaci procedury filter

vybrali ty dvojice, které splňujı́ vlastnost prop?. Následujı́ přı́klady použitı́ tohoto konstruktoru.

(define u '(0 1 2 3 4 5))

(make-relation (lambda (x y) #f) u)

Z=⇒ ()
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(make-relation (lambda (x y) (= x y)) u)

Z=⇒ ((0.0) (1.1) (2.2) (3.3) (4.4) (5.5))

(make-relation (lambda (x y) (= (+ x 1) y)) u)

Z=⇒ ((0.1) (1.2) (2.3) (3.4) (4.5))

(make-relation (lambda (x y) (= (modulo (+ x 1) (length u)) y)) u)

Z=⇒ ((0.1) (1.2) (2.3) (3.4) (4.5) (5.0))

(make-relation (lambda (x y) (< x y)) u)

Z=⇒ ((0.1) (0.2) (0.3) (0.4) (0.5) (1.2) (1.3) (1.4) (1.5) (2.3) (2.4)

(2.5) (3.4) (3.5) (4.5))

Protože relace jsou speciálnı́ množiny, můžeme na ně aplikovat procedury, které jsme výše vytvářeli pro
množiny bez jakýchkoli změn:

(define r1 (make-relation (lambda (x y) (= (modulo (+ x 1) (length u)) y)) u))

(define r2 (make-relation (lambda (x y) (< x y)) u))

(union r1 r2)

Z=⇒ ((5.0) (0.1) (0.2) (0.3) (0.4) (0.5) (1.2) (1.3)

(1.4) (1.5) (2.3) (2.4) (2.5) (3.4) (3.5) (4.5))

(intersect r1 r2)

Z=⇒ ((0.1) (1.2) (2.3) (3.4) (4.5))

(minus r1 r2)

Z=⇒ ((5.0))

(minus r2 r1)

Z=⇒ ((0.2) (0.3) (0.4) (0.5) (1.3) (1.4) (1.5) (2.4) (2.5) (3.5))

Nı́že budeme potřebovat proceduru, která pro libovolné dvě relace vrátı́ jejich nejmenšı́ společné univer-
zum. Použitı́m procedury map pro každou z těch dvou relacı́ vytvořı́me seznam všech prvků vyskytujı́cı́ch
se v prvnı́ch prvcı́ch dvojic a seznam všech prvků vyskytujı́cı́ch se v druhých prvcı́ch dvojic. A tyto čtyři
seznamy spojı́me aplikacı́ procedury append. Z výsledného seznamu pak vytvořı́me množinu pomocı́
procedury list->set:

(define get-universe

(lambda (rel-R rel-S)

(list->set (append (map 1st rel-R) (map 2st rel-R)

(map 1st rel-S) (map 2nd rel-S)))))

Tuto proceduru můžeme zobecnit na proceduru libovolného počtu argumentů. get-universe tak bude
vracet nejmenšı́ společné univerzum pro jakýkoli počet relacı́. Procedura, která vznikne vyhodnocenı́m
λ-výrazu

(lambda (x) (append (map 1st x) (map 2nd x))),

vracı́ seznam prvků vyskytujı́cı́ch se v prvnı́ch prvcı́ch dvojic v relaci, na kterou je aplikována. Tuto pro-
ceduru mapujeme na seznam relacı́ relations. Na seznam seznamů, který bude výsledkem tohoto mapo-
vánı́, aplikujeme proceduru append a vytvořı́me tak jeden seznam. Z toho vytvořı́me množinu procedurou
list->set, viz následujı́cı́ kód:

(define get-universe

(lambda relations

(list->set (apply append

(map (lambda (x)

(append (map 1st x) (map 2nd x)))

relations)))))

Zde uvádı́me aplikace procedury get-universe na různý počet relacı́:

(get-universe) Z=⇒ ()

(get-universe '()) Z=⇒ ()

(get-universe '() '() '()) Z=⇒ ()
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(get-universe '() '((a . b)) '()) Z=⇒ (a b)

(get-universe '((10 . 20) (20 . 30)) '((a . b)) '()) Z=⇒ (10 20 30 a b)

K relaci R můžeme uvažovat inverznı́ relaci R−1, to jest relaci {〈b, a〉 | 〈a, b〉 ∈ R}. Vytvořı́me proceduru
invert-relation, která k dané relaci vracı́ inverznı́ relaci:

(define invert-relation

(lambda (rel-R)

(map (lambda (x)

(make-tuple (2nd x) (1st x)))

rel-R)))

Použitı́m procedury map jsme na každý prvek seznamu, který reprezentuje relaci aplikovali proceduru,
která převracı́ pořadı́ prvků v uspořádané dvojici. Následuje ukázka použitı́ procedury invert-relation.

(invert-relation '()) Z=⇒ ()

(invert-relation r1) Z=⇒ ((1.0) (2.1) (3.2) (4.3) (5.4) (0.5))

Relace lze také skládat. Máme-li binárnı́ relace R a S na množině M , jejich složenı́m rozumı́me takovou
binárnı́ relaci R ◦ S na množině M , že platı́ 〈x, y〉 ∈ R ◦ S, právě když existuje prvek z ∈ M tak, že máme:
〈x, z〉 ∈ R a 〈z, y〉 ∈ S. Procedura compose-relations bere dva argumenty, kterými jsou relace, a vracı́
relaci jejich složenı́.

(define compose-relations

(lambda (rel-R rel-S)

(let ((universe (get-universe rel-R rel-S)))

(make-relation

(lambda (x y)

(exists (lambda (z)

(and (in? (make-tuple x z) rel-R)

(in? (make-tuple z y) rel-R)))

universe))

universe))))

Implementace této procedury je vlastně přı́mým přepisem uvedeného předpisu. Nejdřı́ve jsme pomocı́ pro-
cedury get-universe zı́skali univerzum M a nad tı́mto univerzem jsme vytvořili relaci aplikacı́ procedury
make-relation. Vstupnı́m argumentem této procedury byl mimo univerza predikát realizujı́cı́ vlastnost
„existuje z ∈ M : 〈x, z〉 ∈ R a 〈z, y〉 ∈ S“. V něm jsme použili proceduru existenčnı́ho kvantifikátoru exists

a predikát in?. Nynı́ tedy ukážeme aplikaci této procedury:

(compose-relations r1 r2)

Z=⇒ ((0.2) (1.3) (2.4) (3.5) (4.0) (5.1))

(compose-relations r2 r1)

Z=⇒ ((1.3) (1.4) (1.5) (2.4) (2.5) (3.5) (0.2) (0.3) (0.4) (0.5))

O binárnı́ relaci R na množině M řı́káme, že je reflexivnı́, pokud pro každé x ∈ M platı́ 〈x, x〉 ∈ R. Predikát
reflexive?, který zjišt’uje zda je relace reflexivnı́ bychom mohli napsat napřı́klad tak, jak je uvedeno nı́že.
Opětně jde o přı́mý přepis předpisu.

(define reflexive?

(lambda (rel-R)

(forall (lambda (x)

(in? (make-tuple x x) rel-R))

(get-universe rel-R))))

A zde uvádı́me aplikace:

(reflexive? (make-relation (lambda (x y) #f) u)) Z=⇒ #t

(reflexive? (make-relation (lambda (x y) (= x y)) u)) Z=⇒ #t

(reflexive? (make-relation (lambda (x y) (= (+ x 1) y)) u)) Z=⇒ #f

(reflexive? (make-relation (lambda (x y) (= (modulo x 2) (modulo y 2))) u)) Z=⇒ #t

(reflexive? (make-relation (lambda (x y) (< x y)) u)) Z=⇒ #f
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Binárnı́ relace R na množině M je symetrická, pokud pro všechna x, y ∈ M platı́, že pokud 〈x, y〉 ∈ R, pak
〈y, x〉 ∈ R:

(define symmetric?

(lambda (rel-R)

(let ((universe (get-universe rel-R)))

(forall (lambda (x)

(forall (lambda (y)

(if (in? (cons x y) rel-R)

(in? (cons y x) rel-R)

#t))

universe))

universe))))

Zase šlo o přı́mý přepis uvedené definice. Zde uvádı́me použitı́:

(symmetric? (make-relation (lambda (x y) #f) u)) Z=⇒ #t

(symmetric? (make-relation (lambda (x y) (= x y)) u)) Z=⇒ #t

(symmetric? (make-relation (lambda (x y) (= (+ x 1) y)) u)) Z=⇒ #f

(symmetric? (make-relation (lambda (x y) (= (modulo x 2) (modulo y 2))) u)) Z=⇒ #t

(symmetric? (make-relation (lambda (x y) (< x y)) u)) Z=⇒ #f

Poslednı́ vlastnostı́ relacı́ jı́ž se budeme zabývat je tranzitivita. Binárnı́ relace R na množině M je tranzitivnı́,
pokud pro všechna x, y, z ∈ M platı́, že pokud 〈x, y〉 ∈ R a 〈y, z〉 ∈ R, pak 〈x, z〉 ∈ R:

(define transitive?

(lambda (rel-R)

(let ((universe (get-universe rel-R)))

(forall (lambda (x)

(forall (lambda (y)

(forall (lambda (z)

(if (and (in? (cons x y) rel-R)

(in? (cons y z) rel-R))

(in? (cons x z) rel-R)

#t))

universe))

universe))

universe))))

Použitı́:

(transitive? (make-relation (lambda (x y) #f) u)) Z=⇒ #t

(transitive? (make-relation (lambda (x y) (= x y)) u)) Z=⇒ #t

(transitive? (make-relation (lambda (x y) (= (+ x 1) y)) u)) Z=⇒ #f

(transitive? (make-relation (lambda (x y) (= (modulo x 2) (modulo y 2))) u)) Z=⇒ #t

(transitive? (make-relation (lambda (x y) (< x y)) u)) Z=⇒ #t

Shrnutı́

Zabývali jsme se explicitnı́ aplikacı́ procedur a vyhodnocovánı́m elementů. Představili jsme proceduru
apply pomocı́ niž je možné aplikovat procedury s danými argumenty. Explicitnı́ aplikaci procedur lze
použı́t k agregaci vı́ce elementů do jednoho výsledku pomocı́ aplikace procedury. Ukázali jsme, jak lze
s pomocı́ apply naprogramovat některé často použı́vané procedury. Typickou úlohou, kterou lze vyřešit
pomocı́ apply je filtrace prvků seznamu. V dalšı́ části jsme se zabývali problematikou vytvářenı́ uživatelsky
definovatelných procedur s nepovinnými a s libovolnými argumenty. Provedli jsme rozšı́řeni λ-výrazů,
které již si ponecháme (rozšı́řenı́ bylo definitivnı́). Dále jsme ukázali proceduru eval a dalšı́ sadu speciálnı́ch
forem a procedur pro manipulaci s prostředı́m. Uvedli jsme, že prostředı́ lze bez újmy chápat jako element
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jazyka Scheme, dokonce jako element prvnı́ho řádu. Upozornili jsme na úskalı́ při použı́vánı́eval souvisejı́cı́
se vznikem těžko odhalitelných chyb v programech. Nakonec jsme ukázali reprezentaci množin a relacı́
pomocı́ seznamů, na které jsme demonstrovali použitı́ procedur apply a eval.

Pojmy k zapamatovánı́

• implicitnı́ aplikace procedury, explicitnı́ aplikace procedury,
• implicitnı́ vyhodnocenı́ elementů, explicitnı́ vyhodnocenı́ elementů,
• filtrace,
• nepovinné argumenty, libovolné argumenty,
• prostředı́ jako element prvnı́ho řádu.

Nově představené prvky jazyka Scheme

• speciálnı́ forma the-environment,
• procedury apply, eval, environment-parent, procedure-environment, environment->list

Kontrolnı́ otázky

1. Jaký je rozdı́l mezi implicitnı́ a explicitnı́ aplikacı́ procedury?
2. Jaké argumenty může mı́t procedura apply a jaký majı́ význam?
3. V kterých přı́padech je nutné použı́t apply?
4. Jak se zapisujı́ formálnı́ argumenty procedur s nepovinnými argumenty?
5. Jak se zapisujı́ formálnı́ argumenty procedur s libovolnými argumenty?
6. Jaké omezenı́ platı́ při použitı́ nepovinných argumentů?
7. Jaké znáte speciálnı́ formy a procedury pro práci s prostředı́m?
8. Jak se provádı́ explicitnı́ vyhodnocovánı́ elementů?

Cvičenı́

1. Naprogramujte proceduru na zpracovanı́ seznamu podle vzoru. Vzorem se myslı́ seznam o stejném
počtu prvků, který obsahuje:
• symbol del, pak je prvek na odpovı́dajı́cı́ pozici smazán

• symbol ins, pak je prvek na odpovı́dajı́cı́ pozici ponechán

• procedury, pak je prvek seznamu na odpovı́dajı́cı́ pozici nahrazen aplikacı́ této procedury na tento
prvek.

Viz přı́klad volánı́:

(format '(1 2 3 4 5) (list 'del even? even? 'ins (lambda (x) (+ x 1))))

Z=⇒ (#t #f 4 5)

2. Naprogramujte proceduru vracejı́cı́ seznam mocnin čı́sla k (od 0-té až po (n− 1)-té).
3. Naprogramujte proceduru konverze binary->decimal, které binárnı́ čı́slo, reprezentované čı́selným

seznamem obsahujı́cı́m 0 a 1, převede na čı́slo (Scheme-ovské).
4. Implementujte pro reprezentaci množin uvedenou v sekci 6.5:

• operaci symetrického rozdı́lu

• predikát rovnosti množin

• predikát zjišt’ujı́cı́, zda je zadaný seznam množinou

Úkoly k textu
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1. Naprogramujte relace reprezentované páry 〈univerzum〉. 〈vlastnost〉. Kde 〈univerzum〉 seznam,
a 〈vlastnost〉 je predikát představujı́cı́ funkci přı́slušnosti.

2. Implementujte reprezentace zobrazenı́ jako speciálnı́ch relacı́.

3. Naprogramujte predikáty antisymetric?, ireflexive? a complete? pro zjištěnı́ antisymetrie,
ireflexivity a úplnosti relace.

Relace R je

• antisymetrická, pokud pro každé x a y platı́, že pokud (x, y) ∈ R a (y, x) ∈ R, pak x = y.

• ireflexivnı́, pokud pro každé x platı́ (x, x) 6∈ R

• úplná, pokud pro každé x a y platı́, (x, y) ∈ R nebo (y, x) ∈ R.

Řešenı́ ke cvičenı́m

1. (define format

(lambda (l pattern)

(apply append

(map (lambda (atom pat)

(cond ((equal? pat 'del) '())

((equal? pat 'ins) (list atom))

((procedure? pat) (list (pat atom)))

(else #f)))

l pattern))))

(format '(1 2 3 4 5) (list 'del even? even? 'ins (lambda (x) (+ x 1))))

2. (define (power-list k n)

(apply map *

(map

(lambda (r)

(build-list n (lambda (i)

(if (<= i r)

1

k))))

(build-list n (lambda (i) i)))))

3. (define (binary->decimal bin)

(apply + (map * (reverse bin) (power-list 2 (length bin)))))

4. (define sminus

(set-operation

(lambda (x A B)

(or (and (in? x A) (not (in? x B)))

(and (in? x B) (not (in? x A)))))))

(define sminus

(lambda (set-A set-B)

(union (minus set-A set-B)

(minus set-B set-A))))

• (define set-equal?

(lambda (set-A set-B)

(null? (sminus set-A set-B))))
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• (define set?

(lambda (elem)

(apply and-proc

(map-tail (lambda (x)

(not (in? (car x) (cdr x))))

elem))))

(define set?

(lambda (elem)

(equal? (list->set elem) elem)))
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2.7 Přibližná směrnice tečny a přibližná derivace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
2.8 Procedura negace (procedura not) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
2.9 Predikáty sudých a lichých čı́sel (procedury even? a odd?) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
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7.3 Spojenı́ seznamů pomocı́ foldr (procedura append) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176
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10.4 Efektivnějšı́ výpočet potenčnı́ množiny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265
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11.3 Tabulka procedur pro zjednodušovánı́ výrazů . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274
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12.2 Konkrétnı́ tabulka metod generické procedury . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292
12.3 Procedura table-lookup (vyhledánı́ operace v tabulce metod generické procedury) . . . . . 292
12.4 Procedura apply-generic (aplikace generické procedury) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292
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12.9 Konstruktor pro globálnı́ prostředı́ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 300
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5.4 Procedury a prostředı́ u párů uchovávajı́cı́ch délku seznamu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
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