KATEDRA INFORMATIKY
PRIRODOVEDECKA FAKULTA
UNIVERZITA PALACKEHO

ZAKLADNI ALGORITMY

ARNOST VECERKA

4

VYVOJ TOHOTO UCEBNIHO TEXTU JE SPOLUFINANCOVAN
EVROPSKYM SOCIALNIM FONDEM A STATNIM ROZPOCTEM CESKE REPUBLIKY

Olomouc 2007



Abstrakt

Tento text distanéniho vzdé€lavani seznamuje se zakladnimi algoritmy, které se pouzivaji jak samostatné, tak
algoritmti. Dale je na zacatku je struény piehled datovych struktur, zejména jsou zde popsany dynamické
datové struktury. Hlavni ¢ast tohoto studijniho materidlu tvoti dvé tiidy algoritmii. V prvni z nich jsou
algoritmy vyhledavani, druha obsahuje algoritmy tfidéni.

Cilova skupina

Text je primarn¢ uréen pro posluchace prvniho bakalarského studijniho programu Aplikovana informatika na
Piirodovédecké fakult¢ Univerzity Palackého v Olomouci. Muze vSak slouzit komukoli se zajmem o
algoritmy a jejich pouziti. Text nepredpoklada zadné vstupni znalosti.
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1 Algoritmus

Algoritmus je popis ur¢itého postupu. Ptikladem algoritmu by mohl byt recept na piipravu jidla
obsazeny v kuchaiské knize. My se zde pfirozené nebudeme zabyvat algoritmy vafeni, ale
postupy nékterych ¢asto pouzivanych vypocti. Pojem vypocet mnohdy vytvari asociaci, zZe jde
o vypocet ¢iselné povahy. Zde je tento pojem pouzit v §irSim slova smyslu, oznacuje zde néjaké
zpracovani udaju. Typ téchto tdaji miize byt rizny, mohou to byt jak Cisla, tak i textové fetézce
apod.

Pruvodce studiem

Algoritmy prolinaji cely nas zivot. Ovsem bezné se jim nerika algoritmy, ale navody,
pokyny k pouzivani atd. UZitecnost a vyznam algoritmii ocenime zejména, kdyz se snazime
sami pFijit na to, jak se s novou véci zachdzi. Casto po delsi dobé netvispéchii nakonec
rezignujeme a precteme si priloZeny navod.

1.1 Slozitost algoritmu

Studijni cile: Zavést a vysvétlit pojem Casove slozitosti algoritmu a objasnit jeji dileZitost pro
vybér konkrétniho algoritmu.

Klic¢ova slova: Pamét'ova slozitost, Casova slozitost, polynomicka slozitost.
Potiebny ¢as: 1 hodina

Vyraznym rysem algoritmi je jejich slozitost. Vratme se k naSemu ptivodnimu ptikladu receptu
na piipravu jidla. Bude zaleZet na tom, pro kolik osob jidlo budeme ptipravovat. Cim vice
téchto osob bude, tim jednak budeme potiebovat vétsi nadobi a dale nam typicky bude i
priprava jidla trvat déle. Budeme tfeba muset oSkrabat vice brambor atd. Stejné tak pii vypoctu
¢im vice Udaji budeme zpracovavat, tim vét§i mnozstvi paméti budeme potiebovat pro jejich
ulozeni a rovnéz €as vypoctu bude delsi. Zavislost velikosti paméti potfebné pro vypocet na
poctu zpracovavanych udajii nazyvame pamétovou slozitosti algoritmu. Zavislost doby vypoctu
na poctu zpracovavanych tdajii nazyvame ¢asovou slozitosti algoritmu. My se u jednotlivych
algoritmi budeme zabyvat jen jejich ¢asovou slozitosti. Pamét'ova slozitost pfirozené ma také
svlj vyznam. Nicméné pii soucasnych velikostech paméti pocitacli nebyva u vétsiny algoritmi
omezujicim faktorem pro jejich pouziti a neni tudiz pro nés tak dilezita jako ¢asova sloZitost.

Vyjadfovat ¢asovou slozitost pfimo v ¢asovych jednotkach by bylo velmi obtizné a rovnéz i
problematické. Naptiiklad vezméme zcela jednoduchou tlohu, kdy mame vypocitat soucet n
¢isel. Zfejme¢ bychom postupovali tak, Ze bychom vzali prvni Cislo a k nému postupné pricitali
2., 3. az n-té ¢islo. Celkove bychom udélali n-1 operaci pricteni. Pokud bychom to dé€lali ruéné,
pak by celkovy ¢as byl n-1 nasobkem casu, ktery potfebujeme pro piicteni jednoho Cisla.
Jestlize to ale budeme dé€lat pomoci programu, bude urceni Casu potfebného pro pficteni
jednoho cisla obtizné. Nebot’ program vétSinou piSeme v néjakém programovacim jazyce. Jak
dlouho v ném bude trvat pficteni jednoho ¢isla, pfimo nevime. Pfesnéji feCeno je to znacné
obtizné urcit, nebot’ program je pied vypoctem nejdiive pfelozen do jazyka procesoru, coz
znamend, Zze bychom museli ¢asovou slozitost pocitat ze strojovych instrukci ptfelozené¢ho
programu. To ale bohuZzel neni nijak jednoduché. Navic doba vypoctu bude ziejme také zaviset
na tom, jak rychly pocita¢ pro vypocet pouzijeme. Abychom tyto nepiijemné aspekty
eliminovali, pocitame ¢asovou slozitost nikoliv v ¢asovych jednotkach, ale v poctech zakladnich
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operacich, na kterych je pfislusny algoritmus zalozen. V naSem piikladu souctu je zakladni
operaci pti¢teni a Casova sloZitost tohoto algoritmu je vyjadiena linearni funkci n-1.

Obecné je Casova slozitost vyjadfena matematickymi funkcemi, jejichz argumentem je pocet
udaju, které zpracovavame. Velmi Casto tyto funkce jsou ptimo polynomy, z ostatnich funkci se
pomérn¢ ¢asto vyskytuje logaritmicka funkce. Napf.

2

nT—n+3 3nlog,(n-1) atd.

Casova slozitost nam sice neudava piimo ¢as vypoétu, ale da se z ni odvodit, jak dlouho fadové
bude vypocet pro nas pocet tidajii trvat (vtefiny, minuty, hodiny atd.). To nam staci, abychom
posoudili, zda dany algoritmus je pro nas pouzitelny. Dale je Casova sloZzitost dilezita v ptipade,
kdy mame pro danou tlohu vice algoritmii a mame se rozhodnout, ktery z nich pouzit. Casto
mame na jedné stran¢ algoritmy, které jsou jednoduché, ale maji vétsi Casovou slozitost, a na
druhé strané¢ mame algoritmy s ptiznivéj$i Casovou slozitosti, které jsou ale komplikovangjsi,
udaja staci jednodussi algoritmus, a mame-li hodn¢ udaj, musime zvolit sice pracnéjsi, ale na
druhé strané rychlejsi algoritmus.
Uvazujme nyni nasledujici tii funkce:

2 2

T n+3 L n’

4 4
Ta prvni funkce necht’ je Casovou slozitosti né¢jakého konkrétniho algoritmu. Druhou jsme
dostali zanedbanim jejiho linearniho a absolutniho ¢lenu a v tfeti jsme navic odstranili
koeficient u kvadratického clenu. VSechny tfi funkce jsou kvadratickym polynomem. Ta prvni
vyjadfuje odvozenou slozitost, naproti tomu ta posledni je znich nejjednodussi. Vzhledem
k tomu, Ze u vSech jde o polynom stejného fadu, maji obdobny nartst funkéni hodnoty pfi
rostoucim poctu udajt, tj. pfi zvySujici se hodnoté argumentu n. UZ jsme uvedli, Ze ¢asovou
slozitost pouzivame nikoliv k pfesnému urceni doby vypoctu, ale k jejimu fadovému odhadu.
Pro tento i¢el nam misto prvni funkce, sice pfesné, ale pomérné slozité zcela vyhovi mnohem
jednodussi posledni funkce n°. Pro tento ucel se pouzivéa operator @, ktery vyjadiuje, e funkce
v ném uvedena ma stejnou miru slozitosti jako funkce, jeZ je presnym vyjadfenim Casové
slozitosti algoritmu. Tj. misto abychom psali, Ze algoritmus ma ¢asovou slozitost

2
LA ,
4

napiSeme jen, ze jeho Casova slozitost je

o®n’) .

Matematicky skutecnost, ze dvé funkce Casové slozitosti maji stejnou miru naristu hodnoty,
muizeme charakterizovat tak, ze jejich pomér (podil) konverguje ke kone¢né nenulové hodnoté
pro rostouci argument n. Je-li tedy Casova slozitost algoritmu dana funkci f(n) a dale mame
funkci g(n) takovou, Ze je splnéno

0 < lim L
= g(n)

< 4+

pak mtizeme napsat, Ze Casova slozitost algoritmu je
©(g(n)) .

Jiny mozny zptisob, jak funkci g(n) definovat, je, Ze musi existovat dvé kladna nenulova ¢isla c;
a ¢, a prirozené Cislo n, takova, Ze plati



¢,.g(n) £ f(n) < c,.g(n) pro nx=n,.
Uvedeny vztah je znazornén na nasledujicim obrazku.
¢, g(n)
f(n)

¢,'g(n)

i n
n,

Napfiklad v jiz uvedeném piikladu je limita podilu vlastni funkce ¢asové slozitosti algoritmu a
funkce n’:

1

~n*—n+3
Ilm +—7—— = — .
n—>+oo I’l2 4

Pomoci limity miizeme také charakterizovat, kdy je ¢asova slozitost jednoho algoritmu lepsi ve
srovnani s druhym algoritmem. Méme dva algoritmy a necht prvni ma casovou slozitost
vyjadfenou funkci f{n) a druhy ma Casovou slozitost g(n). Jestlize bude platit

limM =0
e g (n)

pak ziejmé funkce f{n) roste pomaleji nez funkce g(n) a tudiz prvni algoritmus bude mit lepsi
casovou slozitost. Naopak bude-li platit

lim EAQ)
nve g (n)

bude mit lepsi ¢asovou slozitost druhy algoritmus.

= 400

Piejdéme nyni k vlastnimu ¢asovému odhadu. Cas potiebny pro vypodet jedné zakladni
operace algoritmu bude zaviset na tom, jak je tato operace komplikovana. V pielozeném
programu operace reprezentuje urCity pocet strojovych instrukci a ¢im je operace
komplikovangjsi, tim vice strojovych instrukci v pfelozeném programu zahrnuje a tim
také del$i bude doba jejiho vypoctu. Uvazime-li, ze taktovaci kmitocet dneSnich
procesort je fadové v GHz, miizeme piedpokladat, ze se provede 10 milionti zakladnich
operaci algoritmu za vtefinu (zopakujme, Ze zde mluvime o operacich algoritmu, ne o
operacich procesoru). Tento odhad je dostatecné konzervativni (opatrny) na to, aby
realn¢ odpovidal vétsing€ algoritmd, které budou v tomto studijnim materidlu probrany.
Nasledujici tabulka ukazuje potiebny ¢as pro rtizné Casové slozitosti a rtizné pocty
tidajt, které algoritmem zpracovavame. Casy jsou pro prehlednost zaokrouhleny.

Casovou
sloZitost
pouzivame

k odhadu doby

vypoctu.

Pocty udaji
Slozitost |10 100 1000 10 000 100 000 |1 000 000
logy(n) 0.3us |0.7 us 1us 1.3 us 1.6 us 2 Us
n 1 us 10 us 100 ps 1ms 10 ms 100 ms
nlog,(n) |3 us 67 us 1ms 13 ms 166 ms |2s




2

n M0pus |1ms 100 ms 10s 17 min. |28 hod.

2" 102 ps |4.10™ rokd

Algoritmy, jimz odpovidaji prvni Etyfi slozitosti v tabulce, patfi mezi algoritmy s polynomickou
¢asovou slozitosti. Trida téchto algoritmti zahrnuje vSechny algoritmy, jejich Casova slozitost je
pfimo vyjadiena polynomem anebo pro jejich funkci Casové slozitosti existuje polynom, ktery ji
shora ohranicuje. Naptiklad pro funkci log,(n) je timto polynomem linedrni polynom nebot’
plati

log,(n)<n pro n=1.2,...

Ulohy této t¥idy povazujeme z Gasového hlediska za fesitelné. Jinak feceno &as pro provedeni
algoritmli povazujeme obecné za pfijatelny, ackoliv uz u kvadratického polynomu je pro vétsi
pocty udaji ¢as potiebny pro vypocet dosti citelny. VSechny zakladni algoritmy obsazené
v tomto studijnim textu patii do této tiidy.

Posledni slozitost v tabulce je vyjadiena exponencialni funkci. Je zfejmé, zZe hodnota této funkce
roste tak drasticky, ze i pro pomérné malé pocty udaji je potiebny ¢as tak velky, Ze je nemozné
takovymi algoritmy provést vypocet. Tyto algoritmy patfi do tfidy algoritmi s nepolynomialni
Casovou slozitosti. Maji tu vlastnost, ze funkci jejich ¢asové slozitosti nelze shora ohranicit
zadnym polynomem. Algoritmy této tfidy povazujeme za nefeSitelné v pfijatelném Ccase.
Existuje fada praktickych uloh, které vedou k algoritmiim této tfidy. Zejména sem patii ulohy
na matematickych grafech. Nemoznost tyto praktické ulohy fesit vypoctem algoritmt této tiidy
se v praxi fesi sestavenim algoritmt s pfijatelnou (polynomickou) ¢asovou slozitosti pro tyto
ulohy, které nefesi danou ulohu pfesné, ale jen pfiblizné, ¢imz typicky davaji o néco horsi
vysledky, nez by dal pfesny algoritmus s nepolynomickou ¢asovou slozitosti.

Pruvodce studiem

Skutecnost, ze algoritmy pro reSeni nékterych uloh maji exponencialni casovou
slozitost, nam komplikuje Zivot. Prakticky se pouzit nedaji, musime pro né hledat
nahradni, priblizné algoritmy. Obecné je to tedy nepriznivy jev. Ma to ale i jednu kladnou
stranku — tyto algoritmy Ize velmi efektivné vyuzit k ochrané informaci pomoci Sifrovani.

Kontrolni otazky

1. Jakym zpitsobem vyjadiujeme casovou sloZitost algoritmu?
2. Vysvetlete, jaky je zdkladni rozdil z pohledu prakticky vyuzitelnosti mezi algoritmy
s polynomickou c¢asovou sloZitosti a algoritmy s nepolynomickou casovou slozitosti.

Cviceni
1. Pro feSeni lohy mame dva algoritmy, jejichZ Casové slozitosti jsou
a) log,(n)
b) n
Ktery z nich je rychlejsi, tj. ma ptiznivejsi asovou slozitost?
2. Pro dany algoritmus jsem odvodili, Ze jeho ¢asova slozitost je dana funkci

nlog,(n’)+1
Kdyz o tomto algoritmu napiSeme, Ze jeho Casova slozitost je

Za prakticky
pouzitelné
obecné
povazujeme
algoritmy

s polynomickou
casovou
slozZitosti.



. O(nln(n)) (In oznacuje pfirozeny logaritmus)
2. O(nlog,(n)
O(n)

které z t€chto moznosti jsou spravne?

Ukoly k textu

Predstavme si, ze Skrabeme brambory na ptipravu obéda pro déti v letnim tabote. Zakladni
operaci zde bude oskrabani jednoho bramboru. Necht’ pocet Skrabanych brambor pro jeden obéd
je 5. Stanovte, jaka je Casova slozitost algoritmu, je-li pocet déti na tabote n.

Jak se zméni mira asové slozitosti, kdyz

- Brambory nebudu Skrabat sam, ale budeme to délat dva

- Kazdé dite si samo oSkrabe brambory na sviij obéd

ReSeni

1. Ktery algoritmus je rychlejsi, stanovime podle limity podilu jejich ¢asovych slozitosti.
Vzhledem k tomu, ze ob¢ funkce ¢asovych slozitosti neomezené rostou, vede to k limit¢

+ 0 . . .
vyrazu typu —— . Pro vypocet pouzijeme 1’Hospitalovo pravidlo
+ 00

tim £ _ y L@

n—+ow g(n) no+o o (n)
Dale pro logaritmus pouzijeme pravidlo, jez logaritmus o zékladu a prevadi na
logaritmus o jiném zakladu b

log,(n) = log,(n)*log,(a)

Nyni jiz mizeme limitu pocitat

fim 108200 _ i

n—>+00 / n n—>+00

1

In(n)*In(2) _ . (In(n) * In(2))

n—>+oo n—-+oo 1 -

nE (ni)v Zp 2

= lim =

21n(2) * lim % =2In(2) * lim 1
n—>+o0 n—>+00 n

n

Tedy prvni algoritmus ma lepsi Casovou sloZitost a bude proto pfi vypoctu obecné
rychlejsi.

2. Nejprve oveéfime moznost a). Vypocitame limitu podilu vychozi Casové slozitosti a
slozitosti uvedené v moznosti a):

nlogz(n2)+1 ~ lim 2nlog,(n)+1 ~Mim 2n1n(n)*ln(2)+1:

n—+00 n ln(n) n—+w0 n ln(n) n—>+0 n ln(n)

=21n(2)

n—»+00

n—>+00 n ln(n)

lim| 21In(2) + ! =21In(2) + lim
n In(n)




Limita je konecna a nenulova, moznost a) je spravné. Obdobny zptisobem bychom
zjistili, Ze 1 moznost b) je spravné. To viceméné ukazuje, Ze hodnota zakladu logaritmu
nema vliv na miru slozitosti.
Zbyva moznost c¢). Opét vypocitame limitu podilu:

. nlog,(n*)+1 . 1 :
,,IEEO% = nlggo(logz (n*) + ;j = ;}Ego log, (n*) =+

Z ni plyne, Ze odpovéd’ c) je chybna. Protoze hodnota limity podilu je + o , je mira
slozitosti algoritmu vEétsi nez je mira slozitosti linearni funkce » uvedené v moznosti c).



2 Datové struktury

Udaje, se kterymi algoritmy pracuji, mohou byt jednak samostatné hodnoty nebo to mohou byt
strukturované udaje. Samostatné hodnoty jsou tvofeny jednoduchymi datovymi typy, jako jsou
cela Cisla, cisla v pohyblivé tadové cCarce, fetézce atd. Strukturované udaje maji charakter
zdznamil. Zaznamy vétSinou popisuji n¢jaké objekty. Je v nich vice polozek — datovych ¢lend,
pricemz kazdy ¢len popisuje néjaky rys nebo hodnotu daného objektu. Napiiklad bude-li
zédznam popisovat osobu, pak typicky bude obsahovat jeji rodné cislo, jméno a piijmeni,
jednotlivé &asti adresy bydlisté (nazev ulice s popisnym &islem, PSC a nazev mésta) atd. Pro
popis algoritmti vétSinou neni dilezité, pro jaké datové typy budou prakticky pouzity, zda pro
jednoduché nebo pro strukturované datové typy. Budou pracovat s néjakymi prvky z né&jaké
mnoziny dat. Nicmén¢ aby algoritmy mohly prvky vyhledavat nebo je srovnavat, potiebuji, aby
u kazdého prvku byla stanovena hodnota, ktera ho reprezentuje. U prvki, jez jsou tvofeny
jednoduchymi datovymi typy, je touto hodnotou samotna hodnota prvku. U strukturovaného
typu je touto hodnotou vétSinou néjaky jeho Clen (nebo nékolik jeho ¢lentl), a to takovy, Ze jeho
hodnota prvek jednoznacné urcuje. Hodnoté, ktera prvek reprezentuje (urcuje), budeme fikat
kli¢ prvku.

2.1 Linearni datové struktury

Studijni cile: Popsat, jaké mame k dispozici linearni datové struktury, a vysvétlit, kdy a kterou
z nich pouzijeme pro uloZeni hodnot.

Klic¢ova slova: Pole, seznam, ukazatel, zasobnik, fronta.

Potiebny ¢as: 1 hodina

Lineérni datové struktury se vyznacuji tim, Ze jednotlivé prvky mnoziny dat jsou v nich ulozeny
postupné¢ za sebou. Tj. kazdy prvek, ktery neni prvnim prvkem, ma pravé jednoho

bezprostfedniho predchiidce a naopak kazdy prvek vyjma posledniho ma pravé jednoho
bezprostfedniho naslednika. Nejjednodussi zpiisob linearniho uloZeni je pole.

Pruvodce studiem

Pamet pocitace ma linedrni usporadani. Proto pole je nejprirozenéjsi a nejsnadnéji
realizovatelna datova struktura pro ulozeni udajii v pameti.

2.1.1.1 Pole

Pole maji tu velmi piiznivou vlastnost, Ze jsou dostupné ve vSech béznych programovacich
jazycich. Pole jsou charakterizovana svym rozsahem (poctem prvki, které 1ze do nich ulozit),
poctem rozmérd (jednorozmérné pole, dvourozmérné pole atd.) a dale zplisobem indexovani
prvki (zda jsou indexovany od 0, od 1 nebo Ize pocate¢ni hodnotu indexu zvolit). Pro linearni
uloZeni potfebujeme ten nejjednodussi piipad pole, kterym je jednorozmérné pole. Velkou
vyhodou pole je, ze ke kazdému prvku pole mame piimy pfistup pomoci indexu. Pouziti pole je
velmi efektivni, pokud jsou splnény urcité piedpoklady. Jednak potiebujeme védét, kolik
hodnot do pole budeme ukladat. Dale pokud potiebujeme hodnoty do pole ukladat postupne,
budeme to d¢lat tak, ze je budeme ukladat na konec jiz ulozenych hodnot. Stejné¢ tak, pokud
potfebujeme odstranit hodnoty z pole, pak jen ty, které jsou na konci pole. Pokud nevime, kolik
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hodnot budeme do pole ukladdat, mize se nam stat, ze dojde k vycerpani pole. To lze feSit
pouzitim tzv. dynamicky alokovanych poli, u nichz Ize provést zvétSeni jejich rozsahu. Nicméné
tato operace je typicky spojena s realokaci paméti pro pole (umisténi pole v jiné Casti paméti,
kde je volny prostor pozadované velikosti) , coz s sebou nese piesun jiz uloZzenych hodnot v poli
na nové misto v paméti. To je Casoveé pomérné narocnd operace a proto se snazime, aby ke
zvétsovani pole dochazelo co nejméné. Dalsi nepiijemny problém nastava v piipadé, kdy
hodnoty mame v poli n¢jakym zplsobem uspotadané a potfebujeme vlozit dal§i hodnotu tak,
aby uspotadani bylo zachovano. Tedy nikoliv na konec, ale nékde mezi jiz uloZzené hodnoty.
V tom piipadé¢ musime v§echny hodnoty od mista vlozeni posunout o jedno misto dozadu, aby
se uvolnilo misto pro nové vkladanou hodnotu, coz je opét ¢asto Casove narocné.

2 < Nova hodnota vkladana do pole

11415(6|7|9

T —
Tyto prvky je potfeba posunout o jedno misto dozadu

\
1(2]4]5/6/|7|9

Obdobny problém nastane, pokud z pole odstranujeme hodnotu, jezZ v ném neni posledni. Pak
naopak hodnoty za ni musime v poli posunout o jedno misto doptedu.

Pokud pfislusny algoritmus vyZaduje Cast&jsi provadéni operaci, které jsou v poli neefektivni
(zvétseni rozsahu, vladani doprostied ulozenych hodnot, odstraiiovani z mist, jez jsou uprostied
ulozenych hodnot), pak je G¢elnéjsi pro ulozeni hodnot misto pole pouzit linearni dynamickou
datovou strukturu — seznam.

2.1.1.2 Seznam

Seznam je linearni dynamicka datova struktura. Ptivlastek dynamicka zde vyjadiuje skutecnost,
ze je budovan postupné, pamét’ pro néj neni na rozdil od pole pfidélena najednou, ale je
alokovana samostatné pro kazdy ukladany datovy prvek. Tim na rozdil od pole neni na zacatku
zapottebi stanovit pocet prvki, které budou do seznamu ukladany. A protoze je pamét pro
kazdy ukladany prvek pfidélovana samostatné, nejsou na rozdil od pole prvky v paméti ulozeny
za sebou, ale viceméné nahodile na riznych mistech. Tim ovSem ztracime zakladni vyhodu pole
plynouci z uloZeni prvkl v paméti za sebou a tou je moznost piejit k dalsimu prvku v poli
prostym zvys$enim hodnoty indexu. Abychom i v seznamu mohli piejit k nasledujicimu prvku,
ukladame spolu s kazdym prvkem jesté ukazatel na misto v paméti, kde je uloZena néasledujici
prvek. Této dvojici prvek + ukazatel v seznamu fikame uzel. Pfipomenime, Ze pojem prvek zde
pouzivame v $ir§im vyznamu, tedy mize to byt jedna hodnota nebo i strukturovany typ (vice
hodnot). Abychom mohli se seznamem vibec pracovat, musime si navic n¢kde uschovat
ukazatel na prvni uzel v seznamu.

Ukazatel na prvni

uzel v seznamu | 1 4 5 6 7 9 [x

Uzel = hodnota + ukazatel Ukazatel v poslednim uzlu
obsahuje nulovou adresu

jako ptiznak, Ze tento
uzel nema naslednika.
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Termin wukazatel je pouzivan v programovacich jazycich pro oznaceni proménné, do které
ukladame adresu néjakého mista v paméti. U seznamu mame ukazatel na prvni uzel v seznamu,
coz je adresa prvniho uzlu seznamu v paméti, a kazdy uzel obsahuje ukazatel na nasledujici
uzel, tedy adresu nasledujiciho uzlu v paméti.

Vlozit novy prvek na libovolné misto v seznamu je na rozdil od pole pomérné jednoduché.
Vytvofime novy uzel, do ného dame pfidavany prvek, nasledné¢ najdeme v seznamu misto
vlozeni, v pfedchozim uzlu ukazatel pfesmérujeme na vkladany novy uzel a ukazatel v novém
uzlu nastavime na nasledujici uzel v seznamu.

Ukazatel
na prvni —| 1 4 5
uzel
2 jNové nastaveni ukazateld
Vkladany uzel —> 1 | () 4 5 >
L 2|

Odstranit prvek ze seznamu je jesté¢ jednodussi. Ukazatel v predchozim uzlu pfesmérujeme na
uzel, jez v seznamu nasleduje za uzlem s rusenym prvkem.

Ukazatel
na prvni — 1 2 4 S| >
uzel
Uzel s odstranovanou ——J

hodnotou

by, sl
Piesmérovani ukazatele

v ptedchozim uzlu

Zatim jsme spiSe mluvili o vyhodach seznamu. Nyni je Cas podivat se na jeho nevyhody. Na
rozdil od pole zde neni piimy piistup k libovolnému ulozenému prvku. U pole pokud vime, kde
je prislusny datovy prvek ulozen, pomérné snadno vypocitame index a pomoci n€¢ho se
okamzit¢ dostaneme k danému prvku. V seznamu i kdyz vime, v kterém jeho uzlu je dany
datovy prvek ulozen, nam to neni nic platné. Nemame k dispozici ukazatel na tento uzel. Mame
jen ukazatel na prvni uzel v seznamu. Nezbyva nez projit postupné uzly seznamu od prvniho
uzlu az k uzlu s pozadovanym prvkem. Navic pokud uz v né¢jakém uzlu jsme a chceme tfeba
ptejit k prvku v pfedchéazejicim uzlu, musime opét zacit seznam prochdzet od prvniho uzlu,
protoze v soucasném uzlu mame jen ukazatel na nasledujici uzel, nikoliv na ptedchozi. tj.
seznam je bézn¢ jen jednosmemy. Proto se nékdy pouziva obousmerny seznam, ktery v uzlu ma
dva ukazatele, jeden ukazuje na piedchozi uzel a druhy na nasledujici uzel. To umoziuje pohyb
po seznamu obéma smery.
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Ukazatel na prvni \ \
uzel v seznamu —>| 1 | % x

Obousmérny seznam /,/1 \

Uzel = hodnota + ukazatel na pfedchozi + ukazatel na nasledujici

Zavérem muzeme zhodnotit, Ze prace se seznamem je viditelné komplikovanéjsi nez s polem.
Musime vytvaret uzly, udrzovat ukazatele atd. Navic nemame piimy pfistup k jednotlivym
datovym prvkiim uloZzenym v seznamu, coz je v mnoha algoritmech zna¢nd nevyhoda. Proto
seznamy pouzivame mnohem méné neZ pole a to jen v téch piipadech, kdy pouziti pole je
problematické.

2.1.1.3 Zasobnik

Velmi vyznamnou a hojné pouzivanou dynamickou datovou strukturou je zasobnik. Je opét
linearni datovou strukturou. Jeden konec této struktury je fixni a oznaCujeme ho jako dno
zéasobniku. Druhy konec tvoii vrchol zasobniku. Zasobnik ma definovany dvé zakladni operace:
ulozeni datového prvku na zasobnik a odebrani prvku ze zasobniku. Operace ulozeni probiha
tak, ze datovy prvek se ulozi (pfida) na vrchol zasobniku. Operace odebrani naopak odebere
prvek zvrcholu zasobniku. Tudiz operace na zasobniku pracuji vyluéné s jeho vrcholem.
Ostatni datové prvky ulozené na zasobniku kromé prvku na vrcholu zasobniku nejsou pfimo
dostupné. Na zacatku je zasobnik prazdny, tj. jeho vrchol je totozny s jeho dnem. Postupnym
pfidavanim prvkl na zasobnik se jeho vrchol posouva smérem ode dna, naopak odebiranim
prvkl se vrchol posouva smérem ke dnu. Je ziejmé, Ze prvky jsou ze zasobniku odebirany
v opa¢ném poradi, nez v jakém byly do ného ukladany. Jde o datovou strukturu typu LIFO (Last
In First Out = Posledni dovnitf - prvni ven).

Vrchol
: |
r
4 | VloZeni Vlozeni Vlozeni Odebrani Odebrani
AR 5 7 L >
dl_“2 1 2,05 ",[5] ¢ [5] ¢
y 2 2 2 7 2] o5 [2
A
Dno

Zasobnik patfi mezi abstraktni datové struktury. U abstraktnich datovych struktur definujeme Zdsobnik Ize
jen jejich vlastnosti a operace, nezabyvame se pfitom jejich implementaci. Pokud bychom vytvorit pomoci
zasobnik v praxi potfebovali implementovat, nejsnadnéjsi je to pomoci pole. Zacatek pole bude pole.

tvotit dno zasobniku, posledni zaplnény prvek pole bude vrcholem zasobniku. Jedinym

problematickym rysem zde muze byt stanoveni velikosti pole tak, aby nedoslo k pfeplnéni

zasobniku.

Jméno pole, kterym budeme implementovat zasobnik, zvolme za predpokladejme, ze je
indexovano od 0 (hodnota indexu prvniho prvku v poli je 0). Dale necht’ n oznacuje velikost
pole (pocet prvkl v poli) a proménnd i reprezentuje index prvku, ktery tvoti vrchol zasobniku.
Operace budou:

Pocatecni nastaveni prazdného zasobniku:

i = -1;
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Operaci pridani datového prvku na zasobnik ukazuji nasledujici ptikazy. Nejprve ovétime, zda
zasobnik neni jiz zaplnén.

if (i==n-1) { /* z&sobnik je plny, nutno né&co s tim udélat */ }

else
{ 1 = 1i+1;
z[1] = datovy prvek; }

Dalsi ptikazy ukazuji operaci odebrani datového prvku ze zasobniku a jeho ulozeni do né&jaké
proménné. Nejprve ale ovétime, zda viibec né&jaky prvek je na zasobniku ulozen.

if (i==-1) { /* zé&sobnik je prazdny, nelze z ného odebrat */ }
else
{ proménna = z[i];

i=i-1; }

Test, zda zasobnik je prazdny, je zde uveden jakou soucast operace odebrani prvku ze
zasobniku. Nekdy v popisech zasobniku byva tento test uvadén jako dalsi, samostatna operace
nad zasobnikem.

Zasobnik 1ze rovnéz implementovat pomoci seznamu. Jako dno je ucelné zvolit konec seznamu
a tudiz vrcholem bude uzel na zacatku seznamu, ¢imz tento ukazatel je zaroven ukazatelem na
vrchol zasobniku. Implementace pomoci seznamu je méné¢ vyhodna a efektivni, nicméné zde
nehrozi situace, ze by doslo k zaplnéni zasobniku, jako je to v pfipadé pole.

Privodce studiem

Pod pojmem zdasobnik si casto predstavime cast zbrani, ve které jsou ulozeny naboje.
To, Ze odebirani nabojii probiha v opacném poradi, nez byly do ného vkladany, v tomto
pripadé ale neni nijak vyznamné.

2.1.1.4 Fronta

Velmi vyznamnou dynamickou datovou strukturou, i kdyz ne tak castou pouzivanou jako
zasobnik, je fronta. Je také linearni datovou strukturou a ma opét definovany dvé zakladni
operace: vlozeni prvku do fronty a odebrani prvku z fronty. Operace vlozeni probiha tak, ze
datovy prvek se ulozi na konec fronty. Operace odebrani naopak odebere prvek ze zacatku
fronty. Na zacatku je fronta prazdnd. Postupnym pfidavanim prvki do fronty se jeji konec
vzdaluje od zacatku, naopak odebiranim prvkl se zacatek ptiblizuje ke konci. Je ziejmé, ze
prvky jsou z fronty odebirany ve stejném potadi, v jakém byly do fronty vkladany. Jde o
datovou strukturu typu FIFO (First In First Out = Prvni dovnitf - prvni ven).

N
a 4
F Vlozeni Vlozeni VlozZeni
234 2 5 7 Odebrani Odebrani
gg—>—a25%2577>577>
a
i VA 5
u Zacatek  gonec

Fronta je rovnéz abstraktni datova struktura. V jejim popisu opét neni uvedeno, jak ji
implementovat. V praxi, pokud budeme potiebovat pouzit frontu, Ize ji také vytvofit pomoci
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pole, i kdyZ ne tak snadno jako zasobnik. Problém je v tom, Ze pfi odebirani se zacatek fronty
v poli postupné posunuje dozadu. To vyfesime cyklickym piechodem z posledniho prvku pole
na jeho prvni prvek. DalSim problematickym rysem je zde stejné jako u zasobniku stanoveni
velikosti pole tak, aby nedoslo k pfeplnéni fronty.

Ozna¢me pole pouzité pro implementaci fronty opét jménem z, pocet prvkli v ném necht je n a
indexovani prvkd pole necht’ je opét od 0. Dale necht’ proménna i reprezentuje index prvku

pole, ktery tvoti zaCatek fronty, a proménna j je indexem prvku pole, jez je koncem fronty, a
proménnd m obsahuje pocet prvkii ulozenych ve fronté. Operace budou:

Pocate¢ni nastaveni prazdné fronty:

i = 0;
J = 0;
m = 0;

Operace pridani nového datového prvku do fronty :

if (m==n) { /* fronta je plna */ }

else
{ z[J] = datovy prvek;
J = (3+1) mod n;

m = m+l; }

Operace odebrani datového prvku z fronty a jeho pfesun do né&jaké proménné:

if (m==0) { /* fronta Jje préazdna, nelze z ni odebrat */ }
else
{ proménnd = z[1i];

(1+1) mod n;

m = m-1; }

i

Kde operace mod oznacuje zbytek po déleni.

Posunuti zacatku a konce fronty v poli, ve kterém je fronta ulozena, pfi ukladani a odebirani
prvki ukazuje nasledujici obrazek.

Zagtatek fronty  Konec fronty Zacatek fronty
Konec fronty
Fronta je
na zaééjtku / Vkladam Vklédéni
razdna

P Vkladani odeblram odeblram
B |

Pole,

kter¢ .,
Jyeefroenr;m Zacatek’ fronty se v POll Cyklicky ptechod od posledniho
uloZena posouva dozadu prvku pole na jeho prvni prvek

I frontu 1ze implementovat pomoci seznamu. V tomto piipadé si kromé ukazatele na prvni uzel
v seznamu budeme rovnéz uchovavat ukazatel na posledni uzel v seznamu, abychom pfi
kazdém ptidani do fronty nemuseli seznam prochazet od zacatku az po jeho konec.

Kontrolni otazky

1. Kdy pouzijeme pole a kdy seznam?
2. Jaky je hlavni rozdil mezi zasobnikem a frontou?
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Cviceni

1. Soucasny obsah zasobniku je
813 <—Vrchol

Nyni provedeme operace

Odebrani

Vlozeni 5

Vlozeni 2

Odebrani

Vlozeni 5

Jaky bude vysledny obsah zasobniku?

2. Soucasny stav fronty je
8 | 3| <— Konec fronty

Nyni s ni provedeme stejné operace jako v pfedchozim cviceni se zasobnikem. Jaky
bude vysledny obsah fronty?

Ukoly k textu

Rozsiite uvedené implementace zasobniku a fronty pomoci pole o kontrolu pfeplnéni zasobniku
nebo fronty pfi pridavani prvku a kontrolu prazdného zasobniku nebo fronty pti odebirani
prvku.

ReSeni

1. Obsah zasobniku po uvedenych operacich je:

8|55

2. Obsah fronty po uvedenych operacich je:

5(2|5

2.2 Stromy

Studijni cile: Zavést zakladni pojmy, jimiz se v teorii grafli popisuji stromy, a dale vysvétlit,
jak je lze vyuzit pro ulozeni datovych prvkl v algoritmech a jaké jsou jejich vyhody ve srovnani
s linearnimi datovymi strukturami.

Klic¢ova slova: Strom, uzel, list, naslednik, ptfedchtdce.
Potiebny ¢as: 1 hodina.

Z nelinearnich datovych struktur jsou v algoritmech nejpouzivanéjsi stromy. Stromy jsou
specifickym pfipadem matematickych grafii. Terminologii grafi bychom je popsali jako
obycejné acyklické grafy. Skladaji se zuzli a hran. V uzlech jsou pfi pouziti stromi
v algoritmech uloZzeny datové prvky, nad kterymi algoritmus probiha. Hrany reprezentuji vztahy
mezi uzly (prvky), které jsou zakladem daného algoritmu.

Strom se kresli smérem shora-dolti (nékdy také zleva-doprava, je-li pfili$ Siroky). Zcela nahote
je prvni uzel stromu, ktery se nazyva koten. Pod nim jsou uzly, které jsou jeho naslednici. Jsou

—16 —

Strom je
acyklicky graf.



s nim spojeny hranami. Tyto uzly mohou mit rovnéz nasledniky, které jsou opét pod nimi a jsou
s nimi opét spojeny hranami. Uzly, které nemaji zadné nasledniky, nazyvame listy. Kazdy uzel
vyjma kofene je hranou spojen s pravé jednim uzlem, ktery je nad nim. Tento uzel je jeho
predchtdce.

Na kresleni uzl a hran nejsou zadné zvlastni omezeni. Uzly vétSinou kreslime jako kruznice,
hrany jako rovné cary.

Piedchidce uzlu u

Kofen —>

<— Uzel u

Naslednici uzlu u

N/

Listy

Bézné pouzivané stromy maji zpravidla omezeno, kolik mtze mit uzel néaslednikli. V tomto
ohledu nejjednodussi stromy jsou stromy, v nichz kazdy uzel miize mit nejvyse dva nasledniky.
Pouzivaji se pomérné Casto a fikdme jim binarni stromy.

Pfi pouziti stromt1 v algoritmech si uchovavame ukazatel na kotfenovy uzel. K libovolnému uzlu
se pak dostaneme tak, Ze zaéneme od kofene a postupné po hranach prechazime k niz§im uzId,
az dojdeme k zadanému uzlu. Pfechod od néjakého uzlu po hrané kjeho naslednikovi
povazujeme za jednu zékladni operaci. Pocet operaci potifebny k tomu, abychom se od kofene
dostali k danému uzlu, je roven poctu hran, které jsou na cesté od kotene k tomuto uzlu. Tento
pocet nazyvame vzdalenosti uzlu od kofene. Maximum ze vzdalenosti uzli od kofene stromu
nazveme vyskou stromu. Vyska stromu je tedy vzdalenost kotene od listt, které jsou ve stromu
nejnize. Ziejme ¢im ma strom pii daném poctu uzli mensi vysku, tim je to vyhodnéjsi, nebot
tim niz$i je maximalni délka cesty od kofene k uzliim stromu. Na nésledujicim obrazku jsou tii
binarni stromy. VSechny maji stejny pocet uzll — Sest.
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Levy strom je nejméné vyhodny. V podstat¢ je to seznam a o seznamu vime, ze ¢asova sloZitost
ptistupu k jeho uzlim je linearni. Naproti tomu strom zcela vpravo ma tu vlastnost, Ze ma pfi
daném poctu uzli nejmensi moznou vysku. Je to vyvazeny binarni strom.

Vyvazeny bindrni strom je takovy bindrni strom, ktery ma ve vSech vrstvach maximalni mozny
pocet uzli vyjma posledni vrstvy, kterd mtze byt zaplnéna jen z€asti. Vrstvou pfitom tady
rozumime vSechny uzly, které maji stejnou vzdalenost od kofene, tedy maji stejnou
vodorovnou Uroven pii béZzném nakresleni stromu shora-dolt. Tuto vzdalenost nazveme ¢islem
vrstvy. Podivame-li se na nasledujici ptiklad vyvazeného binarniho stromu

<— Vrstva 0

<—— Vrstva 1

<— Vrstva 2

<— Vrstva 3

mizeme z n¢ho odvodit, jaké pocty uzli budou obecné v jednotlivych vrstvach vyvazeného
binarniho stromu vysky 4.

Cislo vrstvy Pocet uzlti v ni
0 1
1 2
2 2°
h-1 2"
h 1.2"

Odtud pro pocet uzll n v celém stromu dostavame vztah
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1+2+2° 4. 42" 41<n<142427 + ..+ 2" 420
Jeho postupnymi Gpravami (pouzitim souctu geometrické fady)

2 <p< 2t g

<2"<n

2

1og2(”;1j < h<log,(n)

log,(n+1)—1<h<log,(n)

Z tohoto plyne dulezity zavér, Ze ve vyvazeném binarnim stromu vyska stromu logaritmicky
zavisi na poctu uzli v ném, coz mizeme vyjadiit jako slozitost G(log(n)).

Pruvodce studiem

Jak uvidime dale, stromy jsou zakladem velmi efektivnich algoritmii zejmena pro
vyhledavani.

1. Ktery z uzli stromu je korven a ktery list?
2. Co je vyvazeny bindrni strom?

Cviceni

1. Jakou vysku ma vyvazeny binarni strom se 100 uzly?
Co kdybychom oslabili pozadavek na vyvazeny strom tak, ze bychom pozadovali jen
minimalni vySku. Mohlo by to mit vliv na primérnou vzdalenost uzli stromu od
kotene? Tj. mohl by nastat piipad, Ze bychom mohli mit strom se stejnou minimalni
vyskou a pfitom s jinym prumérem vzdalenosti od kofene, nez ma vyvazeny strom dle
definice uvedené v této kapitole. (Primérna vzdalenost od kofene je soucet vzdalenosti
vSech uzld od kofene déleny celkovym poétem uzll ve stromu. Do celkového poctu
uzll je zahrnut i kofen. Jeho vzdalenost od kotfene je pfirozené nula.)

Ukoly k textu

Odvodte zavislost vysky stromu na poc¢tu uzll pro vyvazeny strom, ktery je »-arni. Kde r
oznacuje, kolik naslednikli miize mit kazdy uzel stromu (+>2).

ReSeni

—_—

Vyska stromu je 6.

2. Nasledujici obrazek ukazuje vlevo vyvazeny binarni strom se 4 uzly s primérnou
vzdalenosti uzlti od kofene 1. Vpravo je binarni strom se stejnym poctem uzla a se
stejnou vyskou, ale s primérnou vzdalenosti uzlt od kotfene 1.25. Z toho Ize usoudit, ze
pokud bychom nepozadovali, aby vyvazeny strom mél neuplnou jen posledni vrstvu,
mélo by to nepfiznivy vliv na primérnou vzdalenost uzlli od kotene.
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Privodce studiem

Popis algoritmii zacneme tridénim.Pak budou nasledovat algoritmy vyhledavani. [
kdyz v bezném zivote castéji néco hledame nez tridime...
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Studijni cile: Definovat ulohu tfidéni a dale zavést pojmy jednak pro popis vlastniho tfidiciho

problému a dale pro klasifikaci a popisy algoritmt tfidicich metod.

Klic¢ova slova: Uspotadani, kli¢, vnitini tfidéni, vn&jsi tfidéni.

Poti'ebny ¢as: 20 minut.

Potieba setiidit udaje se v praxi objevuje velmi Casto. Proto algoritmy pro tfidéni patfi do  Tr7ideni je

skupiny zakladnich, velmi pouzivanych algoritmi. Uloha tiidéni spoliva v sefazeni prvkil sefazeni dle
datové mnoziny vzestupné podle jejich velikosti. Mame tedy » prvkl dat velikosti.

a,,a,,...a

n

a piedpokladame, Ze jsou takového datoveého typu, u kterého je definovano srovnani dle
velikosti. Ukolem je prvky sefadit do posloupnosti

tak, ze plati

a. <a. <..<a,

h b Iy

Mutizeme mit také opacné setiidéni — od nejvétsi hodnoty po nejmensi, kdy plati

a. za. 2..2a,
i I i

Napfiklad setfidénim nésledujicich pfirozenych ¢isel
723167345

dostaneme posloupnost
123345677

Pro popis algoritmtl neni podstatné, zda tfidéni je vzestupné nebo sestupné. Ve vykladu vsech
algoritmil v tomto materialu ptedpokladame, Ze tfidime vzestupné.

Algoritmy tfidéni Ize rozdélit do dvou zakladnich skupin
e Algoritmy vnitiniho tfidéni
e Algoritmy vnéjSiho tfidéni
Algoritmy vnitiniho tfidéni maji tu zakladni vlastnost, Ze béhem tfidéni jsou vSechny tfidéné

prvky uloZeny ve vnitini paméti pocitace. To je vyhodné, protoze veskeré operace tiidéni
(srovnani, pfesuny) probihaji vyluéné operacemi nad hodnotami ve vnitini paméti.

Vnitini trident
probiha vylucné
ve vnitini paméti
V algoritmech vnéjsiho tfidéni jsou tfidéné prvky ulozeny v souborech na vné€jsi paméti pocitace.
(pevném disku). Tyto jsou prubézné v malych poctech presouvany do vnitini paméti, zde jsou

nad nimi provedeny pfislusné operace (srovnani, pfesuny) a nasledné jsou opéet ukladany do

souboril na vnéjsi pamét. Vnéjsi tiidéni je obecné pomalejsi nez vnitini tiidéni, protoze operace

¢teni a zapisu na vnéj§i pamét’ jsou vyrazné pomalejsi nez operace provadéné jen ve vnitini

paméti. Vné&jsi tiidéni proto pouzivame vylucné v téch piipadech, kdy tfidénych udaja je tolik,

ze se najednou nevejdou do paméti a nelze pro n€ pouzit vnitini tfidéni.
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3.1 Vnitini tfidéni
Algoritmy tfidéni jsou zaloZzeny na dvou zakladnich operacich — srovnani a ptesunech. Podle
toho, jak tyto pfesuny probihaji, délime algoritmy tfidéni do tii zakladnich skupin:

o Ttidéni vkladanim

e Tiidéni vyménou

e Triidéni vybérem
U tiidéni vkladanim vytvafime setfidénou posloupnost tak, Ze ji postupné zvétsujeme vkladanim
dalsich prvki na ptislu$na mista.

U tfidéni vyménou vytvaiime setfidénou posloupnost tak, Ze postupné vzajemné zamenujeme
dva vybrané prvky, az tim nakonec dosahneme tplného setiidéni.

U tridéni vybérem postupné vybirame prvky ze vstupni posloupnosti a pfidavame je k vytvarené
setfidéné posloupnosti.

Pro tyto postupy existuji intuitivné jednoduché postupy, které¢ vzhledem ke své jednoduchosti
maji veétsi Casovou slozitost, a sofistikovanéjsi postupy, které vedou ke komplikovanéjSim
algoritmiim, nicméné jejich Casova slozitost je vyrazné lepsi.

Kontrolni otazky

1. Kdy pouzijeme vnitini tridéni a kdy vnéjsi trideni?
2. Vysvetlete, kdy tridici metodu nazyvame tridenim vkladanim, kdy trideénim vymeénou a
kdy tridénim vybérem.

3.2 Primé metody tiidéni
Nejprve probereme jednoduché metody tiidéni. Ty jsou oznacovany jako ptimé metody t¥idéni.

Studijni cile: Popsat algoritmy jednotlivych pfimych metod vnitiniho tfidéni. Demonstrovat,
jak vlastni tfidici proces probiha a dale popsat, jak tyto algoritmy prakticky implementovat.

Kli¢ova slova: Srovnani, vlozeni, vybér, vymeéna, bublinkové tfidéni.
Potiebny ¢as: 3 hodiny
3.2.1 Tridéni primym vkladanim

Predpokladame, Ze tfidéné prvky mame na zacatku usporadany v né&jakou posloupnost. V praxi
pfi implementaci metod tfidéni pouzivame pro ulozeni prvki pole. Vychozi posloupnost nam
tedy tvori pocatecni ulozeni prvkl v poli.

Pocet tiidénych prvkl necht’ je n. Prvky si ozna¢me

a,,a,,...a

n

Pole, ve kterém jsou ulozeny prvky, je v pribchu tfidéni rozdéleno na dvé ¢asti - setfidénou ¢ast
(ta je prvni) a nesetfidénou c¢ast. V kazdém kroku vezmeme prvni prvek v nesetfidéné casti,
projdeme setfidénou Cast, najdeme v ni misto vloZeni a na toto misto prvek vlozime. VlozZeni se
provede tak, ze posuneme vSechny prvky pocinaje mistem vloZeni az po konec setfidéné casti o
jednu pozici dozadu, aby se uvolnilo misto pro vkladany prvek, a na uvolnénou pozici novy
prvek vlozime. Hledani pozice vlozeni lze udé€lat postupnym prochazenim od zacatku settidéné

22—

Prvky pri trident
vkladame nebo
vymeénujeme
nebo vybirame.

Trideni probiha
vkladanim prvki
na jejich cilové
misto.



¢asti a srovnavanim vkladan¢ho prvku s prvky setfidéné ¢asti. Vyhodnéjsi ale v tomto piipadé je
zvolit opacny smér, zacit prochdzeni od konce setfidéné casti, nebot’ miizeme piitom soubézné
délat i posouvani prvki setfidéné casti o jednu pozici dozadu. Z této moznosti vychazi
nasledujici algoritmus.

Popis algoritmu

1. Pocatecni krok

Na zacatku vytvofime pocatecni rozdéleni pole na setfidénou a nesetfidénou cast. Setfidénou
¢asti bude prvni prvek v poli, nesetfidénou casti bude zbyvajicich n-1 prvkda.

2. Pribézny krok

Necht' setfidénd cast je nyni tvofena k prvky a za ni je zbyvajicich n-k prvkl, které tvori
nesetfidénou cast. Vezmeme prvni prvek z nesetfidéné casti (), ulozime ho do pomocné
proménné, oznac¢me ji x, a pozici tohoto prvku povazujeme za volnou.

v

<— Setiidéna ¢a4st ——> <— Nesetfidéna cast —>

ak+1
Prvni pvrrvevk o a jeho pozici nyni
z nesetiidéné Casti X povazujeme
ulozime o za volnou
do proménné x «—

L

Nyni odzadu prochazime prvky v setiidéné ¢asti a postupné pro indexy
r=k,k-1,k2, ...

srovnavame, zda mezi prvkem a, a uloZzenym prvkem x plati
a,> x .

Pokud ano, posuneme prvek a, o jednu pozici dozadu (tato pozice za prvkem je v tomto
okamziku volnd) a jeho pvodni pozice se nyni stane novou volnou pozici.

Cely proces srovnani skon¢i v okamziku, kdy bud'to pro néktery prvek plati a, < x anebo celd

setfidéna Cast je uz porovnana (a rovnéz i posunuta dozadu). Pozice vlozeni ve chvili, kdy
ukon¢ime srovnavani, odpovida stavajici volné pozici. Na ni uloZzime prvek obsazeny
v proménné x.

<— Setfidéna ¢dst ———> <— Neseti{déna ¢ast —>

a, Ll

Pfi a. > x posunuti (c/
Pti a, < x vloZeni x

Lia,

a, X

r

Po kazdém provedeni priubézného kroku se zvétsi velikost setfidéné casti o jeden prvek, az
nakonec setfidéna ¢ast bude zahrnovat vSechny prvky.
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Piiklad. Mé&jme setiidit pfirozena ¢isla
71284539

Po prvnim kroku bude pole rozdéleno na dvé Casti:
711284539

Prvni prvek v nesetfidéné ¢asti je ¢islo 1. Ulozime ho do proménné x a jeho misto uvolnime
7]¢284539

Srovnadme 7 s x — posunuti 7 doprava:
e | 7284539

Uz neni co srovnavat, vloZime x na volnou pozici a posuneme hranici setfidéné ¢asti:
171284539

Dalsi krok - ulozime prvni prvek 2 do proménné x a jeho misto uvolnime:
1784539

Srovname 7 s x — posunuti 7 doprava:
1| 784539

Srovname 1 s x — vloZeni x a posunuti hranice setfidéné Casti:
127184539

Dalsi krok - ulozime prvni prvek 8 do proménné x a jeho misto uvolnime:
127 |e¢4539

Srovname 7 s x — vloZeni x a posunuti hranice setfidéné ¢asti:
127814539

Atd.

SlozZitost metody

Uvedeny algoritmus tfidéni je zalozen na operacich srovnani a vlozeni. Vezméme nejprve
operaci srovnani. Necht' pocet prvkl v setiidéné casti je k. Abychom zjistili misto vlozeni,
udélame 1 az k srovnani. Jedno srovnani v piipadé, kdy se prvek vklada hned na konec setiidéné
casti, k srovnani v ptipad¢, kdy prvek patii na prvni nebo druhou pozici v setfidéné casti. Odtud
pro jeden krok dostavame

A L1tk
Primérny pocet srovnani = ——
Maximalni pocet srovnani = k

Vezmeme-li v Givahu, ze délky setfidénych casti v jednotlivych krocich jsou k=1, 2, ..., n-1,
dostaneme celkové pocty srovnani:

o ., 243+.4n 142434+ (n-1)
Priimérny pocet srovnani = = =

2 2
n(n+1)_1
_ 2 _n2+n—2
2 4

_(n—l)n_nz—n

2 2

Maximalni pocet srovnani =1+ 2 +...+ (n —1)
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Z toho plyne, ze operace srovnani ma kvadratickou slozitost bez ohledu na to, zda uvazujeme
pramérny nebo maximalni pocet srovnani.

Nyni uvazujme operaci presunu prvku o jednu pozici dozadu. Téch v jednom kroku probéhne 0
az k podle toho, na které misto je prvek vkladan . Odtud pro jeden krok dostavame

k+0 _k
2

Primérny pocet presunti =

Maximalni pocet presunti = k
A pro celé tiidéni dostaneme
(n—-Dn
I+2+...+(n-1) 2 n°—n
2 T2 4

(n—l)n_nz—n

2 2

Z toho plyne, ze operace pfesunu ma kvadratickou slozitost bez ohledu na to, zda uvazujeme
primérny nebo maximalni pocet piesund.

Primérny pocet presunti =

Maximalni pocet ptesuntt =1+ 2 +...+(n—1) =

Jestlize algoritmus zahrnuje vice operaci, vysledna mira slozitosti se odvozuje vzdy od operace,
ktera ma nejvétsi slozitost. Zde obé operace maji stejnou miru slozitosti - kvadratickou.

Zavér: THidéni piimym vkladanim ma ¢asovou slozitost G(n’).

3.2.2 Tridéni primou vyménou (bublinkové tiidéni)

Pti tfidéni pfimou vyménou prochazime postupné pole s tiidénymi prvky smérem od zacatku
k jeho konci a srovnavame sousedni dvojice, zda prvky v nich jsou podle velikosti ve spravném
potadi. JestliZe ne, tedy vétsi prvek je pfed mensim, provedeme jejich vzajemnou vyménu.

Srovnavaji se dva sousedni prvky

a, a,

q

Jestlize je a,> a,, provede
se jejich vzajemna vymeéna

Snadno se ovéii, Ze nejvetsi prvek obsazeny v tfidéné posloupnosti se témito vymeénami dostane
na konec, tedy na své cilové misto, at’ byl predtim kdekoliv. V dalsi kroku cely postup
zopakujeme, ale uz bez posledniho prvku, tedy jen s prvnimi n-1 prvky. Pfi ném se obdobnym
zpisobem dostane na své cilové misto predposledni prvek setfidéné posloupnosti.
V nasledujicim kroku uz budeme prochazet jen n-2 prvku atd. Je ziejmé, ze kazdym pruchodem
se délka prochazené c¢asti snizi o jeden prvek, az nakonec v poslednim prichodu bude
prochéazena ¢ast mit jen dva prvky a po jejich srovnani a pfipadné vyméné je tfidéni dokonceno.

Priklad. Budeme opét tfidit posloupnost
71284539

Postupné srovnavame sousedni prvky
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Srovndni 7 s 1 — vyména
17284539
Srovndni 7 s 2 — vyména

12784539

Srovnani 7 s 8 — ve spravném poradi
Srovnéni 8 s 4 — vyména

12748539
Srovndni 8 s 5 — vyména
12745839
Srovnani 8 s 3 - vyména
12745389
Srovnani 8 s 9 — ve spravném poradi
V dal$im prichodu budeme srovnavat uz jen 7 prvki

127453819

Srovnani 1 s 2 — ve spravném poradi
Srovnani 2 s 7 — ve spravném poradi
Srovnani 7 s 4 — vyména

124753819
Srovndni 7 s 5 — vyména
124573819
Srovndni 7 s 3 — vyména
124537819
Srovnani 7 s 8§ — ve spravném poradi
V dal$im prichodu budeme srovnavat uz jen 6 prvka
12453789

Srovnani 1 s 2 — ve spravném poradi
Atd.

SloZitost metody

Uvedeny algoritmus tiidéni je zaloZen na operacich srovnani a vymény. Vezméme opét nejprve  SloZitost metody
operaci srovnani. V prvnim priichodu se prochazi vSech n prvki, coZ reprezentuje srovnani n-1 této metody je
sousednich dvojic. V druhém priichodu se prochéazi n-1 prvkd, tedy n-2 srovnavanych dvojic. kvadraticka.

V poslednim priichodu ma prochdzena cast dva prvky, tedy se provede jen jedno srovnani.

Odtud dostavame

(n—l)n_n2 -n

2

Nyni uvazujme operaci vymeén. Vymeén se provede maximaln¢ tolik, kolik je srovnani.
Minimalni mozny poc¢et vymeén je zadna vymeéna (prvky jsou na zaCatku uspotadany tak, Ze jsou
setfidéné). Pritom za zakladni operaci zde nepovazujeme piimo vymeénu, ale operace presund,
pomoci kterych je vyména provedena. Jedna vyména vyzaduje tii pfesuny:

Celkovy pocet srovnani =(n —1)+ (n—2)+...+1=

1. Prvni prvek pfesuneme do pracovni promeénné.
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2. Druhy prvek pfesuneme na misto prvniho prvku.

3. Prvni prvek, ktery je v soucasnosti ulozeny v pracovni proménné, piesuneme z pracovni
proménné na misto druhého prvku.

1K)W\Cj.
a, a,

‘\_2/

Odtud dostavame pro pocty presunti:
3(n* —n)
4
3(n® —n)
2

Opét ob¢ zakladni operace (srovnani a piesuny) maji kvadratickou sloZitost.

Vymeéna sousednich prvkii a,a a,
s pouzitim pracovni proménné w

Primérny pocet presunit =

Maximalni pocet pfesunti =

Zavér: Tridéni pfimou vyménou ma dasovou sloZitost On’).

Implementace této metody tfidéni je velmi snadna. Program tvoii dva vnofené cykly. Jejich télo
obsahuje podminény piikaz, jez zajiSt'uje operaci srovnani, a tii ptikazy pfitazeni, které realizuji
vzajemnou vymeénu sousednich prvki. Pro svoji jednoduchost je tfidéni pfimou vyménou velmi
oblibené. Pouziva se pro n¢j nazev bublinkové tiidéni. Toto oznaceni je odvozeno od
skute¢nosti, Zze prvky postupné jednotlivymi vyménami ,,probublavaji“ na svoji cilovou pozici.
Byly navrzeny i nékteré modifikace metody, jez zlepSuji jeji efektivitu v urcitych situacich.
Uved'me dvé nejvyznamnéjsi z nich.

Vezméme nasledujici posloupnost:
31928457

Stav po prvnim prichodu je
13284579

Stav po druhém priichodu je
12345789

Zbyva jesté 5 pruchodil s délkami prochazenych ¢asti 6,5,4,3 a 2. Pritom viditeln¢ vSechny jsou
zbyte¢né, nebot’ posloupnost je v této chvili uz setfidéna. Proto algoritmus rozsifime tak, Ze
v kazdém prichodu sledujeme, zda v ném doslo viibec k néjaké vymeéne. Jestlize ne, tfidéni se
ukonci. V nasem pfikladu by takto rozsiteny algoritmus provedl jesté 3. prichod, ve kterém by
se zjistilo, Ze zadna vyména uz béhem ne¢ho neprobéhla, a tim by se tfidéni ukoncilo. Tedy
zbyvajici 4 prichody by uz viibec neprob¢hly.

Vezméme dalsi priklad, z néhoz vyplyne, jak jest¢ dale 1ze zlepsit vlastnosti metody:
23457891

Stav po prvnim prichodu
234578119

Stav po druhém prichodu
234571189

I kdyz vychozi posloupnost vypada pro tfidéni velmi ptiznive, nebot’ je zapotiebi jen piesunout
prvek s hodnotu 1 na zacatek, pfesto to probiha velmi pomalu. Je to dano skutecnosti, Ze pfi
prochazeni smérem od zacatku ke konci se prvky s velkymi hodnotami rychle dostavaji dozadu,
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naproti prvky s malymi hodnotami postoupi dopfedu v kazdém priichodu jen o jednu pozici.
Kdybychom v uvedené posloupnosti pouzili opaény smér, tedy odzadu smérem doptedu, dostal
by se prvek s hodnotou 1 na své misto hned v prvnim prichodu. Z toho vychazi modifikace
metody, ve které se sméry prochdzeni v kazdém priichodu stfidaji. V prvnim prichodu je smér
prochazeni odpiedu, ¢imz se posledni prvek dostane na své misto. V druhém prichodu se
prvnich n-1 prvkl prochazi smérem odzadu, ¢imz se prvni prvek dostane na své misto. Ve
tretim prichodu se n-2 stfednich prvkd prochazi opét smérem odpiedu, ¢imz se predposledni
prvek dostane na své misto. Atd.

V nasem piikladu bude stav po prvnim prichodu
234578119

Stav po druhém priichodu
1123457819

Ve tietim priichodu se bude prochazet stiedni posloupnost, pricemz se zjisti, ze nedojde k zadné
vymeéng, ¢imz se po tomto priuchodu tfidéni ukonci.

Poznamenejme na zavér, Ze ackoliv tyto modifikace v urcitych pripadech snizuji Cas tfidéni, na
celkovou Casovou slozZitost metody nemayji vliv. Ta z{stava stale kvadraticka.

3.2.3 Tridéni pfimym vybérem

Pfi tfidéni piimym vybérem je rovnéz v prubéhu tiidéni pole s prvky rozdéleno na dvé casti.
Zde ale ¢ast obsahujici jiz setfidéné prvky je prvni a ¢ast s doposud nesetfidénymi prvky je za
ni.

Popis algoritmu

1. Pocatecni krok

Na zacatku celé pole, tj. vSech n prvki tvofi nesetiidénou cast.

2. Prtbézny krok

Necht’ setfidéna cast, ktera je na zacatku, ma n-k prvki a setfidéna ¢ast za ni ma k& prvku.
V nesetfidéné casti vybereme nejmensi jeji prvek. Postupujeme tak, ze si na zacatku
zapamatujeme pozici prvniho prvku nesetiidéné casti. Nyni postupné prochazime prvky
nesetfidéné ¢asti pocinaje od jejiho druhého prvku a kazdy znich srovnavame s prvkem na
zapamatované pozici. Jestlize srovnavany prvek je mensi, jeho pozice se stane novou
zapamatovanou pozici. Je zfejmé, Ze na konci je na zapamatované pozici nejmensi prvek. Ten

musime dostat na konec setfidéné c¢asti. To nejjednoduseji udélame tak, ze ho vyménime
s prvnim prvkem v nesetfidéné casti.

<—— Setfidénd ¢dst ——> <— Nesetfidéna gast ——>

a a,

q

> A

y e

Prvni prvek v nesetiidéné ¢asti Nalezeny nejmensi prvek v nesetiidéné ¢asti

Vymeéna a posunuti hranice setfidéné casti

a, a

q

Po kazdém provedeni pribézného kroku zvétSime velikost setfidéné ¢asti o jeden prvek. Tedy
posuneme rozhrani mezi setfidénou a nesetiidénou ¢asti o jednu pozici doprava. V okamziku,
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kdy setiidéna cast bude obsahovat n-1 prvki, je tfidéni ukonceno, protoze v nesetfidéné casti
timto zlstane uz jen nejveétsi prvek, ktery je na konci a tudiz na své cilové pozici.
Piiklad. Méjme setfidit pfirozena Cisla

71284539

Zapamatujeme si pozici prvku 7

Srovname s 1 — zapamatujeme si pozici prvku 1
Srovname s 2, 8,4, 5,3,9

Zapamatovana je pozice prvku 1, ten vyménime s prvnim prvkem 7
117284539

Dalsi krok — zapamatujeme si pozici prvku 7
Srovnadme s 2 — zapamatujeme si pozici prvku 2
Srovname s 8, 4,5, 3,9

Zapamatovana je pozice prvku 2, ten vyménime s prvnim prvkem 7
121784539
Atd.

SloZitost metody

Uvedeny algoritmus tfidéni je zaloZen na operacich vybéru a vymény. Vezméme nejprve
operaci vybéru. Necht’ poc¢et prvkd v nesetiidéné casti je k. Abychom nasli jeji nejmensi prvek,
potebujeme k tomu k-1 srovnani. Nebot’ pocinaje druhym prvkem v nesetiidéné ¢asti postupné
srovnavame vsechny jeji prvky az po posledni prvek, vzdy s pravé zapamatovanym prvkem.

Délky nesetiidénych Casti jsou v jednotlivych krocich #n, n-1, ...,2. Odtud dostdvame:

(n—l)n_n2 -n

2 2

Nyni uvazujme operaci vymény vybraného, nejmensiho prvku s prvnim prvkem nesetiidéné
casti. Ta v kazdém kroku probéhne jen jednou. Teoreticky vzato kdyz nastane piipad, ze
nejmensi prvek je hned na zacatku nesetiidéné casti, nemusela by tato operace vibec
probéhnout. Nicméné je jednodussi a i efektivnéjsi ptipadné€ vymenit prvek sdm se sebou, nez
pred kazdou vyménou ovétfovat, zda nenastal pfipad, Ze vyména neni potiebna. Ttidicich kroka
je n-1 a s ohledem na to, Ze jedna vyména vyzaduje tii pfesuny, odtud dostavame

Celkovy pocet srovnani =(n—1)+(n—-2)+...+1=

Celkovy pocet piesuni =3 (n —1)
Nejvetsi slozitost ma u této tridici metody operace vybéru a ta urcuje celkovou slozitost metody.

roow N7 AN T N , F 1o ¥ row v 2
Zaver: Tridéni pfimym vybérem ma Casovou slozitost @(n°).

Kontrolni otazky

1. Jakym zpiisobem probihd u metody primého vkladani nalezeni mista, kam ma byt vlozen
dalsi nesetrideny prvek?

2. Jak by musela vychozi posloupnost vypadat (byt usporadana), aby pri bublinkovém
trideni po kazdém srovnani musela byt provedena vymena?

3. Jakym zpusobem je u metody primého vybéru realizovano umisteni dalsiho vybraného
prvku na svoji cilovou (setridénou) pozici?

4. U vsech primych metod je tridené pole rozdelené na dve casti — jiz setridénou a
doposud nesetridenou. Co kdybychom tiidili v opacném poradi (od nejvétsiho prvku
k nejmensimu). Melo by to vliv na vzajemnou pozici setiidéné a nesetridéné casti?
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Cviceni

1. Po jednotlivych krocich setfid’te podle abecedy nasledujicich pét pismen metodou
tiidéni ptimym vkladanim.

C/D/A|E|B

2. Stejnou posloupnost jako v predchozim cviceni setfid’te bublinkovym tfidéni.
3. Stejnou posloupnost jako v prvni cviceni setfid’te metodou tfidéni pfimym vybérem.

Ukoly k textu

Z popisu bublinkového tfidéni je ziejmé, ze tato tiidici metoda se snadno implementuje. Zkuste
si ji napsat v n¢jakém programovacim jazyce.

ReSeni

1. Postup tfidéni ukazuje nasledujici obrazek:
|§‘ DAEB

D:|c| AEB|->|CD|AEB]|

A:lcDp EB|~>|C» |DEB|>| C|DEB|-> |ACD|EB]|

E:|ACD| B|>|ACDE|B|

B:]ACDE{» | >|ACD~» |[E| >|AC> D|E|>|A CD|E| >|ABCDE]
2. Postup tfidéni ukazuje nasledujici obrazek:

EB|>|CADEB|>|CADBE

ICADBI|E|>|ACDB E| >|ACBDIE]

[ACB|DE|>|ABC|DE]

3. Postup tfidéni ukazuje nésledujici obrazek:

->|A|BCED|

D| >|AB|CED]

/ABC|ED| ™ |ABC|DE]

Privodce studiem

V nast zemi zZije priblizne 10 milionit obyvatel. Zkuste si spocitat, jak dlouho by
doposud popsanymi algoritmy trvalo setrideni jejich jmen podle abecedy, kdybychom
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srovnani dvou jmen udeélali vzdy za 1 mikrosekundu. Urcité zjistite, Ze je zapotrebi se
zabyvat i vykonnéjsimi algoritmy.

3.3 U¢innéjsi metody vnitiniho tFidéni
3.3.1 Shellovo tridéni

Studijni cile: Tato cast vysvétluje princip Shellova tfidéni a poskytuje podrobny popis
algoritmu tak, aby ho studujici byl schopen ptfipadn¢ implementovat.

Klicova slova: Shellovo tridéni.
Potiebny ¢as: 1 hodina
Shellovo tfidéni je tiidéni vkladanim. Vychazi z jiz probrané metody tfidéni pfimym vkladanim. Shellovo tFidéni

” 9y . e w1 ;s s ey e A e zaloZeno na
Pfipomefime, Ze pramérma sloZitost operaci této metody je p¥iblizné (po zanedbani linearniho a /€ Z4/0Z¢70 7
) trident primym

konstantniho ¢lenu) 7 vkldddanim.

Aplikujme nyni tfidéni pfimym vkladanim ne na celou posloupnost s n prvky, ale na % jejich
podposloupnosti, kde #>1. Tyto podposloupnosti sestavime tak, Ze budeme postupné vybirat
prvky, jez jsou od sebe vzdaleny o 4 prvki:

1. podposloupnost: a,, d,,,, Ay.p,y -

2. podposloupnost: a,, d,,,, Ayypin s

h-ta podposloupnost: a,, a,,,, Ay, ...

Kazda z téchto podposloupnosti misto » prvkt ma fadové jen %prvkﬁ. Slozitost operaci je u
n 2

)
4 ap®

Podposloupnosti je 4, slozitost operaci pro vSech 4 podposloupnosti bude

kazdé z téchto podposloupnosti

2 2
n n
X_ [ —
4h>  4h

To je viditeIn¢ mén¢, nez kdyz se pfimé tfidéni provadi jen na jedné posloupnosti se vSemi Rozdélenim
prvky najednou. Ttidénim samostatnych podposloupnosti se ptirozen¢ nedosahne setiidéni celé g4dené
posloupnosti. Prvky tak vesmés nebudou na své cilové pozici. Ale dostanou se timto do ur€ité  posloupnosti na
blizkosti ke své cilové pozici. Jak blizko budou, bude zaviset na hodnoté 4. Cim bude & mensi, vice dilcich

tim bliZe budou u své cilové pozice. Na druhé stran€ ale, ¢im 4 bude vétsi, tim pfiznivéjsi bude  posloupnosti se
slozitost tfidéni vSech podposloupnosti. Tento rozpor Shellovo tfidéni fesi tak, ze déleni na vice dosdhne nizsi
podposloupnosti nedéld jen jednou, ale vicekrat, pficemz postupné pfitom snizuje velikost sjoZitosti.
hodnoty 4. Shellovo tfidéni tedy vychazi z urcité stanovené posloupnosti hodnot £

By By yseees s By

h

ktera je klesajici a posledni jeji hodnota je 1:
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hy>h,,>..>hy>h h =1

Prvni z hodnot 4 je nejvétsi. Tridéni pro ni prob&hne rychle, ale piiblizeni k cilové pozici bude
hrubé. Druhé hodnota % uz je mensi. Zde uz bude méné podposloupnosti a bude tedy kazda uz
obsahovat vice prvkd.

Ptipomenime, Ze pfi tfidéni pfimym vkladanim se pozice vloZeni v setfidéné Casti hleda tak, ze
setfidénou Cast prochdzime odzadu. U prvniho prichodu je hodnota 4 velka, ¢imz
podposloupnosti jsou kratké a nalezeni pozic vlozeni probiha rychle. U dalSich prichodu se
délka podposloupnosti sice postupné zvySuje, ale diky tomu, Ze bylo pfedtim vzdy
v predchozim prichodu provedeno urcité priblizeni k cilové pozici, budou pozice vlozeni
vétsSinou pomérné blizko ke konci setfidéné ¢asti, coz znamena nizsi pocet srovnani a piesund
pii vkladani do setfidéné casti. Tak se to opakuje az po posledni hodnotu 4. Ta je ale 1, coz
znamend, ze poslednim prichodem je klasické tfidéni pfimym vkladanim, jehoz vysledkem je
vzdy setfidéna posloupnost bez ohledu na to, jak blizko se prvky v pfedchozich krocich dostaly
ke své cilové pozici. Tedy volba posloupnosti hodnot # ma vliv jen na u¢innost metody, nikoliv
na vysledek tiidéni.

Ptiklad. Vezméme posloupnost
71954832

Posloupnost hodnot # zvolme
hy=4,h,=2,h =1
Zaciname prvni hodnotou £, = 4.

Vyzna¢me tucné prvni podposloupnost
71954832

A po jejim settidéni
41957832

Druha podposloupnost pred a po setiidéni
41957832
41957832

Tteti podposloupnost pied a po setfidéni
41957832
41357892

A ctvrta
41357892
41327895

Nyni vezmeme dal§i hodnotu 4, =2.

Prvni podposloupnost pred a po setiidéni
41327895
31427895

Druha podposloupnost pted a po setiidéni
31427895
31427598
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Na zavér probéhne bézné tfidéni pfimym vkladanim.
Uc¢innost metody zavisi na volbé posloupnosti hodnot

By by s By By

Bude-li hodnot malo, budou skoky mezi nimi dosti velké a predchozi piblizeni bude relativng Volba déleni na
hrubé, ¢imz metoda bude mén& efektivni. Bude-li jich naopak hodng, provede se zbyte¢ng dilci posloupnosti
mnoho priichodii, &imZ opét poklesne efektivita. Bylo zjisténo, Ze optimalni posloupnost se Jje kritickd pro
vytvorii predpisem efektivnost
metody.
h =1, h =2xh_+1 pro i>1

coz znamena posloupnost
e 127,63,31,15,7,3, 1

Zbyva otazka, kterou z téchto hodnot zvolit jako prvni. To zavisi na poctu ttidénych prvki n.
Zvolime nejveétsi z téchto hodnot takovou, aby v kazdé z podposloupnosti bylo co tfidit, tedy
aby obsahovala aspoil 2 prvky. Odtud pro prvni zvolenou hodnotu %, dostdvame podminku

h, <

n
q 5 :
Budeme-li naptiklad tfidit 100 prvki, pouZzijeme posloupnost
31,15,7,3,1.
Odvozeni asové slozitosti Shellova tiidéni je obtizné. Uved'me proto jen vysledek On'~).

Cisliim / se také tika kroky Shellova t¥idéni a samotna metoda byvé také nazyvana tiidénim
vkladanim s ubyvajicim krokem.

Kontrolni otazky

1. Kdybychom v setridéné casti hledali misto pro vioZeni dalsiho prvku odpredu misto
odzadu, mélo by to viiv na ucinnost Shellova trideni?

2. Proc¢ posloupnost kroku tridéni volime klesajici?

3. Jaka je casova sloZitost Shellova tridéni?

Cviceni

1. Po jednotlivych krocich Shellovym tfidénim setfid’te podle abecedy nésledujicich sedm
pismen. Zvolte pfitom optimalni posloupnost krok.

C/DIFIA H E|B

2. Mame settidit 1000 prvka. Jaka je optimalni posloupnost krokti?

I'Jkoly k textu

Zamyslete se nad tim, co kdybychom stejnou myslenku rozde€leni na vice dil¢ich posloupnosti
uplatnili u bublinkového t¥idéni. Mélo by to n&jaky zasadni vliv na slozitost metody?
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ReSeni

1. Protoze mame 7 prvkd, optimalni posloupnost krokd bude mit dva ¢leny 4,=3 a h;=1.
Postup tfidéni ukazuje nasledujici obrazek:
h=3 [CDFAHEB
A [ A

H EC|
A A

|ADFBHEC]
v

HFC|
AT

h=1 |[ADE
A A A

< >lm

|ABCD EFH|
2. Mame-li tfidit 1000 prvkt, mizeme je rozdélit do nejvyse 500 dil¢ich posloupnosti, aby

v kazdé byly aspoii dva prvky. Podivame-li se na optimalni posloupnost krokt, vidime,
ze jeji Cleny jsou mocniny Cisla 2 zmenSené o 1. Tedy hledame nejvétsi Cislo &, proto
které plati:

500>2° -1
Ziejmé tomu vyhovuje £4=8 a optimalni posloupnost krokt je

255,127, 63,31, 15,7, 3, 1

3.3.2 Rychlé tiidéni vyménou (Quicksort)

Studijni cile: Tato Cast vysvétluje princip rychlého tfidéni vyménou a poskytuje podrobny
popis algoritmu tak, aby ho studujici byl schopen ptipadn¢ implementovat.

Kli¢ova slova: Quicksort.
Poti‘ebny ¢as: 1 hodina 30 minut.

Budeme vychazet opét z predpokladu, ze tfidéni probiha v poli, pficemz kazdy prvek pole
reprezentuje jeden tiidény prvek. Pocet tiidénych prvki je n a indexovani pole je od 0, coZ je
v dnesnich programovacich jazycich obvyklé.

Princip metody spociva v tom, ze v poli zvolime urcity prvek, oznaéme ho a,, a postupnymi
vyménami z tfidéného pole vytvoiime dvé Casti. V prvni casti (ozna¢me ji A) budou prvky,
které nejsou vétsi nez zvoleny prvek a;, a v druhé ¢asti (B) budou prvky, které nejsou mensi nez
as.

a

S

l Zvolime prvek a,a provedeme vymény

A B

<— C(Cast obsahujici prvky <a, —><— Casts prvky >a, —>
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Je zfejmé, ze v dalsim pokraCovani tfideéni, tj. pfi provadéni dal§ich vymén uz staci jen
vyménovat samostatné prvky obsazené v Casti 4 a samostatné prvky obsazené v ¢asti B. Tudiz
postup, ktery jsme na zacatku aplikovali na celé pole, nyni rekurzivné aplikujeme samostatné
jen na cast A4 a pak na ¢ast B. Postupnym rekurzivnim opakovanim tohoto postupu se tfidéné
Casti stavaji postupné stavaji mensi, az nakonec nastane stav, ze obsahuji jen jeden prvek, ¢imz
to kon¢i.

Klicovou zalezitosti je volba prvku a,. Optimalni by bylo zvolit ho tak, aby vzniklé ¢asti 4 a B
mély stejnou velikost (stejny pocet prvkll). To by znamenalo najit prvek, jehoz hodnota je
uprostied hodnot v§ech prvki. Nalezeni takového prvku je ale natolik Casové naro¢né, Ze by se
to celkove nevyplatilo. Proto se voli mnohem jednodussi zptisob - vezme se prvek, ktery v poli
je uprostied.

V popisu algoritmu pouzijeme znaceni:

a — je jméno pole s tfidénymi prvky

k,/ — jsou indexy pocatku a konce Casti pole, ktera je prave tiidéna

r —je index prvku, ktery je uprostied tfidéné ¢asti

i,j — jsou prub&zné indexy pouzivané pro prochazeni polem ve smérech odptedu a odzadu

Popis algoritmu

1. Pocatecni krok

Na pocatku pravé tiidénou ¢asti bude celé pole, tj. nastavime
k=0 [=n-1.

2. Tridici krok

Najdeme index prvku, ktery je uprostied tfidéné ¢asti pole

_k+1

2

Presnéji feceno, pokud tiidéna ¢ast ma sudy pocet prvki, pak je to index prvniho ze dvou prvki,
které jsou uprostied. Prvek pole s timto indexem g, si ulozime do proménné, kterou si oznacime
X.

S

Priibézné indexy nastavime na zacatek a konec prave tfidéné ¢asti
i=k j=1

Nyni prochazime tfidénou ¢ast smérem dozadu, zvétSujeme index i, tak dlouho, az najdeme
prvek, pro ktery plati

a, 2x .

Nasledné prochazime tfidénou ¢ast smérem dopiedu, snizujeme index j, tak dlouho, aZ najdeme
prvek, pro ktery plati

<
aj_x.

Prvky a; a a; mezi sebou vyménime a nasledné zvySime hodnotu indexu i a snizime hodnotu
indexu j

i=i+l  j=j-1

Proces hledani a vymén provadime tak dlouho, dokud nenastane i>j. V tomto okamziku je
bud’to i=j+1, pak pole je rozdéleno na dvé Casti:
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Cast obsahujici prvky < x Cast s prvky > x

A B

Priklad. Ttidéné pole necht’ obsahuje
341
Na zacatku je k=0, /=2.
Vypocitame
0+2
= — =

apolozimei=0, j=2.

S 1 , x=a1=4

Po hledani zleva je i = 1, nebot’ je a;>x (4>4), a po hledani zprava je j=2 nebot’ je a,<x (1<4). Po
vymeéne prvkl a; a a, a pricteni 1 k indexu 7 a odecteni je 1 od indexu j je rozdéleni pole

3114 ,
nebot’ hodnoty indexil jsou nyni i =2, =1.

Druhé z moznosti je, Ze bude platit i=j+2. Pak z pole se vydé€li opét dve ¢asti, mezi nimiz je ale
jesté jeden prvek, jehoz hodnota je stejna, jako je v proménné x:

Cast obsahujici prvky < x Cast s prvky >x
A X B

Ptiklad. Ttidéné pole necht’ obsahuje
5341

Na zacatku je k=0, [=3.

Vypocitame

apolozime i =0, j=3.

Po hledani zleva je i = 0, nebot’ ap>x (5>3), a pohledani zprava je j=3, nebot’ a;<x (1<3). Po
vymeéné bude pole

1345
anové hodnoty indextii =1, j = 2.

Po pokracovani hledani zleva bude i = 1, nebot’ a;>x (3>3), a po pokra¢ovani hledani zprava
bude j=2, nebot’ a;<x (3<3). Po vyméné (prvek a; se vyméni sam se sebou) bude pole

1345
a nové hodnoty indexti i = 2, j = 1. Tudiz vysledné rozd¢leni pole je
113]45.
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Ma-li ¢ast 4 vice nez jeden prvek, pak rekurzivné provedeme tridici krok na této Casti pole — jeji
pocate¢ni a koncovy index je dan souc¢asnymi hodnotami proménnych %,;.

Ma-li cast B vice nez jeden prvek, pak rekurzivné provedeme tiidici krok na této Casti pole — jeji
pocatecni a koncovy index je dan soucasnymi hodnotami proménnych i,/.

Priklad. Vezméme posloupnost
71954832
Na zacatku i = 0, j = 7, sttedni prvek je x = 5.
Po hledanii=0,;="17
71954832
a vyména
21954837
Nové indexy i = 1, j = 6. Pod dalSim hledénii=2,=16
21954837
a vyména
21354897
Nové indexy i =2, j = 5. Pod dalsim hledani i =3, j =4
21354897
a vyména
21345897
Nové indexy i = 4, j = 3 - tfidici krok kon¢i. Rozd¢leni pole je
213415897
Nyni vezmeme ¢ast A:
2134
Na zacatku i = 0, j = 3, stfedni prvek je x = 1.
Po hledanii=0,;=1
2134
a vyména
1234
Nové indexy i = 1, j = 0 - tfidici krok kon¢i. Rozd¢leni pole je
11234
Cast A uz mé jeden prvek, vezmeme &ast B:
234
Na zacatku i = 1, j = 3, stfedni prvek je x = 3.
Pohledanii=2,j=2
234
a vymeéna (sama se sebou)
234
Nové indexy i =3, j = 1 - tiidici krok kon¢i. Rozdé€leni pole je
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2134

¢imz je tato ¢ast dokoncena.

vvvvvv

5897
Na zacatku i =4, j =7, stfedni prvek je x = 8. Atd.
Slozitost metody

vvvvvv

tfidéna ¢ast rozd€li na nové Casti 4 a B. Nejhorsi piipad nastane, kdyz jedna z téchto Casti
obsahuje jen jeden prvek a ta druha zbyvajici prvky. Pak by nasledujici tfidici krok probéhl
vzdy jen pro tu vétsi ¢ast a ta by méla vzdy o jeden prvek méné, nez tomu bylo v predchozim
kroku. Tedy tfidici kroky by probéhly postupné pro ¢asti s pocty prvka n, n-1, ..., 2. Pocet
srovnani v kazdém t¥idicim kroku bude zaviset jednak na poc¢tu prvki v prochazené ¢asti a také
uréitym zpusobem na tom, kolik probé¢hne vymén (nebot’ po kazdé vyméné se zméni oba
indexy). Pocet srovnani je maximaln¢ o 1 vétsi, nez je poCet prvkli v prochazené ¢asti. Tento
nejveétsi pocet srovnani nastane v ptipadé, kdy prochazena ¢ast uz je setfidéna. Necht’ naptiklad
prochazena Cast je

01345789.
Jeji stiedni prvek jex =az;= 4.

Budou-li na zacatku indexy i = 0, j = 7, probéhnou zleva 4 srovnani, nez index i skonc¢i na
hodnot¢ =3, nebot’ a;>x. Zprava prob¢hne 5 srovnani, nez index j skon¢i na hodnot¢ j=3, nebot’
as;<x. Tedy celkovy pocet srovnani je 9, coz je o 1 vice neZ je pocet prvki v prochazené Casti,
nebot’ v ni je 8 prvkd.

Maximalni celkovy pocet srovnani=(n+1)+n+...+3=(n+1)+n+..+3+2+1-3=
_(m+D)(+2)
2

Pro pocet vymén nam staci skutecnost, Ze jich je nejvyse tolik, kolik je srovnani. Celkové je
z toho vidét, ze slozitost operace srovnani a tim i celé metody je v tomto nejhorsim pripadé
kvadraticka.

3

Naopak optimalni ptipad nastane, kdyZ prochazena cast se vzdy rozdé€li na dvé stejné Casti (pfi
lichém poctu prvkli na dvé casti lisici se o jeden prvek). Moznost, Ze déleni také mlize byt na
dvé Casti a stfedni prvek, pro jednoduchost opomineme. Spocitame, kolik nyni bude zapotiebi
ttidicich prichodi. Sestavime pro né nasledujici tabulku

Tridici pruchod Délka casti
1 n
2 n
2
3
22
h n
il
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Kazda vytvorena cast vstupuje do dalSiho tfidéni, ma-li jesté aspon dva prvky. Pro posledni
tiidici prichod z toho dostavame vztah

%:2 odtud 2" =n a dale & =log,(n)

Tedy pocet tfidicich chodi logaritmicky zavisi na poctu tfidénych prvki. Zbyva stanovit
slozitost operace srovnani v jednom tiidicim prichodu. Ta je zavisla na tom, na kolik ¢asti je

. o e “h o NPT n
tfidéné pole rozdéleno. Mame-li v daném ttidicim chodu k Casti, pak v kazdé z nich bude ;

prvki. Pocet srovnani v kazdé Casti je nejvyse o 1 vétsi nez je pocet prvkl v ni, odtud
“ P w1 o n
Pocet srovnani v jednom tfidicim prichodu = k x (E + 1] .

V prvnim tfidicim prichodu chodu je pocet ¢asti 1, v poslednim, kdy ¢asti maji délku 2, je pocet

n e N < for s v s o .
E. Dosazenim zjistime, Ze pocet srovnani v jednom tfidim prichodu se pohybuje od n+1

n
v prvnim tfidicim prichodu az po 7 v poslednim priichodu. Tedy ve vSech pruchodech je

slozitost linearni. Kdyz vynasobime sloZitost jednoho prichodu poc¢tem prichodd, dostaneme
celkovou slozitost:

O(nxlog(n)) .

Nyni je otdzka, jak tomu bude v b&éZném piipad€. Ukazuje se, Ze mira slozitosti v bézném  Slozitost metody
piipad¢ je stejnd jako v optimalnim. Pesimisticka kvadraticka sloZitost nejhorSiho ptipadu se u  je fypicky
béznych dat prakticky nevyskytuje. ®Om+og(n)).

Zaveér: Slozitost metody je typicky O(n xlog(n)) .

Popsana metoda je znama zejména pod svym piivodnim anglickym nazvem Quicksort (rychlé
tiidéni).

Pruvodce studiem

Algoritmus pro Quicksort vznikl v roce 1962. Tri roky po vzniku Shellova trideéni, které
pochazi z roku 1959.

1. Proc¢ jako referencni prvek volime prostredni prvek v poli, ackoliv optimdlni by bylo
zvolit prvek, jehoz hodnota je uprostied hodnot vsech prvkii?

2. Jaké mohou nastat pripady rozdéleni pole na dvé casti, v popisu oznacené A a B, tj.
cast,i mezi kterymi uz nebudou zadné vymeny?

3. Jaka je casova slozitost tridéni Quicksort?

Cviceni

1. Metodou Quicksort setfid’te podle abecedy nasledujicich sedm pismen.

C/ DFIA|H|E|B

2. Jak bude tfidéni probihat pro nasledujici opa¢né usporadanou posloupnost péti pismen:

EID C|B|A
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Ukoly k textu

V popis metody jsme uvedli, ze ptfi vybéru referen¢niho prvku by bylo optimalni vzit prvek,
jehoz hodnota je uprostted vSech hodnot v prochazené ¢asti pole. Misto toho ale bereme prvek,
ktery lezi uprostied. Tedy mame-li posloupnost prvki

258409
pak prvek uprostied je 8, coZ nasledné vede na rozde€leni na casti

2548-9.
Ale kdybychom vzali prvek s hodnotou uprostied, coz je 5, bylo by rozdéleni na ¢asti mnohem
ptiznivejsi

245-89.
Jako diivod jsme uvedli. Ze nalezeni prvku s hodnotu uprostred je zna¢né ¢asoveé narocné.
Zkuste se zamyslet, jak by asi vypadal algoritmus pro nalezeni prvku s prostiedni hdonotou a
jakou by m¢l asi ¢asovou slozitost. Konkrétné bychom potiebovali, aby mél linedrni slozitost.
Nebot’ pak bychom vzhledem k tomu, Ze déleni v tomto pfipadé vede na dvé piiblizné stejné
¢asti a tedy na logaritmickou zavislost poctu tfidicich krokti, méli zaruc¢enou celkovou slozitost
rovnu soucinu linearni a logaritmické, coz je @n+log(n)).

ReSeni

1. Postup tiidéni ukazuje nasledujici obrazek:

cR

2. Postup tfidéni ukazuje nasledujici obrazek:
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3.3.3 Tridéni pouzitim haldy

Studijni cile: Tato Cast vysvétluje princip tfidéni haldou a poskytuje podrobny popis metody
tak, aby ji studujici byl schopen ptipadné implementovat.

Klic¢ova slova: Halda, binarni strom.

Poti‘ebny ¢as: 2 hodiny

Posledni popisovand metoda vnitiniho tfidéni pouziva k tfidéni haldu. Halda je urcity typ
binarniho stromu. V kazdém jeho uzlu je jeden tfidény prvek. Dale mezi prvkem v uzlu a prvky

ulozenymi v jeho naslednicich (ma-li néjaké) plati vztah, ze prvek v uzlu ma z nich nejvetsi
hodnotu.

Popis algoritmu

Proces tfidéni ma dvé faze — vytvoreni haldy a vlastni tfidéni.

Faze 1 — vytvoteni haldy

V prvni fazi vytvotrime haldu. Halda je binarni strom a jak jiz bylo uvedeno v kapitole popisujici
stromovou strukturu, optimalni je vyvazeny binarni strom. V ném jsou vSechny vrstvy zcela
zaplnéné az na posledni vrstvu, kterd jedina mtize byt netiplna. Piipomenme, Ze vrstvou jsme
nazvali mnozinu uzll, které maji od kofene stejnou vzdalenost, tedy leZi na stejné vodorovné

urovni. Vzhledem k tomu, ze pro implementaci haldy, jak si ukdZeme na konci, pouzivame pole
a pole je bézn€ indexovano od 0, budeme i uzly haldy indexovat od 0.

—4]1 -

Halda je
specificky binarni
strom.

Haldu
sestavujeme jako
vyvazeny strom.



<— Vrstva 0

<—— Vrstva 1

<—— Vrstva 2

u,. et d \QeVrstva h-1

<— Vrstva h (tato nemusi byt uplnd)

U,

Vsimnéme si specifické vlastnosti indexti jednotlivych uzl ve vyvazeném binarnim stromu:

e Uzly ve vrstvé k maji indexy v rozmezi 2 —1... 2%

e Naslednici (existuji-li) uzlu s indexem i maji indexy 2+#i+1 a 2*i+2, tj. naslednici uzlu u;
jsou uzly ;.47 @ Uzxira
Nejdiive si z poctu tiidénych prvki n vypocitame vysku haldy, oznaéme ji /4:
h =log, (n)
Sestavime si vyvazeny binarni strom této vysky s n uzly a zaplnime ho tfidénymi prvky, tj. do
kazdého uzlu dame jeden tfidény prvek.

Nasledné budeme odspodu prochazet nelistové uzly a budeme ovétovat, zda splituji podminku
haldy vzhledem ke svym naslednikiim. Tedy budeme postupné brat nasledujici uzly

U, U, o .l
A R )
2 2

v tomto pofadi a u kazdého z téchto uzli ovéfime, zda prvek v ném uloZeny neni mensi nez
prvek v nékterém z jeho naslednikd. Pokud ano, udélame vyménu dle nasledujiciho schématu:

Vymeéna a, b pti e Vymeéna a, ¢ pii
a<b a<c
b>c c>b

Jestlize doslo k vymeéné, je nyni v prislusném nasledniku jiny prvek, ¢imz mtize u n¢ho dojit
k naruSeni podminky haldy vzhledem k prvkiim v jeho naslednicich. Musime tedy obdobné
srovnani (a pfipadnou vymeénu) nyni provést pro tohoto naslednika. Takto budeme postupovat
smérem dold tak dlouho, dokud nedojdeme bud’to k uzlu, u kterého vyména neni nutna, anebo k
uzlu, ktery uz zadné nasledniky nema (listu).

Faze 2 — vlastni tfidéni
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Z vlastnosti haldy plyne, Zze vjejim kofenu je nejvétsi prvek. Ten vymeénime s prvkem
v poslednim listu haldy. O tento list nasledné¢ haldu zkratime a pro novy prvek v kofenu
ovétime, zda spliuje vlastnost haldy vzhledem ke svym naslednikim. Pokud ne, vyménujeme
prvky mezi uzly a jejich nasledniky tak dlouho, az vSechny spliuji vlastnost haldy. Jde o stejny
postup, jakym jsme ve fazi vytvaieni haldy provadéli vymény prvkli mezi nelistovymi uzly a
jejich nasledniky.

Je zfejmé, ze kazdym krokem se halda zkrati o jeden uzel. AZ nakonec obsahuje jen jeden uzel,
¢imz proces tiidéni konci. Setfidéné posloupnost je na konci v uzlech bindrniho stromu, ktery
jsme zacatku vytvorili a do kterého jsme ulozili tfidéné prvky. Dostaneme ji tak, Ze strom
prochazime shora po jednotlivych vrstvach smérem dold, tj. tvofi ji uzly stromu v potadi

Ugy Uy ey Uy 5, U

> %n-2°"n-1
Piiklad. Necht tfidéné hodnoty jsou
72815394

Jejich pocet je n=8. Ziejme logy(8)=3, tedy vyska stromu je 3. Strom vytvoiime a do jeho uzll
dame tfidéné prvky:

Vezmeme posledni z nelistovych uzlG u; a ovéfime velikost hodnoty ulozené v tomto uzlu
s hodnotou v jeho nasledniku u;. Je vidét, Ze hodnota v néasledniku je mensi a je tedy potieba
vymeéna hodnot.

Vezmeme dalsi nelistovy uzel u,. U ného je nutnd vyména hodnot mezi timto uzlem a jeho
pravym naslednikem u.

Dalsi uvazovany uzel je u;. Zde je nutna vyména mezi timto uzlem a jeho pravym naslednikem
Uy.
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Zbyva posledni doposud neuvazovany uzel uy. U ného je zapotiebi vyménit hodnotu v ném
s hodnotou uloZenou v jeho pravém nasledniku .

Je ziejmé, ze po této vymeéné nyni hodnota v uzlu u, nesplituje vlastnost haldy a je ji nutno
vymenit s hodnotou v pravém nasledniku u.

Nyni miizeme zacit tfidéni. Hodnotu v kofenu vyméni s hodnotou v poslednim listu u; a haldu o
tento list zkratime.

Nyni je nutno vyménit hodnoty postupné mezi uzly mezi upa u, a uzly u,a ug.
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U, (9

Hodnotu v kofenu vyméni s hodnotou v poslednim listu #, haldy a haldu o tento list zkratime.

— 45—



Atd.
SlozZitost metody

Vezméme nejprve slozitost vytvoreni haldy. Pfi ném prochdzime jednotlivé jeho nelistové uzly,
srovnavame prvky v ném ulozené s nasledniky a pfipadné provadime pfesuny. Srovnani je
v kazdém uzlu nutné provést dvé - se dvéma nasledniky (ma-li uzel oba nésledniky). Nasledné
probéhne piipadny pfesun. Vezméme ten nejhorsi ptipad, kdy srovnani a pfesuny probéhnou od
nejhorngjsiho uzlu (kofene) az po ten nejspodnéjsi nelistovy uzel. Jde celkem o 3*A operaci (3
operace v kazdém uzlu: 2 srovnani + 1 pfesun), kde ~ je vySka stromu. Vyska binarniho
vyvazeného stromu logaritmicky zavisi na poctu uzld (prvkl). Tedy pro kazdy probirany
nelistovy jeden uzel mé v nejhorsim pfipad¢€ (a i v primérném piipad¢€) logaritmickou slozitost.

. — . n y , . , o . .
Kdyz ji vynasobime poctem E uvazovanych nelistovych uzll, dostaneme slozitost vytvoreni

haldy @m+log(n)).

Zbyva stanovit slozitost faze vlastniho tfidéni. Ta je hlavné urcena slozitosti operaci srovnani a
pripadnych vymén, které nasleduji po vzajemné vyméné prvki mezi kofenem a poslednim
listem ve stavajici hald€ a zkracenim haldy o tento list. Opét to vyzaduje 2 srovnéni a 1 pfesun
na kazdy nelistovy uzel (nebo 1 srovnani, pokud uzel ma jen jednoho naslednika). Tedy
maximalné 3*h operaci (tento pocet typicky klesa, jak se halda postupné zkracuje). Opét
logaritmicka slozitost pro kazdy novy prvek v kotfenu haldy. Vynasobime-li ji celkovym poctem
prvkl, dostavame zase slozitost G(n*log(n)).

Zaver: Slozitost tfidéni pouzitim haldy je On*log(n)).

I kdyz tato tfidici metoda je zalozena na stromové struktuie, pii implementaci ji nemusime
dynamicky vytvaret pomoci uzlt, ukazateli atd. Jak uz jsem ukazali, naslednici uzlu s indexem
i maji indexy 2#i+1 (levy naslednik) a 2#i+2 (pravy naslednik). Strom se timto da snadno
realizovat pomoci pole, kdyZ jeho prvky dame po tadcich do pole.
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Kontrolni otazky

~

Jakym zpiisobem sestavime z posloupnosti prvku haldu?

2. Proc haldu sestavujeme jako vyvdzeny strom? Kdyby nebyl vyvazeny, mélo by to néjaky
viiv na vysledné setrideni prvkii?

3. Jakad je casova slozitost tridéni haldou?

Cviceni

1. Ttidénim haldou setfid’te podle abecedy nasledujicich sedm pismen.

C DFIA|H|E|B

2. Jak bude probihat tfidéni haldou pro nasledujici obracené uspoiradanou posloupnost péti
pismen:

EIDIC|B|A

Ukoly k textu

Obcas je zapotiebi tfidit v opacném poradi, tj. od nejvétsiho prvku k nejmensimu. Zamyslete se,
jak by se to realizovalo pfi tfidéni haldou.

ReSeni

1.
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Nasledn€¢ vyménami prvkid mezi kofenem a poslednim listem haldy a zkracovanim
haldy provedeme tfidéni. Nasledujici obrazek ukazuje prvni Ctyti kroky, tj. setfidéni
prvnich ¢tyf pismen:

2. Postup sestaveni haldy ukazuje nasledujici obrazek:
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3.3.4 Srovnani metod vnitiniho tfidéni

Probrali jsme celkem 6 metod vnitiniho tfidéni. Prvni 3 byly ptimé, jednodussi metody. Jejich
slozitost byla u viech stejnd @n’). Protoze je to citelné vyssi sloZitost nez u dokonalejsich
metod, pouzijeme je jen v ptipadech, kdy pocet tfidénych prvkl neni tak velky. Z odhadd, ktery
jsme ucinili v prvni kapitole o slozitosti, Ze da fici, Ze pfimé metody vyhovuji do radove tisice
tfidénych prvki. Implementacné nejjednodussi z nich je bublinkové t¥idéni. Cely program pro
tuto metody se sklada ze dvou vnofenych cykli. Nejrychlejsi znich je tfidéni pfimym
vkladanim. Plyne to ze skutecnosti, Ze tato metoda ve srovnani se zbyvajicimi dvéma metodami
ma mén¢ operaci srovnani, coz ma vliv na ¢as tridény.

Ze zbyvajicich tii metod ma nejhorsi slozitost Shellovo tiidéni (@n'?)). Vécné neni zadny
divod, pro¢ bychom ho méli zvolit, nebot’ mame dalsi dvé metody, jez maji lepsi slozitost.
Metoda Quicksort ma ocekavanou slozitost @mn+*log(n)) a tfidéni haldou ji ma dokonce
zarucenou. D4 se 1 dokazat, Ze nelze sestavit tfidici metodu, ktera by méla lepsi slozitost nez
O(n+log(n)). Lepsi slozitost maji jen urcité specifické metody jako je adresni téidéni, které jsou
ale pouzitelné jen ve znaén¢ specialnich pfipadech. Kdybychom si nyni m¢li vybrat podle toho,
jak obtizna je jejich implementace, je zfejmé, ze bychom zvolili metodu Quicksort. Ta se
naprogramuje pomérn¢ snadno. Je to jedna rekurzivni procedura se dvéma formalnimi
parametry poééteénim a koncovym indexem tfl'déné éésti pole v praxi se také tato metoda
nez ma tiidéni haldou. Pfi¢ina, pro¢ tfidéni haldou trva déle, tkvi vjeho pomérné
komplikovaném algoritmu.
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3.4 Vnéjsi tridéni

Studijni cile: Tato ¢ast vysvétluje princip vnéjsiho tfidéni a poskytuje podrobny popis metody
tak, aby ji studujici byl schopen ptipadné implementovat.

Klic¢ova slova: B¢h, zattid'ovani, polyfazové tiidéni.
Potiebny ¢as: 1 hodina 30 minut

Na rozdil od vnitiniho tfidéni, kdy vSechny tfidéné prvky jsou ve vnitini paméti, pfi vnéjSim
ttidéni jsou tfidéné prvky ulozeny v souborech na vné&jSich pamétich (pevném disku). Tiidéni
probiha tak, ze tfidéné prvky jsou ze soubort po malych poctech pfenaseny do vnitini paméti,
v ni jsou zatfid'ovany a pak opét ukladany do souborti. Protoze operace ¢teni ze souborti a zapis
do soubor( jsou vyrazné pomalejsi, nez kdyZ pfesuny prvki probihaji vyluéné ve vnitini paméti,
je vngjsi tfidéni obecné pomalejsi nez vnitini tfidéni a pouZzijeme ho jen v piipad¢, kdy vnitini
ttidéni nelze pouzit, protoze ttidénych prvki je tak mnoho, Ze se vSechny do paméti nevejdou.

3.4.1 Tridéni se stejnym poctem vstupnich a vystupnich soubori

Ttidéni se stejnym poctem vstupnich a vystupnich soubort je v podstaté nejjednodussi varianta
vnéjsiho tfidéni. Oznacme si celkovy pocet souborti pouzitych pii tiidéni . Protoze vstupnich i
vystupnich soubort je stejny pocet, musi to byt sudé Cislo. Minimalni pocet vstupnich soubort,
aby mohla probihat operace zatfid'ovani, je 2, ¢imz celkovy nejmensi mozny pocet soubort je 4.
Pro jednodussi zapis si zaved’'me i samostatné oznaceni pro pocet vstupni soubord, ozna¢me si

r
h v=—).
ov( 2)

Vngjsi tfideéni je zaloZeno na operaci zatfid'ovani. Pfi ni je z vice setfidénych sekvenci vytvarena
jedna delsi setfidéna sekvence. Setfidénym sekvencim budeme fikat b&éhy. Na zacatku tfidéni
behy maji délku 1, jsou tvotfeny jednim prvkem. Opakovanym procesem zatfid’ovani jsou z nich
vytvareny stale del$i a delsi béhy, az se dosahne stavu, Ze je vytvofen béh tak dlouhy, Ze
obsahuje vSechny tfidéné prvky. Tim tfidéni konci.

Popis algoritmu
Proces tfidéni ma dvé faze — rozdélovani a zatfid’ovani.
Faze 1 — rozdélovani

Prvni faze je pomérné rychla. Jejim cilem je pravidelné rozdélit tfidéné prvky do v soubort,
abychom mohli zahajit vlastni tfidici proces. Vezmeme ze stanovené¢ho poctu r souborti
polovinu (v) a otevieme je pro vystup (zapis). Do nich pravidelné rozdé€luje tfidéné prvky. Prvni
prvek zapiSeme do prvniho souboru, druhy prvek do druhého souboru, ..., az v-ty prvek do v-
tého souboru, nasledujici prvek opét do prvniho souboru atd.

Tedy tfidéné prvky
a,,a,, ay,...,d,
rozdé€lime do soubort nasledovné

l.soubor: a,,a,, , . >

2.50ubor: Ay, A, 5, Ayypysseee

v-ty soubor: a, a,,,, as,, ...
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Po dokonceni rozd€lovani soubory vystupni soubory uzavieme a nasledné je otevieme jako
vstupni (pro ¢teni) a zbyvajici polovinu souboril otevieme jako vystupni. Délku b&hti nastavime
na l.

Faze 2 - zatfidovani

Ze vSech v vstupnich souborti na¢teme jejich prvni béh, zattidénim z n¢ho vytvoiime jeden delsi
vystupni béh a ten ulozime do prvniho vystupniho souboru. Pak ze vstupnich soubor(i nac¢teme
druhy béh, z ného opét vytvotime vystupni béh a ulozime ho do druhého vystupniho souboru. A
tak pokracujeme az v-ty vytvotreny vystupni béh ulozime do v-té€ho souboru, nasledujici (v+1)-ty
vytvofeny vystupni béh ulozime opét do prvniho souboru atd. Tj. vytvafené vystupni b&hy
pravidelné rozdélujeme do v vystupnich soubort.

V okamziku, kdy vSechny béhy ze vstupnich souborti jsou pfecteny, vystupni soubory uzavieme
a otevieme je jako vstupni a piedchozi vstupni soubory uzavieme a otevieme je nyni jako
vystupni. A znovu opakujeme proces zatfidovani. Tenhle postup probiha tak dlouho, dokud
vytvoreny vystupni béh neni tak dlouhy, Ze obsahuje vSechny tfidéné prvky.

Priklad. Budeme tiidit prvky
3751512111817 419 1026 9 14

Pocet souborti zvolme »=4. Polovina je v=2.

Ve fazi rozdélovani se vytvoii dva soubory s prvky

l.soubor: 3 5 121117 19 2 9

2.soubor: 7 15 1 8 4 10 6 14

Délka béht je na zacatku 1.

Tyto soubory ucinime vstupni a nechame probéhnout zatfid'ovéani, na jehoz zavéru budou
vytvoreny dva soubory s béhy délky 2:

l.soubor: 37 | 112|417 |26
2.soubor: 5158 11|10 19| 9 14

Opét tyto vytvorené soubory otevieme jako vstupni a nechame na nich probéhnout zatfid'ovani,
na jehoz zavéru budeme mit soubory s béhy délky 4:

1.soubor: 357 15| 4 10 17 19
2.soubor: 18 11 12| 26 9 14

A znovu tlohu vstupnich a vystupnich soubord obratime a znovu nechame prob&hnout proces
zatfidovani. Nyni vzniknou béhy délky 8:

l.soubor: 1 357 8 11 12 15

2.soubor: 2 4 6 9 10 14 17 19

A posledni priichod, pii kterém vznikne béh délky 16:

l.soubor: 12345678910 11 12 14 15 17 19

2. soubor: --

Zbyva popsat, jak probiha vlastni zatfid’ovani v vstupnich béhti v jeden vystupni béh.
Algoritmus zatiid’ovani

K zatfid'ovani potfebujeme tolik proménny, kolik je vstupnich soubort, tedy v. Tyto proménné
si oznaéme

Xps Xy5eees X,
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1. Do kazdé z proménnych x|, x,,..., X nacteme prvni prvek z v vstupnich b&ha.

2. Vybereme nejmensi z prvki v x,, x,,...,x,. Necht tento prvek je tfeba v proménné x;. Prvek  Pro zatiidovani

zapiseme do vystupniho souboru, do kterého je pravé ukladan vystupni b&h, a do proménné x; Je zapoti ebi jen
nacteme dali prvek z i-tého vstupni b&hu (zbyva-li v ndm jesté n&jaky). Tento proces pokraduje 7€kolik

tak dlouho, dokud viechny prvky z prom&nnych nejsou zapsany do vystupniho b&hu a dokud —promennych.
vSechny prvky ze soucasnych v vstupnich béhi nejsou vycerpany.

Priklad. Budeme zatiid'ovat dva vstupni beéhy délky 4 z minulého ptikladu
35715
18 11 12
Po nacteni prvnich prvkl do proménnych je:
X1=3 v 1. béhu zbyva: 5 7 15
X2 =1 v 2. béhu zbyva: 8 11 12

Vybereme nejmensi prvek 1 a zapiSeme ho na vystup. Na jeho misto nacteme dalsi prvek
z prislusného béhu:

X1=3 v 1. béhu zbyva: 5 7 15
X,=8 v 2. béhu zbyva: 11 12
Vybereme nejmensi prvek 3 a zapiSeme ho na vystup.
X1=5 v 1. béhu zbyva: 7 15
X,=8 v 2. béhu zbyva: 11 12
Vybereme nejmensi prvek 5 a zapiSeme ho na vystup.
X1=7 v 1. béhu zbyva: 15
X,=8 v 2. béhu zbyva: 11 12
Vybereme nejmensi prvek 7 a zapiSeme ho na vystup.
Atd.
SloZitost metody
Vezméme nejprve, kolik operaci zahrnuje operace zatiid'ovani pro jeden prvek:
jednu operaci ¢teni, kdy je prvek nacten do prislusné promenné,

v-1 operaci srovnani, kdy je tento prvek vybran jako nejmensi (pfipadné téchto operaci muze
byt méng, kdyz uz nékteré vstupni béhy jsou vycerpany a piislusné proménné téchto béhd uz
zadny prvek neobsahuji),

jednu operaci zapisu, kdy je prvek zapsan do souboru, do n¢hoz je pravé vystupni béh ukladan.
Uvazime-li, ze mame »n tiidénych prvka, pak pro jeden prichod zattid'ovani dostdvame
n operaci ¢teni + priblizn€ n*(v-1) operaci srovnani + n operaci zapisu.

Protoze v je zvolena konstanta, jejiz hodnota je velmi mala vzhledem k poctu téidénych prvki n,
je slozitost jednoho prichodu zatfid’ovani linearni.

Zbyva stanovit, kolik prichodl zatfidovani prob€hne. V prvnim prichodu zatfidovani, kdy
délka vstupnich béht je 1, vzniknou vystupni béhy délky v. V druhém prichodu zatiid'ovani,
kdy délka vstupnich béha je v, vzniknou vystupni behy délky v+v. Atd.
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Prtichod Délka vstupnich béha Délka vystupnich béht
1 1 v
2 v V2
3 V2 Vv
K V) W

Tridéni konci, kdyz vystupni b&éh obsahuje vSech n tfidénych prvki. Tedy pro potadi
k posledniho priuchodu dostavame vztah

k
vi=n

A odtud pouzitim logaritmu

k=log, (n) .

Pocet prichodd logaritmicky zavisi na poctu tfidénych prvkd. KdyZz to vynasobime linearni
slozitosti jednoho prichodu, dostavame, Ze slozitost popsané metody vnéjSiho tfidéni je
Om*logn)). Uz jsme se zminili, Ze tato slozitost je pro tfidéni nejmensi mozna, tedy optimalni.

3.4.2 Vnéjsi tridéni s vyuZitim vnitiniho tfidéni

V predchozim popisu vngjsiho tiidéni se ve fazi rozdélovani vytvarely béhy obsahujici jen jeden
prvek. Zde se nabizi myslenka vyuzit nékteré metody vnitiniho tfidéni a ve fazi rozdélovani
vytvaret beéhy delsi nez 1. Pak by ziejmé bylo zapotfebi méné prichodi zatfid'ovani a celkovy
Cas pro tfidéni by se tim zkratil. Tento postup budeme aplikovat tak, Ze stanovime néjaky pocet
prvka m, ktery se jesté vejde do paméti. Pfi rozd€lovani vzdy do paméti nacteme m prvki, ty
v ni setiidime, pfirozené nékterou z efektivnich metod (Quicksort, tfidéni haldou), a po setfidéni
je zapiSeme do pfislusného vystupniho souboru jako jeden b&h. Nyni pro pocéty béht pii
naslednych prichodech zatfid'ovani bude platit

Prtichod Délka vstupnich béht Délka vystupnich béhi
1 m m * Vv
2 m* v m * V2
3 m * V2 m * v°
k m * yh "

Odtud pro posledni -ty béh dostavame vztah
m#*v =n

A pouzitim logaritmu
k =log, (n) ~log, (m) .

Z toho je zfejmé, ze ¢im bude délka beéhti m vytvarenych vnitinim tfidénim ve fazi rozdélovani
vEtsi, tim vice usetfime prichod zatfid'ovani. To se dalo i o¢ekavat.

3.4.3 Polyfazové tridéni

Vratme se ke vztahu, jez udava pocet priichodu zattid’ovani:
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k =log, (n)~ log, (m) .

Je zfejmé, Ze pocet potfebnych prichodi zatfid'ovani mimo jiné zavisi na zakladu logaritmu v,  Polyfizové tFidéni
tj. potu vstupnich soubort. Cim vé&tSi tento bude, tim mén€ priichodii bude potieba. Mizeme promysienym

sice poCet vstupnich souboril zvysit zvolenim vEtsi poctu celkoveé pouZivanych soubort, ale na  zpisobem vyuziva
druhé stran€ pfili§ mnoho pouzivanych soubori ma negativni vliv na vykonnost systému. SpiSe celkovy pocet

se nabizi mySlenka celkovy pocet r pouzivanych souborti vyuzit efektivnéji a to tak, Ze misto soubori.
rozdéleni

r r
5 vstupnich soubort + 5 vystupnich souboril

pouzit rozdéleni
r —1 vstupnich soubord + 1 vystupni soubor .

Pfi tomto rozdéleni musi mit vstupni soubory rozdilné poc¢ty béhti, aby jeden z nich se vycerpal
diive nez ostatni. V tom okamziku se vyCerpany vstupni soubor uzavie a stane se nyni novym
vystupnim souborem a dosavadni vystupni soubor se rovnéz uzavie a ptrida se ke vstupnim
souboriim. Aby tento princip fungoval po celou dobu tfidéni, musi ve fazi rozdélovani byt
vstupni behy rozdéleny do »-1 vytvafenych soubori ve specifickych poétech.

Vezméme naptiklad celkovy pocet souborii =4. Pii odvozeni, kolik béhti musi byt na zacatku
ve fazi rozdélovani ulozeno do jednotlivych soubort, vyjdeme ze situace, ktera je na konci
tfidéni — 3 soucasn¢ vycerpané vstupni soubory a 1 béh na vystupnim souboru. Coz znamena, ze
nez zacalo ukladani béhd na vystupni soubor, musel na v§ech 3 vstupnich soubor v této chvili
zbyvat prave jeden béh. Kdyz budeme touto ivahou pokracovat dal dostaneme:

Soubor Celkem  Priichod
sislo 1 2 3 4 behi  zatfidovani

© © © O 1 Vysledny stav

© 3 k (posledni)

@ 5 k-1 (predposledni)

@ 9 k-2

© 17 k-3

@ 31 k-4

©) 57 k-5

(0) 105 k-6
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Vezméme naptiklad stav na zacatku priichodu £-2. V tomto okamziku v 1. souboru zbyvaji 4
nepiectené behy, 2. soubor je vtéto chvili zcela preten, stane se tudiz v tomto prichodu
vystupni, v 3. souboru zbyvaji 2 béhy k pfecteni a ve 4. souboru jsou jesté 3 nepiectené behy.
Coz znamend, ze nejvice nepieCtenych béhd je v 1. souboru, ten tedy byl vytvoren
v ptedchozim tfidicim prichodu 4-3. Kazdy z béhii ve vytvofeném 1. souboru byl vytvoren
zatfidénim b&hd ze zbyvajicich tfi soubord. Pro 4 vytvofené béhy byly tedy zkazdého ze
vstupnich souborl precteny 4 béhy. Tedy kazdy z t€chto soubord na zacatku prichodu £-2 mél o
4 nepiectené béhy vice nez na jeho konci. 2. soubor na konci tohoto priichodu uz nema zadny
nepiecteny beh, tedy predtim mél 4 nepfeCtené, 3. soubor ma na konci 2 nepieétené, tudiz
predtim musel mit 6 nepiectenych béhi atd.

Ve fézi rozdélovani je nutné tyto pocty dodrzet. Jestlize napfiklad vnitinim tfidénim ziskdme 50
béht, pak zvolime k tomu nejbliz§i mozny celkovy pocet béhti, coz je 57. Do prvniho souboru
dame 24 béhi, do druhého 20 béht, do tietiho zbyvajicich 6 béhi, které do pozadovaného poctu
13 béht doplnime 7 fiktivnimi behy, coz jsou béhy nulové délky (neobsahujici zadny prvek).

Priklad. Budeme opét tiidit prvky
3751512111817 419 1026 9 14

Bez vnitiniho tfidéni mame 16 vstupnich béhid po jednom prvku. Tedy zvolime celkovy
pocatecni pocet béhi 17 a rozd€lime je do tii souborti nasledovné:

l.soubor: 3 |7 | 5|15 |12 | 1| 11
2.soubor: 8 | 17 |41 19| 10| 2
3.soubor: 6 | 9 | 14 | fiktivni

4. soubor: --

Po prvnim priichodu zattid'ovani

l.soubor: 12 | 1 | 11

2.soubor: 10 | 2

3. soubor: --

4.soubor: 368 |7 917 |45 14| 15 19
Po druhém prichodu zattid'ovani

1. soubor: 11

2. soubor: --

3.soubor: 36 8 1012|127 9 17
4.soubor: 4 5 14 | 15 19

Po tietim pruchodu zatfid’ovani

1. soubor: --

2.soubor: 3456 8 10 11 12 14
3.soubor: 1 2 7 9 17

4. soubor: 15 19

Ve vsech tfech souborech, které budou v nasledujicim priichodu zatfid'ovani vstupni, je uz jen
jeden béh, ¢imz tento priichod bude posledni a na jeho konci bude v prvnim souboru setfidéna
posloupnost.

Popsand metoda rozd€lovani beéhti se nazyva polyfazové tfidéni. Spolu s pouzitim vnitiniho
ttidéni pro vytvafeni pocatenich béhi je bézné pouzivana v tiidicich programech pro vng&jsi
tiidéni.
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Kontrolni otazky

1. Jakym zpiisobem vytvarime z vice vstupnich béhii jeden vystupni béh?
2. Co je principem polyfazového tiideni?
3. Jaka je casova slozitost vnéjsiho trideni?

Cviceni

1. Ukazte, jak probéhne vnéjsim tfidénim bez pouziti vnitiniho tfidéni a se dvéma
vstupnimi a dvéma vystupnimi soubory pro nasledujici pismena.

C|J|/F|I'/H|E/B|A|ILID/H|L|B|K|F
2. Jak bude probihat zatfidéni t¥i nasledujicich behi délky 3:

B G |
A CF
D EH

3. Mame settidit 100000 zaznamd. V paméti dokazeme tfidit 2000 zaznamd. Pouzijeme
celkové 5 soubort. Budeme ttidit polyfazovym tfidénim. Napiste, kolik bude na zac¢atku
na 4-ti vstupnich souborech beht.

Ukoly k textu

Pti polyfazovém tridéni nemaji behy v jednotlivych vstupnich souborech stejnou délku.
Naptiklad pouzivame-li 3 vstupni soubory a pocatecni délka behi je m, pak na zacatku je délka
beht ve vSech souborech stejna

m m m.
Pfi prvnim prachodu z nich vznikaji béhy délky 3m. Po vyCerpani prvniho souboru a nasledném
zatazeni vystupniho souboru na vstup uz délky budou

3m m m.
Zamyslete se nad tim, jak to postupn¢ bude vypadat po vycerpani dalsich vstupnich soubord.

ReSeni

1. Postup rozd€lovani a nasledné zatfid’ovani ukazuje nasledujici obrazek:
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Rozdélovéni:|C|F|H|B|L|H|B|F|
[J[1]E[A[D|LI|K]

1.prichod: | CJ [EH |D L|BK|

FI |AB|HL|F]

2.prichod: |[C F I J |DHLL |

/ABEH|BFK|

3.prichod: |A B CEF H | J |

IBDFHLL K|

4.prichod: |ABB C DEFFHHIJKLL,|

. Prabéh zattid'ovani ukazuje nasledujici obrazek:

B G | B G | G | 'G1 |
A C F CF ~C F F
DEH| [DEH D E H -D E H
’
A B C D
G | G | -G | |
F F ]l |
-E H g H ~H
v
E F G H

. Pfi vnitfnim tfidéni po 2000 prvcich dostaneme pro 100000 vstupnich prvka 50 beht.

Odvodime nejmensi pocet vstupnich béhi pro polyfazové tiidéni, ktery je roven 50
nebo vétsi nez 50.
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Soubor
¢islo

Z predchoziho obrazku plyne, ze m
tfidénim + 44 fiktivnich.
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25

49

94

usime zvolit 94 pocatecnich behti — 50 ziskanych



4 Vyhledavani

Vyhledavani je dalsi velmi dilezitou a Casto se vyskytujici lohou. Pfi ni mame opét zadanou
néjakou mnozinu prvki a cilem je nalézt mezi nimi takovy prvek, ktery ma danou hodnotu,
anebo pfipadné zjistit, ze takovy prvek mezi nimi neni.

Méme tedy n prvkl dat

a,da,,...a, ,

n

dale mame danu hodnotu prvku, ozna¢me ji x (nebo hodnotu kli¢e prvku, hledame-li mezi
strukturovanymi prvky, tj. zdznamy) a hledame prvek a;, pro ktery plati

xX=a,

4.1 Vyhledavani v linearni datové strukture

Studijni cile: Tato cast vysvétluje principy vyhledavani v linearnich datovych strukturach a
poskytuje jejich podrobny popis véetné zakladniho nastinu, jak je implementovat.

Klicova slova: Vyhledavani, zarazka, binarni vyhledavani.
Potiebny ¢as: 1 hodina 30 minut

Mezi nejjednodussi ptipady vyhledavani patii vyhledavani v linearni datové struktute, tj. v poli
nebo v seznamu. Prepokladdme pfitom, ze prvky jsou v ni ulozeny v libovolném poradi
(nesetiidéné). Neni zde jiny zptsob, nez prvky postupné prochazet (tfeba od zacatku smérem ke
konci) a kazdy srovnat s hledanou hodnotou. Pocet srovnani se pfitom pohybuje od 1, jestlize
hledany prvek je hned prvni, po n, jestlize hledany prvek je az posledni anebo hledany prvek
mezi prohledavanymi prvky neni obsazen (nebyl nalezen). Tedy

o n+1
Priimérny pocet srovnani (je-1i prvek nalezen) = T

Maximalni pocet srovnani = n

Jde-li o vyhledavani v poli, je kod programu v tomto piipad¢ tak jednoduchy, ze si ho mizeme
uvést (v jazyce C++, C#). Hledana hodnota necht je v proménné x a jako index pouzijeme
proménnou i. Piedpokladdme, ze index prvniho prvku pole je 0.

i=0;

for (;i<n;i++) if (x==a[i1]]) break;

if (i<n) { /* prvek byl nalezen*/ }

Je ztejmé, Ze v cyklu se kromé srovnani, zda prvek je roven hledané hodnoté€, rovnéz vzdy dela
srovnani, zda uz nejsme na konci pole (podminka i<n). To Ize odstranit a vyhledavani urychlit
tak, ze pole s prvky vytvofime o jeden prvek vétsi a jako posledni prvek v poli pied kazdym
prohledavanim dame hledanou hodnotu (uziva se pro ni oznaceni zarazka). Pak cyklus hledani
vzdy nalezne hledany prvek a bude jen zapotiebi zjistit, zda tento prvek byl nalezen jesté pred
zarazkou.

aln] = x;
i = 0;
for (;;i++) if (x==ali]]) break;

if (i<n) { /* prvek byl nalezen */ }
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4.2 Binarni vyhledavani v poli

V piipadé pole je mnohem pfizniv¢jSi pfipad pro vyhledavani, kdyz prvky jsou v ném

usporadany (sefazeny) dle velikosti. Tj. plati pro né Pro vyhleddvéni

v poli je vwhodné,
a,<a,<..<a,,<a, potLye YyIodne
kdyz je setridene.
Zde se da pouzit algoritmus binarniho vyhledavani, ¢asto také nazyvany vyhledavani ptlenim
intervalu.

Popis algoritmu

Vezmeme prvek, ktery je v poli uprostied (je-li pocet prvki sudy, jsou uprostied dva prvky, zde
vezmeme jeden z nich - pii implementaci metody to zpravidla vychazi tak, Ze se bere ten prvni),
ozna¢me jeho index s.

Prvek uprostied

\’
A a, B

<— (st obsahujici prvky <a, —> <— (Cast obsahujici prvky > a, —>

Nasledné provedeme srovnani hledané x hodnoty s hodnotou stiedniho prvku ay:

Nejprve srovname, zda je x < ay:

Pokud ano, pak zfejmé hledany prvek, pokud v poli viibec je, musi byt v ¢asti 4, jez je nalevo
od stiedniho prvku a;. Je-li ¢ast A nepradzdna (obsahuje asponl jeden prvek), rekurzivné na ni

Vv v

provedeme stejny postup. Je-1i uz prazdna, vyhledavani netspesné konc¢i. Hledany prvek neni
v poli obsazen.

Pokud neplati x < a; , provedeme dal§i srovnani. Srovname, zda je x > a:

Pokud ano, musime v dal§im kroku hledani pokracovat v ¢asti B, jezZ je napravo od stiedniho
prvku ay. Je-li ¢ast B neprazdnad (obsahuje aspon jeden prvek), rekurzivné na ni provedeme
stejny postup. Je-li uz prazdna vyhledavani netispésnée konci.

Pokud neni x > ay, zbyva uz jen moznost, ze plati x = a,, ¢imz vyhledavani kon¢i, nebot’ prvek a;
je hledanym prvkem.

Piiklad. Necht’ v poli jsou prvky
135812 15 21 24 32 40

A mame najit prvek x=15.

Stfedni prvek je ¢islo 12:
1358|1215 21 24 32 40

A protoze hledana hodnota je vétsi, pro dalsi krok vezmeme ¢ast napravo
15 21 24 32 40

Stiedni prvek je Cislo 24:
15 21 | 24 | 32 40

A protoze hledana hodnota je mensi, vezmeme ¢ast nalevo
15 21

Stiedni prvek je nyni ¢islo 15:
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A stfedni prvek je zde roven hodnoté v proménné x, ¢imz je i hledanym prvkem.
Slozitost metody

Pfi odvozeni slozitosti vyjdeme z délky prohledavané Casti pole. V prvnim kroku zaciname
celym polem, tedy »n prvky. Pokud v ném hledany prvek nebyl nalezen, pak do dalSiho kroku

w r v v r w r ro: n -
vezmeme ¢ast nalevo od ného nebo napravo od ného. Délka ¢asti je

n
nebo E podle toho,
zda pocet prvku z je lichy nebo sudy. Pro odvozeni vezmeme ten ,,horsi* ptipad, ze délka ¢asti

vybrané pro nasledujici krok je g .

Krok Délka prohledavané Casti

1. n

n

2

3. n
2

4. n
2

k-ty n
2k71

Ziejme vyhledavani skonci nejpozdéji v kroku, kdy délka prohledavané casti je uz tvofena jen
jednim prvkem. Tedy polozme

n
1 = 2k—l
Upravou
2k—1 =n

A pouzitim funkce logaritmu
k =log,(n)+1

Maximalni pocet krokd logaritmicky zavisi na pocétu prvkd v prohledavané posloupnosti. Bindrni

V kazdém kroku provadime nejvyse dvé operace srovnani. Prvni operaci zjistime, zda hledany vyhleddvani ma
prvek je mensi nez stfedni prvek. Pokud ano, pokracujeme v hledani v ¢asti nalevo. Pokud ne, vynikajici
druhou operaci srovnani zjistime, zda hledany je vétsi nez stfedni prvek, ¢imz rozhodneme, zda sloZitost.
pokracovat v hledani v ¢asti napravo anebo uz jsme hledany prvek nasli.

Zaveér: Slozitost binarniho vyhledavani je @(log(n)). Z ni plyne, ze binarni vyhledavani je
mnohem rychlejsi nez vyhledavani, kdy prvky nejsou uspotadany.

Pruvodce studiem

Mozna jste si nyni vzpomnéli na trideni primym vkladanim. Zde se misto pro viozeni
hledalo v setridené casti posloupnosti. Dalo by se tedy pouzit mnohem rychlejsi bindarni
vyhledavani. Na casovou slozitost metody by to ale nemélo viiv, nebot tu zustava jeste
operace posunuti a ta ma kvadratickou slozitost.
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Kontrolni otazky

1. Proc¢ a jakym zpiisobem pouzivame zarazku pri vyhledavani v nesetiidéném poli?
2. Co je principem bindrniho vyhleddavani?
3. Jaky je rozdil casové slozitosti pri vyhledavani v nesetridéném a setiidéeném poli?

Cviceni

1. Ukazte po jednotlivych krocich, jak probéhne binarni vyhledani pismena K
nasledujicim poli pismen.

BCEFHJKLMNPQRUWVY/Z

Ukoly k textu

nevyplati ho napied setfidit kviili tomu, abychom pak mohli pouzit efektivnéjsi binarni
vyhledavani. Nicméng¢ v ptipad¢, Ze bychom v ném hledali velmi ¢asto, mohlo by to uz byt
ucelné ho napied setfidit. Mame-li n prvkd, kolikrat v nich musime hledat, aby bylo rozumné je
napfed setfidit?

ReSeni

1. Postup vyhledani ukazuje nésledujici obrazek:

4.3 Binarni vyhledavaci stromy

Studijni cile: Tato ¢ast vysvétluje princip bindrnich vyhledavacich stromt, popisuje konstrukci
AVL stromu, ukazuje, jak do takového stromu piidat prvek nebo z ného prvek odebrat a
zejména, jak pak provést transformace, jimiz se zajisti zachovani vyvazenosti stromu.

Klicova slova: VloZeni, odebrani, AVL strom.

Poti‘ebny ¢as: 2 hodiny
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Binarni vyhledavani popsané v predchozi ¢asti ma velmi pfiznivou Casovou slozitost. Pokud
bychom méli mnozinu prvkl, vniz velmi Casto a intenzivné hledame, pak by se zifejmé
vyplatilo je na zac¢atku setfidit. Problém ovSem nastane, kdyz tato mnozina se v prubéhu ¢asu
méni, tj. jsou k ni pfidavany nové prvky nebo z ni naopak nekteré prvky jsou odebirany. Uz
jsme uvedli, ze vkladani prvkt doprostied pole nebo jejich odebirani zprostiedka pole je
pomérné neefektivni operace, nebot’ je spojena s presuny pomérné zna¢né Casti prvka v poli.
Pro takovéto pfipady je vyhodngjsi pouzit vyhledavaci stromy. Nejjednodus$si znich jsou
binarni vyhledavaci stromy.

Binarni vyhledavaci strom ma kazdém uzlu jeden prvek (na obrazku je tento prvek oznacen c).
Dale plati, ze prvek vjeho levém nasledniku a rovnéz i vSechny prvky v celém levém
podstromu (na obrazku podstrom A), ktery timto naslednikem zacina, jsou mensi nez prvek c. A
naopak vSechny prvky v pravém podstromu (na obrazku B) jsou vétsi nez prvek c.

-~ i
Prvky mensinez ¢ = Prvky vétsi nez ¢

Postup vyhledavani
1. Pocatecni krok

Uzel, ktery je v daném okamziku vyhledavani aktualni, budeme oznaCovat u. Na zacatku jim
bude kofen stromu.

Hledana hodnota necht’ je x.

2. Prtbézny krok

Vezmeme prvek obsazeny v aktualnim uzlu u, ozna¢me ho ¢, a provedeme jeho srovnani
s hledanou hodnotou x:

Nejprve srovname, zda je x<c:

Pokud ano, pak je nutné v hledani pokracovat v levém podstromu. Jako novy aktualni uzel u
polozime levého naslednika soucasného aktudlniho uzlu a znovu provedem krok 2. Pokud
soucasny aktualni uzel levého naslednika nema, vyhledavani kon¢i - hledany prvek neni ve
stromu obsazen.

Pokud neni x<c, srovname, zda je x>c:

Pokud ano, je nutné v hledani pokracovat v pravém podstromu. Jako novy aktualni uzel u
polozime pravého naslednika souc¢asného aktualniho uzlu a opét provedeme krok 2. Pokud uzel
pravého naslednika nema, vyhledavani konci, hledany prvek neni ve stromu obsazen.

Pokud neni x>¢, zbyva uz jen ptipad, ze plati x=c, ¢imz jsme u konce, nebot’ prvek obsazeny
v soucasném aktualnim uzlu u je tim hledanym prvkem.

Priklad. M¢jme binarni vyhledavaci strom
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A hledame v ném hodnotu x=7.

Na zacatku aktualni uzel je kofen u=12. Srovname, zda je x<u. To plati (7<12) a novy aktualni
uzel bude levy naslednik #=5. A opét srovname, zda x<u. To nyni neplati a proto srovname, zda
je x>u. To plati (7>5) a novy aktualni uzel bude pravy naslednik =8. A znovu srovname, zda je
x<u. To plati (7<8) a novy aktualni uzel bude levy naslednik u=7. A opét srovname, zda x<u.
To neplati a proto srovname, zda je x>u. Ani to neplati, ¢imz je hledany prvek nalezen, je
v soucasném aktudlnim uzlu. Cely postup ukazuje nasledujici obrazek.

Pocet srovnani potfebny k nalezeni prvku je zavisly na délce cesty od kotene k danému prvku.
Maximalni délka cesty je dana vyskou stromu. V tomto ohledu je optimalnim feSenim vyvazeny
binarni vyhledavaci strom, ktery svou logaritmickou zavislosti vy$ky stromu na poctu uzll ve
stromu zajistuje i logaritmickou slozitost vyhledavani @log(n)). Nicméné ve vyvazeném
binarnim vyhledavacim stromu je pomémé slozité provadét operace ptidani nebo odebrani
prvku, nebot’ pfidani prvku reprezentuje pfidani uzlu na urcité misto ve stromu a odebrani prvku
reprezentuje odebrani uzlu z uréitého mista ve stromu. U obou téchto operacich se musi pfi nich
provést piestavba urcité ¢asti stromu tak, aby strom po nich byl opét vyvazeny. A to je Casove
znaén€ narocné. Proto se v praxi pouzivaji AVL stromy, které maji sice niz8i stupen vyvazeni a
tudiz vyzaduji o néco delsi ¢as pro vyhledavani, ale na druhé stran¢ operace piidani a odebrani
prvku a nasledné obnoveni vyvazeni probihaji u nich mnohem rychleji.

4.3.1 AVL stromy

AVL stromy jsou binarni vyhledavaci stromy, u nichz je zajiSténa takova mira vyvazenosti, ze
na jedné strané¢ poskytuje operaci vyhledavani dobrou sloZitost a na druhé strané umoziuje
pomérné rychle obnovit vyvazeni stromu po pridani nebo odebrani prvku ze stromu. Je to tedy
urcity kompromis mezi vyvazenosti a obtiznosti operaci pfidani a odebrani prvku.

Vyvazenost v AVL stromu je zajisténa podminkou, Ze pro kazdy uzel u stromu musi platit, Ze
rozdil mezi vyskou jeho levého podstromu a vyskou jeho pravého podstromu je nejvyse 1.
Pfitom vyskou podstromu zde rozumime maximum ze vzdalenosti od uzlu u kuzlim
podstromu, tedy vzdalenost mezi uzlem u a uzly, které jsou upln¢€ naspodu podstromu. Pokud
uzel nema daného naslednika (levého, pravého), je vyska tohoto podstromu 0.
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Na nasledujicim obrazku jsou dva AVL stromy vysky 3. Pfitom v levém stromu maji vSechny
uzly (vyjma listdl) podstromy rozdilné délky, ¢imz takovy AVL strom ma pii dané vySce
nejmensi mozny pocet uzlid. Tedy AVL strom vy$ky 3 ma nejméné 7 uzl (nejvice jich ma 15).

Privodce studiem

Nazev AVL nema zadny mnemonicky vyznam. Je odvozen od jmen svych tvirci,
kterymi jsou dva rusové Adelson-Velskii a Landis.

Postup vyhledavani

AVL strom je zpohledu vyhledavani jen specifickym pfipadem obecného binarniho
vyhledavaciho stromu a tudiz algoritmus vyhledavani je stejny.

Postup piidani prvku

Operace pridani prvku do AVL znamena na pfislusném misté ptfidat do AVL stromu uzel, do Do AVL str omu
kterého novy prvek vloZzime, a nasledné ovéfit, zda nedoSlo k naruSeni vyvazeni stromu, a Ize s’nadni pridat
novy prvek.

pokud ano, strom znovu vyvazime.

1. Ptidani prvku

OznaCme pridavany prvek x. Provedeme jeho vyhledani ve stromu. Pouzijeme k tomu jiz
popsany algoritmus vyhledavani. Ten mtiZe skon¢it tfemi zptisoby:

a) Prvek x byl ve stromu nalezen. Tim pfidavani konci, nebot’ prvek x uz je ve stromu
obsazen a u vyhledavacich stromi se nepiedpokladd vicendsobny vyskyt stejného
prvku.

b) Vyhledavani skoncilo v uzlu u s prvkem c, pfi¢emz x<c a ptitom uzel u uz nema levého
naslednika. V tom piipad¢ pfidime ke stromu novy uzel jako levého néslednika uzlu u a
do n¢ho novy prvek x vlozime.

¢) Vyhledavani skonéilo vuzlu u s prvkem ¢, pfiCemz x>c¢ a pfitom uzel u uz nema
pravého naslednika. V tom piipadé pfidame ke stromu pravého naslednika uzlu u, do
kterého novy prvek x vlozime.
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Ptiklad. Do nasledujiciho AVL stromu

mame vlozit prvek 1. Nasledujici obrazek ukazuje postup.

Prvek 1 bude pfidan jako novy levy naslednik uzlu s prvkem 4.
2. Obnoveni vyvazeni uzlu

Po piidani mize dojit k poruSeni vyvazeni AVL stromu. V t&chto pfipadech je nutné vhodnou  pyyizeni AVL
transformaci strom znovu vyvazit. Jako prvni je nutné najit uzel, u né¢hoz doslo poruSeni  gpomu obnovime
podminky, ze vyska jeho podstromil se mize liSit nejvySe o 1. Proces hledani za¢neme u uzlu,  jokdinimi

do kterého jsme pridali naslednika, a pokracujeme smérem nahoru az budto najdeme  yansformace
nevyvazeny uzel anebo skon¢ime v kofenu a tim zjistime, Ze strom i po pfidani zlstal vyvazeny.  sqru stromu.

U nevyvazeného uzlu mohou nastat dva zakladni ptipady. Prvni znich ukazuje néasledujici
obrazek. Nevyvazeny uzel je v ném oznacen B.

Prodlouzeni podstromu 1 po piidani prvku x

Transformace uvedena na pfedchozim obrazku se pouziva rovnéz i pro zrcadlovy ptipad
(otoceny kolem svislé osy).

Ptiklad. Do nasledujiciho AVL stromu
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pfidame prvek 20.

Po pfidani za¢neme smérem nahoru prochazet uzly pocinaje uzlem 18, do kterého byl pfidan
naslednik s novym prvkem. Uzel 18 je vyvazeny, uzel 15 je vyvazeny, uzel 9 ale neni vyvazeny,
nebot” jeho levy podstrom ma vysku 1, zatimco pravy podstrom ma vysku 3. Viditeln¢ jde o
zrcadlovy pfipad jiz popsaného typu nevyvazeni a k jeho odstranéni pouzijeme transformaci u
tohoto nevyvazeni uvedenou.

Druhy ptipad nevyvazeni ukazuje nasledujici obrazek. Nevyvazeny uzel je v ném oznacen C.
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Prodlouzeni podstromu 2 po ptidani prvku x

Tento typ transformace plati jeSté pro variantu uvedeného ptfipadu, kdy misto podstromu 2
dojde k prodlouzeni podstromu 3 a rovnéz pro zrcadlové ptipady.

Ptiklad. Do nasledujiciho AVL stromu

pfidame prvek 10.

(2) (1) @)
ORONO

Budeme-li nyni prochézet uzly od uzlu s prvkem 8 smérem nahoru, zjistime, Ze nevyvazeny
uzel je az koten. Jde o pfipad nevyvazeni, ktery jsme praveé uvedli, a pouzijeme transformaci u
tohoto ptipadu uvedenou.
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Postup odebrani prvku

Operace odebrani prvku z AVL stromu zahrnuje jeho odstranéni, piipadné piesuny k zaplnéni V AVL stromu Ize
nelistovych volnych uzl az po dosazeni volného listu, ktery zru$ime a nasledné ovéiime, zda pomérné snadno i
nedoslo k naruseni vyvazeni stromu, a pokud ano, strom znovu vyvazime. odstranit prvek.

1. Odebrani prvku
Ozna¢me odebirany prvek x. Provedeme jeho vyhledani ve stromu. Pouzijeme k tomu bézny
algoritmus pro vyhledani. Ten mize skoncit tfemi zpusoby:

a) Prvek x nebyl ve stromu nalezen - neni co odebrat, protoze prvek x ve stromu neni.

b) Prvek x byl nalezen v listovém uzlu. V tom pfipade¢ list s timto prvkem zruSime.

¢) Prvek x byl nalezen v uzlu u, ktery neni listem. Prvek x z uzlu u odstranime a na volné
misto vuzlu pfesuneme bud'to nejvétsi (a zaroven nejpravéjsi) prvek zjeho levého
podstromu anebo nejmensi (nejleveéjsi) prvek z jeho pravého podstromu. Pokud uzel,
z kterého jsme prvek ptesunuli, je list, tak tento list zruSime, jinak na tento uzel
aplikujeme stejny postup. Opakovanim tohoto postupu na nelistové uzly se diive nebo
pozdgji dostaneme k listu, ktery nasledné zrusime.

2. Obnoveni vyvazeni uzlu

Po odstranéni listu miize dojit k poruseni vyvazeni AVL stromu. Opét projdeme uzly smérem
nahoru pocinaje predchiidcem odstranéného listu a budeme ovétovat, zda u nékterého z nich
neni poruSena podminka vyvazenosti AVL stromu. Pokud ano, obnovime vyvazeni nékterou
z jiz uvedenych transformaci.

Piiklad. V nasledujicim AVL stromu
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mame zrusit prvek 23. Po jeho odebrani jsou nasledujici dvé moznosti, jak prazdny uzel nyni
zaplnit. Bud'to prvkem 18, ktery je nejvétsSim prvkem v levém podstromu, anebo prvkem 25,
ktery je nejmensim prvek v pravém podstromu.

Zvolime tfeba zaplnéni prvkem 18. Po pfesunuti prvku 18 mame nyni prazdny jeho ptivodni
uzel. U tohoto uzlu je jen jedna moznost, jak ho nyni zaplnit, a to prvkem 17 z jeho levého
podstromu.

Po pfesunuti prvku 17 mame nyni prazdny jeho pivodni uzel. Tento uzel je list, coz znamena,
ze ho zrusime. Jak je zfejmé, strom ziistane po zruSeni uvedeného listu vyvazeny a neni
zapotiebi zadna jeho transformace.

SloZitost operaci

Vezméme operaci vyhledavani. Pro uzel, ve kterém hledany prvek neni, potiebujeme jednu az Vyhleddvéni v
dve€ operace srovnani. Prvni se zjisti, zda pokraCovat v hledani v levém podstromu. Pokud ne, 171 chromu ma
druhou se zjisti, zda pokracovat v hledani v pravém podstromu anebo zda prvek uz je nalezen. stejnou miru

Pro vyhledani prvku potfebujeme maximiln¢ 2x(h+1) operaci srovnani, kde h je vySka  gozitosti jako v
stromu. Pfipomenime, Ze v kapitole pojednavajici o stromech jsme pro zcela vyvazeny binarni  4ipiné vyvdzZeném
strom odvodili logaritmicky vztah mezi jeho vysSkou a poctem uzli v ném. Da se ukazat, ze  stromu.
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vyska AVL stromu je maximalné 1,45 nadsobkem vysky Uplné vyvazeného binarniho stromu se
stejnym poc¢tem uzl. Coz znamena, ze 1 v AVL stromu ma vyhledavani logaritmickou sloZitost.

Zakladem zbyvajicich operaci (pfidani prvku, odebrani prvku) je vyhledani a dale prichod
stromem smérem nahoru. Z ¢ehoz plyne, Ze slozitost téchto operaci rovnéz zavisi na vysce
stromu, a to znamena, ze i ony maji logaritmickou slozitost.

Kontrolni otazky

1. Jak probiha hledani v bindarnim vyhledavacim stromu?

2. Jaka je nejhorsi mozna a nejlepsi mozna sloZitost vyhledavani v binarnim vyhledavacim
stromu?

3. Pro¢ vpraxi pro bindrni vyhledavaci stromy nepouzivame uplné vyvdzené bindrni

stromy, ale AVL stromy?

Jaka je casova slozitost operaci v AVL stromu?

5. Které jsou zakladni transformace obnoveni vyvazeni AVL stromu?

RN

Cviceni

1. Do nasledujiciho AVL stromu pridejte prvek 23.

2. Do nasledujiciho AVL stromu piidejte prvek 18.

(8) (21
1) (@2

3. Znasledujiciho AVL stromu odeberte prvek 15. Ukazte v§echny moznosti, jak prazdny
uzel zaplnit jinym prvkem.

I'Jkoly k textu

Zkuste si nakreslit AVL strom vét$i vysky s minimalnim poc¢tem uzld pro danou vysku a k
nému Uplné vyvazeny binarni strom se stejnym poctem uzlii a ovéite, zda skuteéné pro né plati,
ze pomer vysky AVL stromu a uplné€ vyvazeného binarniho stromu je nejvyse 1,45.
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ReSeni

1. Pfidani prvku a nasledné vyvazeni ukazuje nasledujici obrazek:

Vyvazeni

Nevyvazeny uzel
2. Pridani prvku a nasledné vyvazeni ukazuje nasledujici obrazek:

Vyvazeni
—_—

8) (21
1e) (@2

Nevyvazeny uzel

3. Prvni obrazek ukazuje zaplnéni prazdného kotene prvkem z levého podstromu:

Druhy obrazek ukazuje druhou moznost — zapInéni prazdného kotene prvkem z pravého

podstromu:
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Vyvézeni

Nevyvazeny uzel

4.3.2 B-stromy

Studijni cile: Tato Cast vysvétluje princip B-stromt, popisuje jejich vlastnosti a konstrukci a
ukazuje, jak v B-stromu probiha vyhledavani, jak do B-stromu pfidat prvek nebo z ného prvek
odebrat a zejména, jak pak provést transformace, jimiz se zajisti zachovani vyvazenosti stromu.

Klicova slova: VloZeni, odebrani, B-strom.
Potiebny ¢as: 2 hodiny

B-stromy jsou velmi vyznamnym typem vyhledavacich stromd. Na rozdil od doposud
uvadénych stromu, kdy v kazdém uzlu byl ulozen jeden prvek, B-stromy maji v uzlech uloZeno
vice prvki. Struktura B-stromdi je definovana nasledujicimi vlastnostmi:

Kapacita uzlu (pocet prvki, ktery lze do uzlu ulozit) je u vSech uzla stromu stejna, je to sudé
Cislo a voli se pred zacatkem vytvareni stromu, oznacme ho r. Protoze v B-stromech ma

. v . . r v r r
vyznamnou ulohu polovina z tohoto poctu, zaved'me si pro ni samostatné oznac¢eni p = E

Dulezité pro efektivni vyuziti uzli je jejich zaplnéni. VSechny uzly vyjma kotfene musi byt
aspon z poloviny zaplnény prvky, tedy pocet prvkl v uzlech ulozenych musi byt v rozmezi p az
r prvkl. Jedin€ u kofene staci, aby obsahoval aspoii jeden prvek, tedy jeho zaplnéni je v rozmezi
1 az r prvku.

Prvky uloZené v uzlu jsou v ném sefazeny vzestupné dle velikosti.

C,C,Cy... C, C,

c,<C,<C,<... <C_,<C,
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Uzel je bud'to list anebo méa o jednoho naslednika vice, nez je pocet prvki v ném uloZeny.

C; Gy Cs - Gt G

nasl, nasl, nasl, nasl,_, nasl,

Ptitom pro prvky v jednotlivych podstromech, které témito nasledniky zacinaji, plati:
Pro kazdy prvek d v podstromu zacinajiciho uzlem nasl, plati d<c;.

Pro kazdy prvek d v podstromu zacinajiciho uzlem nds!; plati c;<d<c,.

Pro kazdy prvek d v podstromu zacinajiciho uzlem nds/, plati c,<d<c;.

Pro kazdy prvek d v podstromu zacinajiciho uzlem ndsi,.; plati ¢ ;.;<d<cy.

Pro kazdy prvek d v podstromu zacinajiciho uzlem ndsl; plati d>c;.

A zbyva nam posledni vlastnost, jez urcuje vyvazenost B-stromu. Ta stanovi, Ze listy jsou v B-
stromu jen v jeho posledni vrstvé.

Priklad. Na nasledujicim obrazku je B-strom pro »=4. Prvky uloZené ve stromu jsou stejné jako
ve vsech dosavadnich ptikladech cel4 ¢isla.

1139 | 151819 20 [25 29| |44 46 48| |52 53 58| |64 68| |74 80 81 85

Postup vyhledavani
1. Pocatecni krok

Uzel, ktery je v daném okamziku vyhledavani aktualni, budeme oznacovat u. Na zacatku jim
bude kofen stromu.

Hledana hodnota necht’ je x.
2. Pribézny krok

Provedeme vyhledani hodnoty mezi prvky ulozenymi v aktuadlnim uzlu u. Protoze prvky jsou
v uzlu setfidéné, 1ze k tomu pouzit binarni vyhledavani. To pouZzijeme v piipadé, kdy kapacita
uzli je zvolena dostatecné velka, aby se to vyplatilo (napt. 7>10). Vyhledani mize skoncit tremi
zpusoby:

a) Prvek byl v aktualnim uzlu u nalezen, ¢imz vyhledavani uspésné konci.
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b) Prvek nebyl v aktudlnim uzlu u nalezen a tento uzel je list. Tim vyhledavani kon¢i —
hledany prvek neni ve stromu obsazen.

c) Prvek nebyl v aktualnim uzlu u nalezen a tento uzel je nelistovy. V tom piipad€ vyhledavani
skoncilo v mist¢, kde je odkaz na naslednika, ve kterém vyhledavani ma pokraCovat (tj. na
naslednika, kterym zalind podstrom, jez by hledany prvek mél obsahovat). Tohoto
naslednika u¢inime novym aktualni uzlem a opét se provede krok 2.

Postup piidani prvku

Chceme-li do B-stromu ptidat prvek, znamena to najit pfislusny uzel, do kterého novy prvek

patii, a nasledné ovéfit, zda ptitom nedoslo k pieplnéni, a pokud ano, provést rozdéleni uzlu.

1. Ptidani prvku

Ozname ptidavany prvek x. Provedeme je vyhledani ve stromu. PouZijeme k tomu bézny

algoritmus pro vyhledani. Ten miize skon¢it dvéma zpiisoby:

a) Prvek x byl ve stromu nalezen. Tim pfidavani konci, nebot’ prvek x uz je ve stromu obsazen
(u vyhledavacich stromti se neptedpoklada vicenasobny vyskyt stejného prvku).

b) Vyhledavani skoncilo v listovém uzlu u v misté, kam novy prvek podle velikosti vzhledem
k ostatnim prvkl patfi. Prvek na toto misto vlozime. Pokud uzel u pfedtim nebyl zcela
zaplnén, operace ptidani tim kon¢i. Jinak provedeme rozdéleni uzlu.

2. Rozdéleni uzlu
Jestlize uzel ¥ ma po ptidani r+1 prvki, tedy doslo k jeho preplnéni uzlu, rozdélime ho na tfi
casti:

p prvkl na zacatku uzlu + prvek uprostfed uzlu + p prvki na konci uzlu.

Casti s p prvky budou tvofit nové listy. Prvek, jeZ je vuzlu u uprostied, se presune do
predchiidce na misto, kde byl pivodni odkaz na list. Po pfesunu nalevo a napravo od ného
vytvofime nové odkazy na nove vzniklé listy.

Cy ... G, Cpuy Coip e Cruyg Cq e c, Cpazerer Cray

Ziejmé po pridani uzlu do pfedchiidce v ném muze dojit rovnéz k jeho preplnéni, pokud piedtim
byl zcela zaplnén. To se fesi stejnym zpltisobem — rozdélenim tohoto uzlu na tii ¢asti s poctem
prvkt p+1+p. Dv€ jeho casti s p prvky budou tvofit nové uzly a zbyvajici prostfedni prvek
vlozime do jeho piedchidce. Takto postupujeme smérem nahoru, az bud’to narazime na uzel, u
kterého po vlozeni dal§iho prvku nedojde k preplnéni, anebo se nakonec dostaneme az ke
kotenu. Pokud i u ného dojde k pteplnéni, rozdéli se a stiedni prvek v tomto rozdéleni bude nyni
novy koten. V této situaci dojde ke zvétseni vysky stromu.
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novy koien

Dy.1
pﬁvodni koten
bp bp+1 Dpiz .- M —s | b, ... Ibp+2 ..... le
nasl, nasl, nasl EN nasl, nasl,  nasl nasl_,

1139] (1518 19 20| |24 25 29| |34 37| |44 47| |52 53 58| |64 68| |74 85

pfidame prvek 17. Nasledujici obrazek ukazuje postup vyhledani pfislusného mista, kam prvek
patti, a vlozeni prvku.

Vyhledani mista Vloie/ni

113 9|[15 17 18 19 20| | 24 25 29| |34 37| |44 47| |52 53 58| |64 68| |74 85|

Vlozeni nového prvku

Protoze list, do kterého byl prvek 17 vlozen, nyni obsahuje 5 prvkd, je zapotitebi ho popsanym

zplisobem rozdélit.
50

12 18,21 30 42 | 6172 |

1139] [15 17| [19 20| {24 25 29| 34 37| |44 47| |52 53 58| |64 68| |74 85|

Je ziejmé, Ze nyni je pieplnén predchozi uzel, do n¢hoz byl piesunut stiedni prvek
z rozdé¢leného listu. Je zapotiebi rozdélit i tento uzel.
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21,50

|

12,18 30 42 61.72

1139] [1517] [19 20| {24 25 29| 34 37| |44 47| |52 53 58| |64 68| |74 85|

Postup odebrani prvku

Chceme-li z B-stromu odebrat prvek, znamena to vyhledat uzel, ve kterém se prvek nachazi,
prvek z ného odstranit a nasledné ovéfit, zda odebranim prvku nepoklesl pocet prvkil v daném
uzlu pod ptipustnou mez, a pokud ano, je nutné to vyiesit.

1.

Odebrani prvku

Ozna¢me odstraiiovany prvek x. Provedeme jeho vyhledani ve stromu. PouZzijeme k tomu bézny
algoritmus pro vyhledani. Ten mize skoncit tfemi zpusoby:

a)
b)

¢)

2.

Prvek x nebyl ve stromu nalezen — neni co odebrat.

Prvek x byl nalezen v listovém uzlu. Prvek z uzlu odstranime. Pokud list je po zruseni prvku
aspon z poloviny zaplnén, operace odebrani konci. Jinak piejdeme ke kroku 2.

Prvek x byl nalezen v uzlu u, ktery neni listem. Prvek x z uzlu odstranime a na volné misto
v uzlu u pfesuneme bud'to nejvétsi prvek z jeho levého podstromu, coz je posledni prvek
v nejpravejsim listu podstromu, anebo nejmensi prvek z jeho pravého podstromu, coZ je
prvni prvek v nejlevéjsim listu podstromu. Pokud list, odkud jsme prvek piesunuli, je stale
aspon z poloviny zaplnén, operace odebrani prvku konci. Jinak pfejdeme ke kroku 2.

Prazdné misto po odstranéni prvku

Zmenseni poctu prvkl v uzlu

Sem se dostavame v situaci, kdy po odstranéni prvku ze stromu je nyni ve stromu list v, ktery
ma jen p-1 prvka. Jak se tento stav fesSi, zavisi na zaplnéni pfimych sousedd listu. Jsou dvé
moznosti:

a)

List v ma aspon jednoho piimého souseda, ktery ma vice nez p prvkl. Pfimym sousedem
zde mame na mysli uzel, ktery nejen sousedi s uzlem v, ale ma i stejného predchiidce. Pak
do listu v presuneme prvek zpiedchidce a na prazdné misto v predchidci piesuneme
ptislusny prvek ze souseda. Nasledujici obrazek ukazuje tento piesun pro oba mozné piimé
sousedy, nejdiive pro levého souseda, pak pro pravého souseda (prvku v uzlu v jsou
znaceny pismenem c).
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d,..d.,d, Ci e o
bi-1 bi b|+1
...........
g >
Cyeeen o d, d,....d,

d, ... d, b, ¢ ...C.
bi-1 d1 b|+1
C,...C, b d,..... d,

b) List v ma jen pfimé sousedy, které maji pravé p prvki. Pak vytvofime novy list s » prvky
tak, ze slouC¢ime

prvky z listu v + prvek z predchtidce + prvky ze souseda .

Nasledujici obrazek ukazuje toto slouceni opét pro oba mozné sousedy - levého i pravého
(prvku uzlu v jsou znaceny pismenem c).

by b by
——
d, ... d, Cy e »
bi-1 bi bi+1
—
(oF Cot d, ... d,

...... by by
d,..d, b c ..c,
...... by Dy oo

. C, b d;...d

Je ziejmé, Ze timto ubyl jeden prvek v predchtidci. Pokud tento ma nyni jen p-1 prvka, fesi se to
analogicky v zavislosti na tom, kolik prvkd maji jeho pfimi sousedé. Takto se mtiizeme piipadné
dostat az k uzlu, ktery je naslednikem kotene. Pokud je vytvoten novy uzel slouenim s jeho
pfimym sousedem a pokud kofen v této chvili ma jen jeden prvek, dojde pritom k vytvoreni
nového kotfene a zaroven ke snizeni vysky stromu. Na nasledujicim obrazku je tato situace pro
ptipad, kdy je pro slouceni vzat levy pifimy soused.

puvodni kotfen

b

Ptiklad. Z nasledujiciho B-stromu (=4)
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61,72 81

1139 [ 1517 | [34 45| |525358 |6468 | |7479 || 8495

odebereme prvek 17. Po odstranéni prvku z daného listu zlstane jen prvek 15. Tento list ma ale
levého piimého souseda, ktery mé vice nez 2 prvky. Proto provedeme piesun prvku 9 z jeho
levého souseda do predchiidce a prvku 12 z pfedchiidce do listu s prvkem 15.

61,72 81

| 13 | [ 1215 [34 45| |525358) |6468 || 7479 || 84095

Odebereme dale prvek 15. V listu ziistane opét jen jeden prvek 12. Liste uz ale nema zadného
ptfimého souseda, z kterého by se dal pfesunout prvek, proto provedeme slouceni se sousednim
listem. Vybereme si k tomu tfeba pravého souseda.

9 61,72 81

| 13 | [1230 34 45| 15253 58| | 6468 | |7479 | | 8495

Pti slu¢ovani byl odebran prvek z predchidce, ve kterém timto zlstal jen jeden prvek 9. Tento
uzel ma ale pravého ptfimého souseda, ktery ma vice nez dva prvky, ¢imz mtzeme z ného prvek
pfesunout. Cely piesun se provede tak, ze do uzlu sprvkem 9 se presune prvek z jeho
predchtdce (v tomto ptipadé kofene) a na volné misto v pfedchidci se pfesune onen zminény
prvek ze souseda. Pfitom se pfislusné presune i ukazatel na jeho naslednika — list s prvky

52,53,58.

9,50 72,81

| 13 | [123034 45| |52 53 58] 16468 | | 7479 || 8495

SloZitost operaci
B-stromy maji
dobrou casovou
sloZitost operaci.
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Vezméme operaci vyhleddvani. Ta jednak zahrnuje vyhleddvani v uzlu. Pro né je pouZito
binarni vyhledavani, které ma logaritmickou slozitost. A dale operace vyhledavani znamena
prochazeni uzl od kotene k listu. ProtoZe strom je vyvazeny, vyska stromu logaritmicky zavisi
na poctu prvki ve stromu. Celkove tedy vyhledavani ma logaritmickou slozitost.

Zékladem zbyvajicich operaci (pridani prvku, odebrani prvku) je vyhledavani a dale prichod
stromem smérem nahoru. Z ¢ehoz plyne, Ze i tyto operace maji logaritmickou slozitost.

Privodce studiem

B-stromy vznikly v roce 1969, tedy 7 let po vzniku AVL stromii, jez pochdazeji z roku
1962. O B-stromech urcité jeste uslysite v teorii databazovych systémii, nebot se v nich se
hodné vyuzivaji.

1. Jaké jsou viastnosti B-stromu?

2. Jak probihd v B-stromu vyhleddvani?

3. Jaka je casova slozitost operaci v B-stromu?

4. Které jsou zdkladni transformace obnoveni vyvazeni B-stromu?
Cviceni

1. Do nasledujiciho B-stromu (kapacita uzld je =4) ptidejte prvek 55.

571215| | 242520 | 3241 [48525358| | 6172

2. Stejny B-strom jako v pfedchozim cviceni, ale nemame ptidat prvek, nybrz mame
odebrat prvek 41.
3. Znasledujiciho B-stromu (kapacita uzli je 7=4) odeberte prvek 37.

161215| | 2127 | [3234| [3951| | 5354 | | 8286 |

I'Jkoly k textu

Zkuste spocitat, kolik pro danou vysku ma B-strom uzll v ptipad¢, kdy ma nejmensi mozné
zapInéni uzld, a kolik v ptipadé, kdy ma vsechny uzly zcela zaplnény.
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ReSeni
1. Po pridani prvku 55 do listu se pocet prvka v listu zvysi na 5, coz znamena, Ze je nutné

z listu vytvofit dva listy a stiedni prvek pfesunout do kofenu. Ten ale uz piedtim byl
také plny, ¢imz dojde i k jeho rozdéleni a vytvofeni nového kofenu. Vysledek ukazuje

nasledujici obrazek:

19,30 53 59

571215| |[242520| [3241| |a852| |5558]| | 6172]

2. Po odstranéni prvku 41 z uzlu v ném ziistane jen jeden prvek. Uzel ma ale piimé
sousedy, které¢ maji vice nez 2 prvky. Pouzijeme jeho levého souseda a piesuneme z
ného prvek, abychom doplnili uzel, z néhoz byl prvek odstranén. Vysledek ukazuje
nasledujici obrazek:

19,29 45 59

571215| 2425 | [3032| [48525358| | 6172]

3. Po odstranéni prvku 37 z kofenu miizeme volné zaplnit nejvétsim prvkem (34) z levého
podstromu anebo nejmensim prvkem (39) z pravého podstromu. Zvolme prvek 34.
Jezto nyni list, ktery tento prvek obsahoval, ma nyni jen jeden prvek a zaroven nema
primého souseda, z kterého by bylo mozné prvek do n¢ho piesunout, slouc¢ime ho s jeho
levym pfimym sousedem. Tim ale se snizi pocet prvkia v predchtdci na 1 prvek, coz
znamena dalsi slouceni. Vysledek ukazuje nasledujici obrazek:

17 34 42 63

61215| 21272832 3951 | |5354| | 8286

4.4 HasSovani (Transformace kli¢e)

Studijni cile: Tato cast vysvétluje metodu hasovani, popisuje konstrukci hasovaci funkce a
ukazuje, jak tesit kolize pfi stejnych hodnotach hasovaci funkce.

Klicova slova: HaSovani, haSovaci tabulka, hasovaci funkce, zfetézeni.60 minut.
Poti'ebny ¢as: 1 hodina

Posledni vyhledavaci metodou, kterou probereme, je hasovani. Pro jeji anglicky nazev hashing
se pomeérné obtizn¢ hleda vhodny preklad do Ceského jazyka, proto zlstaneme u pouzivani

vov v

mirn¢ ¢estin€ prizpiisobeného anglického nazvu.

Datova struktura pouzitda v haSovani pro uloZeni prvki je tabulka. Tabulka se sklada z fadkt,  V haSovdni
v kazdém fadku je misto pro ulozeni jednoho prvku. Pocet fadka v tabulce, tedy kapacitu  pouZivame k

tabulky ozna¢me m. Na jednotlivé fadky v tabulce se odkazujeme (adresujeme je) &isly 0 az m-  uloZeni prvkii
tabulku.
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1. Pfi implementaci haSovani se tabulka snadno realizuje pomoci pole. Datovy typ se zvoli
takovy, aby se do n€ho daly ulozit udaje, které ukladame do tadku tabulky. Tim kazdy prvek
pole reprezentuje jeden fadek tabulky a indexovani pole odpovida adresovani jednotlivych
radkl v tabulce.

Zéakladem hasovani je hasovaci funkce. Je to zobrazeni, které hodnoté prvku (nebo klici prvku,
pokud prvek je strukturovany typ) ptifadi ¢islo nékterého z fadkl v tabulce, tedy ¢islo v rozmezi
0 az m-1. Hasovaci funkce se typicky sestavi ze dvou funkci. Ta prvni hodnotu prvku zobrazi na
celé Cislo. Druha celé Cislo zobrazi na cCislo fadku v tabulce, tedy na celé Cislo z intervalu <0,m-
1>. Je zfejmé, ze prvni funkce zavisi na datovém typu prvku a sestavujeme si ji sami, druhd uz
je viceméné standardni a jen ji pouzijeme.

Ucelem haSovaci funkce je rovnomérné rozmisténi prvka v tabulce. Z toho plyne, Ze prvni
funkce, ktera pievadi hodnotu prvku na celé nezaporné Cislo, by méla mit vlastnosti:

e Zobrazovat hodnoty prvki na co nejvétsi pocet riiznych celych ¢isel.

e Zobrazeni na cela Cisla by mélo byt rovhomérné (na jednotliva Cisla by se mél
zobrazovat priblizné stejny pocet prvki, které chceme do hasovaci tabulky ulozit).

Vezméme napiiklad fetézec. Retézec miizeme chapat jako posloupnost znakid. Jsou riizné
moznosti, jak tuto posloupnost zobrazit na cela Cisla. Nejcastéji se pii tom vychazi z ASCII
tabulky, ktera poskytuje zobrazeni znakt na Cisla z intervalu <0,255>. Retézec si ozna¢me

Z\Z,...2,
kde z; jsou jednotlivé znaky v fetézci a k je pocet téchto znakt v fetézci (délka fetézce).
Jedna z jednodussich funkci je

¢ (z,z,..2,) = p*asc(z))+q*asc(z,)+asc(z, )+ k

kde p a g jsou zvolené konstanty, nejlépe prvocisla (napt. p=127, g=31), protoze ty maji nejlepsi
predpoklady pro rovnomérné zobrazeni do celych ¢isel. Funkce asc ptevadi znak na jeho ASCII
hodnotu.

Vv

c,(2,2,..z,) = p* " *asc(z) + p* 7 *asc(z,) + p* 7 *asc(zy) +...+ prasc(z, ) +asc(z,) ,

kde p je konstanta, opét nejlépe prvocislo (napt. p=31). Pro jeji vypocet je ucelné piepsat ji do
tvaru

c,(z,zy..2,)=p* (p * (p * (p *asc(z,)+ asc(zz))+ asc(z3))... + asc(zk_l))+ asc(z,)

Druha cast haSovaci funkce, ktera prevadi celé ¢islo na Cislo fadku v haSovaci tabulce, je velmi
jednoducha. Pouziva se pro ni operace mod, coz je zbytek po celoc¢iselném déleni. Obecny zapis
hasovaci funkce je

h(x)=c(x)modm

kde ¢(x) je prvni Cast hasovaci funkce, kterda nam prevadi hodnotu prvku na celé Cislo, m je
rozsah (pocet fadkd) haSovaci tabulky. Opét je nejlepsi zvolit m prvocislo, protoze to nema
zadného netrividlniho vlastniho délitele, ¢imz poskytuje nejlepsi piedpoklady pro rovnomérné
rozmisténi prvki v tabulce.

Ptiklad. Mame navrhnout haSovani pro ulozeni fetézct. Velikost tabulky pozadujeme pfiblizné
500 radka.

Neblizsi prvocisla jsou 499 a 503, velikost tabulky zvolime tfeba 503 tadkt. Pro sestaveni
hasovaci funkce pouZzijeme jiz uvedenou funkci ¢;. Hasovaci funkce bude mit tvar:
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h(z,z,..z,) =27 *asc(z,) + 31 *asc(z,) + asc(z, ) + k) mod 503
Ptiklad. Do tabulky velikosti 11 budeme ukladat fetézce. Hasovaci funkci zvolime
h(z,z,..z;)=c(z,z,...2;, ) mod 11 |
kde
c(z,25...z;)=T*asc(z,)+3*asc(z,)+asc(z, )+ k
Do tabulky ulozime jména
h(Eva) = (7%69+3%118+97+3) mod 11 =2
h(lrena) = (7+*73+3%114+97+5) mod 11 =9
h(Pavel) = (7*80+3+97+108+5) mod 11 =7
h(Marta) = (7+77+3+97+97+5 mod 11 = 8
h(lvan) = (7%73+3%x118+110+4) mod 11 =0
h(Nina) = (7+*78+3%105+97+4) mod 11 =5

Cislo tadku Ulozeny prvek

0 Ivan

1

2 Eva

3

4

5 Nina
6

7 Pavel
8 Marta
9 Irena
10

Kdybychom nyni chtéli do tabulky ulozit jméno Helena, jehoz hodnota hasovaci funkce je
h(Helena) = (7+*72+3%101+97+6) mod 11 =8 ,

zjistime, Ze tato pozice uZ je obsazend jménem Marta. Takové kolize, kdy vice prvki se
zobrazuje na stejny fadek hasovaci tabulky, se v hasovani vyskytuji zcela bézné. Uvedeme si
nyni nejpouzivangjsi zplsoby jejich feseni.

4.4.1 Oteviené adresovani

Metoda otevieného adresovani pocita v pfipad€, kdy pozice v tabulce vypocitand haSovaci
funkeci je obsazena, dalsi pozice tak dlouho, dokud se nenajde volna pozice anebo se nezjisti, ze
tabulka uz je zaplnéna. Nejjednodussi je linearni hledani, kdy nové pozice pocitame funkci

H(x,i)=(h(x)+i)mod m

kde /(x) je vychozi haSovaci funkce, i je celoCiselny parametr a m je rozsah tabulky. Je-li tedy
primarni pozice (i(x) = H(x,0)) obsazena, prohledavaji se postupné dalsi pozice
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H(x)), H(x,2),..., H(x,m —1)

<— (Obsazena primarni pozice

Linearni vyhledavani
volné pozice

Linearni umistovani za sebou vede k vytvafeni nezadoucich shlukt. Shluky zde oznacéuji vetsi
pocty za sebou nasledujicich obsazenych tadkt tabulky. Pokud je vypocitana primarni pozice
obsazena a je pfitom uvniti takového shluku, znamené to pfi linearnim hledani, Ze musime
projit vSechny tadky v tomto shluku za primarni pozici, nez se dostaneme k né&jaké volné
sekundarni pozici, abychom prvek do ni mohli ulozit. Pfitom shluky prodluzuji nejen operaci
pridani prvku do tabulky, ale také vyhledavani prvku v tabulce. Pti vyhledavani za¢iname na
primarni pozici a pokud na ni prvek neni a tato pozice je pfitom obsazena (je na ni jiny prvek),
prochazime sekundarni pozice tak dlouho, dokud prvek nenajdeme nebo se nedostaneme
k volné pozici, coz je ptiznakem toho, zZe hledany prvek v tabulce neni.

Proto misto linearniho hledani se Casto pouziva kvadratické hledani. U n€ho sice také vznikaji
shluky, ale uz v mensi mife. HaSovaci funkce pouzivana pro kvadratické hledani ma bézn¢ tvar

H(x,i)=(h(x)+i*) mod m .

U ni je uz uréity problém, ze béhem hledani se muzeme touto funkci dostat znovu na stejnou
pozici, aniz jsme prosli celou tabulku. Necht' naptiklad hodnota haSovaci funkce /# pro né&jaky
prvek y je h(y)=3 a m&me tabulku s 5 fadky (m=5). Pak u kvadratického hledani dostavame
pozice:

H(y,0) = (3+02) mod 5 =3
H(y,1) = (3+1?) mod 5 = 4
H(y,2) = (3+2%) mod 5 = 2
H(y,3) = (3+3%) mod 5 = 2

Je ziejmé, Ze pti ¢tvrtém pokusu (pro i=3) vypocitat novou pozici jsme se dostali na pozici,
ktera uz predtim byla. D4 se ale ukazat, Ze to nastane (za predpokladu, ze m je prvocislo), az
kdyz prohleddme nejméné polovinu tabulky. V nasem prikladu to nastalo, az kdyz jsme
prohledali 3 pozice, coz je vice neZ polovina z 5. V bézném pouziti, pokud uz tabulka neni
témef zaplnéna, najdeme néjakou volnou pozici vétsinou drive, nez projdeme polovinu tabulky.
Jeste propracovanéjsi je metoda dvojiho hasovani. U ni funkce pro hledani mé obecny tvar

H(x,i) = (h(x) +i*h,(x)) mod m

kde h;,(x) je dalsi (sekundarni) hasovaci funkce, ktera ale nabyva jen hodnoty v rozmezi 1 az m-
1 (tedy ne hodnotu 0).

V praxi se sekundarni hasovaci funkce /.(x) nejCastéji vytvari pfimo z primarni haSovaci A(x),
ktera sama je sestavena z n¢jaké vychozi funkce c(x) a ma tvar

h(x) = c(x) mod m

Z ni pouzijeme jeji zakladni ¢ast, funkci c(x), a haSovaci funkci 4,(x) vytvoiime ve tvaru
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h,(x) =14 (c(x) mod (m—1))
Funkci
H(x,i) = (h(x)+i*h,(x)) mod m
upravime na tvar
H(x,i)=(h(x)+({—-1)*h,(x)+h,(x)) mod m =
= ((h(x)+ (i =1)* h,(x))mod m + h, (x)) mod m = (H (x,i —1) + h,(x)) mod m .
Pozice vlozeni nyni miizeme pocitat rekurzivné
H(x,0) = h(x)
H(x,i)=(H(x,i—1)+h,(x)) modm proi=123,....
Ptiklad. Do tabulky vytvofené v pfedchozim piikladu chceme ulozit dalsi jména
h(Helena) = c(Helena) mod 11 =8, kde c(Helena)=7+72+3%101+97+6 = 910
h(Bohumil) = c¢(Bohumil) mod 11 =8, kde c(Bohumil) = 7+x66+3+111+108+7 = 910
h(Jana) = c(Jana) mod 11 = 8, kde c(Jana)=7%74+3x97+97+4 = 910

U vsech je hodnota hasovaci funkce rovna 8, pficemz tato pozice je jiZ obsazena. Zvolime-li
kvadratické hledani, pak dal§i mozné pozice jsou

(8+1%)mod 11 =9
(8+2%) mod 11 = 3
(8+3) mod 11 =6
(8+4*) mod 11 =2
(8+5%) mod 11 = 1

Z vypoctenych pozic jsou volné pozice 3, 6, 1. Do nich umistime 3 nova jména:

Cislo tadku UloZeny prvek

0 Ivan

Jana

Eva

Helena

Nina

Bohumil

Pavel
Marta

Ol (N[O O WIN|~

Irena

—_
o

Priklad. Do tabulky ukladame stejna jména jako v piedchozim piikladé, pro vypocet pozic
pouzijeme dvoji haSovani. Sekundarni hasovaci funkci bude

hy (x) =1+ (c(x) mod 10)
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Jeji hodnota pro ukladana jména je
ho(Helena) = hy(Bohumil) = hy(Jana) =1 + 910 mod 10 =1

Pro vkladana jména je hodnota primarni funkce rovna 8. Z ni vypocitime hodnotu sekundarni
hasSovaci funkce

h,(Helena) = hy(Bohumil) = hy(Jana) = 1+(8 mod 5) = 4
Sekundarni pozice budou
(8+1)mod 11 =9
(9+1) mod 11 =10
(10+1)mod 11 =0
(0+1) mod 11 =1
(1+1) mod 11 =2
(2+1) mod 11 =3
Z vypoctenych pozic jsou volné pozice 10, 1, 3. Do nich umistime 3 nova jména:

Cislo fadku UloZeny prvek

0 Ivan

Bohumil

Eva

Jana

Nina

Pavel
Marta

OO N[O O || WIN|~

Irena

—_
o

Helena

Vyhledavani v tabulce

Pii vyhledavani v hasovaci tabulce nejprve vypocitame hodnotu hasovaci funkce pro hledany
prvek x. Podivame se do tabulky na fadek, na ktery ukazuje hodnota hasovaci funkce. Mohou
nastat ptipady:

a) Radek je prazdny — hledany prvek neni v tabulce.
b) Na radku je hledany prvek x — vyhledavani tim uspésné konci.

¢) Na radku je jiny prvek nez x. Zacneme postupné pocitat dal$i mozné pozice a srovnéavat
prvky na nich s hledanym prvkem x, dokud bud’to hledany prvek nenalezneme anebo se
nedostaneme na prazdny fadek anebo nevycerpame vSechny mozné pozice.

Priklad. Mame vyhledat jméno Robert v tabulce z predminulého piikladu.
h(Robert)=(7*82+3*111+116+6) mod 11 = 6
Na této pozici je ale jiné jméno - Bohumil. Zacneme pocitat a prohledavat dalsi mozné pozice

(6+1%) mod 11 =7 - Pavel
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(6+2%) mod 11 = 10

Vyhledavani skon¢i na pozici 10, ktera je prazdna. Jméno Robert tedy v tabulce neni.
4.4.2 Zietézeni

Pfedchozi metoda otevieného adresovani ma dvé nevyhody:

e Pocet prvki, jez lze do tabulky ulozit, je omezen jeji velikosti. Pokud dopfedu nezname,
kolik prvki bude do tabulky uklddano, maze se stat, ze ji stanovime malou a dojde k jejimu
preplnéni. Nasledné zvétSeni velikosti tabulky miize byt casoveé narocné.

e Pfi vyhledavani, zejména v dost zaplnéné tabulce, prochdzime v dusledku otevieného
adresovani i prvky, které maji jinou hodnotu hasovaci funkce, ¢imz se doba vyhledavani
zvétsuje.

Tyto nevyhody odstranuje metoda zietézeni, ktera k ukladani dalSich prvka se stejnou hodnotou

hasovaci funkce vyuziva seznamy. Radek v hasovaci tabulce v tomto piipadé ma krom¢ mista
na ulozeni prvku déle misto pro ukazatel na seznam.

Piiklad. Tabulka z predchozich ptikladd, ale se zietézenim.

Ivan

Eva

Nina

Pavel
Marta
Irena

—> Jana | 4 Bohumil| | Helena |

Nebo druhd moznost je, ze hasovaci tabulka je tvofena jen ukazateli a vSechny prvky jsou
uloZeny v seznamech. Zejména je tento zptusob vyhodny v ptipad€, kdy do hasovaci tabulky
nejen pridavame nové prvky, ale rovné€z z ni prvky i odebirame.

Priklad. Tabulka z ptfedchoziho ptikladu se zifetézenim. VSechny prvky jsou nyni ulozeny
v seznamech.

—{Eva T[]

—>[ Jana | +—>{Bohumil [ +—>{ Helena [ +—>{ Marta | |

Slozitost haSovani
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Pfi vyhledavani je slozitost dana slozitosti vypoctu haSovaci funkce a slozitosti vlastniho
vyhledavani. Slozitost hasovaci funkce zavisi na tom, jak se pocitd. Nicméné ji mulzeme
povazovat za konstantni. Napiiklad u fetézcl pracujeme bud’to s fetézci, které maji omezenou
délku, anebo ptipadné mutzeme pro vypocet hasovaci funkce brat jen omezeny pocet znaki
z fetézce, naptiklad uvazujeme jen jeho 20 znakd.

Nejlepsi situace v hasovani je, kdyz pfi ukladani prvkd (vytvareni hasovaci tabulky) nedojde
k zadné kolizi, pak slozitost vyhledavani je viditelné &(1), coz neposkytuje zadna dosud
popsana vyhledavaci metoda. Bézn¢ ale kolize nastavaji. Slozitost pfirozené roste s poctem
kolizi v tabulce. Budeme-li uvazovat metodu zietézeni pro feSeni konfliktii, pak pro vyhledani
prvku potiebujeme pocet srovnani, ktery se pohybuje od 1 (kdyz prvek je okamzité nalezen) az
po maximum z délek seznami (kdyZ prohleddvame seznam s dal§imi prvky se stejnou hodnotou
hasovaci funkce). Vécné vzato, jestlize zvolime dostatecné velkou hasovaci tabulku vzhledem
k o¢ekavanému mnozstvi ukladanych prvka (tj. o néco vétsi) a zvolime dostateCné kvalitni
hasovaci funkci, ktera rovnomérné zobrazuje prvky do haSovaci tabulky, 1ze o¢ekavat ze pocet
srovnani potfebny pro vyhledani prvku bude typicky velmi nizky, tedy jen n€kolik srovnani.

Volba hasovaci tabulky je zejména podstatnd u metody oteviené¢ho adresovani. Volime ji aspon
o 10% vétsi, nez je ocekavany pocet prvka. Empirické testy ukazuji, ze pti 90% zaplnéni
tabulky je i pii nejjednodussi metod¢ feSeni kolizi, kterou je linearni hleddni, v primeéru
zapotiebi 5,5 srovnani pro nalezeni libovolného prvku. U promyslenéjSich metod (kvadratické
hledani, dvoji hasovani) je primérny pocet pokust jesté mensi.

Problémem tabulek s otevienym adresovanim je piipad, kdy nelze predvidat pocet prvka, které
do ni budou ulozeny, a nelze tedy vyloucit situaci, Ze tabulka se zaplni do takové miry, Ze uz se
nenajdou volné pozice pro ulozeni dalSich prvki. Pokud by toto mohlo nastat, je moznost tento
problém fesit tak, Ze vytvofime novou, pfiméfené¢ vétsi haSovaci tabulku, prvky z dosavadni
tabulky do ni pfesuneme a piedchozi tabulku zruSime (uvolnime pamét, kterd pro ni byla
vyhrazena).

Pokud shrneme, co jsme o hasovacich tabulkach doposud uvedli, je zfejmé, ze hasovani je velmi
ucinna a efektivni metoda vyhledavani a proto jsou haSovaci tabulky velmi Casto pouzivané.
Navic vlastni algoritmus a tim i implementace hasovani je pomérmné jednoduchy, mnohem
jednodussi nez tfeba vyhledavaci stromy.

Odebirani prvki z haSovaci tabulky

Zatim jsme se zabyvali jen operaci pridani prvku. V fad¢ pouziti hasovacich tabulek to
postacuje. Pokud bychom potiebovali i odebirat prvky, pak je to snadné v tabulkach, které
pouzivaji metodu zietézeni a jsou pfitom tvoreny jen ukazateli a maji vSechny prvky ulozeny
v seznamech. Jde o tabulky popsané na konci ¢asti, v niz byla popsana metoda zietézeni. Zde
odebirani prvku je realizovano odebiranim prvku ze seznamu.

U tabulek zalozenych na otevieném adresovani se odebrani prvku fesi tim zptisobem, Ze fadek
se po odebrani prvku oznaci specifickou hodnotou. Toto oznaceni ho odliSuje od prazdnych
adka, coz jsou tadky, do kterych nebyl jesté uloZen zadny prvek. Radek takto oznaleny je
v operaci pfidavani pouZit stejnym zplsobem pro ulozeni nového prvku jako prazdny tradek.
V operaci vyhledavani se ale tento fadek jen pieskoci a vyhledavani se na ném nezastavi jako u
prazdného radku.

Algoritmy hasovani jsou velmi pouzivané. Treba prekladac (kompildtor) je vyuziva
pro ulozeni informaci o prekladaném programu. Vyuzivaji se rovnez v dabdzovych
systemech atd.

Kontrolni otazky

1. Jake sestavime hasovaci funkci?
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2.
3.

Cim pri hasovani vznikaji kolize a jak je resime?
Jaka je casova slozitost hasovani?

Cviceni

1.

Sestavte haSovaci tabulku, do které budou ukladany fetézce. Abychom zjednodusili
vypocet hasovaci funkce, budeme predpokladat, zZe fetézce budou zacinat jen velkymi
pismeny. Pro pfevod pismen na ¢isla pouzijeme velmi jednoduchou funkei, kterou
nazveme w a ktera pismena zobrazi na cela Cisla podle ptedpisu

w(A)=1, w(B)=2, w(C)=3,... w(Y)=25, w(Z)=26 .
Pokud pismeno mé diakritiku, tak ji zanedbame.
Rozsah tabulky bude 7 fadki a hasovaci funkce bude velmi jednoducha

h(z,z,..z,) = (W(z,) + k)mod7
Ulozte do tabulky jména Marta, Petr, Irena.
Budeme pokracovat v pfedchozim cviceni a pro feSeni konfliktd zvolime oteviené
adresovani a pouzijeme dvoji hasovani. Dalsi (druhou) hasovaci funkce sestavte podle
prvni funkce (uvedené v piredchozim cviceni). Pak do tabulky ulozte jméno Jifi.

Ukoly k textu

Mate vytvorit hasovaci tabulku s uréitymi zdznamy o osobach. Soucasti zaznamil jsou rodna
Cisla, ktera slouzi jako kli¢. Zkuste se zamyslet, jak byste z rodného ¢isla vytvorili hasovaci

funkeci.

ReSeni

1.

Hodnoty haSovaci funkce jsou
h(Marta) = (13+5) mod 7 = 4
h(Petr) = (16+4) mod 7 = 6
h(lrena) = (9+5) mod 7 =0
Hasovaci tabulka je:

0 Irena
1

2

3

4 Marta
5

6 Petr

HasSovaci funkce pro teseni konflikti je:

H(z,zy..z,,i) =(W(z,) + k+i* (14 (W(z,) + k)mod 6)) mod 7
Vypocitame hodnotu haSovaci funkce pro jméno Jifi
h(Jifi) = (10+4) mod 7 = 0
Pozice 0 je v tabulce jiz obsazena jménem Irena. Vypocitame dalsi pozici
H(Jifi,1) = (10+4+1%(1+(10+4) mod 6)) mod 7 = 3
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Ta je jiz volna a jméno Jifi lze na ni ulozit:

0 Irena
1

2

3 JiFi

4 Marta
5

6 Petr
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5 Rejstrik

AVL stromy, 64
beh, 50
binarni strom, 17
binarni vyhledavani, 60
B-stromy, 73
bublinkové tfidéni, 25
Casova slozitost, 4
fronta, 14
halda, 41
hasovani, 81
oteviené adresovani, 83
zietézeni, 86
pamétova slozitost, 4
pole, 10
polyfazové t¥idéni, 53
polynomicka slozitost, 7
Quicksort, 34
seznam, 11
obousmérny, 12
Shellovo tiidéni, 31
slozitost
Casova, 4
pamétova, 4
polynomicka, 7
strom, 16
vyvazeny, 18
stromy

AVL, 64

binarni, 17
B-stromy, 73
vyhledavaci, 63
ttidéni
bublinkové, 25
polyfazové, 53
Quicksort, 34
Shellovo, 31
uloha, 21
vngjsi, 21
vnitini, 21
tfidéni haldou, 41

tfidéni ptfimou vyménou, 25

tfidéni pfimym vkladanim, 22

vngjsi tfidéni, 21, 50
vnitini tfidéni, 21, 53
vyhledavaci stromy, 63
vyhledavani
AVL stromy, 64
binarni, 60
B-stromy, 73
hasovani, 81
uloha, 59
v nesetfidéném poli, 59
v setfidéném poli, 60
vyvazeny strom, 18

zasobnik, 13



