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Indukce a rekurze @

— provazané jevy
— jsou pritomny v mnoha tivahdch v matematice a informatice:

— dikaz matematickou indukci,
— rekurzivni algoritmy,
— rekurzivni definice, ...

— i jinde (uméni, napf. rekurzivni obrazce)
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Indukce a rekurze jako provazané jevy kolem nas W

— indukce a rekurze = dvé strany stejné mince

— ,je to indukce nebo rekurze?*
Casto tézko odpovédét, je to véc kontextu nebo pohledu
— indukce ~ od mensiho k vétsimu (slozitéjsimu), ,bottom up”

pr.: induktivni definice, induktivni dikaz, ...

— rekurze ~ definice pojmu pomoci pojmu samotného, ,top down'’

pr.: rekurzivni procedura, rekurzivné definovany pojem
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Prvni priklady ﬁy

faktorial

f(n)
1 if n =1 then return 1
2 returnn x f(n — 1)

— rekurzivni funkce (rekurzivné definovany pojem faktorial &isla n)

— . 1: limitni (ukonéujici podminka); jinak se procedura (definice) ,zacykli"

f4) =4*f(3) =4*3*f(2) =4*3*2*f(1)=4*3*2*1
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jinak
1.pron=1jef(n) =1
2. pron>1jef(n)=nxf(n—1)
nebo jinak zapsano
)1, pokud n =1,
f(n) = { nxf(n—1), pokudn > 1.

— induktivni definice

— definujeme nejprve pro zakladni prvky (pro n = 1)

vvvvvv

— pro slozitéjsi prvky (n > 1) definujeme pomoci toho, co jsme definovali pro jednodussi
prvky (f(n —1)).
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definice mocniny ¢&isla a™:
power(a,n)

1 if n =0 then return 1
2 return a * power(a,n — 1)

1l.pron=0jea” =1

2. pron>1ljea®=ax*a"

Stejné schéma ma definice mocniny R" relace R.
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induktivni definice mnoziny L vsech lichych Cisel:

1. prolelL

2. pokudn € L, pakn+2¢€ L
(nebo Gplné: pro kazdé n > 1: pokud n € L, pak n +2 € L)

Matematickou indukci Ize napt. dokazat, ze kazdé n € L je liché.
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induktivni definice mnoziny A C Ny x Ny

1. pro (0,0) € A

2. pokud (m,n) € A, pak (m+5,n+1) € A
Je S ={(0,0),(5,1),(10,2),(15,3), }

Zobecnénou matematickou indukci Ize napf. dokazat, Ze pro kazdé (m,n) € Ajem+n
délitelné 3.
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formule vyrokové logiky na mnozinou V' = {p,q,r, ...} vyrokovych symboli

1. kazdy vyrokovy symbol p je formule (tzv. atomicka formule);
2. jsou-li ¢ a 1 formule, jsou i vyrazy

—|()0v

(pA),
(p V),
(o = 1),
(¢ <)

formule (tzv. slozené formule).

— induktivné definovana syntakticka struktura

— v pozadi je tzv. strukturalni indukce (zobecnéni matematické indukce)
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Sierpinského trojdhelniky S(n)

AL L8
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Droste efekt (Drosteho kakao, 1904)
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Matematicka indukce (pfipomenuti ze Skoly)

Umoznuje dokazovat tvrzeni tvaru

pro kazdé ptirozené &islo n plati V' (n),

kde V'(n) je néjaké tvrzeni, které zavisi na n, napr.
1
pro kazdé prirozené Cislo n plati 1 +2+---4+n = @

Zakladem je:

Véta (princip indukce)
Necht je pro kazdé n € N dano tvrzeni V(n). Pfedpokladejme, ze plati

(a) V(1) (indukéni predpoklad),
(b) pro kazdé n € N: z V(n) plyne V(n + 1) (indukéni krok).
Pak V(n) plati pro kazdé n € N.
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Lze princip indukce dokézat?
— Jednoducha odpovéd:

— Ano, s pouzitim néasledujici vlastnosti N:
— Kazda neprazdna podmnozina mnoziny N méa nejmensi prvek.

— Ale, jak vime, zZe kazda neprazdna podmnozina N ma nejmensi prvek?!

— Vede na otazku: Co jsou vlastné prirozena Cisla?
— Axiomaticka vystavba N, Peanovy axiomy, atd.
— Tim se podrobné zabyvat nebudeme (detaily [DS1]).
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Dikaz principu indukce
Sporem: Pfedpokladejme, ze princip indukce neplatfi, tj. existuje tvrzeni V'(-), spliujici

(a) V(1)
(b) pro kazdé n € N: z V(n) plyne V(n + 1),
ale pro néjaké n’ € N tvrzeni V(n’) neplati.
Oznaéme
K ={m € N| V(m) neplati}
K je neprazdnd (nebot n’ € K).
K ma tedy nejmensi prvek ka ten je riizny od 1 (protoze V(1) plati).
Pak tedy k — 1 ¢ K, tedy V(k — 1) plati.
Z indukéniho kroku plyne, Ze plati i V(k), tedy k € K, coz je spor s k € K. O]
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Priklad
Dokazme, ze pro kazdé n € N je
n(n+1)

pro kazdé n e Njel+2+---4+n = 5

j 1 +1
Tedy V(n) je tvrzeni 1 + 2+ -+ +n = n(n2 )

(a) Indukéni predpoklad: V(1) je tvrzeni 1 = % coz plati.

(b) Indukéni krok: dokazat, ze z V(n) plyne V(n + 1).

Tedy dokéazat, iezl+2+---+nzwplyne1+2+~'-+(n+1):w

1+--+n+n+1)=(1+---4+n)+ (n+1) = (dle indukéniho predpokladu V' (n))

n(n+1) nn+1)+2(n+1) n?+3n+2 (n+1)-(n+2)
g tntl= 2 - p - 2 '
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Pozor na chyby @

Ptiklad Dokazte, ze pro kazdou posloupnost n prvkd ai, ..., a, plati, ze vsechny prvky v
ni jsou stejné.

Dikaz matematickou indukci:

Indukéni predpoklad: Pro Cislo 1 je tvrzeni trivialné splnéno.

Indukéni krok: Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro k prvkid. Uvazujme posloupnost

libovolnych k + 1 prvkl ay,...,ax41.
Pak aq,...,ay je posloupnost k prvkl a as,...,ar+1 je posloupnost k prvkd, a podle
predpokladu tedy a; = -+ =ay a ag = --- = agy1. Odtud plyne a1 = -+ = ag41.

Kde je chyba?
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Dalsi p¥iklady ﬁy
P¥iklad Dokazte indukci, 7e Y0, k2 = mrtlZntd)

. , n n(n+1)(2n
V(n) je tvrzeni Sp_, k? = w.

V(1) plati, protoZe je to tvrzeni 12 = 1(1%)(2“).

Predpokladejme, ze plati V(n) a dokazme V(n + 1), tj. dokazme

e (D) +2)Rn+1)+1)

K = .
2 6

Je
KARgN L. , nn+1)2n+1)  6(n+1)2
YR = Y+ (nh+1)7?= 6 + =
k=1 k=1

20 +9n? +13n+6  (n+1)(n+2)(2(n+1)+1)
6 B 6 '

Bélohlavek (Univerzita Palackého v Olomouci) Diskrétni struktury 1


http://www.inf.upol.cz

1. DokaZte indukci, Ze souet prvnich n lichych &isel je n?, tj.
14345+ +(2n—1)=n?
. . +1
2. Dokazte indukci, ze -7, k% = [%]2

3. Dokazte indukci, ze pro n € N je 2712 4 327+1 dglitelné 7.

4. Dokazte, ze pron € Nje (14 $)" > 1+ 2.
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Odbocka: o prirozenych Cislech

— S pfirozenymi Cisly pracujeme jako se zndmou strukturou, tj. N, +, -, <.
Predpokladame vlastnosti, které zname.

— Otézky jako ,pro¢ plati princip indukce?" nebo ,pro¢ ma kazdd A C N nejmensi
prvek" vedou k otézce:

Co jsou vlastné prirozena cisla?
— Jsou budovana axiomaticky, tj. je to struktura spliujici jisté axiomy.

— Za zékladni (nedefinovatelné) jsou povazovany

— Konstanta 1.
(alternativné 0 mist 1; pak je i 0 povazovana za prirozené Cislo; je to otdzka vkusu a

technické vyhodnosti)
— Unérni operace S. S(x) je interpretovan jako nasledovnik ¢isla .

(tedy S(1) =2, S(2) =3, S(3) =4, ...)
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Co jsou vlastné prirozena Cisla?
— Jsou budovana axiomaticky, tj. je to struktura spliujici jisté axiomy.
— Za zakladni (nedefinovatelné) jsou povazovany:

— Konstanta 1.
(alternativné 0 mist 1; pak je i 0 povaZovana za pfirozené &islo; je to otdzka vkusu a
technické vyhodnosti)

— Unérni operace S. S(x) je interpretovan jako nasledovnik ¢isla .
(tedy S(1) =2, S(2) =3, S(3) =4, ...)

— Pfirozena &isla jsou pak definovana jako struktura (N,1,S5), kde 1€ Na S: N — N,
splnujici tzv. Peanovy axiomy.
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Peanovy axiomy (vybér):

— pokud m # n, pak S(m) # S(n)
— neexistuje n € N tak, ze S(n) =1

(1 neni nasledovnikem zadného pfirozeného Eisla)
— Pokud K C N je mnozina spliujici

-leK
— pro kazdé n € N: pokud n € K, pak n+1 € K,

pak K = N.
Dalsi operace a relace (+, -, <) jsou definované jako odvozené; napr.
- n+1:=5(n)
- n+S(m)=Smn-+m)
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Posledni axiom:
— Pokud K C N je mnozina spliujici

-lekK
— pro kazdé n € N: pokud n € K, pak n+1 € K,

pak K = N.

7

fika pravé to, co princip diikazu matematickou indukci!

Skutecné: Polozime-li v tom principu K = {n | V(n) plati}, pak tvrzeni principu je shodné
s tvrzenim axiomu.
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Tedy

— P¥i tomto pohledu (axiomatickém) na pfirozena &isla tedy neni tieba princip dikazu
indukei dokazovat (je to axiom).

— Pro¢ jsme ho tedy dokazovali?

— Protoze s prirozenymi Cisly pracujeme intuitivné, jako se strukturou spliiujici zndmé
vlastnosti.

— Jednou z nich je: Kazdd A C N ma nejmensi prvek (vzhledem k <).
Jinymi slovy: (N, <) je dobte uspofadana.

— Tu jsme pouzili v diikazu principu.

Dalezité:
— Vime: Kazdd A C N ma nejmensi prvek = princip ditkazu matematickou indukci

— Plati ale také:
Princip dikazu matematickou indukci = kazdd A C N ma nejmensi prvek.

Bélohlavek (Univerzita Palackého v Olomouci) Diskrétni struktury 1


http://www.inf.upol.cz

Varianty dlikazu matematickou indukci W

Véta (zacatek v k)

Necht k € Z, K = {k,k+ 1,k +2,...} a pro kazdé n € K je dano tvrzeni V(n).
Predpokladejme, Ze plati

(a) V (k) (indukéni predpoklad),
(b) pro kazdé n € K: z V(n) plyne V(n + 1) (indukéni krok).
Pak V(n) plati pro kazdé n € K.

Indukce nemusi zadinat 1. Napf. K = {4,5,6,...}, K ={-3,—-2,-1,0,1,... }.
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Dikaz Plyne ze zakladniho principu indukce:

Uvazujme tvrzeni W(n) pron =1,2,3,... definované:
W(n)=V(n+ (k—1)).

Pak W(1) je VI(k), W(2) je V(k + 1), atd.

Podminky (a) a (b) vySe jsou pak podminky W (1) a W(n) = W(n + 1) ze zékladniho
principu.

Dle zékladniho principu tedy plati W (1), W (2), ...
Tedy plati V(1), V(2), z...
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Ptiklad Zobecnéte vzorec @

. 1
1+2+...+n=w

pro
E+(k+1)+---+n

Dokazte uvedenym zobecnénim principu indukce. Viz [DS1].
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Véta (vice predpokladd, tzv. silny princip indukce)
Necht je pro kazdé n € N dano tvrzeni V(n). Pfedpokladejme, ze plati

(a) V(1) (indukéni predpoklad),

(b) pro kazdé n € K:zV(1),...,V(n) plyne V(n + 1) (indukéni krok).
Pak V(n) plati pro kazdé n € N.

Diikaz Snadné ze zéakladniho principu indukce. Viz [DS1].

Plati i pokud zaéneme libovolnym k € N (ne nutné k = 1).

Plati i naopak: zakladni princip indukce plyne ze silného principu.
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Ptiklad Dokazte, ze kazdé n € N ma prvociselny rozklad. @

Silnym principem indukce se zalatkem v k = 2.
indukéni predpoklad: V(2)

Plati, protoze 2 je prvocislo, tedy 2 = 2! je pozadovany rozklad.

indukéni krok: z V(2), ..., V(n) plyne V(n + 1)

Bud je n + 1 prvoéislo, pak rozklad je n + 1 = (n + 1)*,

nebo n je slozené, tedy n =r-s, kde 2 < r,s < n.

Pak dle V(r) a V(s) existuji rozklady r = p{* ---pi* a s = ¢{"* -+ ¢/, a tedy
pozadovany rozklad je
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Definice matematickou indukci @

Napr. faktorial:

1. pron=1je f(n)=1

2. pron>1jef(n)=nxf(n—1)

Intuitivné jasné. Jaké je pozadi (zdGvodnéni)?

Véta Necht je ddna mnozina V, prvek a € V' a funkce G : N x V' — V. Pak existuje pravé

jedna funkce
F:N=V,

pro kterou platf
- F(1) =aq,
— pro kazdé n € N: F(n+ 1) = G(n, F(n)).

Diikaz Viz [DS1].
P¥iklad Pro definici faktoridlu f(n) vyse je:
F=f V=N a=1 G(mmn)=(m+1)-n.
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Ptiklad Uvazujme predpis:

1. pron=0je f(n)=1

2. pron>0jef(n+1)=—f(n)

Dle véty (resp. jeji modifikace pro Ny) je jim jednoznalné urcena funkce f : Ny — Z.
(V=2 a=1, G(m,n)=—F(n))

Snadno se vidi, ze f(n) = (—1)™.
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Pf¥iklad (zobecnéna definice indukci, dle modifikace uvedené véty) Uvazujme predpis:
1. f(1)=3, f(2) =5,
2. f(n+1)=2f(n) — f(n—1).

Dle véty (resp. jeji modifikace pro vice predpokladil) je jim jednoznacné urcena funkce
[ : N — Z. Detaily viz [DS1].

Snadno se dokaze, ze f(n) =2n+ 1.
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Strukturalni indukce @

— Je zobecnénim matematické indukce.

— Misto N pracuje s mnozinou T

— T je ¢asto mnozina fetézcll utvorenych podle induktivnich pravidel. P¥. Definice
formule:

— (bazické/atmoické) p € T pro kazdy vyrokovy symbol p;
— (slozené) pokud ¢, € T', pak =p € T', (p A ), (9 V), (¢ = ¥), (p < 7))
— Diikaz strukturalni indukci: Ze tvrzeni V plati pro véechny prvky ¢t € T se dokaze takto
(pf. formule):
— indukéni predpoklad: V' plati pro vSechny atomické (bazické) t € T
— indukéni krok: pokud V' plati pro ¢ a 9, pak ¢, € T, pak o € T, (¢ AW), (p V),
(b =), (¢ <)
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Ptiklad Dokazte, ze v kazdé formuli vyrokové logiky je pocet levych i pravych zavorek
stejny.

Oznaéme l(p) a r(p) polty levych a pravych zavorek ve .
indukéni predpoklad: [(p) = 0 = r(p)

indukéni krok: napf. pro A:

predpokladame I(¢) = r(p) a l(¢p) = r(v)
pak
e AY)=1+1Ue)+ 1Y) =14r1(p) + 1) =r((pAD)).
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Definice strukturalni indukci

— definujeme pro bazické prvky T

— definujeme pro slozené prvky T’

Ptiklad pocet # vyskyti vyrokovych proménnych ve formuli ¢,
tedy napt. #(p A (—-pVq)) =3
- #p = 11
- #(op) = #e,
#o ANY) =H#o + #¢,
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Dalsi mnoziny T struktur, pro které lze pouzit strukturalni indukci:

aritmetické vyrazy nad X = {z,y,...} a funkénimi symboly + a -

— pokud ¢t € X, pak ¢t € T' (atomicky),
— pokud t1,t2 € T, pak (t1 +t2) € T a (t1 - t2) € T (slozeny)

rekurzivné definované seznamy,

rekurzivné definované stromy,

prirozena Cisla jsou specidlnim pripadem:

- 1 €T (prvni &islo),
— pokud ¢ € T, pak S(t) € T (nasledovnik)
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