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Véta o singularnim rozkladu matic
Véta
Jakakoli m x n matice A s m > n miiZze byt rozloZena na

b))
A=U ( - ) vt (1)
kde U € R™*™ a V. € R™ "™ jsou ortogonalni a 33 € R™"*" je diagonalni

E:dia‘g(017027"'70n)7
o1>09> >0, >0.

Poznamka

(1) se nazyva singularni rozklad (singular value decomposition, SVD);
01,09,...,0n Se nazyvaji singularni hodnoty.

Poznamka

Predpoklad m > n neni nijak omezujici: v opaéném pripadé lze vétu
aplikovat na A”.

v
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SVD symbolicky

m A =m U om

Matici U mtzeme vertikalné rozseknout na m x n matici Uj a

m X (m — n) matici Us.
Fn— (m —n)

U= Uy Us
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n-(m—n)

U=m U1 U2

PFi nasobeni UY. se hodnoty z Us nasobi pouze nulami. Mazeme tedy psat:

n n n n
SR
on » on yT
m A =m U, | 0 |
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Diikaz véty o singularnim rozkladu

Ditkaz (cast I)
Uvazujme maximalizaéni problém
Sup| z||,=1 |AZ|[5 -

Tedy chceme najit normovany (sloupcovy) vektor Z, tak aby 2-norma (tj.
Euklidovska velikost) (sloupcového) vektoru AZ byla co nejvétsi.

Pripominka

2-norma matice: .
||ACC||2

12115
— . T .
HAHZ = leél%}% /\Z(A A) = UmaX(A)
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Dikaz (cast I1.)

Protoze hledame supremum spojité funkce nad uzavienou mnozinou, je
tohoto suprema dosazeno pro néjaky vektor Z. Polozme A¥ = 017, kde
|7ll, =1 a o1 = || Al (podle definice).

Podle nasl. lemmatu mizeme zkonstruovat ortogonalni matice

71 = (§Z) e R™™ Wy = (fW3) € R™*™,

Lemma

Pro matici Q, € R™** s ortonormalnimi sloupci existuje matice
Q2 € R™ (k) tak 76 Q = (Q1Q3) je ortogonalni matice.

To lemma fika, ze ortonormalni baze podprostoru prostoru R™ maze byt
rozsifena na ortonormalni bazi celého prostoru. Toto tvrzeni je znamy
vysledek z linearni algebry.
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Diikaz (cast Il1.)

Mame tedy ortogonalni matice

Z1 = (gj?z) € R™xm Wi = (fWg) e R™*™,

Pak
ST A= =T AT T AT
— — gy AZ oyt AW, op Yy AWy
ZT AW, = (§Z)TA(@ZW,) = [ 2 O R T
1 AW = (§22)° A(ZW) (ZZTA:f ZQTAW2> ( 0 ZLAW,

kde g] = ngAf

. =T . - =T .,
Pouzila se rovnost Zy A% = 01254y = 0.
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Diikaz (cast IV.)

Oznaéme B 72TAW2
—T
AlzleAwlz(‘g v )
Pak
1 A 01 2_ 1 a%+zUT13 2
o2+ ala |\ @ )|, o2+ dtd Bw )

Z toho dostavame:

> 0% + 1w @
2

o(2)
w

1Al > y/of + @7

A z toho:
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Dikaz (cast V.)
Mame tedy:

|Ailly > /o3 + aTa.

||A1||2 = ”ZlTAWlHQ = ||A||2 =01,

Ale pfitom

protoze Z; a Wi jsou ortogonalni matice.

Z toho dostavame, ze w = 0. Celkové tedy

o1 0
zfaw, = P
LA ( 0 Z. AWQ)

Tedy, provedli jsme jeden krok v diagonalizaci matice A.
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[
Diikaz (cast VI.)]
Predpokladejme, ze

B:ZQ( 202 )WQT ¥y = diag(oa, . .., o).

Pak mame

3 o 0\ 1 1 0 o1 0 1 0
=a(5)w=alo 2)(% 5 ) (o wr)

Definujeme U, X, V' jako

10 0 1 0
UZZl(o ZQ)’ E:(Og 22)’ VZWl(o Wi
2

Timto je dokazana existence.

wi.

)

W

Jan Koneény KMI/ASL1 — Algoritmy a slozitost 1 5. prosince 2013

10 / 56



Diikaz (cast VII.; jednoznacnost)

Vsimnéme si, Ze 0 je jednoznacné dana tim, Ze je rovno ||Al],.

=01.
2

/|| =1a HAx’

Predpokladame, ze existuje 7tz ‘
Definujme jednotkovy vektor Z, ortogonalni s Z:

I A ¢ Y
Z =
x — (fT ’)f )2

Protoze || A|, = 01, mame ||AZ]|, < o1.

Musi to byt rovnost, protoze plati T =T+ 57 pro néjaké konstanty

le|? + |s|?> = 1. A my bychom dostali HAJZ’ , <o

To je tedy druhy singularni vektor A odpovidajici hodnoté ;. To vede k
existenci ¥/, t.z. ||y]|, = 1 a A1§ = o1. Tedy pokud singularni vektor & neni

unikatni, pak o1 neni jednoducha.
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Vlastnosti matic pres SVD

Véta
Hodnost r(A) matice A je pocet singularnich hodnot. J

Oznagme pocet nenulovych singularnich hodnot 7.

Dikaz.

Hodnost diagonalni matice je rovna poctu jejich nenulovych hodnot,
avrozkladu A = UXVT, U a V jsou regularni (maji plnou hodnost).

Takze r(A) =r(X) =r. O
Véta
1A]ly = o1
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Véta
Obor hodnot R(A) = (u1,...,u,),
Nulovy prostor N(A) = (Up41,-..,Vn)-

Pripominka

Pro A € R™*™: .

Obor hodnot R(A) = {b € R™ | b = AZ pro néjaké = € R"},
Nulovy prostor N(A) = {Z € R" | AZ = 0}.

Zapis (21, ...,) oznaCuje protor generovany vektory Z1, ...

Diikaz.

Jednoduchy nasledek toho, ze R(X) = {ey,...,e-} a

N(X) = {er+1,---,€n} O
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Véta
(Nenulové) singularni hodnoty A jsou druhé odmocniny (nenulovych)

vlastnich hodnot AT A nebo AAT (tyto matice maji stejné nenulové
hodnoty).

Dakaz.
Z vypoctu
ATA = wzvhHTwuzvh) =veTvTusv? =velsy?

vidime, ze AT A je podobna XT3, a proto ma tytéz vlastni hodnoty.
Vlastnosti diagonalni matice =7 jsou 02,02,...,02.
Podobné pro AAT.
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Aproximace matici nizsi hodnosti

@ SVD miize byt zapsano jako suma matic hodnosti jedna:
n
A=>"ojii;i]
j=1
o Nejlepsi aproximace A honosti h vzhledem k 2-normé je
h
Ah = Z O’jﬁjﬁf
j=1

s |A = Anlly = onta
@ Stejné tak u Frobeniovy normy: ||A — Apl|lr = \/0,21Jr1 + - 4ol

Pripominka

Frobeniova norma: )
2

AIF = [ D0 lay?

i=1 j=1
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K ¢emu to je?

@ Vypocet vlastnosti matic pres SVD
e hodnost,
e baze oboru hodnot a nulového prostoru,
e norma matice ||-[|,,

@ Aproximace matici nizsi hodnosti

@ Zpracovani signalu/obrazu

o komprese
e odstranéni sumu

Poznamka
Mrknéte na: Lec 29 | MIT 18.06 Linear Algebra, Spring 2005. J
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Zpracovani signalu/obrazu (ukradeno)

Criginal, rank=200 Rank=1

Rank=50
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Pouziti v information retrieval

@ M. W. Berry, S.T. Dumais, G.W. O'Brien.
Using linear algebra for intelligent information retrieval.
Siam Review, 37(4): 583-595, 1995.

Hledame v repozitafi dokument tykajici se urcitého tématu.

dokument = vektor (fadek matice) Cisel — kazda dimenze je jedno mozné

slovo.
Cisla: slovo neni pfitomno: 0
slovo je pfitomno: 1 nebo pocet nebo frekvence.

repozitai = matice (dokumenty x slova)
problém: pFilis mnoho sloupcti (100 000+)
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Vyhledavani informaci (latent semantic indexing)

Zakladni problém: je zadan dotaz: slova k vyhledavani
@ najdi viechny dokumenty, ktery je obsahuje
@ najdi dokumenty, které se jich obsahové tykaji.
o dokumenty setfid podle dulezitosti
dotaz = kratky pseudodokument obsahujici pouze vyhledavana slova; tedy
miize byt popsan timtéz vektorem
cil = najdi radky matice, které jsou podobné
podobnost: kosinova podobnost
@ vektory jsou blizké, pokud ukazuji na stejné misto

o euklidovska vzdalenost neni dobra (dokument je vzdy velmi maly)
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Vyhledavani informaci (latent semantic indexing)

Nékolik problémi:
e prilis mnoho dimenzi (moznych slov 100000+)
e homonyma (bear — medvéd, nosit)
@ synonyma (car, automobile)
Lepsi je namisto matice A pouzit matici U z SVD rozkladu A = UXV
ofezanou na néjaké vhodné k, napf k kolem 10000.
Vyhody:
@ eliminace velké casti redundance
@ synonyma budou blizko sebe v transformovaném prostoru

@ homonyma budou umisténa v oblasti mezi svymi vyznamy (blize k
tomu Castéjsimu)
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Dokonce mize byt pouzito k vyhledavani napfic jazyky (vyhledavané slovo
je v jiném jazyce nez nalezené dokumenty).
@ S.T.Dumais, T.A. Letsche, M.L. Littman, T.K. Landauer.

Automatic cross-language retrieval using Latent Semantic Indexing.

In AAAI-97 Spring Symposium Series: Cross-Language Text and
Speech Retrieval, pages 18-24, 1997.
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Hodnoceni objektii a atributdl podle zajimavosti

Po ofiznuti je jen k smérii, kterymi mazou vektory ukazovat a byt
ortogonalni.

vektory které jsou u stredu:
@ jsou podobné s mnoha jinymi objekty
@ jsou odlisné od mnoha jinych objekti

Objekty které skonci daleko od stfedu jsou zajimavé.
Napfiklad: matice dokumenty x slova

@ dokumenty pouzivajici b&zna slova béznym zpiisobem budou
nezajimavé,

@ dokumenty pouzivajici pouze vzacna slova budou nezajimave.

Pouziti:

[@ D.B. Skillicorn.

Beyond keyword filtering for message and conversation detection.
In IEEE Int. Conf. on Intelligence and Security Informatics (1S512005),
pages 231-243. Spriger-Verlag LNCS 3495, May 2005

Jan Koneény KMI/ASL1 — Algoritmy a slozitost 1 5. prosince 2013 22 / 56



kolaborativni filtrovani (collaborative filtering)

Doporucovaci systémy: pouzivaji informace o objektech a jejich
vlastnostech, aby predvidaly nové vlastnosti.

Napfiklad: Amazon, Youtube

nékolik zptisobi, jak to vytvorit: obsahové doporucovani (content
recommender) X kolaborativni filtrovani
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obsahové doporucovani (content recommender) X
kolaborativni filtrovani

content recommender

@ kazdy produkt ma seznam vlastnosti

@ zakaznik ma seznam vlastnosti, ktery vznika slitim vlastnosti produktd,
které koupil.

@ doporucovany produkt pak bude ten, jehoz seznam vlastnosti se bude
shodovat se seznamem vlastnosti zakaznika.
nevyhody:
o vlastnosti produktu musi urcovat Elovék

@ nijak neni vyuzivano informace, jak nakupovali ostatni zakaznici
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kolaborativni filtrovani

v nejjednodussi formé:
matice zakaznici x produkty, O nekoupil, 1 koupil. (nebo tfeba hodnoceni
1-10, jak se mu to libilo)

méli bychom najit podobné fadky a doporucit produkty které nejsou
v fadku aktuaniho zakaznika, ale jsou v téch podobnych.

nékolik problému s touto jednoduchou formou:

matice)
@ prilis mnoho knih k doporuceni, neni zjevné jak vybrat nejlepsi

@ ,homonyma“ a ,;synonyma“
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kolaborativni filtrovani

Zlepseni pomoci SVD (hledani v U):
@ lidé nenakupuji ndhodné&, maji preference — daji se ocekavat faktory.
@ po ofiznuti mensi dimenzionalita.

(maly) problém: pracujeme ted s matici zakaznici x faktory ...
Mtizeme napfriklad:

@ posunout nalezeny nejblizsi radek smérem k zakaznikové

@ takto upravény rfadek zobrazit zpét do prostoru produktil
(vynasobenim maticemi ¥ a V).

@ doporucit ty produkty, kde doslo k nejvétsimu zvyseni

Miizeme uvazovat (podporovat) pouze ,zajimavé” zakazniky.
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kolaborativni filtrovani

Rozsifeni SVD: PDDP
Principal Direction Divisive Partitioning pouziva SVD vytvoreni
rozhodovaciho stromu:

@ Vypocti SVD, uvazuj smér prvniho singularniho vektoru

@ Rozdél objekty podle jejich pozice vzhledem k tomuto vektoru.
Vysledné 2 ¢asti fadky pavodni matice jsou oddéleny.
@ Rekurzivné zpracuj ty 2 casti.

Vysledkem je binarni strom, ktery déli data zptisobem, ktery odrazi jejich
dilezitost.

www.cs.umn.edu/ boley/Distribution/PDDP.html
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Vypocet SVD

Jan Konecny
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Householderova bidiagonalizace

Predpokladejme, ze matice A je m x n a m > n. Prvni krok ve vypoctu
SVD matice A je zredukovat ji na horni bidiagonalni matici pomoci
Householderovych transformaci zleva a zprava:

ar By

az [

A:H(ﬁ)WT, B = -
Qp—1 Bn—l
Qp

@ protoze singularni hodnoty matice A odpovidaji odmocninam vlastnich
hodnot matice AT A.

@ nejdfiv pomoci podobnostnich transformaci matice A sestrojime B,
ktera je bidiagonalni.

o vlastni hodnoty A” A jsou pocitany jako jako vlastni hodnoty BT B (je
tridiagonalni).

@ vypocet vlastnich hodnot tridiagonalni matice je snaZzsi.
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Householderova transformace (téz Householderiv reflektor)
Véta

Necht Z, 7 jsou stejné velké vektory. Existuje matice H, t.72. HY = i a

H=1- 2w’
kde oL
T—y
w=-—-7—.
17 — gl

Matice ve tvaru H = I — 2w’ , kde 1 je vektor takovy, Ze ||wl|, = 1.

Poznamka

Geometricky vektor H reprezentuje zrcadlovy odraz vektoru Z vzhledem
k nadroviné kolmé k vektoru 0.

Householderova transformace je symetricka a ortogonalni. Takze mame

H=H"=H"
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Zpatky k bidiagonalizaci

Sestavime dvé konecné sekvence Householderovych transformaci:

H® =1 —2z®z®T =192 . n
Wk =1 —ogWgkT k=12 .. n-—2

(kde [|ZW| = [|7M]| = 1) tak, ze

ar B
ag P
H® . gW) A @)y an—1 fn-1
vV s - an
i w 0 - 0
0 e 0
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Poznamka
Kvili vlastnostem Householderovych transformaci mame

A:H(lg)WT a (lg):HAWT.

Pokud polozime A1) = A a definujeme:

Ak+3) — k) g(k) (k=1,2,...,n)
AGAD) _ Akt 5) (k) (k=1,2,...,n)
pak H®*) je uréeno tak, ze
1
AP =0 (i=k+1,...,m)
a W) tak, ze
a’,gjlzo (G=k+2,...,n)
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Protoze béhem této redukce pouzivame pouze ortogonalni transformace,

matice B (resp. ) ma tytéz singularni hodnoty jako A.

B
0
Necht o je singularni hodnota A se singularnimi vektory u a v, pak
Av = ou je ekvivalentni

(B )Ezaﬂ, =W, w=H"u

pak o
A=HUSVIWT,

takze U = HU,V = WV.
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llustrace Householderovy bidiagonilaéni procedury na malé
6 X 5 matici.

Nasobenim zleva dostavame

A0+ — g

X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
O OO OO *
LR SR CHEE CHEE G
* K K X XX
LR TR CHEE CHEE
LR TR CHEE R
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Nasledné dalsi rotaci zprava chceme dostat nulové prvky v prvnim (od
sloupce 3 po n). Abychom toho dosahli, zvolime:

55 o_(1 0
R SW (0 Z1>’

kde Z; je Householderova transformace. Protoze tato transformace neméni
elementy v prvnim sloupci, nuly, které jsme predtim dostali do prvniho
sloupce ztistanou. Vysledek prvniho kroku je

HTO AW D =

SO O OO X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
OO OO O X
L R R
* % % ¥ * O
* X X X %X O
* X x x % O
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@ Dostali jsme bidiagonalni matici B, kterd ma stejné singularni hodoty
jako A.

e Vime, Ze singularni hodnoty B jsou vlastni hodnoty BT B.
o BT B je tridiagonalni.

Nasleduje algoritmus pro vypocet vlastnich hodnot tridiagonalni matice.
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QR-algoritmus pro symetrickou tridiagonalni matici

Redukujeme tridiagonalni matici 7" na diagonalni matici
T'_)A:QTTQa Q:QIQQ"'a (2)

kde A = diag()\l, )\2, ce ;)\n)

Matice @); budou ortogonalni ale budou konstruovany pomoci rovinnych
rotaci.

Ale: neexistuje konecny algoritmus pro vypocet A.
Pocitame sekvenci matic.

TO = T7 E = Q?ﬂ—l@h 1= 1727"'7 (3)
tak, ze konvertuje na diagonalni matici

lim T; = A.

1—00
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Ukazeme na prikladech, ze konvergence je velmi rychla a v aritmetice
plovouci fadové Carky algoritmus dokonce muze byt povazovan za konecny.
Protoze vsechny transformace jsou podobnostni transformace, diagonalni
prvky matice A jsou vlastni hodnoty matice T.

Prvni verze QR-algoritmu pro symetrickou tridiagonalni matici 7' € R™*"™
(zjednoduseny MATLAB kéd).

for i=1:maxit % dolasné zjednoduSeni
mu=wilkshift(T(n-1:n,n-1:n));
[Q,R]=qr(T-mu*I)
T=R*Q+mu*I

end
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function mu=wilkshift(T);

% vypolti Wilkinsond@v posun

1 = eig(T);

if abs(1(1)-T(2,2))<abs(1(2)-T(2,2))
mu=1(1);

else
mu=1(2) ;

end

Vidime, ze je nejdfive vypocitana QR dekompozice posunuté matice
QR =T — ul a pak je posun pfidan zpét T := RQ + ul. Posun je ta

vlastni hodnota 2 x 2 submatice v pravém dolnim rohu, ktera je blize t,,,.

Tomuto se fika Wilkinsoniv posun.
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QR Algoritmus pro symetrickou tridiagnalni matici

Demonstrace
2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
T —
-1 2 -1
-1 2 -1
-1 2
Po aplikaci jedoho kroku dostavame:
T = 1.0000  0.7071 0 0 0 0
0.7071  2.0000 1.2247 0 0 0
0  1.2247  2.3333 -0.9428 0 0
0 0 -0.9428  1.6667  0.8660 0
0 0 0 0.8660  2.0000 -0.5000
0 0 0 0 -0.5000  3.0000
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QR Algoritmus pro symetrickou tridiagnalni matici

Po dalsich 3 krocich dostavame (zobrazen je jen pravy dolni roh 2 x 2)
2.36530292572181 -0.02609619264716
-0.02609619264716 3.24632297453998

2.59270689576885  0.00000366571479
0.00000366571479  3.24697960370634

2.77097818052654 .00000000000000
—-0.00000000000000  3.24697960371747

o

mimodiagonalni hodnoty jsou snulovany, miizeme posledni sloupec
odseknout a pokrazovat stejnym zpiisobem zbytkem matice.
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mimodiagonalni hodnoty jsou snulovany, miizeme posledni sloupec
odseknout a pokrazovat stejnym zpiisobem zbytkem matice.

0.4374 0.3176 0 0 0
0.3176 0.7961 -0.4395 0 0
0 -0.4395 1.3198 0.2922 0
0 0 0.2922 3.4288 0.5902
0 0 0 0.5902 2.7710

Opétné ...

3.74629910763238 -0.01184028941948
-0.01184028941948  2.44513898239641

3.68352336882524  0.00000009405188
0.00000009405188  2.44504186791263

3.54823766699472 0.00000000000000
-0.00000000000000 2.44504186791263
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Algoritmus pokracuje vypusténim této vlastni hodnoty a snizi dimenzi
zpracovavané matice o 1.

Predbézna implementace:

function [D,it] = qrtrid(T);
n=size(T,1); it=0;
for i=n:-1:3
while abs(T(i-1,1i)) > (abs(T(i,1i))+abs(T(i-1,i-1)))*C*eps
it=it+1;
mu=wilkshift(T(i-1:1,i-1:1));
[Q,R]=qr(T(1:i,1:1))-muxeye(i);
T=R*Q+mu*eye (i) ;
end
D(i)=T(i,i);
end
D(1:2)=eig(T(1:2,1:2))7;
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Pro submatici 7'(1 : 4,1 : i) je krok QR algoritmu provadén dokud neni
splnéna limitni podminka

tA_ .
—| i1l < Ce,
[ti1i-1] - [tiil

kde C' je mala konstanta a ¢ je jednotkové zaokrouhleni.

Poznamka

U skuteénych algoritmi je limitni podminka o néco komplikovanéjsi. Navic,
kontroluji se vdechny mimodiagonalni hodnoty. Pokud je néktera z nich
blizka 0, matice se rozdéli na submatice a pokracuje se ve vypoctu nad
kazdou z nich zvlast.
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o Je neefektivni pocitat QR dekompozici klasickym algorimtem, ktery je
zalozeny na Householderovém algoritmu.

@ Namisto toho by dekompozice méla byt pocitana pomocin — 1
rovinnych rotaci.
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Demonstrace: Prvni element pod diagonalou (shora) je snulovana rotaci
zleva, GT(T© — 71), pak je snulovan druhy subdiagonalni prvek,
GTGT (T —71).

Symbolicky,

X
X

X X X
X X X
X X X
X X X
o X
o X X
X X X 4+
X X X 4+
X X X
X X

X
X

Vznikaji nové nenulové elemety (oznacené +).
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Po n — 1 krocich dostaneme horni triangularni matici s tfemi nenulovymi
diagonalami.

X X +
0 x x +
—GT . GTTO — ) = 0 x>+
R=G,_,---G; (T 7I) 0 x x 4+
0 x X
0 x

Pak aplikujeme tyto rotace zprava, RG1 - - - Gy_1, tj. zaCindme rotaci
zahrnujici prvni dva sloupce. Pak pokracujeme rotaci druhého a tfetiho
sloupce. Vysledek po prvnich dvou krocich je

X X X
+ X X X
+ X X X
X X X
X X
X

Vidime, ze vzniklé nuly se zase systematicky zapliuji.
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Po n — 1 krocich dostavame

X X X
4+ X X X
1 — = ToX XX
T RG1G2 Gn_1+7'f + X x X
+ X X
+ X

Udélali jsme podobnostni transformaci s Q = G1G5--- G—1 a s pouzitim
R=Q"(T® — 1) mazeme psat

TW = RQ + 71 = Q¥(T© — 71)Q + 71 = QTTO)Q, (4)

takze vime, ze T je symetricka.
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Ukazali jsme nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni
QR krok pro tridiagonalni matici
QR=TW — I, T*D = RQ + i,
je podobnostni tranformace
T+ — QTR Q.

a tridiagonalni struktura je zachovana. Transformace miize byt vypoctena
pomoci rotaci béhem O(n) operaci v plovouci Fadové Earce.

@ Pouzivani posunil je nutné, aby byl tento algoritmus efektivni. Pokud
by posuny nebyly délany, algoritmus by konvergoval velmi pomalu
(zhruba tak, jako mocninna metoda).

o Naopak se da ukazat, ze QR algoritmus ma velice rychlou konvergenci
(nebudeme dokazovat).



QR-algoritmus pro tridiagonalni matici s implicitnimi posuny

@ Posuny mohou byt provadény impliciné.

@ Tato varianta je zalozena na tzv. implicit Q theorem, ktery je zde
popsan v lehce zjednodusené podobé:

Véta

Necht' A je symetrickd matice a ), V' jsou ortogonalni matice, tak Ze
QTAQ a VT AV jsou tridiagonalni. Pak, pokud prvni sloupce Q a 'V jsou
stejné, q1 = vy, pak plati ¢; = tv;, i =2,3,...,n.

Tedy, pokud uréime a aplikujeme prvni transformaci v QR rozkladu T" — ul,
a pokud zkonstruujeme zbytek transformaci tak, ze nakonec dostaneme
tridiagonalni matici, tak jsme provedli QR krok jako v Tvrzeni.
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Tato procedura je implementovana nasledovné:
Urceme prvni rotaci tak, aby

(o) 7)=(

Cc S
—S C

X
0

Definujeme

a aplikujeme tuto rotaci na T.

Jan Koneény KMI/ASL1 — Algoritmy a slozitost 1

5. prosince 2013

(5)

51 / 56



Nasobeni zleva GTT uvede novy nenulovy prvek na prvnim fadku a novy
nenulovy prvek se také (symetricky) objevi v prvnim sloupci pri nasobeni
zprava:

X X 4+
X X X
ciTG = |~ * ,

X X X
X X X

X
X
kde 4 predstavuje novy nenulovy pohyb. Dale uréime rotaci v (2,3)-roving,

ktera zrusi ty nové nenulové prvky a soucasné uvede nové nenulové prvky
nize:

o X X

GITGTTG,Gy =

4+ X X X
X X X O
X X X 4+

X X X
X X
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Timto zplisobem ,,zeneme" nenulové prvky dolii, dokud nedostavame:

X
X

X X X
X X X
X X X X
X X X
X X X

Pak se nenulovych prvku, které jsou mimo diagonaly, finalni rotaci zbavime
aplné a dostaneme opét tridiagonalni formu.

Vsimnéte si, ze posun jsme pouzili pouze pfi prvni rotaci:

Rotace byly aplikovany na neposunutou tridiagonalni matici.

Z Véty vyplyva, ze tento postup je ekvivalentni QR kroku tak, jak je
definovan v Tvrzeni.
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Vlypocet vlastnich hodnot BT B bez explicitniho vypoctu
BTB

a1 P
az o

Qp—1 Bn—l
Qp,

Wilkinsontiv posun 7 (ekvivalentni posunu u BT B)
Tedy jakov vlastni hodnota matice

( 0‘%—1 + /87%_1 an—lﬁn )

an—15n a% + /BEL

ktera je blize k a2 + (2.
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Vypocitame matici rotace 01, tak aby

() ()= (6)

a vypocitame B(@).
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Dostaneme néco takového:

BQ =

@ potfebujeme snulovat *,
@ chceme najit P a G tak, aby P»(B@Q1)Q2 je bidiagonalni a
Q261 = €.

Zbytek jasny...
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