Rozklad na singularni hodnoty (SVD; Singular
values decomposition)

Text pojednavé o rozkladu na singuldrni hodnoty (SVD), popisuje matema-
tické vlastnosti rozkladu, popis algoritmu, ktery se pouziva pro vypocet SVD,
a aplikace SVD. Text ¢erpa z [?].Text je uréen pro studenty kurzu KMI/ALS1.

1 Rozklad

Tato ¢dst rozebira vlastnosti SVD; predevsim to, ze SVD rozklad existuje pro
kazdou matici (véta 1.2).
Budeme potiebovat nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 1.1. Pro matici Q; € R™** s ortonormdinimi sloupci existuje matice
Qo € R™(m=K) tak 3¢ Q = Q1 - Q2 je ortogondlni matice.

Tvrzeni 1.1 k&, ze ortonormalni baze podprostoru prostoru R”™ muze byt
rozsifena na ortonormaln{ bazi celého prostoru. Toto tvrzeni je znamy vysledek
z linearni algebry.

Doplnéni 1. 2-norma matice:

[ Az
]l

= (AT —.
HAH2 - 1??5)(71)\’(14 7A) - Umax(A)

Véta 1.2. Jakdkoli m x n matice A s m > n muze bijt rozloZena na

AzU(%)VT, (1)

kde U € R™*™ ¢ V € R™™ jsou ortogondlni a 2 € R™*" je diagondinid

| All, = max

¥ = diag(o1,09,...,0n),

01209220, 20.



Dukaz. Predpoklad m > n neni nijak omezujici: v opactném piipadé lze vétu
aplikovat na AT
Uvazujme maximaliza¢ni problém

SHP|\z||2:1||A17||2

Protoze hleddme supremum spojité funkce nad uzavienou mnozinou, je to-
hoto suprema dosazeno pro néjaky vektor z. Polozme Az = o1y, kde |ly|l, =1
a 01 = ||Al|, (podle definice).

Podle Tvrzeni 1.1 muzeme zkonstruovat ortogonalni matice

1= (y72) c RmeJ/Vl _ (sz) c RmX™

Pak
T Aaw
zTaw, = 70 L0020
protoze yl Ax = o1 a Z Az = 0172Ty =0.
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Ale ||141H22 = HZ{AW1H22 = 0. Takze musf platit w = 0. A tedy jsme
provedli jeden krok v diagonalizaci A. Dukaz je pak dokoncen indukei:
Predpokladejme, ze

B:ZQ( 202 W2> ¥y = diag(os, . .., 00).

Pak mame

o1 0 1 0 o1 0 1 0
A:Z1(01 B>W1T:Z1<O ZQ>(01 22)(0 W2T>W1T.

Definujeme U, X,V jako

1 0 0 1 0
UZl(O Zz>7 E(%l Z2>’ VWl(O WQT)

Véta je timto dokazana. O

Sloupce U a V' se nazyvaji singularni vektory, diagonalni prvky o; matice
3} se nazyvaji singularni hodnoty.



1.1 SVD symbolicky

Matici U muzeme vertikdlné rozseknout na m x n matici Uy a m x (m —n)
matici Us.

——n—m-n

Pii ndsobeni UX se hodnoty z Us ndsobi pouze nulami. Muzeme tedy psat:

n n




2 Vypocet SVD

Vypocet SVD se obvykle déje v nékolika krocich, které jsou popsény v této sekci.

2.1 Householderova bidiagonalizace

Predpokladejme, ze matice A je m x n a m > n. Prvni krok ve vypoctu SVD
matice A je zredukovat ji na horni bidiagonalni matici pomoci Householderovych
transformaci zleva a zprava:

a1 B
as o
B T
A:H(O>W, B= NG
Qp—1 anl
an,

Toto se déld, protoze singuldrni hodnoty matice A odpovidaji odmocnindm
vlastnich hodnot matice AT A. My nejiiv podobnostnich transformaci matice A
sestrojime B, kterd je bidiagonalni. Vlastni hodnoty AT A jsou pocitany jako
jako vlastni hodnoty BT B, ktera je tridiagonalni. Vypocet vlastnich hodnot
tridiagonalni matice je snazsi.

Doplnéni 2. Householderova transformace (téZ Householderav reflek-
tor): Matice ve tvaru H = I —2ww”, kde w je vektor takovy, ze |w|, = 1. Geo-
metricky vektor Hx reprezentugje zrcadlovy odraz vektoru x vzhledem k nadroviné
kolmé k vektoru w. Householderova transformace je symetrickd a ortogondlni.
TakzZe mdme

H=H"=H""

Sestavime dvé konecné sekvence Householderovych transformaci:

HE — 1 _9pk W g _ 1,2,...,n (3)
Wk — [ _9y®y®T g0 9 (4)

(kde 20T z®) = y®Ty®) = 1) tak, e

a; B
az P
H™ .. gO Aw® .. op(n—2) — -1 Pn-1
Olpy,
H wT 0 0
0 . 0



Poznamka: Kvuli vlastnostem Householderovych transformaci mame

A:H(B)WTa (B):HMW.
0 0
Pokud polozime A1) = A a definujeme:
Ak+3) — (k) g (k) (k=1,2,...,n)
A+D) _ Akt 3) (k) (k=1,2,...,n)

pak H®) je urceno tak, ze

1
AP =0 (i=k+1,...,m)

a W) tak, ze
aft=0 (j=k+2,...,n)
Protoze béhem této redukce pouzivame pouze ortogondlni transformace, ma-

tice B (resp. < B ) ma tytéz singuldrni hodnoty jako A. Necht o je singuldrn{

0
hodnota A se singuldrnimi vektory u a v. Pak Av = ou je ekvivalentni

( ]‘3 >v:au, v=WTv, u=HTu

podle (3) a (4).
Takze, pokud mame SVD

B\ _ ispT
( O>U2V,

A=HUSVTWT,

pak

takze U = HU,V = WV.

Je zjevné, ze matice BT B je tridiagonélni a symetrickd. Vhodnou metodou
pro vypocet singuldrnich hodnot B je tridiagonédlni QR algoritmus s implicitnimi
posuny aplikovanou na matici BT B bez toho, aby byla explicitné vypocitina.

Tlustrace Householderovy bidiagonila¢ni procedury na malé 6 x 5 matici.
Nésobenim zleva dostavame

AQ+3) — gTQ)

X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
|
OO O OO %
¥ X X X ¥x ¥
O
L O
L O



Nasledné dalsi rotaci zprava chceme dostat nulové prvky v prvnim (od sloupce
3 po n). Abychom toho dosahli, zvolime:

1 0
5x5 (1) _
R S WY = ( 0 Z CC) )

kde Z; je Householderova transformace. Protoze tato transformace neméni ele-
menty v prvnim sloupci, nuly, které jsme predtim dostali do prvniho sloupce
zustanou. Vysledek prvniho kroku je

HTO A — w = = A®),

O O O o o X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
S o oo oX
EE I CHE SR
* X X X x O
* X X X x O
¥ ¥ ¥ % % O

Pokracujeme analogickym zpusobem.

2.2 QR-algoritmus pro symetrickou tridiagonalni matici

Redukujeme matici T na diagonalni matici

T’_)AQTTQ7 Q = QlQQ"' ) (5)

kde A = diag(A1, A2,...,A,). Matice @; budou ortogonalni ale budou kon-
struovany pomoci rovinnych rotaci. OvSem neexistuje konecny algoritmus pro
vypocet A. Poéitame sekvenci matic.

To:=T, Ti=QITi1Qi, i=12,..., (6)

tak, ze konvertuje na diagonalni matici

1— 00
Ukazeme na piikladech, ze konvergence je velmi rychld a v aritmetice plo-
vouci fddové carky algoritmus dokonce muze byt povazovan za koneény. Protoze
vsechny transformace (6) jsou podobnostni transformace, diagonaln{ prvky ma-
tice A jsou vlastni hodnoty matice T

Prvni verze QR~algoritmu pro symetrickou tridiagondlni matici 7' € R™*"
(zjednoduseny MATLAB kéd).

for i=1:maxit % dotasné zjednoduseni
mu=wilkshift(T(n-1:n,n-1:n));
[Q,R]1=qr (T-mux*I)
T=R*Q+mu*I

end



function mu=wilkshift(T);

% vypocti Wilkinsoniv posun

1 = eig(T);

if abs(1(1)-T(2,2))<abs(1(2)-T(2,2))
mu=1(1);

else
mu=1(2) ;

end

Vidime, zZe je nejdiive vypocitana QR dekompozice posunuté matice QR =
T — ul a pak je posun pfidan zpét T := RQ + pl. Posun je ta vlastni hod-
nota 2 x 2 submatice v pravém dolnim rohu, ktera je blize t,,. Tomuto se Fika
Wilkinsoniv posun.

Demonstrace

TODO 1. demonstrace

Algoritmus pokracuje vypusténim této vlastni hodnoty hodnoty a snizi di-
menzi zpracovavané matice o 1. Pfedbéznd implementace algoritmu je popsana
nize.
function [D,it] = qrtrid(T);

%Vypotitej vlastni hodnoty pro symetrickou tridiagondlni
#Matici pouZzitim QR algoritmu s explicitnimi Wilkinsonovymi posuny
n=size(T,1); it=0;

for i=n:-1:3

while abs(T(i-1,i)) > (abs(T(i,i))+abs(T(i-1,i-1)))*C*eps
it=it+1;
mu=wilkshift (T(i-1:i,i-1:1i));
[Q,Rl1=qr(T(i:i,i:i))-mu*eye(i);
T=R*Q+muxeye (i) ;
end
D(i)=T(i,1);
end
D(1:2)=eig(T(1:2,1:2))7;

Pro submatici T(i : i,i : i) je krok QR algoritmu provadén dokud neni
splnéna limitni podminka

[tiz1,
I L CM?
tio1,i-1] - [til

kde C' je mala konstanta a u je jednotkové zaokrouhleni.



Poznamka 1. U skutecnijch algoritmi je limitni podminka o néco kompliko-
vanéjsi. Navic, kontroluji se vSechny mimodiagondlni hodnoty. Pokud je nékterd
z nich blizkd 0, matice se rozdéli na submatice a pokracuje se ve vypoctu nad
kazdou z nich zvldst.

Je sammoziejmeé neefektivni pocitat QR dekompozici klasickym algorimtem,
ktery je zalozeny na Householderovém algoritmu. Na misto toho by dekompozice
méla byt pocitana pomoci n — 1 rotaci. Proceduru demonstrujeme na piikladu
s tridiagonalni 6 x 6 matici 7' = T(®). Prvni element pod diagondlou (shora)
je snulovéna rotaci zleva, GT(T®) — 1), pak je snulovan druhy subdiagonaln{
prvek, G GT(T© — 7T). Symbolicky,

X X X X +
X X X 0 x x +
X X X 0 x x
4)
X X X X X X
X X X X X X
X X X X

Vznikaj{ nové nenulové elemety (oznacené +). Po n—1 krocich dostaneme horn{
triangularni matici s tfemi nenulovymi diagonalami.

X X —+
0 x x +
R=GT ,..-GT(T©® —71) = 0 x
X X X
X X X
X X

Pak aplikujeme tyto rotace zprava, RGy - - - G,,_1, tj. za¢indme rotaci zahrnujici
prvni dva sloupce. Pak pokrac¢ujeme rotaci druhého a t¥etiho sloupce. Vysledek
po prvnich dvou krocich je

X X X
+ X X X
+ X X X
X X X
X X
X

Vidime, ze vzniklé nuly se zase systematicky zapliiuji. Po n—1 krocich dostavame

X
+

+ X X

T(l) =RG1Gy---Gp_1+7I =

+ X X X
+ X X X
+ X X X
X



Udélali jsme podobnostni transformaci s Q = G1Gs---G,_1 a s pouzitim
R =Q"(T® — 7I) mizeme psét

TW = RQ + 71 = QT(T® — +1)Q + 7T = QTT©Q, (7)

takze vime, ze T™ je symetrické.

X X
X X X
T(l) _ X X X
X X X
X X X
X X

Ukazali jsme nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.1. QR krok pro tridiagondlni matici
QR=T" — 1, T* = RQ + 1,
je tranformace podobnosti
T+ — QTR Q,

a tridiagondlni struktura je zachovdna. Transformace muze bijt vypoctena pomoci
rotact behem O(n) operaci v plovouct Fddové édree.

Z (7) by se mohlo zdét, ze ty posuny nehrajou zadnou vyznamnou roli.
Naopak, pouzivani posunt je nutné, aby byl tento algoritmus efektivni. Pokud
by posuny nebyly déldny, algoritmus by konvergoval velmi pomalu (zhruba tak,
jako mocninng metoda). Naopak se dd ukdzat, ze QR algoritmus mé velice
rychlou konvergenci (nebudeme dokazovat).

Véta 2.2. Symetricky QR algoritmus s Wilkinsonovymi posuny konverguje ku-
bicky k rozkladu na vlastni hodnoty.

2.3 QR-algoritmus pro tridiagonalni matici s implicitnimi
posuny

Dilezité hledisko na QR algoritmu je, ze posuny mohou byt provadény impliciné.
Tato varianta je zalozend na tzv. implicit Q) theorem, ktery je zde popsan v lehce
zjednodusené podobé.

Véta 2.3. Necht A je symetrickd matice a Q, V jsou ortogondlni matice, tak Ze
QTAQ a VT AV jsou tridiagondlni. Pak, pokud pruni sloupce Q a'V jsou stejné,
q1 = v1, pak plati q; = tv;, 1 =2,3,...,n.

Dusledek této véty je, ze pokud uréime a aplikujeme prvni transformaci v QR
rozkladu T — pl, a pokud zkonstruujeme zbytek transformaci tak, ze nakonec



dostaneme tridiagonalni matici, tak jsme provedli QR krok jako v Tvrzeni 2.1.
Tato procedura je implementovana nésledovné:
Urceme prvni rotaci tak, aby
X
5 ) ®

Definujeme

1

a aplikujeme tuto rotaci na 7. Ndsobeni zleva GT T uvede novy nenulovy prvek
na prvnim fadku a novy nenulovy prvek se také (symetricky) objevi v prvnim
sloupci pri nasobeni zprava:

X X +
X X X
4+ X X X
GTra, = ,
X X X
X X X

kde + predstavuje novy nenulovy pohyb. Déale uré¢ime rotaci v (2,3)-roviné, kterd
zru$i ty nové nenulové prvky a soucasné uvede nové nenulové prvky nize:

x x 0
X X X +
0 x x X
GQTGfTGlGQ: L% ox x
X X X
X X

Timto zpusobem ,zeneme“ nenulové prvky doli, dokud nedostéavame:

X X
X X X
0 x x x
X X X X
X X X
X X X

Pak se nenulovych prvku, které jsou mimo diagondly, findlni rotaci zbavime
uiplné a dostaneme opét tridiagonalni formu.

Vsimnéte si, ze posun jsme pouzili pouze pii prvni rotaci. Rotace byly apli-
kovany na neposunutou tridiagonalni matici. Z Véty 2.3 vyplyva, ze tento postup
je ekvivalentni QR kroku tak, jak je definovan v Tvrzeni 2.1.
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