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Doplneni:
., TS zastavi pro w" — znamend, ze TS slovo w pfijme nebo zamitne; prosté
necykili.

. IS T bere na vstup slova ve tvaru x." — znamend, ze stroj zamita vSechna slova,
ktera v tomto tvaru nejsou. Vzdycky ptijde o jednoduchy tvar (k otestovani staci
KA).

Dnes:

@ programovaci techniky (koneéné hodnotové proménné, modularita, vice stop
na jedné pasce)

@ TS s omezenimi a TS s rozsifenimi (stroj s unikatnimi koncovymi
konfiguracemi, TS ktery se nepokusi pfejet levy okraj pasky, TS nikdy
nezapisuje _)

@ Varianty TS (stroj s vice paskami, stroj s oboustranné nekoneénou paskou,
nedeterminismus)

@ Univerzalni TS,

@ enumerator, linedrné ohraniceny automat (LBA).
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Hned po ranu Konecny cosi chce.

Zaénéme 'minicvicenim':
Navrhnéte TS, ktery pfijima jazyk palindrom@ nad abecedou 0,1 (= slova, ktera

se Ctou zepredu stejné jako zezadu:
£,0,1,00, 11,000, 010,101, 111,0000,0110, 1001, 1111, ...)
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Programovaci techniky — konecné hodnotové proménné
Stavy mizeme pouzivat k zapamatovani si konecné mnoha hodnot:

{0,1}, R

{07 1}’ >’<7R
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Totéz s pouzitim kone€né hodnotové proménné a.

Toto ukazuje zakladni myslenku pouziti kone¢né hodnotovych proménnych v TS.

Jan Konecny Varianty TS 1. rijna 2013 5/ 44



Stroj z PREDNASKY 1

{0,1},% R

@)
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Jaktoze si to mizu dovolit:
V tomto pfipadé staci uvazovat, Ze mnozina stavil je

Q= {QO7--~7Qn} X {0,1}

(porad je to konecné mnozstvi).
a nasledné uvazovat, Ze napfiklad hrana

@ {0,1}, 2, R, [a == %]

znamena

...z tohoto uz jde snadno vytvorit obecny pripad.
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Zajimavéjsi priklad:
TS rozpoznavajici jazyk L nad {0,1,2}, t.z.

ecel,
@ abwc € L, pokud c=a+b mod 3 aw € ¥*.

r,z,R

{O’ ]') 2}) *7L

@

R[a = *] {0’ 1,2},*,R “ L

{0,1,2},x

U

a2
{0,1,2}, 2, Rla := a + * mod 3] N

- H7L
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Obecné miizeme uvazovat TS s libovolnym konec¢nym mnozstvim konecné
hodnotovych proménnych.

Mazeme tedy uvazovat, ze kdyz mame mnozinu Q. 'kontrolnich stavid’, kone¢né
mnoho proménnych Ay, ..., A, a k nim pfislusné kone¢né domény D ..., D,, je
mnozina stavii TS Q. x D1 X --- x D,,.
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Programovaci techniky TS: Modularita, procedury

TS mohou byt vyuzity jako moduly v dalsich TS.
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Programovaci techniky: Vice stop na jedné pasce

Uvazujme prvky mnoziny I" jako prvky kartézského soucinu I'y x --- x ', kde T;
jsou abecedy. Prechodovou funkci § pak miizeme uvazovat jako funkci

Qx Ty x---xIy,) = Qx (I x---xTy) x{L,R}

Kazdé policko pasky Turingova stroje tak obsahuje n-tici prvka z (I'y x -+ x I'y,).
Mazeme ji tedy chapat jako pasku, ktera se sklada z n stop; pokud je na poli¢ku
pasky zapsana n-tice (z1,...,%;,...,&,), fikdme, ze na i-té stopé je zapsan
symbol z;.

Mluvime pak o Turingové stroji s vicestopou paskou (resp. pfesnéji o Turingové
stroji s n-stopou paskou).

Priklad uvidime pozdgji v této lekci.
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Turingovy stroje s omezenimi
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Ekvivalence TS

Definice

Dva TS T a S nazveme ekvivalentni pokud pro kazdé slovo w
o T prijima w p.k. S pFijima w;
o T zamitd w p.k. S zamita w;

o (T cykli pro w p.k. S cykli pro w).

Ukazeme, ke kazdému TS existuje ekvivalentni
o TS, ktery se nikdy nepokusi prejet levy okraj pasky,
o TS, ktery nikdy nezapiSe na pasku _,
o TS, ktery po sobé uklizi.
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TS, ktery se nikdy nepokusi prejet levy okraj pasky

TS

Y
Lidnfplufe] ]

Definice

Turingovym strojem, ktery se nikdy nepokusi prejet levy okraj pasky, rozumime
TS, u kterého pfi vypoctu nad jakymkoli slovem nedojde k tomu ze,

@ je v konfiguraci (g, aw,0),
@ existuje prechod d(q,a) = (¢',b, L).

Tedy nikdy nenastane situace, kdy by byla hlava nad nejlevéjsim polickem pasky a
pfechodova fuknce by urcovala pohyb vlevo.
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Véta
Ke kazdému TS T existuje ekvivalentni TS T, ktery se pfi vypoctu nikdy
nepokusi prejet levy okraj pasky.

Idea dikazu.

Nedeive kTST=(Q,%,T,6,q0,q+,q—) zkonstruujeme ekvivalentni TS
=(Q,XuU{},T'U {D} dx,q0,9+,q—), ktery se nikdy nepokusi prejet levy
okraJ pasky, ale na vstup bere jen slova ve specialnim tvaru.

Uvazujme, ze vSechna vstupni slova pro X’ jsou ve tvaru bw, kde w € ¥* > ¢ 3.
, 4R okud a = «,
5X ((17 ) = (q ) ) p ; -
0(q,a) v ostatnich pripadech,
pro viechna (¢,a) € Q@ x ' U {p}.

Zjevné X' se nikdy nepokusi prejet levy okraj pasky, protoze na nejlevéjsim
policku je vzdy 1>, nikdy to neni prepsano, a hlava se pri ¢teni tohoto symbolu
miize pohnout jen doprava. O

S ] < E— N Y S



|dea dtikazu (pokracovani).

Mame tedy X a taky zname stroj vycislujici pridani pocatecni nuly (z prvni
prednasky). Oznacme jeho lehkou Gpravu Y.
{0,1},x, R

0 1
LT,R o
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|dea ditkazu (pokracovani).

Vsimnéte si, ze Y se také nikdy nepokusi prejet levy okraj pasky.

T’ sestrojime jako kombinaci X a Y:

|~ ano

— Y X

Zjevné tento stroj T” bude pfijimat tentyz jazyk jako T, a je jisté, Ze se nikdy
nepokusi prekroCit levy okraj pasky.

Proc je to dilezité: zjednoduseni definice kroku vypoctu; neni potfeba zvlast
fesit, co se déje, kdyz je hlava nad nejlevéjsim polickem pasky a ma se pohnout
doleva.

(viz nasledujici slajd)
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Definice

Krok vypoctu TS je definovan jako binarni relace na mnoziné konfiguraci: Necht
(g,a1 . ..an,1) je takova konfigurace T', kde

q # q+,n € Ny, aqg,...,a, €T, < n.

(a) Je-lil<i<mnad(ga)=(¢,b,L), pak

(q,a0,...an,i) F (¢ a0...a;—1bajt1 ...an,i—1).
(b) Je-li 6(q,a0) = (¢',b,L), pak
(g,a0-..a,,0)F (¢',bay ...an,0).

(c) Je-li 6(q,a;) = (¢',b,R), pak

(g,a0...an,i) F (¢ a0...ai—1baji1...an,i+1).
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Definice (zjednodusena)

Krok vypoctu TS je definovan jako binarni relace na mnoziné konfiguraci: Necht
(¢,a1...an,1) je takova konfigurace T, kde ¢ # q+,n € Ny, aq,...,a, € T,i < n.

(q,a0,...an,i) F (¢ a9...a;_1bajy1 ...an,i+d),

pokud 6(q,a;) = (¢/,b,D), kde d = -1 pro D=L, d = +1 pro D = R.

Dilezita vec: funkce f, ktera provadi transformaci [T] — [T”] popsanou
v predchozi idei dikazu je vycislitelna.
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TS, ktery nikdy nezapiSe na pasku _

Turingovym strojem, ktery nikdy nezapiSe na pasku _ rozumime TS, ktery nema

zadny prechod ve tvaru
@)
[R2) D

O—
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Véta
Ke kazdému TS T existuje ekvivalentni TS T’, ktery nikdy nezapise na pasku _.

v

Idea diikazu.

K TS T sestrojime T" tak, ze do paskové abecedy I" pfidame Z, a upravime
prechodovou funkci tak, ze kazdy prechod ve tvaru:

6(¢,a) = (¢', ., D)

nahradime prechodem
6(q’ a) = (qu:’ D)'

Poté, ke kazdému prechodu ve tvaru

(q,.) = (¢',b,D)
vytvofime novy prechod
d(¢,2) = (¢',b, D).

Vysledny TS nikdy nebude zapisovat _; misto néj zapisuje na pasku Z, ktery ma
stejny vyznam. ]

v
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Proc je to dilezité? Prazdny symbol odted bude reprezentovat pfiznak zacatku
dosud nepouzité Easti pasky.

Dilezita vec (opet): funkce f, ktera provadi transformaci [T'] — [T”] popsanou
v predchozi idei dikazu je vycislitelna.
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Turingdv stroj, , ktery po sobé uklizi”

Véta

Ke kazdému TS T existuje TS T, ktery zastavi pouze v konfiguraci (¢4, e, 0)
nebo (q_,¢,0).

Idea diikazu.

K TS T sestavime nejdrive stroj .S, ktery se nikdy nepokusi prejet levy okraj pasky
a ktery nikdy nezapise na pasku _. U TS S miizeme snadno detekovat zacatek
pasky podle zarazky > a konec pouzitého aseku pasky _. TS S zkombinujeme

s procedurami M a M_, které provedou mazani (tj. dojede na konec
nepouzitého Gseku pasky, pak jede doleva a vse prepisuje prazdnymi symboly _,
dokud nenarazi na _, ten smaze a zastavi v ¢4 (resp. v g_). O]

vy

Proc je to dilezité? Odted mazeme uvaZzovat ze existuje nejvyse jedna
prijimajici konfigurace a nejvyse jedna zamitajici konfigurace, do které se TS miize
béhem vypoctu dostat.
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TS s rozsirenimi
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Varianty TS: TS s instrukci stop

Definice

Turingiv stroj s instrukci stop je struktura (@, >, T, , qo, ¢+, q—) dana:
@ neprazdnou konecnou mnozinou stavi @,
@ vstupni abecedou ¥, t.z. _ ¢ %,
© paskovou abecedouI', t.z. X C T, _eT,
@ prechodovou funkci § : Q@ xT' — Q x T' x {L, S, R},
@ pocatecnim stavem ¢y € Q,
@ pfijimacim stavem ¢, € Q
@ zamitacim stavem q_ € Q. g+ # q—.

Poznamka

Odpovidajicim zptisobem se upravi definice kroku vypoctu, vlastné se prida bod
(d) Je-li 6(g, ai) = (d',,8), pak

(q,a0...an, 1) F (¢ a0...a;—1ba;y1 ... an, ).

v
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Varianty TS: TS s instrukci stop

Véta
Ke kazdému TS T s instrukci STOP existuje ekvivalentni (klasicky) TS T".

Dtikaz.

Ke kazdému TS M s instrukci STOP existuje ekvivalentni TS M’ (bez STOP):
Pro M =(Q,%,T,0,q0,q+,q—) sestavime M' =(Q’, %, T,6,q0,q+,q9-), t.z.

={¢.d1q¢€Q}
x,y,S
q
@xy,Rm**LO
() ()

Ke kazdému TS M’ (bez STOP) existuje ekvivalentni TS M s instrukci STOP:
trivialni. O

vy
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Varianty TS: TS s oboustranné nekonecnou paskou

TS

Y
colefidnfplufe]- ]

Poznamka

Definice TS s oboustranné nekonecnou paskou, jakozto struktury
(Q,%,T,6,q0,q+,q-), je totozna s definici klasického TS; rozdil bude v definici
konfigurace (nevystacime si s (q,w,i) € @ x I'* x Ny) a vypoctu (neni zarazeni
o levy okraj).
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Konfigurace — pouzijeme alternativu z PREDNASKY 1:

Alternativné budeme konfiguraci zapisovat jako fetézec aq3 € T*QI'*.
Konfigurace aq3 pfestavuje status stroje, ktery ma na pasce zapsan
fetézec a3, hlava je nad prvnim symbolem retézce (3, fidici jednotka je
ve stavu q.

U TS s oboustranné nekonecnou paskou povazujeme aqf3 za totoznou s agf_
as _agpb.

Definice

Krok vypoctu TS (s oboustranné nekonecnou paskou) je definovan jako binarni
relace na mnoziné konfiguraci: Necht cagb je takova konfigurace T', kde
q 7é q:tvavﬁ S F*vaab €.

(a) Je-li 5(q7a) = (q’,x,L).
aaqbB F aq'ax.

(b) Je-li 6(q,a1) = (¢’,b,R), pak

aaqbB F aazq' .
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Véta
Ke kazdému TS T s oboustranné nekonecnou paskou existuje ekvivalentni TS T’
(klasicky, se zleva omezenou paskou).

Idea diikazu.

Sestavime TS T” s dvoustopou paskou; z levého 'kusu’ pasky udélame horni stopu.
V proménné si budeme pamatovat, jestli je relevatni horni stopa, nebo dolni stopa
(tedy jestli ptivodni stroj byl na levém kusu pasky, nebo na pravém). O]

v
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Véta

Ke kazdému TS T existuje ekvivalentni TS T’ s oboustranné nekone¢nou paskou.

Diikaz.

Dokazano existenci ekvivalentniho TS, ktery se nikdy nepokusi prejet levy okraj
pasky. |
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TS s vice paskami

Definice

Turingiv stroj s k paskami je struktura (Q, %, T, 0, g0, ¢+, q—) dana:
@ neprazdnou konecnou mnozinou stavi @,
@ vstupni abecedou ¥, t.z. _ ¢ X,
© paskovou abecedou T, t.z. X C T, _eT,
@ prechodovou funkei 6 : Q x T* — Q x [T x {L, R}]",
@ pocatecnim stavem ¢g € Q,

@ prijimacim stavem ¢4 € @

@ zamitacim stavem q_ € Q. q+ # q—.
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Véta

Ke kazdému TS s vice paskami existuje ekvivalentni (klasicky) TS.

|dea diikazu.

Ke TS s k paskami sestavime klasicky TS s paskou o 2k stopach; na lichych
stopach budeme uchovavat obsah ptivodnich &k pasek. Na sudych stopach budeme

uchovavat pozice hlav prislusnym k tém k paskam. O
| —
T 1 1 . S
A LT .
o e e e .-
+— ¥ =
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Varianty TS: Nedeterministicky TS

Poznamka
Obdobny rozdil jako mezi KDA a KNA): prechodova funkce ve tvaru

§:Q x T — 2@xIx{LR}

Definice

Turingiiv stroj s instrukci stop je struktura (Q, >, T, §, qo, ¢+, q—) dana:
@ neprazdnou konecnou mnozinou stavi @,

@ vstupni abecedou ¥, t.z. _ ¢ X,

© paskovou abecedou T, t.z. X CT, _eT,

© prechodovou funkci § : Q x T’ — 2@xIx{L. R}

© pocatecnim stavem ¢g € Q,

@ prijimacim stavem ¢4 € Q

@ zamitacim stavem ¢ € Q. g4 # q—.
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Definice

Krok vypoctu TS je definovan jako binarni relace na mnoziné konfiguraci: Necht
(g,a1 - ..an,1) je takova konfigurace T, kde

q # q+,n € NO)G‘O)"'van € ]-—‘77’ <n.

(a) Je-lil<i<mnad(ga;) (¢, bL), pak

(g,a0,..-an, i) F(¢'ya0...ai—1baji1 .. .an,i—1).
(b) Je-li 6(q,a0) > (¢',b,L), pak
(g,a0-..a,,0)F (¢,bay ...an,0).
(c) Je-li 6(q,a;) > (¢',b,R), pak

(g,a0...an,i)F (¢ a0...ai_1bajy1...an,i+1).

Poznamka
Vypocet a prijeti slova jsou definovany stejné jako u deterministickych TS.
Zamitnuti (a cykleni) ale ne.
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Definice J

Vypocet =* TS je reflexivni, tranzitivni uzavér relace .

Zapis C - C’ ¢teme takto:

konfigurace C' je odvoditelna z konfigurace C jednim krokem vypoctu.
Zapis C F" C’' cteme takto:

konfigurace C' je odvoditelna z konfigurace C n kroky vypoéctu.
Zapis C * C’ cteme takto:

konfigurace C' je odvoditelna z konfigurace C.

Definice

Necht T je TS a w € ¥*:

T prijima w, pokud CY’ F* C, kde C¥ je inicialni konfigurace T' pro vstup w a Cy
je prijimajici konfigurace stroje T

T cykli pro w, pokud pro libovolné n € Ny existuje C, t.z. C{ " C.

T zamitad w, pokud w nepfijima ani pro w necykli.

o’
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Ekvivalence TS a NTS

Lemma

Ke kazdému (deterministickému) TS existuje ekvivalentni nedeterministicky TS.

Dikaz.

Trivialné. L]

Lemma

Ke kazdému nedeterministickému TS existuje ekvivalentni (deterministicky) TS.

v

Idea diikazu.

Budeme prochazet 'strom dosazitelnych konfiguraci’ do sirky. |
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Univerzalni Turinglv stroj.
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Univerzalni TS

Univerzalni TS U je TS, ktery bere na vstup slova ve tvaru [T, w], kde T je TS,
a w je slovo nad jeho vstupni abecedou stroje T', a ktery

@ pfijima, pokud T pfijima w,
@ zamita, pokud T' zamita w,
@ jinak cykli.
Rikame taky, ze TS U simuluje vypocet TS T pro w.

Poznamka (Univerzalni TS jsme schopni sestrojit)
(3paskovy) TS U pro [T, w]
@ na druhou pasku zapise C — pocateéni konfiguraci TS 7.
@ testne, jestli neni v koncové kofiguraci, pokud

e ano: prijme/zamitne, pokud je to C*/C™.
e ne: pokracujeme krokem 3

@ podle obsahu prvni (kéd TS T') a obsahu druhé (konfigurace C' TS T') zapise
na pasku C’, t.z. C+C'.

@ prekopiruje obsah treti pasky do druhé a pokracuje krokem 2.

v
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Enumerator




Enumerator je alternativa TS, kterd neméa zadny vstup, ale ma navic instrukci
print, ktera, kdyz je vyvolana vytiskne obsah pasky (az po prvni prazdny
symbol). Jazykem enumeratoru rozumime mnozinu viech slov, které vytiskne.
Mizeme jej formalizovat tfeba tak, ze pfechodova funkce bude mit tvar

§:QxT = QxT x{R,L} x {print, 0}

nebo tak, Ze uréime mnozinu stavidl, do kterych, kdyz enumerator prejde, nastane
print.

fidici jednotka printer
print 1
11
101
111011

Cteci/zapisovaci hlava

CLrrrrrrg-
paska

enumerator je vypocetné stejné silny jako klasicky TS:
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Véta
Necht L C 3* je jazyk.

(a) Jazyk L je rekurzivni, pravé kdyz existuje enumerator, ktery jej tiskne
lexikografickém usporadant.

(b) Jazyk L je castecné rekurzivni, pravé kdyz existuje enumerator, ktery jej tiskne.

Dikaz.
Na cviceni ]
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Linearné ohraniceny automat (LBA)
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LBA (linearly bounded automaton); linearné ohraniceny
automat.

LBA je nedeterministicky TS, ktery bere vstupy ve tvaru
Dwd, w€E X"

a ktery
@ symboly > a <t nikdy nepfepiSe jinym symbolem,
@ prfi Cteni > pohne Cteci/zapisovaci hlavou vzdy doprava,
@ pfi ¢teni < pohne ¢teci/zapisovaci hlavou vzdy doleva.

Poznamka

Vlastné podobna funkce jako zarazka u TS, ktery se nikdy nepokusi prejet levy
okraj pasky. Zde se nepokusi prejet ani jeden z okrajii pasky.
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Jazyky Chomského hierarchie

regularni jazyky =jazyky KA
bezkontextové jazyky =jazyky nedeterministickych ZA
kontextové jazyky =jazyky LBA

jazyky generované gramatikami bez omezeni=jazyky prijimané TS
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