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Turingtiv stroj (Turing machine)
Turingiiv stroj (TS)
@ Alan Turing, 1936 (a-machine)
@ (cel: porozumét omezenim mechanického vypoctu

TS se sklada
@ z ridici jednotky, ktera se vzdy nachazi v jednom z kone¢ného mnozstvi stavii

@ ze zleva omezené nekonecné pasky rozdélené na policka. V kazdém policku je
zapsan jeden symbol.

@ z Cteci/zapisovaci hlavy, ktera je vzdy umisténa nad jednim polickem pasky.

fidici jednotka

Cteci/zapisovaci hlava
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Kone¢né automaty — pripominka z KMI/FJAA

(pedagogicka berlicka)

Definice
Koneény automat je dan
@ ( — abecedou stavi,
@ Y — abecedou symbola,
@ §:Q x X — Q - prechodovou funkci,
@ gy € Q — pocatecnim stavem,

e F C @ — mnozinou pfijimacich (koncovych) stava.

Definice

Konfigurace koneéného automatu: (g, w) € @Q x X*

@ g € (Q — aktudlni stav,

@ w € X* — nezpracovana Cast vstupniho slova.
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Definice

Krok vypoctu - KA A = (Q, %, 4, qo, F') je binarni relace nad mnozinou
konfiguraci KA A definovana takto:

(q1, wrw) - (g2, w) pravé kdyz 6(q1,w1) = ¢a.

Vypocet je * — reflexivni, tranzitivni uzavér relace F.

Definice

Rikame, ze KA A = (Q, %, 0, qo, F) ptijima slovo w € ¥*, pokud (go, w) F* (f, )
a f € F. V opacném pripadé fikame, ze KA zamita slovo w.

(e oznaluje prazdny fetézec)

Definice

Jazyk kone¢ného automatu A je mnozina slov, které automat pfrijima.
Znacime L(A).

Jan Konecny Turingtiv stroj, jazyky Turingovych strojii 24.9.2014 4 / 59



Grafova reprezentace KA
(furt jesté berlicka)

Orientovany graf

o stavy — uzly

@ pocatecni stav a prijimaci stavy

e prechody §(q, ) = ¢’ — orientované ohodnocené hrany
O——(2)

(konec berlicky)
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Turingtiv stroj, definice

Program Turingova stroje Ize chapat jako mnozinu elementéarnich instrukci
ve tvaru:

. Pokud je fidici jednotka ve stavu q a Cteci/zapisovaci hlava ¢te symbol
a, tak zmén stav ridici jednotky na q', na pasku zapis a’ a posun
Cteci/zapisovaci hlavu o jedno policko smérem d."

Takovato instrukce se zapisuje jako d(q,a) = (¢’,a’, d) budeme ji nazyvat

prechod. Cely program, tedy mnozinu takovychto instrukci, pak nazyvame
pfechodovou funkei TS.

Definice

Turingiiv stroj je struktura (Q, X, T, 0, Gstart, ¢+, ¢—) dana:
@ neprazdnou konecnou mnozinou stavi @,

@ vstupni abecedou ¥, t.z. _ ¢ 3,

© paskovou abecedou T, t.z. X C T, _ €T,

@ prechodovou funkci §: @ xT' — Q x ' x {L, R},

© pocatecnim stavem gstarr € @,

@ prijimacim stavem ¢4 € () a zamitacim stavem ¢_ € Q. ¢4 # q—.
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Priklad
TS My =(Q,%,T,6,90,q+,9-), kde

° Q=1{q0,91,92,93,q4,9+,9-},
e ¥ = {0},
o I'=XU{_, x},

@ J je dana nasledujici tabulkou:

0 o X
q0 (qla — R) ( —9 ) (Q—, X, R)
q1 ((127 X, R) (q—i-a - ) (ql) X, R)
g2 (q3507R) (q 45—y ) (QQ,X; R)
q3 (6127 X, R) ( —9 ) (q37 X, R)
q4 (q4707L) (q17\-47 ) (q4707L>
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Turingiiv stroj, konfigurace

Definice
Konfigurace TS T = (Q, X, T, 6, Gstart, ¢+, ¢—) je usporadana trojice

(¢,a,n) € Q x T x Ny.

Slovy:
Konfigurace TS T' — trojice, kterd zachycuje aktualni status vsech tfi komponent
Turingova stroje:

@ ¢ je aktudlni stav fidici jednotky,
@ « je obsah pasky,
@ n je pozice hlavy.

Konfigurace (¢, a_,n) a (g, ,n) budeme povazovat za totozné.

Jan Konecny Turingiiv stroj, jazyky Turingovych strojii 24.9.2014 8 / 59



Definice
InicidlIni konfigurace TS T pro vstup w € ¥* je (qo,w, 0).
Prijimajici konfigurace TS T je konfigurace

(q+,,n) pro jakékoli « € T a n € Ny.
Zamitajici konfigurace TS T je konfigurace

(g, a,n) pro jakékoli @ € T, n € Ny.

Inicialni konfigurace — Ffidici jednotka nachazi v qg, na pasce je zapsano vstupni
slovo (nasledované nekonecnym poétem prazdnych symbold _) a
hlava je nad nejlevéjsim polickem pasky (s indexem 0).

Prijimajici konfigurace — fidici jednotka je v g.

Zamitajici konfigurace — Fidici jednotka je v ¢_.

Prijimajici nebo zamitajici konfigurace je koncova konfigurace.
Jina konfigurace je nekoncova konfigurace.
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Alternativné budeme konfiguraci zapisovat jako fetézec agff € T*QT™.
Konfigurace a3 prestavuje status stroje, ktery ma na pasce zapsan retézec a3,
hlava je nad prvnim symbolem fetézce §3, fidici jednotka je ve stavu q.

Definice

Krok vypoctu TS je definovan jako binarni relace na mnoziné konfiguraci: Necht
(q,a0 . ..an,1) je takova konfigurace T', kde
q#qj:vn € N07a07"-aan € sz <n.

(a) Je-lil1<i<mad(ga;)=(¢,bL), pak
(q,a0,...an,i) F (¢ a0...a;_1baji1...an,i—1).
(b) Jerli 6(q, a0) = (¢',,1), pak
(g,a0-..an,0)F (¢',bay ...an,0).
(c) Je-li 6(q,a:) = (¢’,b,R), pak

(g,a0...an,i)F (¢ a0...a;i_1ba;y1...an,i+1).
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Definice kroku fika, jakym zpiisobem Ize z nekoncové konfigurace odvodit novou
podle pfechodové funkce ¢:

Pokud jsme ve stavu ¢ a hlava ¢te paskovy symbol a;, a mame prechod
0(q,a;) = (¢',b,X), pak:
o fidici jednotka zméni stav na ¢/,

@ na pasku se do pollicka, nad kterym je hlava, zapiSe b (pfepise se tedy
pavodni symbol a;)

@ pohyb hlavy:
(a) Pokud X =L a hlava neni nad nejlevéjsim polickem pasky, pohne o jedno
policko doleva.
(b) Pokud X =L a hlava je nad nejlevéjsim polickem pasky, hlava se
nepohne viibec.
(c) Pokud X = R, hlava se pohne o jedno policko doprava.
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Definice J

Vypocet =* TS je reflexivni, tranzitivni uzavér relace .

Zapis C - C’ ¢teme takto:
konfigurace C' je odvoditelnad z konfigurace C jednim krokem vypoctu.

Zapis C H* C’ Eteme takto:
konfigurace C' je odvoditelna z konfigurace C.

Definice

Necht T' je TS a w € ¥*:

T prijimd w, pokud C¥ F* C, kde C¥ je inicialni konfigurace T pro vstup w a Cy
je prijimajici konfigurace stroje T

T zamitad w, pokud C§’ F* C_, kde C{ je inicialni konfigurace T pro vstup w a C_
je zamitajici konfigurace stroje T

T cykli pro w, pokud w nepfijima ani nezamita.
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TS <Q32 F 6 q0,4+,4 > kde

° Z{CIO7Q1,<12,6137(]47CI+(17},

o ¥ = {0},

o I'=3XU{, x},

@ ¢ je dana nasledujici tabulkou:

0 = X
q0 (Qhua R) (¢-,.,R) (¢-,xR)
a1 | (g2, R) (¢, ) (q1,% R)
¢ | (g3,0,R)  (q4,-,L) (q2,% R)
q3 (Q27 ) (Q—a u7R) (q3axa R)
q1 | (@a,0,L)  (q1,o,R)  (qa,x L)
Priklad

Inicialni konfigurace M pro vstupni slovo w = 00000 je (go, 00000,0). Z této
konfigurace je v jednom kroku odvoditelna konfigurace (g1, .0000,1). Cely
vypocet nad slovem w by vypadal takto:

(qu QOOOO, 0) H (‘h, HQOO(L 1) H (Q27 uX9007 2) = (Q37 HXOQOa 3) - (qQa _,XOXQ, 4) +
(g3, _x0x0., 5) F (g—, _x0x0__, 6).

Vypocet tedy konéi v zamitajici konfiguraci (g—, -x0x0_.,6), TS M; tedy zamita
slovo 00000.

4
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TS Ml = <Q32,F763 q07q+aQ—>1 kde

° Q=1{q,q,92,93,9,9+9- },

o ¥ = {0},

e I'=XU{_ x},

@ ¢ je dana nasledujici tabulkou:

0 o X

qo (qlauaR) ( *au»R) (q*7xa R)
q1 (qQ7 X, R) (qu, - R) (ql » X, R)
¢ | (g3,0,R)  (q4,,L) (q2,% R)
g | (g2, R) (-, R)  (g3,% R)
q4 (Q4,0,L) (qlvuvR) (Q4,X, L)

Priklad

Vypocet TS M; pro vstupni slovo w = 0000 by vypadal takto

(g0,0000,0) F (g1,.000,1) F (g2, .x00,2) I (g3, %00, 3) F (g2, _x0x_,4)

(q4a x0x, 3) F (q47 x0x, 2) F (q47 X0x, 1) = (q47 :XOXa O) + (qu X0x, 1) =

(qla XXX, 2) = (qlv XXX, 3) F (ql) XXX, 4) F (q—l—v XXXy 5)

Vypocet tedy konéi v prijimajici konfiguraci (g4, _xxx__,5), TS M; tedy pfijima
slovo 0000.

4
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Prechodovy diagram — grafova reprezentace TS

Orientovany graf
@ pocatecni stav a koncové stavy

Zamitaci stav (a do né&j vedouci pfechody) se nezakresluji.

o stavy — uzly

e prechody 6(q,z) = (¢',y, D) — orientované ohodnocené hrany

O3

vice prechodil se (nékdy) da zakreslit jako jeden, kdyZ jsou mezi stejnymi
stavy:
6(q,y) = (¢',y, D) a é(q,z) = (¢',y, D).

. {xvy}vya D .
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Grafova reprezentace TS (pfechodovy diagram TS)
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(qUa (_)0007 O)
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(qla \-49007 1)
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(g2, x00,2)
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(q3a \_,XOQ, 3)

Jan Konecny Turingiiv stroj, jazyky Turingovych strojii 24.9.2014 20 / 59



(g2, _x0x._,4)
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(Q4, HXOXH, 3)
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(q4a \_,XQX_,, 2)
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(Q4a uéoxuw 1)
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(ga, X0x_, 0)
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(ql ) HXOXH, 1)

Jan Konecny Turingiiv stroj, jazyky Turingovych strojii 24.9.2014 26 / 59



(qla \_,XQX_,, 2)
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(Q2, XXXy 3)
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(q27 XXX, 4)
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(Q2, XXXy 3)
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(q2a XXXy 2)
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(QQa XXX, 1)
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(q27 XXX, 0)
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(q—i-a \_,XXXH=, 5)
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Definice

Mnozinu viech slov w € ¥*, které TS T prijima znacime L(7') a nazyvame
Jjazykem Turingova stroje, t.].

L(T)={w|we ¥, (w,q,0) F* C4+}

Jazyk L(T') nazyvame jazyk prijimany TS T.

Rikame, ze TS T prijima jazyk L(T).

Pokud navic plati, ze TS T zamita kazdé w ¢ L(T'), nazyvame jazyk L(T') jazyk
rozhodovany TS T.

Rikame, ze TS T rozhoduje jazyk L(T).

A tikame, ze TS T rozhoduje jazyk, pokud rozhoduje néjaky jazyk L(T).

Pozn.: To znamena, ze pokud TS rozhoduje jazyk, p.k. nikdy necykli.
Pozn.: TS, ktery rozhoduje jazyk, je nazyvan také decider.
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Definice

Jazyk L C ¥* nazveme
@ jazyk rozhodovany TS, pokud existuje TS T', ktery jej rozhoduje.
o jazyk prijimany TS, pokud existuje TS T, ktery jej pfijima.

Jazykiim rozhodovanym TS fikame také rekurzivni jazyky, jazyk@im pfijimanym
TS Fikdme také castecné rekurzivni jazyky nebo rekurzivné spocetné jazyky.

Priklad
Napriklad A = {02" |n > 0} je jazyk rozhodovany TS, protoze M; jej rozhoduje. J

T¥idu vsech rekurzivnich jazyki znacime R.
Tridu véech Eastecné rekurzivnich jazyka znacime CR.
Jasné plati R C CR.

Jan Konecny Turingtiv stroj, jazyky Turingovych strojii 24.9.2014 36 / 59



Rozhodovaci problémy

Rozhodovaci problém (téz jen problém) je otazka, na kterou se odpovida ,ano"
nebo ,,ne".

Instance problému je otazka dopléna konkrétnimi hodnotami, pro které je ta
otazka pokladana.

Podle odpovédi budeme rozlisovat

@ instance s odpovédi ,,ano” a

@ instance s odpovédi ,ne".
Priklad
Rozhodovacim problémem je napriklad:
»Je © mensi nez y?",

kde instance jsou dvojice x,y pfirozenych Cisel.

x = 3,y = 7 je instance s odpovédi ,,ano".
x = 3,y = 3 je instance s odpovédi ,,ne".
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Problémy budu zapisovat nasledovné

nazev problému
Instance: instance
Otazka: otizka

Mame-li problém P,
@ pro instance x s odpovédi ,ano"” piseme x € P,
@ pro instance = s odpovédi ,ne" piseme = ¢ P.

Priklad

Napf.: Oznaéme P, problém z predchoziho slajdu:

Porovnani Cisel (P,<y)
Instance: z,y € N
Otazka: Plati z < y?

Piseme napriklad (z =3,y =7) € Pyy a (x =3,y = 3) ¢ Pacy.
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Nadale budeme uvaZzovat pouze problémy jejichz instance jsou koneéné a lze je
tedy reprezentovat fetézci.
Reprezentaci instance z fetézcem budeme nazyvat zakédovani a znacit [x]

Priklad

instance problému P,,, tedy dvojice z,y mizeme zakédovat takto

[z, y] = 0710Y.

Definice

Rikame, ze TS T fesi problém P, pokud
@ prijima vsechny jeho instance s odpovédi ,,ano”,
@ zamita vsechny jeho instance s odpovédi ,,ne".

Rikame, ze TS T Eastecné fesi problem P, pokud pfijima pravé viechny jeho
instance s odpovédi ,,ano".
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Definice

Problém P nazveme

o resitelny, pokud existuje TS T', ktery ho resi.

@ castecné resitelny, pokud existuje TS T', ktery ho Castecné resi.
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Jazyk a problém je tataz vec

@ Problém P miizeme chapat jako jazyk Lp
Lp = {[z]| x je instanci P s odpovédi ,,ano"}

o Jazyk L € ¥* pak mazeme chapat jako jako problem Py :

Probléem Py,
Instance: Retézec x € X*
Otazka: Patfi = do jazyka L7

Priklad

Problém P,., miizeme povaZovat za jazyk

Lyey ={0°10Y |2,y € N,z < y}

Zjevné také plati, ze:
o resitelny problém je rekurzivni jazyk,

@ Castecné Fesitelny problém je castecné rekurzivni jazyk.
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Priklad
Priklady problémi z FJaA:
Problém, ktery je fesitelny

Ekvivalence kone¢nych automati
Instance: Konecné automaty K; a Ko.
Otazka: Prijimaji K1 a K5 stejny jazyk?

Problém, ktery je ¢astecné resitelny, ale neni fesitelny

Nonekvivalence bezkontextovych gramatik
Instance: Bezkontextové gramatiky G; a Gs.
Otazka: Generuji G a G5 riizné jazyky?

Problém, ktery neni Castecné resitelny

Ekvivalence bezkontextovych gramatik
Instance: Bezkontextové gramatiky G; a Gs.
Otazka: Generuji Gy a Gy stejny jazyk?




Definice

Necht f : ¥* — X* je funkce.

Rikame, ze (deterministicky) T'S vycisluje funkci f, pokud pro kazdé vstupni slovo
w € ¥* zapiSe na pasku f(w) a skonéi.

Funkce f se nazyva vycislitelna, pokud existuje (deterministicky) TS, ktery ji
vyCisluje.

Poznamka: Stroji, ktery vycisluje funkci se také fika algoritmus. Toto je v souladu
s tim, jak zname tento pojem z KMI/ALML1.

Priklad
TS vydislujici funkei f : {0,1}* — {0, 1}* zobrazujici w — Ow
(tedy pridani pocatecni nuly).

© Oznacime zacatek pasky (prvni symbol).

© Najdeme konec vstupniho slova.

© Dokud nepresuneme oznacené symboly, presouvame kazdy symbol vstupniho
slova o jedno pole doprava.

© Pfidame pocateéni nulu.




Priklad
© Oznacime zacatek pasky (prvni symbol).

© Najdeme konec vstupniho slova.

© Dokud nepresuneme oznacené symboly, presouvame kazdy symbol vstupniho
slova o jedno pole doprava.

@ Pridame pocatecni nulu.

@7 ®
1,1,R
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Priklad
© Oznacime zacatek pasky (prvni symbol).
© Najdeme konec vstupniho slova.

© Dokud nepresuneme oznacené symboly, presouvame kazdy symbol vstupniho
slova o jedno pole doprava.

@ Pridame pocatecni nulu.
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Priklad
@ Oznacime zacatek pasky (prvni symbol).

© Najdeme konec vstupniho slova.

© Dokud nepresuneme oznacené symboly, presouvame kazdy symbol vstupniho
slova o jedno pole doprava.

Q@ Pridame pocatecni nulu.
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Priklad
@ Oznacime zacatek pasky (prvni symbol).

© Najdeme konec vstupniho slova.

© Dokud nepresuneme oznacené symboly, presouvame kazdy symbol vstupniho
slova o jedno pole doprava.

Q@ Pridame pocatecni nulu.
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Priklad
@ Oznacime zacatek pasky (prvni symbol).

© Najdeme konec vstupniho slova.

© Dokud nepresuneme oznacené symboly, presouvame kazdy symbol vstupniho
slova o jedno pole doprava.

Q@ Pridame pocatecni nulu.
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Priklad
© Oznacime zacatek pasky (prvni symbol).

© Najdeme konec vstupniho slova.

© Dokud nepresuneme oznacené symboly, pfesouvame kazdy symbol vstupniho
slova o jedno pole doprava.

© Pridame pocatecni nulu.

4
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Priklad

© Oznacime zacatek pasky (prvni symbol).
© Najdeme konec vstupniho slova.

© Dokud nepresuneme oznacené symboly, presouvame kazdy symbol vstupniho
slova o jedno pole doprava.

©Q Pridame pocatecni nulu.
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Priklad

Cely stroj: {0,1},%, R

0 1
1.1,R \S

Jan Konecny Turingiiv stroj, jazyky Turingovych strojii 24.9.2014

51 / 59



Zakédovani TS
TS T do fetézce [T7.
Q) Predpokladejme, Q = {q1,92,...,qn}-
Mnozinu zakédujeme jako: 0™.
3 a I': Predpokladejme,
Y={ar,a2,...;am}, T =SU{am+1,...,0m1p} @ QGmip = o
Kédujeme jako: 0107,
d: Kazdy prechod d(g;,a;) = (qi, ar, X) zakédujeme jako

1 pokud X =1L,

0710710'10¥10%, kde zz =
2 pokud X =R.

Celou prechodovou funkci pak zakédujeme jako zretézeni
zakédovani jednotlivych prechodii oddélenych dvéma jednickami 11.
(start Nekoédujeme, uvazujeme gstart = ¢1.
q+ zakédujeme jako 0° takze gy = ge.
q_ zakédujeme jako 0/ takze q_ = qs-
Zakédovani celého TS je pak zfetézeni viech téchto ¢asti oddélenych tremi
jedni¢kami 111: tedy

[Q111[%, T)111[6]111[q,]111[q_]
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Zakédovani TS M; = (Q,%,T,0,90 = ¢1,9+ = g6, 9— = qr), kde
e Q={q1,..-,q7},
o X={0=ua},
e I'=YU{x=uaz,_=as}
@ J je dana nasledujici tabulkou:

0 - X
q1 (QOﬂR) (q7au7R) (Q7,X, R)
q2 (q3a X, R) (qﬁa - R) (Q27 X, R)
q3 (Q4707R) (q57uaL) ((]3,X, R)
qs | (g3,%,R) (g6, R) (qa,x, R)
¢ | (¢5,0,L) (g2, R)  (g5,% L)
0000000111
0100111

010100100010011010001000000010001001101001000000010010011
001010001001001100100010000001000100110010010010010011
00010100001010011000100010000010001011000100100010010011
0000101000100100110000100010000010001001100001001000010010011
0000010100000101011000001000100100010011000001001000001010111
0000001110000000
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@ To samoziejmé neni jediny zpiisob jak kédovat TS.

e K jednomu stroji existuje nékolik kédid (napf. pfechody mohou byt kédované

v libovolném poradi)

Dusledkem toho, ze TS Ize kédovat do fetézcii je: CR je spocetné nekoneéna, R je

spocetné nekonecna.

Vime, ze jazykl nad jakoukoli abecedou je nespoéetné mnoho. . .
protoze kdyby ne, Sly by ocislovat, sefadit do fadki tabulky, jako je tahle (sloupce
reprezentuji fetézce, x znamena pfitomnost fetézce v jazyce)

S1 S22 S3  S4
L1 X
Lo | x X
Ls X X

X X

Ly

Jazyk Ly = {s,, | sp & Ly} nemiize byt v zadném radku tabulky — spor.
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To mimo jiné znamena, ze
@ nefesitelnych problémt je nekoneénékrat vic nez fesitelnych.

@ nahodné vybrany problém je feSitelny s pravépodobnosti 0.

ALMOST NO PROBLEM CAN BE SOLVED!

@ nastésti problémy, které jsou dileZité v praxi, maji obvykle jasné specifikované
zadani a obvykle Fesitelné jsou.



Kédovani slov, konfiguraci a vypoctd.
o slova (nad abecedou ¥ = {aj,as ... ,a,})
[ai,aiy ... a;,] = 0110%1...10™
napr.: [ajazazasa;] = 0100100100010
o konfigurace
(g, ,m) = [g]11]c]110™

o vypocCet ki F ko - F kK,

[y | 111[k]111 ... 111[k,,]

Poznamka: doted jsme v zadném zakédovani neméli vic, jak tfi jednicky po sobé.
¢tyfi jednicky budeme pouzivat jako oddélovac.

Nap¥. zakédovani TS M se vstupnim slovem w, tedy [M,w] = [M]1111[w].
Timto zplisobem mizeme , predat Turingovu stroji vice vstupa®.
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Intuitivni pojem algoritmu = algortimus TS.

Church-Turingova Teze J

Jan Konecny Turingiiv stroj, jazyky Turingovych stroja



cviceni 1
© Navrhnéte TS, ktery rozhoduje jazyk 031,
(hint: toto je regulani jazyk vzpomeite si na kurz FJAA)
@ Navrhnéte TS vycislujici nulovou funkci o(n) = 0 pro kazdé n € Ny.
@ Navrhnéte TS vycislujici funkci naslednika s(n) = n+ 1 pro kazdé n € Ny.
@ Navrhnéte TS vycislujici funkci projekce p(z,y, z) = y pro kazdé x,y, z € Ny.
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Na co byste meli byt schopni odpovedet: Jak je definovan TS, vypocet, jak
TS prijima a zamita slova, kdy TS cykli, co jsou rekurzivni jazyky, ¢astecné
rekurzivni jazyky. Co je rozhodovaci problém, co je instance problému, a jak to
souvisi s jazyky. Co je fesitelnost problému a ¢astecna fesitelnost problému. Jak
vypada grafova reprezentace TS, jak da zakédovat TS, jak se da zakédovat slovo,
konfigurace, vypocet? Kolik je kterych problémi a pro¢ ma informatik depresi?

Reading assignment: Proctéte si nékde, kdo to byli Alan Mathison Turing,
Alonzo Church, Stephen Cole Kleene, Emil Leon Post.
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