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Z PREDNASKY 1 vime:

@ jazyk =~ problém

@ jazyki je nespocCetné mnoho, T. strojii je spocetné mnoho:
Nutné musi existovat jazyky, které nejsou prijimané (nebo rozhodované)
TS — a neni jich malo.

Dale vime, ze R C CR

Dnes:
o Jazyky ¢ CR, jazyky ¢ R,
e Rc (R,

@ uzavérové vlastnosti TS.
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Uzaverové vlastnosti rekurzivnich jazyki
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Operace s jazyky (opacko z KMI/FJAA)

Mnozinové operace (protoze jazyk je mnozina fetézcii).
@ prinik L1 N Lo,
@ sjednoceni L1 U Lo,
e doplnék X*\ L

Dalsi jednoduché, ale mocné operace
@ konkatenace L L2 (nebo taky L; o Lo)
e Kleeneho uzavér L*

@ positivni uzavér LT
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Operace s jazyky: konkatenace

Definice
Necht L1 a Lo jsou jazyky. Jejich konkatenaci rozumime jazyk
Ly oLy ={wjws | wy € L1,ws € Lo}

Priklad
Ly = {00,10}, Ly = {0,1}, Ly o Ly = {000,001, 100, 101}.

Lo{e} =1L
Lo(h=10 )
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Operace s jazyky: uzavéry

Definice
Necht L je jazyk, Kleeneho uzavér L* jazyka L definujeme jako
) kud n =0,
= JI, kdeL"= {5}1 PRI =5
i>0 L™ oL jinak.

Pozitivni uzavér je pak definovan jako

Lt = ULZ’.

1>1

Poznamka

Pozitivnim uzavérem se zabyvat nebudeme, da se vyjadrit jako
Lt =L*oL.

Jan Koneény Neresitelné problémy 19. fijna 2014 6 /38



Uzavérové vlastnosti tfidy R: doplhek
Véta
Pokud L je rekurzivni, pak ¥* \ L je rekurzivni.

Diikaz.
Pokud je L rekurzivni, existuje TS T', ktery ho rozhoduje. Sestavime —T’
takto.
TS =T pro w:
@ Spusti T pro w,
pokud
o T prijme w, =T zamitne.

o T zamitne w, —T' prijme.

Takovy stroj bude rozhodovat ¥* \ L, a tedy ¥* \ L je rekurzivni. O

Poznamka

Vlastné —T vyrobime z T tak, ze zaménime koncové stavy.
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Véta
Necht Ly, Ly € R jsou rekurzivni jazyky, pak L1 ULy € Ra L1 N Ly € R.

Diikaz (pro Ly U Ly).

Necht TS T rozhoduje L; a TS T5 rozhoduje Lo. Sestavime TS T, ktery
rozhoduje L U Lo, takto:
TS T, pro w:
@ spusti Ty pro w, pokud
o Ty prijme w, Ty, pfijme w.
e T zamitne w, pokracujeme krokem 2.
@ spusti Ty pro w, pokud
o Ts prijme w, Ty, prijme w.
o Ty zamitne w, T\, zamitne w.

Pro L1 N Lo se to dokaze analogicky. O

Otazka: jak by to bylo se sjednocenim (&i priinikem) nekonecné mnoha
jazyka?
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Véta
Necht’Ll,Lg € R, pak Li1o0Ly € R

Dakaz.

Necht TS T; rozhoduje Ly a TS T5 rozhoduje L.
Sestavime nedeterministicky TS T, rozhodujici L1 o Lo takto:

NTS T, pro w:

@ pokud cte prazdny symbol pokracuje bodem 2. Jinak se
nedeterministicky rozhodne mezi nasledujicimi dvéma
moznostmi:

e pokracuje bodem 2.
e posune hlavu doprava, a pokracuje bodem 1.

@ spusti Ty pro wy (¢ast w od hlavy vlevo), pokud
o Ty prijme wy, pokracujeme krokem 3.
o 1Yy zamitne wy, Ty zamitne w.

© spusti Ty pro wo (¢ast w od hlavy vpravo), pokud
o T5 prijme wo, Ty prijme w.
o 15 zamitne wy, T, zamitne w.




Véta
Pokud L € R, pak L* € R.

Diikaz.
Necht TS T rozhoduje L.
NTS T, pro w:

@ pokud je prazdny vstup, prijme w
@ pokud ¢te prazdny symbol pokracuje bodem 3. Jinak se
nedeterministicky rozhodne mezi nasledujicimi dvéma
moznostmi:
e pokracuje bodem 3.
e posune hlavu doprava, a pokracuje bodem 2.
@ spusti T pro wy (¢ast w od hlavy doleva), pokud

o T prijme w1, smaZe wy ze vstupu pokracujeme krokem 1.
o T zamitne w1, Ty, zamitne w.
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Uzaveérové vlastnosti castecne
rekurzivnich jazykd
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Véta

Necht L, Ly, Ly € CR pak
LiULy € CR,
LiNLyeCR,
LioLy e CR

L* e CR.

Poznamka

Vsimnéte si, Ze tam neni doplnék: to proto Ze tfida Castené rekurzivnich
jazyki neni uzavfena na doplnék.
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Dalsi vlastnosti tfid R a CR
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Véta
Pokud L € CR a ¥*\L € CR, pak L € R.

|dea ditkazu.
Mégjme TS T}, ktery pfijima L a TS Ty, ktery pfijima ¥*\ L. Mtzu
sestavit TS, ktery pro vstupni slovo w bude simulovat vypoéty T}, pro w a
Ty, pro w (,,paralené” po jednom kroku). Protoze plati budto w € L
nebo w € ¥*\ L, jeden z téch vypoctd musi skoncit prijetim.

@ pokud skonéi prijetim simulace Ty, pfijme w,

@ pokud skon¢i pfijetim simulace Ty« zamitne w.
Takovy stroj nebude nikdy cyklit a bude pfijimat L. O

Poznamka
Taky pak plati, ze ¥*\ L € R.
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Jinymi slovy (nebo spiSe obrazkem), nemize nastat tato situace

CR
o | L
R o | X*\L

A taky nemiize nastat tato situace, protoze R je uzavienad na doplnék.

Joen\L
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Pokud L € CR a L ¢ R miize nastat jenom nasledujici:

CR

Dasledek

Pokud L € CRa L ¢ R, pak ¥*\ L ¢ CR.
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Jazyky TS a jejich doplhky

CR

CR

,,,,,,,,,,, L
S\ L R
CR
e L
R o SN\L R
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K nazvoslovi: nefesitelny problém, nerekurzivni problém.

nerekurzivni jazyky
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Z PREDNASKY 1 zname par prikladii (zatim tomu jenom véfime).

- Ekvivalence bezkontextovych gramatik

rrrrrrr Nonekvivalence bezkontextovych gramatik

- Ekvivalence KA
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Jazyky, které jsou castecné rekurzivni, ale nejsou rekurzivni

Definice
Univerzalni jazyk Ly je definovan takto:

Ly ={[T,w]|T je TS, ktery pfijima w}.

Definice

Problém prijeti slova Turingovym strojem je definovan jako:

Problém prijeti
Instance: T, w, kde T je TS a w je slovo nad jeho vstupni abecedou.
Otazka: Prijme TS T slovo w?

Poznamka
Je to to samé.

v
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Lemma

Ly je castecné rekurzivni.

Dakaz.
Univerzani TS ho prijima. O

Lemma

Ly neni rekurzivni.

(dikaz na dalsi strance)
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Dikaz.

Sporem: predpokladejme, ze rekurzivni je. A tedy existuje TS U ktery
rozhoduje Ly .
Sestavime nasledujici TS D:
TS D pro [T], kde T je TS:
@ Spusti U pro [T, [T]],
pokud

o U piijme [T, [T]], D zamitne.

o U zamitne [T, [T]], D pfijme.
Zjevné tento stroj nikdy necykli.
Co se stane kdyz stroji D dame na vstup jeho vlastni kéd [D]?

Predpokladejme, ze [D] € L(D):

D pro [D]: spusti U pro [D, [D]], ten pfijme, protoze [D] € L(D), a D
zamitne. A tedy [D] ¢ L(D). SPOR

Predpokladejme, ze [D] ¢ L(D):

D pro [D]: spusti U pro [D,[D]], ten zamitne, protoze [D] ¢ L(D), a D
prijme. A tedy [D] € L(D). SPOR O




Definice
Problém zastaveni Turingova stroje je definovan jako:

Problém zastaveni
Instance: T, w, kde T je TS a w je slovo nad jeho vstupni abecedou.
Otazka: Zastavi TS T pro slovo w?

Totéz jako jazyk:

Definice
Jazyk LyaLT je definovan takto:

Lyait = {[T,w] | T je TS, ktery zastavi pro w}.

Poznamka
Napohled skoro totéz jako L.

v
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Véta
Lyatt ¢ R, Lyawt € CR.

Idea diikazu.
V podstaté stejné jako v pripadé L. O

Jak prevést jeden problém na druhy (a naopak)? NA TABULI.

Poznamka

Tomuto principu se fika redukce, budeme se jim zabyvat na
PREDNASCE 5.
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Véta

Ly je casteéné rekurzivni jazyk, ktery neni rekurzivni.

Dikaz.

Z predchozich dvou lemmat. O]

Dasledek

Trida rekurzivnich jazykii je vlastni podtridou ¢astecné rekurzivnich jazykii.

Diikaz.
Ly € CR\R. O
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Definice

Lyg ={[T]| L(T)#0}

A jako problém:

Definice
Problém 'neprazdnosti’ jazyka Turingova stroje je definovan jako:

Problém ‘neprazdnosti’ jazyka
Instance: T, kde T je TS.
Otazka: Prijme TS T alespon jedno slovo?
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Véta
Lyg € C‘R, LnE ¢ R.

|dea diikazu (prvni ¢asti).

Setavime TS, ktery bude (stejnou fintou jako u enumeratoru, ktery byl
ekvivalentni TS) zkouset spoustét T pro viechna slova, jakmile bude jedno
prijato, pfijme. Ol

W
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Dikaz (druhé &asti).
(sporem) Predpokladejme, ze existuje takovy TS T, ktery rozhoduje
NejdFive si uvedme nasledujici TS:
TS St pro
@ porovna x a w, pokud jsou riizné, zamitne.
@ pak spusti T pro w, pokud

o T prijal w, St prijme x.
o T zamitl w, St ., zamitne x.

Sestrojime nasledujici TS U:
TS U pro [T,w], kde T je TS a w je vstup pro T':
© Sestavi TS St;
@ Spusti Ty pro [St.] pokud
o Tng pfijal [St.w|, U pfijme [T, w].
o T'ng zamitl [St ], U zamitne [T, w].

]

No jo, ale U nam ted rozhoduje Ly. SPOR.
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Shrnuti predchozich 9 slajda
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Jazyky, které nejsou Castecné rekurzivni

Definice
Diagonalni jazyk L, je definovan jako

Lg=A{[T]| T je TS, ktery nepfijima svij kod.}

Véta

L, neni Eastecné rekurzivni.

Diikaz.

Sporem. Predpokladame, ze existuje TS D, ktery ho prijima. Patfi [D] do
Ly?

Pokud [D] € L, pak D neprijima [D], pak ale [D] ¢ L(D) = Lq. SPOR

Pokud [D] ¢ L4, pak D ptijima [D], pak ale [D] € L(D) = Ls. SPOR
O

v
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Jiny dikaz téhoz.
Diikaz.

Protoze TS lze zakédovat do fetézcl a fetézce |ze oéislovat (jsou spocetné,
existuje bijekce na N), mizu sefadit stroje podle jejich koda.

Mazu tedy uvazovat tabulku, jejiz Fadky budou TS, sloupce budou kédy
TS, tak aby kdyz je v i-tém radku TS T;, tak v i-tém sloupci [T;].

[Th] [Tx] [T5] [T
T 1

T 1

T 1

Ty 1

Tabuka obsahuje 1 na pozici (i, j) pokud T; pfijima [7}]. Pokud existuje
TS D rozhodujici Ly, musi byt nékde v té tabulce, feknéme na fadku x.
Co ale bude na pozici (z,z)?

Ta hodnota se musi sama od sebe lisit. SPOR O

Odsud néazev ,,diagonalni jazyk".
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Jesté jednou ditkaz toho, ze Ly ¢R

Dakaz.
Sporem: predpokladejme, ze rekurzivni je. A tedy existuje TS U ktery
rozhoduje Ly .
Sestavime nasledujici TS D:
TS D pro [T], kde T je TS:
@ Spusti U pro [T, [T]],
pokud
o U prijme [T, [T]], D zamitne.
o U zamitne [T, [T1]], D pfijme.

Takto sestrojeny TS rozhoduje D. SPOR. O]
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Jazyk Turingovych strojd prijimajicich prazdny jazyk
Definice

Ly={[T]| TjeTSa L(T) = 0}. J

Resp, jako problém

Problém odpovidajici jazyku Ly
Instance: TS T
Otazka: Neprijima TS T zadné slovo?

Véta
Ly ¢ CR.

|dea dtikazu.

Da se ukazat, Ze jeho doplnék je v CR (vlastné uz jsme dokazali). O

v

Jan Koneény Neresitelné problémy 19. fijna 2014 33 /38




Jazyk Turingovych stroji, které se nezacykli
Definice
Lyocycte = {[T] | T je TS a necykli pro zadné slovo.}. J

Resp, jako problém

Problém odpovidajici jazyku Lyocycie
Instance: TS T
Otazka: Necykli TS T zadné slovo?

Véta
Lnocycle ¢ C‘R

Idea diikazu.

Podobny vztah jako mezi Ly a Lyapr. O
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Shrnuti predchozich 6 slajda

CR
I
°
R o Ly
[ ) N
> T Lnocycle
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BITCH PLEASE, NOONE CAN DO THA

Lpeiio = {[E] | E je enumerator a L(E) = {“hello world”} a zastavi}

MAKE A SOFTWARE TO RECOGNIZES
‘HELLO WORLD’ PROGRAMS

input

SOFTWARE

——— YES

——— NO

N
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Definice
Jazyk HALT  ga je definovan takto.

HALT | ga = {[M,w] | M je LBA, ktery zastavi pro w}.

Véta

Jazyk HALT  ga je rekurzivni.

Dakaz.

Naznak: staci sestrojit TS, ktery simuluje ¢innost LBA a navic pocita
simulované kroky. Protoze LBA ma pro pouziti konecny pevné dany pocet
policek pasky, které miize pro zpracovani w pouzit, existuje koneény pocet
konfiguraci, ve kterych se mize nachazet. Pokud je vypocet delsi, nez tento
pocet, LBA cykli (musel byt v néjaké konfiguraci alespon dvakrat). TS,
ktery simuluje Cinnost LBA miize tedy snadno detekovat zacykleni. Ol




Jako diisledek této véty dostavame nasledujici vétu:
Véta

Kazdy jazyk prijimany LBA je rekurzivni.

Dikaz.

Necht X je TS, t.z. L(X) = HALT|ga a L je jazyk prijimany LBA A.
Sestrojime nasledujici TS:
TS My ga pro vstupni slovo w:
Q spusti TS X pro vstupni slovo [A, w], pokud X zamitne
[A,w], M;ga zamitne w.
@ simuluje Cinnost A pro w; pokud A prijme w, pak M;ga
prijme w, jinak Mjga zamitne w.
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