Dalsi NP-aplné problémy

Zname SAT, CNF,3CNF, k-KLIK A

...a jesté nasledujici easy NP-tplny problém:

Existence Certifikatu (CERT)

Instance: M, x,t, kde M je DTS, x je Fetézec, t €islo zakédované jako 1°
Otazka: Existuje fetézec y s |y| < ¢, t.z. M pfijme [z,y] v t krocich?

Véta
CERT je NP-apliny. J
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Diikaz (cast 1.).
Ukazeme, ze CERT € NP:

Necht U je univerzalni TS, jenz na vstup dostane [M, z,y| a simuluje nad
[x,y] praci TS M. Tento stroj bude slouzit jako verifikator pro CERT.

Pokud M ptijme v t krocich, U pfijme, v opaéném pfipadé zamitne.
D4 se ukazat, e bude stacit pouze O(t?).

Kazdopadné staci polynomialni cas.
[M,z,t] € CERT p.k. existuje y, pro néjz plati, ze |y| <t a U prijme
(M, z,1%, y]. m

.
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Diikaz (cast II.).

CERT je NP-tézky

Necht A € NP, existuje tedy TS M (verifikator pro A), ktery pracuje v
polynomialnim Case, a polynom p(n), pro které plati, ze = € A p.k. existuje
Y, lyl < p(lz]), t-z. M prijme [z,y].

Predpokladejme, ze Cas M je taky omezen p(n).

Definujeme funkci r : = — [M, z, p(|x|)].

Jisté je mozno vycislovat ji v polynomialnim ase.

Ukazeme, ze jde o redukci.

Pokud x € A, existuje certifikat y délky omezené p(|z|), t.z. M pfijme
[z, y].

M zastavi v Case t = p(|z|), protoze polynom p omezuje i délku vypoctu
M nad [z,y].

Podle definice problemu CERT tedy [M,z,p(|x|)] € CERT.

Pokud [M, z,p(|z|)] € CERT, podle definice CERT to znamena, ze
existuje y, |y| < p(|z]), pro né&jz M(x,y) pfijme p(|x|) krocich, a tedy

x € A.




NP-aplny problém — Vrcholové pokryti

Vrcholové pokryti (VP)
Instance: [G, k], kde G = (V, E) je graf a k je Cislo.
Otazka: Tj. |S| <k a (Ve € E)[SNe #0].

Tj.: Existuje mnozina S C V, ktera obsahuje nejvyse k vrcholii a z kazdé
hrany obsahuje alepon jeden koncovy vrchol?

Véta
VP je NP-daplny. J
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Dikaz (cast I.).

VP € NP plyne z toho, ze pro danou mnozinu S dokazeme ovérit
v polynomialnim Case, jde-li o vrcholové pokryti spravné velikost.

VP je NP-tézky — ukazeme tak, ze ukazeme 3CNF <p VP.

Méjme tedy 3cnf-formuli ¢ = C1 A -+ A Cy s proménnymi

U = {ui,...,un}. Ukdzeme, jak k ni zkonstruovat graf G = (V, E) a Cislo
k, pro néz bude platit, ze v G existuje vrcholové pokryti velikosti nejvys &,

pravé kdyz ¢ je splnitelna. O

Jan Koneény KMI/VCS1 — Vycdislitelnost a slozitost 1. prosince 2013 5/ 42



Diikaz (cast II.).
Pro kazdou proménnou u; € U definujeme podgraf T; = (V;, E;), kde
o Vi = {u;,u}
o By = {{ui ui}}
vsimnéte si: ve vrcholovém pokryti musi byt alespon jeden z uzld u; a u;

O

v

Priklad

¢ = (ml\/ml sz)/\(l‘_l\/I_QV:E_Q)/\(l‘_l\/IQVIEQ)

@ &

Jan Koneény KMI/VCS1 — Vycdislitelnost a slozitost 1. prosince 2013 6 /42



Ditkaz (&ast I11.)
Pro kazdou klauzuli C}, j =1,...,m pridame aplny podgraf o trech
novych vrcholech, tedy trojahelnik S; = (V, EY).

Vi = {a1lj], azlj], aslj]}
Ej; = {{a1lf], a2lj1}, {a1[5], as[j]}, {a2lj], as[4]}}

vsimnéte si: vrcholové pokryti musi obsahovat alespon dva vrcholy z Vj’.

Priklad

¢ = (1‘1\/:L'l\/.’L‘Q)/\(l‘_l\/fﬂ_g\/.’ﬂ_g)/\(l‘_l\/l‘g\/.’llg)

O (=) (=2
@.@ @.@ @‘@
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Diikaz (cast IV.)
Podgrafy spojime mezi sebou hranami, které spojuji vrcholy pro literaly
s jejich vyskyty v klauzuli.

Predpokladejme, Ze pro kazdé j = 1,...,m je klauzule C; = (z; Vy; V z;),
kde z;,y;, z; jsou literaly (pozitivni nebo negativni).

Pak pridame hrany z S; do prislusnych vrchold literald, tedy mnozinu hran:

E;./ = {{al[j],xj}7 {GQ[j]a yj}7 {a?)[j]v Zj}}

V nasi konstrukci nakonec polozime k =n +2m a G = (V, E), kde

v=(J wucly v

1<i<n 1<i<m
E=(| Byu( | EHU( ED
1<i<n 1<i<m 1<i<n

Z popisu je zjevné, ze ji lze zkonstruovat v polynomialnim case.



Priklad

¢ = (xl\/ml \/.CCQ)/\(I'_l\/l‘_Q\/.CC_Q)/\(l'_l\/xg\/QJQ)
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Dikaz (cast V.)
Zbyva dokazat, ze tato transformace je redukce.
Tj. ze
¢ je splnitelnd < G ma pokryti k vrcholy.

|dea této casti dikazu

Pripominka: Hledani ohodnoceni, ve kterém je splnitelna cnf-formule
Cy ANCa A -+ A\ Chy, je vlastné nalezeni j-tice literald (I1,1la,. .., Ly,), t.2.

(1) I; je ¢lenem klauzule C;,
(2) v m-tici se nevyskytuje zadna vyrokova proménna jako pozitivni a
negativni literal soucasné.

(1) je v G zajisténo vybérem dvojice uzli v trojuhelnicich: tfeti —nevybrany
— predstavuje literal zafrazeny do m-tice.
(2) je zajisténo provazanim pres dvojice.
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Dikaz (cast VII.)

<" Méme G, které ma vrcholové pokryti W C V velikosti k = n + 2m.
W musi pokryt alespon jeden uzel z kazdého podgrafu T; i =1,...,n a
alespon dva vrcholy z kazdého trojahelniku S; j =1,...,m.

Musi tedy platit |IW| > n + 2m. A protoze soucasné W < n + 2m, musi ve
skutecnosti platit, ze W pokryva pravé jeden vrchol z kazdého T; a pravé
dva vrcholy z kazdého S;.

Definujeme ohodnoceni t : U — {0, 1}

1 u, €W,
t(us) = _
0 ueW.

Tedy z kazdého T; je ve W jeden vrchol, je v definici ¢(u;) vzdy spinéna
pravé jedna z podminek, jde tedy o dobfe definované ohodnoceni.




Dikaz (cast VIII.)
Necht C' = (z1 V y; V 2;) je libovolna klauzule ¢.
Mnozina W pokryva dva vrcholy z trojahelniku S, existuje tedy jeden
vrchol, ktery neni pokryty.
Necht je to BUNO ay[j], protoze hrana {a1[j],=;} musi byt pokryta,
a tedy x; € W a tedy hodnoceni prifadi x; hodnotu 1.
Tedy
e pokud z; = u; € W, plati t(u;) = 1,
e pokud z; =w; € W, plati t(u;) = 0.
V obou pripadech je literal z; splnén ohodnocenim ¢.

Protoze to plati pro viechny klauzule, je ¢ spliujici ohodnoceni ¢.
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Ditkaz (cast IX.)
,="": Predpokladejme, ze ¢ je splnéna ohodnocenim t : U — {0,1}
a definujme mnozinu

W = {uz ‘ t(uz) = 1} U {ﬂz |t(u2) = 0}.

Mnozina obsahuje n vrcholi.

Mezi hranami z E vedoucimi z kazdého trojahelniku S; musi byt alespon
jedna pokryta néjakym vrcholem z W, nebot t je spliujici ohodnocenti,
které tedy spliuje néktery literal z klauzule Cj.

Z kazdého trojahelniku staci tedy vybrat dva vrcholy tak, aby byly pokryty

jak hrany z £, tak hrany z EJ/. Pridanim téchto vrcholti do W dostaneme
vrcholové pokryti celého grafu velikosti & = n + 2m.




Hamiltonovska kruznice v grafu (HAMILTON)

Hamiltonovska kruznice v grafu (HAMILTON)
Instance: [G, k], kde G = (V, E).
Otazka: Existuje v grafu G cyklus vedouci pres vsechny vrcholy?

Véta
HAMILTON je NP-iplny. J
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Dikaz (Cast I.)
HAMILTON € NP: zjevné, mame-li k dispozici poradi vrcholii, snadno v
polynomialnim Ease ovéfime, tvofi-li hamiltonovskou kruznici.

HAMILTON je NP-tezky: ukazeme jako VP <, HAMILTON.

Uvazujme instanci vrcholového pokryti [G, k].
Zkonstruujeme novy graf G' = (V'  E'), pro ktery bude platit, ze G’
existuje hamiltonovska kruznice p.k. existuje vrcholové pokryti velikosti k.

Pro kazdou hranu e = {u,v} € E definujeme podgraf G, = (V, E!), kde

Ve ={(u,e,9), (v,e,9) |1 <i < 6} a
By = {{(u,e,9), (u,e,i + 1)} |1 <0 < 5}}
U{{(v,e,i), (v,e,i+1)}|1<i<5}}
U{{(u,e,9), (v,€,3)}, {(u,€,3), (v,e,1)},
{(u,e,4),(v,e,6)},{(u,e,6), (v,e,4)}}.




Dikaz (cast I1.)

Graf G, je zobrazen tu:

(u.e.1) (v.0.1)
(u.c.2) (v.0.2)
(u.e.3) (v.0.3)
(u.c.4) (v.0.4)
(u.e.5) (v.¢.5)
(u.¢.6) (v.¢.6)

Jediné vrcholy k nimz v dalsi konstrukci pfipojime dalsi hrany budou

(u,e,1), (u,e,6),(v,e,1),(v,e,6), coz zaruéi, ze hamiltonovska kruznice

musi vstoupit i vystoupit z podgrafu jednim z téchto 4 vrcholi.

v

Jan Koneény
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Ditkaz (cast I11.)
Jsou jen 3 zpiisoby jak pokryt hranu e v G:
() Cesta vstoupi G., v (u,e,1), vystoupi (u,e,6) a mezitim projde
vsechny vrcholy (cesta je jednoznacné dana).
() Cesta vstoupi G-, v (v,e, 1), vystoupi (v, e,6) (symetricky s
predchozim pfipadem)
(I11) kuznice do podgrafu vstoupi dvakrat, jednou projde ,,sloupec” u
a jednou projde ,sloupec” v.
vSimnéte si:
@ vzhledem k tomu, Ze je graf neorentovany, nezalezi na tom, jestli

napriklad v prvnim pripadé vstoupi cesta do G, vrcholem (u,e, 1)
a vystoupi (u, e, 6), nebo naopak.

@ Pokud cesta vstoupi vrcholem (v, e, 1), vystoupi vzdy (v, e, 6).
Stejné tak pro w.
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Ditkaz (cast IV.)

Do mnoziny vrcholt V' nového grafu G’ pridame jesté k vrcholt ay, . .., ay.
Ty pouzijeme k vybéru k vrchol@ vrcholového pokryti.

Zbyva popsat, jak spojime jednotlivé podgrafy G. a nové pridané vrcholy a;
Pro kazdy vrchol v € V' zapojime jednotlivé grafy G. s v € e za sebe.
Presnéji, oznacme si

@ stupen vrcholu v pomoci deg(v),
@ hrany z G, v nichz se vyskytuje SO Bl < < o Caffiziel)]-
Nyni definujme E}, = {{(v, efi]> 6)s (U, eyfix1], 1)} |1 < @ < deg(v )}

Priklad
0-0-0—0~0—-0——0%~0—-0—0-0—-0——0~-0—0—0~0—0
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Ditkaz (cast V.)
Vrcholy na koncich této posloupnosti, tedy (v, €,(1),1) a (v, €y[deg(v)]» 6)
pfipojime ke viem vybérovym vrcholim aq, ..., ag.

qujl = {{ai, (vyev[1]76)}7 {aia (U7ev[deg(v)]7 1)} | 1<:< k} .

Priklad
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Diikaz (cast VI.)

Konstruovany graf G’ = (V’, E’) vznikne spojenim popsanych asti:

V' ={a,...,ax} U (U v;’)

ecE

z= (U)o (U)o (=)

Tuto transformaci je zjevné mozné provést v polynomialnim case.
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Dikaz (cast VII.)

Ukazeme, ze jde o redukci:

V G’ existuje hamiltonovska kruznice dana poradim vrcholt uq, .. ., u,, kde

n=|V|.

Uvazme asek této kruznice, ktery zaéina a konci v nékterém z vrcholti

ai,...,a, pficemz mezi tim zadnym z nich neprochazi. Necht tento tsek

BUNO za&ina v a; a konéi a;.

Vrchol nésledujici po a; v ham. kruznici musi byt (v, e[, 1) pro n&jaky

vrchol v € V.

Vejde-li ham. kruznice vrcholem (v, e[y, 1) do Glevm' musi z néj vyjit

vrcholem (v, e[y, 6). Odtud prejde do (v, e}, 1), takto projde vsechny

grafy G’ pro hrany e obsahujici vrchol v az nakonec prejde z vrcholu

(v, €y[deg(v)]> 6) do aj. )
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Ditkaz (cast VIII)

Definujeme mnozinu vrcholi

S={ol@ell,... k)
Fje{L,....n})
[(uj = ai) N (u(j-l-lmodk) = (U7 €y[1]s 1)]}

Tvrdime, ze jde o vrcholové pokryti v grafu G, pficemz jeho velikost je k.

Necht e = {u, v} je libovolna hrana grafu G, protoze uy, ..., u, urcuje
poradi vrchol@ na hamiltonovské kruznici, musi projit i podgraf G..
Vejde-li do G/, vrcholem (u, e, 1), pak musi platit, ze u € S, podobné pokud
vejde vrcholem (v, e, 1), musi platit, ze v € S, tedy hrana e je pokryta.
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Ditkaz (cast IX).

Naopak: S je VP velikosti k.

Muizeme uvazovat, ze jde o mnozinu velkou presné k.

Pokud je mensi, doplnime do ni libovolné vrcholy tak, aby jeji velikost byla
k.

Z popisu konstrukce plyne, jak pospojujeme jednotlivé podgrafy
odpovidajici hranam.

Predp. ze S = {v1,..., v} C V.

Mezi vrcholy a; a a;+1 (popf. a1 pokud i = k) povedeme cestu mezi
podgrafy G, pro € = ey,1, - - - , €y, [deg(v;)] ¥ tomto poradi.

Graf pritom projdeme zptisobem (1) nebo (I1). Pokud plati e C S,
pouzijeme zptisob (Il1).

Vzhledem k tomu z€ S tvori vrcholové pokryti, projdeme takto vsechny
vrcholy grafu G’ a vznikne tedy hamiltonovska kruznice. Ol




NP-aplny problém — Trojrozmérné parovani

Trojrozmeérné parovani (3DM)

Instance: Mnozina M € X xY x Z, X,Y, Z jsou po dvou disjunktni
mnoziny, z nichz kazda obsahuje pravé ¢ prvka.

Otazka: Obsahuje M perfektni parovani? Neboli, existuje mnozina
M’ C M, |M'| = q, trojice v niz obsazené jsou po dvou disjunktni?

Véta
3DM je N P-aplny. J
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Diikaz:

3DM € NP opét snadné. Plyne to z toho, ze pokud mame k dispozici
mnozinu M’ C M, dokazeme ovéfit v polynomialnim ¢ase, jde-li o parovani
velikosti g.

3DM je NP-tézky: Ukazeme CNF <, 3DM

Necht ¢ = Cy A -+ A Cyy, je enf-formule s proménnymi U = {uy, ..., u,}.

Sestrojime instanci probléemu 3D M, pro kterou bude platit, Ze v ni existuje
perfektni parovani, pravé kdyz ¢ je splnitelna.

Konstrukci rozdélime na tri €asti:

@ vytvofime komponentu, ktera bude urcovat, jakou hodnotu ktera
proménna dostane.

@ vytvorime komponentu, ktera bude zajistovat propojeni této hodnoty
s klauzulemi, v nichz se tato proménna vyskytuje.

@ doplnime trojice tak, abychom dostali ke spliujicimu ohodnoceni
skuteéné perfektni parovani a naopak.



Necht u; je libovolna proménna, za ni pfidame nové vnitini prvky
@ a;[l],...,a;[m] do X
] bi[l], chey bz[m] doY

Do Z pridame prvky u;[1], ..., u;i[m] a w[l], ..., a;[m].

Na téchto prvcich vytvofime mnoziny trojic Tif a T} takto:

T} = {(aslj), bilj] wils]) |1 < j < m}
T/ = {(ai](j +1) mod m],b;[j], wlj]) |1 < j<m}
T=TiuT/
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Protoze zadny z prvki a;[j] ani b;[j] se nebude vyskytovat v jinych trojicich,
je timto vynuceno, ze perfektni parovani musi obsahovat vsechny trojice z
T} nebo vsechny trojice z Tif.

@ Pokud obsahuje trojice z T}, znamena to, ze zadna dalsi nesmi
obsahovat w;, tedy vynucujeme hodnotu 1 pro u;.
@ Pokud obsahuje trojice z Tif, vynucujeme hodnotu 0.
Za klauzuli C; pridame
@ novy prvek s1[j] do mnoziny X,
@ novy prvek ss[j] do mnoziny Y,

a mnozinu trojic

Sj = (s1l]; s2l4], wild]) |wi € Cj} U {(s1[4], s2l5], wilj) [ wi € G}
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S; = A{(s1l5], s2l5], wild]) [wi € Cj} U{(s1l4], s2ldls wilf]) [ W € Cj}

Prvky s1[j] a s2[j] se opét nebudou vyskytovat v jinych trojicich,

diky tomu v perfektnim parovani musi byt pravé jedna trojice z mnoziny
Sj.

Navic pokud se trojice (s1[j], s2[j], wi[j]) vyskytuje v perfektnim parovani,
znamena to, ze u u;[j] se nemiize vyskytovat v jiné trojici a to znamena, ze
v tomto parovani jsou vSechny trojice z T a zadna z Tif.

Podobné by to bylo, kdyby v perfektnim parovani byla trojice s negativnim
literalem.

Jan Koneény KMI/VCS1 — Vycdislitelnost a slozitost 1. prosince 2013 30 / 42



Témito trojicemi jsme ale schopni v parovani pokryt jen mn + m prvki z

2mn prvkd u; (7], @il i =1,...,n,5=1,...,m
e mn jsme pokryli pomoci T nebo Ti]C pro kazdé i =1,...,n
e m jsme pokryli pomoci trojic z S;, j =1,...,m.

Zbyva tedy 2mn — (mn +m) = mn —m = m(n — 1) prvkd, které nejsme
schopni pokryt (zatim).
Pridame do

e Do X pfi dame g1[k] prok=1,...,m(n—1).

@ Do Y pfi dame go[k] pro k=1,...,m(n —1).

Do M pfiddme mnozinu trojic

G = {(91[k], g2[k], wils]), (91[k], g2[k], wlj]) [1 < k <m(n—1),1 <i<n,1:

Tim je konstrukce dokonéena.
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Shrame si to:

X ={a;[j]|1 <i<n,1<j<mlu
U{silj]1 <j<m}
U{g1li]11 <5 <m(n—1)}

Y ={a;[j]|1<i<n,1<j<miu
U{silj]11 <j <m}

U{ailj]11 <j<m(n—1)}
Z = {wljl,wij] |1 <i<n,1 < j<m}

n n
M = <U:I;) U <U31> UG
i=1 i=1
Zjevné plati

e M C X XY x Z,
o |M|=2mn+ 3m+2m?n(n — 1)
o | X|=|Y|=|Z] =2mn
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Predpokladejme, ze v M existuje perfektni parovani M’, na jehoz zakladé
zkonstruujeme ohodnoceni ¢, které bude splhovat formuli ¢.
Necht i je libovolny index z 1,...,n. V M’ jsou bud viechny trojice z T7,
nebo vsechny trojice z Tif.

@ pokud Tit, definujeme t(u;) := 1,

e pokud Tif, definujeme t(u;) := 0.
Necht Cj je libovolna klauzule formule ¢. Mnozina M’ musi obsahovat
pravé jednu z trojic z S; (je to jedind moznost, jak pokryt si[j] a s2[j] a
dvé obsahovat nemuze, by tam byly s1[j] Ci s2[j] duplicitng).
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Necht tato trojice je (s1[j], s2[j], ui[j]) pro néjaké i =1,...,n.

Znamena to, Ze u; je proménna vyskytujici se jako pozitivni literal v
klauzuli C;. Navic musi platit, Ze u;[j] se nemtze vyskytovat v Zadné jiné
trojici v M’, proto M’ obsahuje trojice z T} a nikoli TIf a tedy t(u;) =1,
¢imz je klauzule C; splnéna.

podobné:

Necht tato trojice je (s1[j], s2[j], wi[j]) pro néjaké i =1,...,n.

Znamena to, Ze u; je proménna vyskytujici se jako negativni literal v
klauzuli C;. Navic musi platit, Ze %;[j] se nemtze vyskytovat v zadné jiné
trojici v M’, proto M’ obsahuje trojice z TIf a nikoli T? a tedy t(u;) =0,
¢imz je klauzule C; splnéna.
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Necht ¢ je splnitelna, zkonstruujeme perfektni parovani nasledovné.

Necht e : U — {0,1} je ohodnoceni spliiujici ¢ a necht z; oznacuje literal,
ktery je v C; timto ohodnocenim splnén pro j =1,...,m.

Pokud je takovych literalii vic, vybereme prosté jeden z nich. Pak polozime:

M= U g)ul U)ol Uil sl 40| ue,
t(u;)=0 Jj=1

t(ui):1

kde G’ je mnozina vhodné vybranych trojic z G, které doplfuji parovani o
pokryti zbylych literalti. Neni tézké ovéfit, ze tato definovana mnozina M’
tvori perfektni parovani M.
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Loupeznici (LOU P)

Loupeznici (LOUP)
Instance: Mnozina prvkii A a s kazdym prvkem a € A asociovana cena
(vaha, velikost,...) s(a) € N.

Otazka: Lze rozdélit prvky z A na dvé poloviny se stejnou celkovou cenou?
Presnéji, existuje mnozina A’ € A takova, ze

Véta
LOUP je N P-iplny. J
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Diikaz
LOUP € NP - zase stejné, plyne to z toho, ze zadanou mnozinu A’ je
snadné ovéfit, zda obsahuje prvky poloviéni ceny.

LOUP je NP-tézky: Ukazeme 3DM <, LOUP.
Uvazujme instanci 3DM, tedy mnozinu M C X xY x Z, kde
X[ =Y[=1Z] =q.

Vytvofime instanci LOU P, tedy mnozinu A a cenovou funkci s : A — N,
pro néz bude platit, ze M ma perfektni parovani, pravé kdyz prvky v A lze
rozdélit na dvé Easti se stejnou cenou.

Predpokladejme, ze

M={my,....mp}, X ={z1,...20, }Y ={y1,.. ..y}, Z = {2z1,..., 2}

Jednotlivé prvky trojce m; oznacme jako T f(;y, Yg(i), 2n(i)- TJ- funkce f
(resp. g, h) vrati k zadanému indexu i index f (i) (resp. h(7),g(i)) prvku
trojice m;, ktery patfi do mnoziny X (resp. Y, Z).
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Postavme A = {ay,...,a,b1,ba}, kde
@ ai,...,a; odpovidaji trojicim mq, ..., my,
@ by a by jsou pomocné vyrovnavaci prvky.

Cenu s(ap) prvku a; proi € {1,...,k} popiseme jeji binarni reprezentaci,
ktera bude rozdélena an 3 - ¢ zén, z nichz kazdy ma p = [logy(k + 1)] bitd.
Kazda z téchto z6n bude odpovidat jednomu z elementi X UY U Z.

Presnéji viz obrazek. ..

L L - - T

&€y €ro PR Lg U1 Y2 “ . Yq
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Reprezentace s(a;) bude zaviset jen na prvcich trojice m;, tedy na ;.
Yg(i)» @ Zn(i)- Vaha s(a;) bude mit nastaveny na 1 nejpravejsi (t.j. nejméné
vyznamné) bity v blocich oznacenych témito tfemi prvky, ostatni bity
budou nulové:

s(a;) = 2pPBa=1(@) 4 gp(2a—9(D) 4 gpla—h()

Protoze pocet bitii, které potfebujeme na reprezentaci je 3pq a tedy
polynomialni vzhledem k velikosti vstupu.

vsimnéte si: pokud poséitame hodoty v kterékoli z6né, nedojde k preteceni,
nebot jde o seCteni nejvyse k jednicek.
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Polozime
3q—1

B=Y 2,
=0

coz je Cislo, kde v kazdé zéné nastavime na 1 nejméné vyznamny bit.
Mnozina A’ C {a; |1 < i < k} bude splhovat

Z s(a) = B,

acA’
pravé kdyz M’ = {m; |a; € A’} je perfektni parovani M.
V tuto chvili jsme tedy ucinili prevod problému 3D M na problém souctu
podmnoziny, kde se ptame, za existuje vybér prvkii s celkovou cenou
rovnou zadané hodnoté.
Abychom dostali na poloviny, doplnime dva prvky b; a by s cenami:

k
s(by) =2 < 5(%)) - B
i=1

k
s(bg) = (Zs(aﬁ) +B

i=1
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Pokud nyni A" C A splhuje, ze

Yosta)= Y sla),

acA’ a€A\ A’

pak se oba soucty musi rovnat 2 Zle s(a;), nebot to je polovina ze souctu
vaech prvki S s(a;) + s(b1) + s(by).

Pritom plati, ze prvky b1 a b se nemohou oba vyskytovat na jedné strang,
tj. nemohou byt oba v A’ nebo oba v A\ A’, protoze

s(b1) + s(b2) = 33%  s(ay).
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bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze by € A, b € A\ A'.

z toho plyne, ze
Z s(a) =B
acA\{b1}

a prvky v A’ bez by tedy urcuji perfektni parovani v M.

Nyni predpokladejme, ze M’ C M je pefektni parovani. Definujeme
A = {az\mz S M/}

Musi platit, ze Y . 4 s(a) = B, a tedy

> acar s(a) +s(br) = 2370, s(as),

coz znamena, ze mnozina {a;|m; € M’} U {b1} obsahuje prvky pravé
polovicni ceny.
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