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Pamétova slozitost

Zabyvame naro€nosti vypocetnich problémi z hlediska paméti, ktera je
potfeba k jejich feseni.
Pripominka:

Definice

Pameétova slozitost TS T je funkce f: N — N, kde f(n) je maximalni
pocet policek pouzitych pfi vypoctu nad jakymkoli vstupem délky n.

a pro NTS:

Definice

Pameétova slozitost NTS T je funkce f: N — N, kde f(n) je maximalni
pocet policek pouzitych pfi vypoctu nad jakymkoli vstupem délky n

v jakékoli vétvi vypoctu.
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Pamétova slozitost

Definice

Jazyk A nazveme rozhodovany v paméti f(n) pokud existuje TS, ktery ma
pamétovou slozitost f(n).

Analogicky pro NTS:

Definice

Jazyk A nazveme nedeterministicky rozhodovany v paméti f(n) pokud
existuje NTS, ktery ma pamétovou slozitost f(n).

Tridy pamétové slozitosti:

Definice

SPACE(f(n)) = {A | Jazyk A je rozhodovany v paméti O(f(n))}.
NSPACE(f(n)) = {A | Jazyk A je nedet. rozhodovany paméti O(f(n))}.
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Priklad
SAT € SPACE(n);

TS My pro [¢], kde ¢ je Booleovska formule:
@ Pro kazdé ohodnoceni proménych x1, ...,y z ¢:
Vyhodnot ¢ v tomto ohodnoceni.
@ Pokud ¢ je vyhodnoceno (aspon v jednom pripadé) na 1,
pFijmi, jinak zamitni.

My pracuje v linearni paméti, protoze kazda iterace toho cyklu mize
znovuvyuzit tu samou Cast pasky. Stroj si potfebuje pamatovat pouze
atualni ohodnoceni, coz miize byt provedeno v paméti O(m).

Pocet proménnych m je nejvyse n (délka vstupu), takze stroj pracuje
v paméti O(n).
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Savitchova véta

Rika, ze DTS mauze simulovat NTS s pouzitim celkem malého poctu
paméti. Presnégji, NTS, ktery pouziva f(n) paméti maze byt zkonvertovan
na DTS, ktery pouziva f2(n) paméti.

Véta (Savitchova véta)
Necht f : N — R, t.z n < f(n). Pak plati

SPACE(f%(n)) 2 NSPACE(f(n))

|dea ditkazu (Cast I)

Prvni idea je asi pouzit nase dosavadni znalosti o simulaci NTS a DTS
(véta o ekvivalenci téchto tfid strojid). Tam jsme ale generovali cely strom
vypocti NTS. Ovéem vétev vyuzivajici f(n) paméti miize bézet az po 2/(%)
krokti. V kazdém z nich maze udélat nedeterministicky krok (vétven).

K prohledavani vsech historii sekvenéné by bylo potfeba si tyto kroky
pamatovat, tedy pouzit. ©(2/() paméti. Tudy tedy ne.




|dea dtikazu (East I1)

Namisto toho vytvofime TS, ktery bude fesit obecnéjsi problém:

Problém odvoditelnosti v NTS M
Instance: Cq,Cy — konfigurace M, t € N
Otazka: Mize se M dostat béhem ¢ krokid z C; do Ca?

Pokud budeme umét Fesit odvoditelnost v polynomické paméti, miizeme ho
pak resit pro Cy’ .C4, t, kde ¢ je maximum krokd, které mtize NTS pouzit.

Vytvorime rekurzivni algoritmus, ktery pracuje tak, ze hleda mezilehlou
konfiguraci C,,,, t.z. M se miize dostat

@ z C; do C,, béhem ¢/2 kroka,
@ z Cp, do Cy béhem /2 kroka.

Algoritmus bude potfebovat pamét pro zasobnik rekurze, kazda aroven
rekurze zabere O(f(n)) prostoru pro ulozeni konfigurace.
Hloubka rekurze je logt, kde t = 20U/ (™) 3 tedy logt = O(f(n)).
Celkové tedy O(f2(n)).
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Dikaz (cast I)

Necht N je NTS rozhodujici A v paméti f(n).
Zkonstruujeme deterministicky TS M, ktery rozhoduje A.
TS M bude pouzivat proceduru (TS) CanYield (na nasledujicim slajdu).

o ta testuje jestli jedna z konfiguraci NTS N mize odvodit druhou
v daném poctu krokd.

@ pro konfigurace ¢; a ca NTS N a ¢islo ¢t € N, CanYield(cy, ¢, t)
pfijme, pokud ¢y Ize odvodit z ¢; v ¢ krocich, jinak zamitne.
(popsano v Idei ditkazu)
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Ditkaz (cast I1)
TS CanYield pro vstupni slovo [c1, ca, t]:

@ Pokudt =1, testuje jestli ¢y = co nebo ¢1 b co pokud ano,
prijme, jinak zamitne.

@Q Pokudt > 1 tak pro kazdou konfiguraci c,,, ktera vyuziva
prostor f(n) : Spusti CanYield pro [c1, cm, [§]] a spusti
CanYield pro (¢, c2, |—§-|] pokud obé spusténi skonci
prijetim, prijme.

© Pokud neexistuje takova konfigurace c,,, pro které by doslo
k prijeti v predchozim bodu, zamitne.

(Znaceni [-] predstavuje zaokrouhleni nahoru).
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Ditkaz (cast Il1)
Nyni definujeme TS M (ktery simuluje N) takto:
o Modifikujeme N tak aby po sobé uklizel.

o Zvolime konstantu d, tak aby N nemél vice nez 24 (") konfiguraci
pouzivajicich pamét f(n), kde n je délka w.

o Vime ze 24(™) predstavuje horni hranici pro €as pouzity v kazdé vétvi
vypocétu N nad w.
TS M pro w spusti CanYield pro [C¥,C, 2% (™).

Pamétova slozitost

@ Kdykoli CanYield vyvola rekurzivné sam sebe, ulozi na zasobnik trojici
(c1,co,t), kazda aroven rekurze pouzije O(f(n)) dodatecného
prostoru.

o Kazda aroven rekurze zkracuje ¢ na polovinu, zacina se na 2df(n)
Hloubka rekurze je tedy O(log(24 (™)) = O(f(n)).

o Celkové tedy O(f?(n)).
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Ditkaz (&ast 1V)
Jesté jedna véc zbyva doresit: M potrebuje znat hodnotu f(n), kdyz
vyvolava CanYield.
Miizeme to dofesit tak, ze M bude zkouset f(n) =1,2,3,...,4,...
@ jestli prijimajici konfigurace C je dosazitelna.
@ jestli N pouzije pamét alespon i, testovanim, jestli néjaka konfigurace
délky i je dosazitelna z C’.
Takze pro f(n) =1
@ Pokud je C dosazitelna, prijme.
@ Pokud neni, a neni ani dosazitelna zadna konfigurace délky 4, zamitne.

e jinak zkusi f(n) =i+ 1.
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Trida PSPACE

Definice
PSPACE je trida jazyku, které jsou rozhodnutelné v polynomickém case na
(deterministickém) TS; tedy

PSPACE = | |SPACE(n").
k

Otazka na studenty
Tridou NPSPACE se nebudeme zabyvat. Pro¢ asi?
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Trida PSPACE

Definice

PSPACE je trida jazyku, které jsou rozhodnutelné v polynomickém case na
(deterministickém) TS; tedy

PSPACE = | |SPACE(n").
k

Otazka na studenty
Tridou NPSPACE se nebudeme zabyvat. Pro¢ asi?

Protoze primo ze Savitchovy véty mame:
Dasledek
PSPACE = NPSPACE. J
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Dasledek
SAT € PSPACE

Poznamka
Celkové tedy mame:

P C NP C PSPACE C EXPTIME,
kde EXPTIME = | J, TIME(2").

Alespon jedna z téchto inkluzi je vlastni: vi se, ze P # EXPTIME.

VEri se, ze viechny ty inkluze jsou vlastni.
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PSPACE-plné problémy

Definice
Jazyk B je PSPACE-iplny problém, pokud
e B € PSPACE,

e B je PSPACE-tezky, tj. kazdy A € PSPACE je redukovatelny
v polynomickém case na B.

Otazka na studenty

Pro¢ redukovatelné v polynomickém Ease? Proc ne v polynomické paméti?

.
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PSPACE-plné problémy

Definice
Jazyk B je PSPACE-iplny problém, pokud
e B € PSPACE,

e B je PSPACE-tezky, tj. kazdy A € PSPACE je redukovatelny
v polynomickém case na B.

Otazka na studenty

Pro¢ redukovatelné v polynomickém Ease? Proc ne v polynomické paméti?

.

Odpoved
Pac pak by ten pojem byl trivialni.
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Problém pravdivosti plné kvantifikovanych proménnych
(TQBF; true quantified Boolean formula).

pravdiva plné kvantifikovana Booleovska formule:
¢ =VzIy[(z Vy) A (T VY)]
nepravdiva plné kvantifikovana Booleovska formule:

¢ = Fyval(zVy) A (T V)]

TQBF
Instance: ¢ — pIné kvantifikovana Booleovka formule
Otazka: Je ¢ pravdiva?
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PSPACE-aplnost TQBF

Véta
TQBF je PSPACE-dplny problém.

Idea dikazu

Abychom ukazali, ze TQBF € PSPACE uvedeme TS, ktery problém
rozhoduje v polynomické paméti.

Abychom ukazali, ze TQBF je PSPACE-uplny problém, ukazeme redukci
libovolného PSPACE problému na TQBF. Tato ¢ast bude postavena
podobném principu jako u dikazu NP-aplnosti SAT a u ditkazu Savitchovy
Vety.
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Ditkaz (&ast I.)
TQBF € PSPACE:

TS T pro [¢]

@ Pokud ¢ neobsahuje kvantifikatory, pak je to po vyraz
obsahujici pouze konstanty, vyhodnot ¢, prijmi pokud je
pravdiva, jinak zamitni.

@ Pokud je ¢ ve tvaru (3x)v, rekurzivné vyvolej T na 1,
nejdrive s 0 dosazenou za x, pak s 1 dosazenou za x. Pokud
alesporni jedno skoncilo prijetim, prijmi, jinak zamitni.

@ Pokud je ¢ ve tvaru (Vx), rekurzivné vyvolej T na 1,
nejdrive s 0 dosazenou za x, pak s 1 dosazenou za x. Pokud
obé skoncila prijetim, pfijmi, jinak zamitni.

Tento algoritmus zjevné rozhoduje TQBF. Pamétova slozitost odpovida
hloubce rekurze, ta odpovida O(m), kde m je pocet kvantifikovanych
proménnych ve ¢; m < n. A tedy T pracuje v linedrni paméti.




Dikaz (cast I1.)

TQBF je PSPACE-t&zky:

Uvazujeme, Ze jazyk A rozhodovany TS M v paméti n* pro né&jako
konstantu k. Provedeme redukci v polynomialnim ¢ase na TQBF.

w budeme zobrazovat na r(w) = ¢, t.z. M pfijima w p.k. ¢ je pravdiva.

Abychom ukazali konstrukci ¢, budeme fesit obecnéjsi problém:

Pouzitim dvou kolekci ¢1, co proménnych reprezentujici konfigurace C; a Cs,
a cislo t > 0 zkonstruujeme formuli ¢¢, c, ¢

Pokud pfifadime c1, co konfigurace, formula bude pravdiva p.k. C1 ks Co

v nejvyse t krocich.
Pak nase hledana formule bude Pew ey b kde h = 2% (™) pro konstantu d

vybranou tak, aby M nemélo vice jak 2% (") moznych konfiguraci nad
vstupem délky n.

(podobna finta jako v ditkazu Savichovy véty.)
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Diikaz (cast Il1.)
Pro t = 1, mtzeme snadno vytvofit ¢, ., + podobng, jako se to délalo v
ditkazu Cook-Levinovy véty.

Pokud t > 1 zkonstruujeme ¢, c, ¢ rekurzivné.

¢C1,C2,t = Hml [(bcl’ml’(%] /\ ¢m17027%1]'
Toto je teprve ,,zahfivacka”, tohle nebude fungovat. ..
m reprezentuje kolekci proménnych, ktera kéduje konfiguraci.

Vyznam formule je tedy: , Existuje mezilehla konfigurace my t.z. ji Ize
odvodit z ¢; v nejvyse t/2 krocich a z my Ize odvodit c2 v nejvyse t/2
krocich.”

Formule ¢ 12 ¢m1,cQ,[§1 zkonstruujeme rekurzivné.

c1,ma, %
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Ditkaz (cast 1V.)

¢61,CQ,t = Elml[qﬁcl,mh"%—‘ A ¢m1,¢j27(%—|]'
Takto vytvorena formule bude urcite korektni, ale bude prilis velka:

o kazda aroven rekurze rozdéli ¢ na poloviny,

@ ale zhruba zdvojnasobi velikost formule, takze dostaneme formuli délky
zhruba t, tedy 24 (™).

Muazeme ji ale zkratit takto
Pereat = IM1V(c1, ¢2) € {(e1, ma), (ma, €2) e, oy 7]

Stanoveni velikosti formule ¢, ¢, ¢, kde t = 2df(n).
@ kazdy krok rekurze jen prida East, ktera je linedrné zavisla na velikosti
konfiguraci, tedy O(f(n)),
o pocet krokii rekurze je log(24(™), tedy O(f(n)),
o celkove tedy O(f?(n)).




Hra dle logické formule

Necht ¢ = Jz1Vrodxs . .. Qzi[t] je kvantifikovana formule v prenexni
normalni formé. @ reprezentuje bud'to V nebo 3.

Hru hraji 2 hraci £ a A nasledovné:

hraci se stfidaji, a voli hodnoty proménnych z1,xo, ..., zk,
A voli hodnoty pro proménné vazané ke kvantifikatorim V,
E voli hodnoty pro proménné vazané ke kvantifikatoroim 3.
stfidani hraci je provadéno podle poradi, jak jsou kvantifikatory ve ¢.
hra koncéi jakmile jsou zvoleny hodnoty pro vsechny proménné: pokud
ma 1) pod takto vytvoreném ohodnoceni hodnotu 1, jinak vyhrava A.
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Vitézna strategie

Priklad
¢ = 3.’L‘1VIL‘23{L‘3[({L‘1 V 1‘2) A\ (IEQ V .’L'3) VAN (l‘_Q V .’L‘_3)]

Hra¢ E vzdy vyhraje, pokud zvoli 21 = 1 a x3 je negace toho, co zvolil A
Za T9.

V takovém pripadé fikame, ze ¥ ma vitéznou strategii.
Obecné, hra¢ ma vitéznou strategii, pokud tento hra¢ vyhrajé, pokud obé
strany hraji optimalné.

Priklad
¢ = E|331V3325|Q’:3[(Q’:1 V 332) VAN (l‘g V 1‘3) A (:L‘2 V 33_3)]

Zde ma zase viteznou strategii A, protoze mu staci zvolit zo = 0
(bez ohledu na to, co voli E).
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FORMULAGAME = {[¢] | Hra¢ E ma vitéznou strategii ve hfe podle ¢}

Véta
FORMULAGAME je PSPACE-iplny. J

Diikaz.
Staci si vsimnout, ze FORMULAGAME = TQBF. DJ
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Grafova hra

Méjme orientovany graf G s vyznaéenym pocatecnim uzlem wu;.
@ Aktualni uzel je na zacatku hry wuy.
@ Hradi se stradaji v tazich.

@ Hra¢ na tahu zvoli souseda 11, ten se stava aktualnim uzlem, nelze
vybrat uzel, ktery uz byl pfedtim navstiven.

e Hrac, ktery uvizne prohrava.

GG = {[G, b] | hra¢ 1 ma vitéznou strategii pro G a pocC. b}

Véta
GG je PSPACE-dplny. J
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Bremermannova mez (Bremermann's limit)

DOUGLAS ADAMS

The Hitchhiker's
Guide to the
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Bremermannova mez (Bremermann's limit)

No data processing system, whether artificial or living, can
process more than 2 x 10%7 bits per second per gram of its mass.

Bremermann, H.J. (1962) Optimization through evolution and

recombination In: Self-Organizing Systems 1962, edited M.C. Yovitts et al.,
Spartan Books, Washington, D.C. pp. 93-106.
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Proc¢?
Je jasné, ze informace, ktera byt zpracovavana strojem, musi byt néjakym
zpiisobem fyzicky zakédovana.

Predpokladame, ze je zakédovana pomoci arovni energie v intervalu [0, E]
(néjaké) energie.

Na E se mizeme divat jako celkovou energii dostupnou pro tento cel.

Dale predpokladame, ze tyto arovné energie mohou byt méfeny s presnosti
AE.

Pak, nejjemnéjsi kédovani je definovano znackami, kterymi je cely interval
rozdélen do N = E/AFE podintervalil, kazdy asociovany s mnozstvim
energie AE.
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Extrémni pfipad je vyjadfen Heisenbergovym principem nejistoty:
energie miize byt mérena s presnosti AF, pokud plati nerovnost

AENt > h,
kde

At je Cas trvani méreni,
h je Planckova konstanta 10734J - s = 10~ ?"erg - s,

AFE je definovano jako primérna odchylka od ocekavané energie.

To znamena, zZe

EAt
N < ——.
h
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Dostupna energie ' miize byt vyjadfiena equivalentnim mnozstvim hmoty
m dle Einsteinovy formule:

E = ch,
kde ¢ = 3-10%m - 57! je rychlost svétla ve vakuu.

Pokud vezmeme horni (nejoptimistictéjsi) hranici N v té nerovnosti na
pfechozim slajdu, dostavame:

B mec2 At
h

N =
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mc At
h
Po dosazeni Ciselnych hodnot dostavame

N =

N = 1.36mAt - 10%7.

Pro hmotnost 1g (m = 1) a €as 1s (At = 1), dostavame

N =1.36-10%7.

Odtud pak tvrzeni.
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Zemé jako pocitac

Predpokladané stari Zemé: 1010 let , kazdy rok ma asi 3.14 - 107 sekund.
Hmotnost Zemé: 6 x 10%"g

Tedy Zemé byla za dobu své existence schopna zpracovat maximalné
2.56 - 1092 bitd informace.

093.

Zaokrouhleno nahoru na mocninu 10, dostavame ¢éislo 1
Toto &islo je zndmo jako Bremermannova mez.
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