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Extrakce rysti a redukce dimenzionality
Predzpracovani dat mize zahrnovat projekci péivodnich objektt do
transformovaného prostoru. Toto je €asto provazeno redukci
dimenzionality, kdy jsou extrahovany jen ty nejinformativnéjsi rysy.

Redukce dimenzionality ptivodnich dat je transfomace piivodnich
n-dimenzionalnich vektort na jiny n-dimenzionalni vektor (m < n).
Proc:

>
>
>

>

Odstranéni redundance v datech,

Komprese datasetu,

Ziskani transformovanych a redukovanych vzorii obsahujicich pouze
relevantni mnozinu rysil, kterd pomize navrhnout klasifikatory s
lepsi schopnosti zobecnovani.

Objeveni podstatnych proménnych, které pomizou navrhnout model
dat, a zlepseni porozuméni zakladnim faktortim, které generuji
objekty.

Muzeme visualné objevit shluky a jiné zajimavé vztahy v datech.

Metody extrakce rysii, které probereme:

>
>

Principal component analysis (PCA) unsupervised
Fishers's linear discriminant analysis supervised



Analyza hlavnich komponent

(Principal component analysis, PCA)

Pravdépodobné nejpopularnéjsi statistickd metoda linearni transformace
vzorl a extrakce rysi.

Zalozena na statistické charakteristice daného datasetu representované
» kovarianéni matici,
> jejimi viastnimi hodnotami a vlastnimi vektory.

Vlastni vektory jsou pak v klesajicim poradi (podle velikosti
odpovidajicich vlastnich hodnot) usp. jako fadky transformacni matice W.

PCA ur€uje optimalni linearni transformaci y = WXx,
kde X e R", y € R™.

m x n transformaéni matice W € R™*" je optimalni v tom smyslu, ze
dostavame maximalni uchovani informace (vzhledem k LSE)

PCA uvazujeme jako uceni bez ucitele (unsupervised learning).



Statistické charakteristiky dat vyzadované PCA

Uvazujme objekty charakterizované sloupcovymi vektory X € R".
Predpokladejme, ze mame N vektort X; v trénovacim datasetu

Ttra = {)_()13)_(‘27 s 7)_(N}

Cely trénovaci dataset bude reprezentovany jako N x n matice.

o \T
(Xn)
Data mohou byt charakterizovana n-dimenzionalnim stfednim vektorem

(mean vector) . T
i = E[X] = [E[x], E[xa], - - -, E[xa]]

a ¢tvercova n x n-dimenzionalni kovarianéni matice
> oo T
Ru = E[(% — 1%~ )],
kde E[.] oznauje operator ocekavani.

Ctvercova, positivné semidefinitni, symetricka, realna kovarian¢ni matice
R, popisuje korelace mezi prvky vektord x;.



Opravdové hodnoty (i a R, nejsou v praxi k dispozici.

Proto bereme odhady:

zalozené na X.

Pro data s nulovym priimérem, odhad kovariance bude

N 1
Z = X X

><1



Dalsi podstatna charakteristika dat X je mnozina n vlastnich hodnot A; a
odpovidajici vlastni vektory €; kovarianéni matice R,:

RXXe,-:)\,-e,-, i:1,2,...,n

Uvazujeme ortogonalni vektory (protoze R,y je symetricka a realna).
Tzn.
T JO i#]
(&)'¢ = { o
1 i=j.
V PCA je dilezité mit vlastni hodnoty R,, sefazeny v nerostoucim poradi

A 2> > 2>, 20.

Odpovidajici ortonormalni vlastni vektory & budou poskladany do n x n
matice
E=1é,é,...,6&],

kde i-ty sloupec reprezentuje vlastni vektor & odpovidajici vlastni
hodnoté A;.



Rovnice problému vlastnich hodnot maze byt zapsana maticové jako
R.<E = EA,

kde N = diag()\l, )\27 ey An)

Protoze pro ortogonalni matici E mame

E'TE=1 a E'=E".

Z predchoziho miizeme vytvorit tzv. ortogonalni podobnostni

transformaci
E'R,E=E'RE=A

a nasledné spektralni faktorizaci kovarianéni matice R,

R,. = ENET



Optimalizacni kritérium PCA
Cilem PCA je najit linearni transformaci

7 = Wx

ptivodniho n-dimenzionalniho datapointu X do m-dimenzionalniho
vektoru y' s moznosti m < n.

Formalnéji: PCA je staticky optimalizaéni problém, se specificky
definovanym optimalizaénim kritériem, které zaruci, Ze transformovany
vektor bude mit vyzadované charakteristiky:

>

>

>

optimalni transformace je ortogonalni (s ortonormalni bazi),
prvky transformovaného vektoru y jsou nekorelované,

ortonormalni baze linearnich projekci ukazuje (v klesajicim poradi),
ortogonalni sméry, ve kterych jsou zmény v datech (variance)
maximalni,

chyba v rekonstrukci bude minimalni ve smyslu nejmensich Etverci.



Pro linearni transformaci y = WX, kde W je m x n-dimenzionalni
ortonormalni transformaéni matice, odhad rekonstruovaného datapointu
je X = Wy.

Pro ortonormalni matice mame W1 = w7, tedy

X=Wly=WTy=wW"wx

Rekonstrukéni chyba:
Jse(W) = E[I% = X|1°]

kde ||% — X||> = ||X — X||3 je mocnina Euklidovské vzdalenosti.

Pro praktické vypocty miizeme vyuzit kritérium
Jlse 2 Z |XI XI||2 2 Z Z Xij — X’J

PCA hleda optimalni transformaéni matici W, ktera garantuje
minimalizaci rekonstrukéni chyby pro dany dataset.



Pro lepsi pochopeni cile PCA se podivejme blize na interpretaci PCA
kritéria:

Jse(W) = E[[I% = X|]°]
= E{trace[(x — X)(x — X) ]}
= trace(R.) — trace(WR, W)
Vidime, ze druhy term v PCA kritériu
Jise(W) = trace(Ry) — trace(WRXXWT)
je
trace(WR.a W) = Lariance(W)

a je roven varianci transformovaného vektoru y
a nasledné varianci rekonstruovaného datapointu x:

Jvariance(W) = trace(WR,, W) = E[trace(yy")] = Zy,2
i=1

Zavér této analyzy: minimalizace Jise(W) je maximalizaci Jyariance(W).



PCA mozno interpretovat PCA jako
» minimalizaci rekonstrukéni chyby (ve smyslu nejmenéich ¢tverci)

> (ekvivalentné) maximalizaci variance transformovanych vektord

Optimalni linearni transformace zalozené na PCA povede k projekci
pivodniho datapointu na vektor y' s prvky v prostoru rysii ve smérech
s maximalni varianci.



Veta PCA: Necht mame
> (trénovaci) dataset Ty, = {X%,X2,..., X"} obsahujici N
n-dimenzionalnich datapointéi X € R" s nulovym priimérem,
» symetrickou, realnou matici R,, € R"*”,
» vlastni hodnoty matice R,y jsou usp. v nerostoucim poradi
A1> A= 2 A 20,

» odpovidajici ortonormalni vlastni vektory é1, &, ..., &, jsou usp.
v ortonormalni matici E = [é}, &, ..., &].
Pak optimalni linearni transformace )2/' = WX transformuje pivodni
n-dimenzionalni datapointy X do m-dimenzionalnich rysovych vektort
s minimalni rekonstrukéni chybou Jis.(W) a poskytuje optimalni
transformaéni matici W ve tvaru

Tato transformace se nazyva Karhunen-Loéveova transformace (KLT).



Vlastnosti KLT

KLT transformace zaru€uje minimalni rekonstrukéni chybu ve smyslu
nejmensich Etvercdi s minimalni hodnotou

min Jise(W Z Ai

i=m+1
Soucasné transformace zaru€uje maximalni varianci

maXx Jvariance(W) = zm: Ai

hlavni vlastni vektory (principal eigenvectors)
> se nazyvaji vl. vektory &, &, ..., é&, (tedy Fadky W),
> ukazuji ortogonalni sméry, ve kterych se datapointy lisi s nejvétsi
varianci,

» m z nich usp. jako fadky matice davaji matici W.

hlavni komponenty (principal components)
> jsou prvky yi1,¥a,...,¥m vektoru y = WX.
> jsou statisticky nekorelované s kovariancemi

E[yl)/]] = giTRxx‘% =0

a s variancemi rovymi odpovidajicim vl. hodnotam



Optimalni KLT transformace piavodnich datapointi

Jakmile mame optimalni KLT matici W, inverzni transformaci ziskame
jako

~ ~

m
X=WTly=WTy =3 yé.
i=1
Optimalni transformace celého ptivodniho datasetu X je dana formuli
Y = (WX")T = XW’

m x m kovarianéni matice R, = E[yy"] transformovanych vektorti mize
byt odhadnuta jako

1 A
&W:thYTY:mmmwT:mgpj

Cely zrekonstruovany dataset je dan

X =YW



Redukce dimensionality

PCA miize byt efektivné pouzita pro extrakci rysti a redukci
dimenzionality.

Namisto velého n-dimenzionalniho datapointu X mazeme vytvorit
m-dimenzionalni (m < n) vektor ¥ = [y1,¥2,...,¥m]  obsahujici hlavni
komponenty X.

PCA je nejlepsi technika pro linearni extrakci rysti z piivodniho datasetu,
ve smyslu minimalizace rekonstrukéni chyby.

Projekce datapointu z vysoko-dimenzionalniho prostoru na redukovany
prostor hlavnich komponent (dimenze m < n) povede ke kvadratu

aproximacni chyby
n
= >\

iI=m+1

m hlavnich komponent y; jsou nejvyznaméjsi rysy datasetu.



Vektor aproximacnich chyb € je ortogonalni k rekonstruovanému
datapointu X.
Chyba nejmensich ¢vercii mezi X a X je

N 1/2
€]l = [IX = X]| = lZ(Xf - 2,)2]

i=1

Chyba nejmensich priimérnych ¢vercil je

EfI = X1 = D> A

i=m+1
Vyber dimenze m

» vzit tolik hlavnich komponent, aby rekonstrukéni chyba byla mensi
nez heuristicky nastavena hranice e.

> (praktictéjsi) vybrat m nejdulezitéjsich komponent, pro které je
procento V souctu nepouzitych vlastnich hodnot a souétu vsech
hodnot 5

i=m+1 Ai 100%

V = -
Zi:l Ai

mensi, nez uréena hranice e.
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Xorig = i =[4.7,5.0]" X
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Kovarian¢ni matice je

R — 7.5667 8.1111
> 18.1111  10.4444

Vlastni hodnoty R,y jsou

A =17.2433, )\, =0.7678

—3.0]
-3.0
-2.0
—4.0
-3.0
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3.0
2.0
3.0
4.0




Vlastni hodnoty R, jsou
A1 =17.2433, )\, =0.7678
a odpovidajici vlastni vektory jsou

& = [0.64240.7664] ", & = [—0.76640.6424]"

Matice E slozena z vlastnich vektort &

£ _ [0-6424 —0.7664
= |0.7664 06424

KLT transformaéni matice W s fadky odpovidajicimi vlastnim hodnotam
kovarianéni matice v klesajicim poradi.

W [0:6424 07664
~ |-0.7664 06424



Y =XWT =

[—4.6760
—4.0336
—3.2672
—4.1576
—3.3912

3.1342
3.7766
3.6526
4.4190

| 4.5430

0.9084 |
0.1421
0.7844
—1.2667
—0.6243
0.9309
0.1645
—1.2443
—0.6019

0.8069 |
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0.1421
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—1.2667
—0.6243
0.9309
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—1.2443
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0.6424

0.7664]

| —0.7664 06424 | —

Po pricteni ji k radkiim dostaneme pavodni matici Xorig
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Redukce dimenzionality

W = [&] = [0.6424 0.7664]

[—4.6760]
—4.0336
~3.2672
—4.1576
~3.3912

3.1342
3.7766
3.6526
4.4190
| 4.5430

Y = XWT =




PCAvR

> iris.stripped

\Y

head(iris .stripped)

<— iris[,1:4]

Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width

SO W
(G2 I BN - S

> iris .mean

> iris.mean
Sepal.Length
5.843333

5.

rOo o~ ©

1 3.5

wWwwww
O o= N O

1

<— mean(iris.stripped)

Sepal.Width Petal.Length
3.758000

3.057333

e
~N SO0 Ww s

4

0.2

O O O oo
AN DNDDNDDN

Petal . Width
1.199333



> iris.centered <— sweep(iris.stripped , MARGIN=2,
b iris.mean,FUN="-")
> head(iris.centered)

Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width
1 —0.7433333 0.44266667 —2.358 —0.9993333
2 —0.9433333 —0.05733333 —2.358 —0.9993333
3 —1.1433333 0.14266667 —2.458 —0.9993333
4 —1.2433333 0.04266667 —2.258 —0.9993333
5 —0.8433333 0.54266667 —2.358 —0.9993333
6 —0.4433333 0.84266667 —2.058 —0.7993333
> iris.cov <— cov(iris.centered)
> iris.cov

Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width
S.L 0.68569351 —0.04243400 1.2743154 0.5162707
S.W —0.04243400 0.18997942 —0.3296564 —0.1216394
P.L 1.27431544 —0.32965638 3.1162779 1.2956094
PW 0.51627069 —0.12163937 1.2956094 0.5810063



> eigen(iris.cov)

$values

[1] 4.22824171 0.24267075 0.07820950 0.02383509

$vectors

[ 1]
[1,] 0.36138659
[2,] —0.08452251
[3,] 0.85667061
[4,] 0.35828920

[.2] [.3]

—0.65658877 —0.58202985
—0.73016143 0.59791083
0.17337266 0.07623608
0.07548102 0.54583143

> iris.wt <— eigen(iris.cov)$vectors

>
+

iris.transform

ed

[ 4]
0.3154872

—0.3197231
—0.4798390
0.7536574

<— as.matrix(iris.centered)

%% iris .wt

> head(iris.transformed,5)

[.1]

[1,] —2.684126 —0.3193972
[2,] —2.714142 0.1770012
[3,] —2.888991 0.1449494
[4.] —2.745343 0.3182990
[5.] —2.728717 —0.3267545

[.2]

[.3]
—0.02791483
—0.21046427

0.01790026
0.03155937
0.09007924

[.4]

0.002262437
0.099026550
0.019968390
—0.075575817
—0.061258593



plot(iris.transformed[,1],iris.transformed][,2])
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> iris.reconstruct <— as.matrix(iris.transformed)
+ %+% t(iris .wt)

> head(iris.reconstruct)

[ 1] [.2] [.3] [ 4]
] —0.7433333 0.44266667 —2.358 —0.9993333
,] —0.9433333 —0.05733333 —2.358 —0.9993333
,] —1.1433333 0.14266667 —2.458 —0.9993333
] —1.2433333 0.04266667 —2.258 —0.9993333
] —0.8433333 0.54266667 —2.358 —0.9993333
] —0.4433333 0.84266667 —2.058 —0.7993333

> head(iris.centered)
Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width

1 —0.7433333 0.44266667 —2.358 —0.9993333
2 —0.9433333 —-0.05733333 —2.358 —0.9993333
3 —1.1433333 0.14266667 —2.458 —0.9993333
4 —1.2433333 0.04266667 —2.258 —0.9993333
5 —0.8433333 0.54266667 —2.358 —0.9993333
6 —0.4433333 0.84266667 —2.058 —0.7993333



> iris.pca <— princomp(iris.centered)
> iris.pca
Call:

princomp(x = iris.centered)

Standard deviations:
Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp .4
2.0494032 0.4909714 0.2787259 0.1538707

4 wvariables and 150 observations.

> head(iris.pca$scores, 3)

Comp.1 Comp.2 Comp.3
[1,] —2.684126 0.3193972 0.02791483
[2,] —2.714142 —0.1770012 0.21046427
[3,] —2.888991 —0.1449494 —0.01790026

> head(iris.transformed,3)

[.1] [.2] [.3]
[1,] —2.684126 —0.3193972 —0.02791483
[2,] —2.714142 0.1770012 —0.21046427
[3,] —2.888991 0.1449494 0.01790026

Comp .4
0.002262437
0.099026550
0.019968390

[.4]
0.002262437
0.099026550
0.019968390



biplot(iris .
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Fisherova linearni diskriminantova analyza
(Fisher's Linear Discriminant Analysis)

Fisherova linearni diskriminantova analyza
> je klasickd metoda extrakce ryst a redukce dimenze.

> je metoda uceni s ucitelem (supervised learning)

je konstruovana na zakladé datasetu Ty, 0 N olabelovanych
datapointech.

> je linearni transformace zaloZena statistickych charakteristikach
daného datasetu reprezentované matici rozptylu (scatter matrix).

Uvazujeme, ze Ty, obsahuje
> N dvojic (X, Clyger): (i=1,2,...,N), X €R".
» N; dvojic z tfidy ¢;, (N = Z N;)

1



FLDA uréuje optimalni linearni trasformaci transformaci
y = Wx

Transformacni matice W je navrzena optimalné tak, aby zajistila co
nejvétsi separabilitu mezi tridami.

To umoznuje najit kompatni reprezentaci dat, kterd umoziuje navrhnout
lepsi klasifikatory.

Navrhnout Fisherovu linedrni transformaci je staticky optimalizagni
problém.

Optimaliza¢ni kritérium Jggher je zvoleno tak, aby byla nalezena
maximalni separabilita mezi tfidami.

Vyhodnoceni separability mezi tfidami je zalozeno na matici rozptylu
odhadnuté na zakladé danych dat.
FLT je konstruovana tak, aby

» transformovala datapointy do prostoru s nizsi dimenzi,
> zajistovala co nejmensi rozptyl uvnitf tfid,

» zajistovala co nejvétsi rozptyl mezi tridami.



Data s 2ma tridami a Fisherova projekce na osu

Nejdfive jednodussi verze

Uvazujeme dataset s dvéma tfidami a analyzujeme linearni transformaci
n-dimenzionalnich vektorti X € R” na 1-dimenzionalni prostoru — osu,

s objekty y € R.

Tato transformace ma podobu

ST
_)/—WX,

kde w = [wy, wa, ..., W,,]T je n-dimenzionalni tranformacéni vektor.
y je extrahovany rys.

Budeme uvazovat FLT konstruovanou na zakladé datasetu Tia.
Tira obshauje N labelovanych vektori

> -
(X, Ctarget) T=1,2,...,N

kde
> X; je n-dimenzionalni vektor,
i
> Ctarget € {Cl’ C2}v
» T, obs. Ny vektorti s labelem ¢; a Ny vektorii s labelem .



Stejné, zadani jako predtim, jen tfidy jsou ted jinak
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Po redukci dimenzionality pres PCA
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Statistické charakteristiky datapointii z piivodniho nD datasetu
Ttra

Pramér [i; pro kazdou tfidu ¢; mize byt odhadnut jako

Matice rozptylu v tride ¢;

Si=Y x—@)x—@)", (i=12)
X€Eci

Matice rozptylu v tfidach

Sw=S51+5S;



Matice celkového rozptylu

Celkovy prtimér ji miize byt odhadnut jako

N
ZY N1M1 + Nafiz)

Matici celkového rozptylu mizeme rozlozit jako S; = S,, + Sy,
kde S, je matice rozptylu mezi tfidami:

Sp = N(jin — ji)(jir — i) " + Na(jia — ji)(ji2 — i)



Statistické charakteristiky transformovanych datapointa do
prostoru o jednom rysu

Podobné statistické charakteristiky mohou byt poskytnuty pro vzory
z plvodniho datasetu transformovaného do prostoru o jednom rysu
(linearni transformaci y = w' ).

VSechny transformované datapointy z Tia tvofi dataset Tiraproj s N
dVO_chemI (.yl7 Céarget)'

Pramér transformovanych datapointdl v Tira proj Pro kazdou z tfid ¢i a
miize byt odhadnut z

1 1 T T g
Mi,pzﬁZy:N w'x=w' (i=1,2)

"yeq "yeq
a rozptyl jednoho rysu y pro kazdou tfidu je
1 .
Stp = 7 2 —mip)? (i=1.2)

"yeq



Odhad variance transform. datapointii pro kazdou tfidu je (1/N;)5i%p.
Celkovy rozptyl y uvnitf tfid v celém Tia proj je

2 _ 22 2
Stp = Si,p T 52,p-

Vidime, ze vzdalenost mezi transformovanymi priiméry mize byt nalezena
jako
t1,p — 2, = W (fir — fia)|
Kritérium )
Jrisher(W) = —|(H512.,p ;,L;22p) |
1,0 T %2p
bude mit velkou hodnotu:
» pro velky rozptyl mezi tfidami,
» pro maly rozptyl uvnitf trid.
Toto kritérium se nazyva F-ratio.

Nactneme FeSeni pro optimalni linearni transformaci:
Pokusime se najit transformaéni vektor w, ktery maximalizuje Jrisher(W).



Prostym odvozenim se ukaze, ze
2 Te —
(H1,p — p2,p)” = W' Spw,
- N N
kde Sp = (i1 — fi2)(fi1 — fi2) " a Ze
sgp = 512,[, + 522,;, =w'S,w.
T -
. w'Spw
Tedy mame Jrisher(W) = ===
y : wTS, w

Je znamo, ze optimalni transformacéni vektor w, ktery maximalizuje
Jrisher(W) musi byt FeSeni zobecnéného problému vlastnich hodnot

3

Syw = AS,,
neboli, v jiném tvaru
“le =\ .=
S, Spw = Aw.
Pro nesingularni S,, mame koneéné feseni pro optimalni vektor w:

W =S, (jir — [i2)



Fishertiv linearni diskriminant — klasifikace

Hlavni cil FLT je optimalné konvertovat datapointy do prostoru s nizsi
dimenzionalitou, tak aby byly vhodnéjsi ke klasifikaci.

My oviem mizeme navrhnout klasifikator zalozeny na FLT, pouzitim

vzorce na optimalni projekci, ktery jedna jako diskriminant.
y=d(x)=w'x

Pokud zvolime prahovou hodnotu yireshold Pro transformované vektory y

novy vektor by mohl byt klasifikovan nasledovné

2 € ¢ pokud y = d()?) = ‘;T\‘/T)? > Ytreshold
€ ¢ jinak.



Ted uvazujme dataset Ty, o / tfidach s n-dimenzionalnimi labelovymi
vektory (/ < n). Proberem, jak transformovat n-dimenzionalni vektord
z Tia na m-dimenzionalni vektory, abychom zajistili maximalni
separabilitu mezi tfidami.
Necht mame m linearnich transformaci (diskriminanti)

yi=w/x (i=1,2,...,m)

1

Vsech m rysil y; tvofi tranformovany vektor
R T m
Y=y - yml €R
Linearni transformace ma tvar
y = WX,

kde W € R™*" je transformaéni matice, kde kazdy radek je w;
transformacni vektor odpovidajiciho rysu y;.



Mazeme zobecnit definice statistickych charakteristik pro oba datasety
Tira @ Tira, proj POtfebné pro nalezeni optimalni transformaéni matice W:

Matice rozptylu v tfide ¢;
Si=> (X—ji)x—i)", (i=12...1),
Xec

kde ji; je priimér pro tfidu ¢;



matice celkového rozptylu
N
Se=> (%-mMF-m'
j=1

kde X je odhad celkového priiméru

SRS

><¢

L

2\
2\

St =Sw + Sy,

kde S,, je matice rozptylu uvnitf tfid a S, je matice rozptylu mezi tfidami

I
Sp =Y Nilfi; — )i — i) "
i—1



Projekce n-dimensionalniho prostoru do (/ — 1)-dimenzionalniho prostoru
diskriminantd je dan (/ — 1) funkcemi

yi=w'x, i=1,...,1—-1

)

Mizeme také psat maticovou verzi; predp., ze y € RU=1)
a W je n x (I — 1) matice obsahujici, jako Fadky, transformacni vektory
Wi

y =Wx
Statistické charakteristiky pro dataset Tira proj

fiip = Zy (i=1,2,...,0)

yEc,
Z Niy

N

Sip= (V= fiip)(7 - ﬁ,-,,,)T (i=1,2....1)

y€Eci

I N
= ZSLP = Z()Z = fip)(yj — ﬁp)T
i=1

Jj=1

‘<1



Miizeme vidét, ze
Swp,=W'S,W a S,,=W'S,W

Pro vice tfid ma m > 2 mize byt definovan nasledujici kritérium
separability mezi tfidami takto:

_ [Sesl _ WTS,W|
Susl ~ IWTS,W

J(W)

Optimalni transformace W maize byt nalezena jako reseni obecného
problému vlastnich hodnot

SbV_I;,' :A;SWVV,-T (f: 1,2,...,[7)
Nasobenim obou stran S_,* dostaneme
S, 1Syw; = \w!  (i=1,2,...,n)

Reseni tohoto problému je tedy vypocet (a usporadani do nerostouciho
poradi), vlastnich hodnot a odpovidajicich vektorti matice S, 'S,,.



Predp. Ze vlastni hodnoty matice S,,'S,, jsou uspofadany v nerostoucim
poradi

M=z 220
Odpovidajici vlastni vektory €1, &, ..., €, davaji n x n matici
E=[a,&,...,6).

Optimalni transformaci W dostaneme pouzitim prvnich m sloupcii matice

E jako radka:
é'lT
€2T

=T



Sekvence PCA a Fisherovy LDA

» PCA (a vysledna KLT) poskytuje extrakci ryst, ktera je optimalni
vzhledem k minimalizaci rekonstrukéni chyby, ale negarantuje, ze
vybér hlavnich komponent bude adekvatni pro klasifikaci.

» FTL je navrzena tak, aby zajistovala co nejvétsi separabilitu tfid.

» U FTL se ale mize stat, ze S,, zdegeneruje (neni invertibilni). To se
mize stat, pokud N < n.

Mozné Feseni je nejdfive pres KLT zredukovat dimenzi na m < N a pak
az aplikovat FLDA (k redukci na dimenzi ¢) Pro vztahy mezi dimenzemi
by mélo platit:

c<I<m<N-—/



Algoritmus pro Karhunen-Loéve-Fisherovu transformaci:
Vstup: Dataset T obsahujici olabelované vektory (X, Ciatget)

1. Extrahuj z T jen vektory, vytvof z nich n x N vytvof X (X; jsou
radky)

2. Vyber dimenzi m (pocet hlavnich komponent), ktera spliuje
I<m<N-—|

3. Vypocitej m x n KLT matici Wy,

4. Transformuj X touto tranformaci, tj. vypocite] Y = XW/}, .

5. Vyber dimenzi ¢ (pocet hlavnich komponent), ktera spliuje
c+1<1.

6. Vypocitej ¢ x m FLT matici W
7. Transformuj Y touto tranformaci, tj. vypocitej Z = YW/,

Vystup: Wy, Wg, Z.



LDA v R

+V +V +V V V V V V V

V V

irisl
iris?2
iris3
irisl
iris?2
iris3
irisl
iris?2

iris3

<— as.matrix(iris[1:50,1:4])
<— as.matrix(iris[51:100,1:4])
<— as.matrix(iris[101:150,1:4])

.mean <— mean(as.data.frame(irisl))
.mean <— mean(as.data.frame(iris2))
.mean <— mean(as.data.frame(iris3))

.centered <— sweep(irisl 2,

irisl.mean,FUN="-")

.centered <— sweep(irisl 2,

iris2 .mean,FUN="-")

.centered <— sweep(iris3 , 2,

iris3 .mean,FUN="—")

iris.mean <— mean(iris|[,1:4])



V V V

V V V

>

iris.centered <— as.matrix(
sweep(iris[,1:4],2,iris.mean,FUN="-"))

S1 <—
S2 <—
S3 <—
Sw <—
St <
Sbh <
Swi <—

t(irisl.centered) %% irisl.centered
t(iris2.centered) %% iris2.centered
t(iris3.centered) %+% iris3.centered

S1 + S2 + S3
t(iris.centered) %% iris.centered

St — Sw

ginv (Sw)

>W <— eigen(Swi %% Sb)$vectors

trans

<_

iris.centered %% W



plot(trans[,1], col=iris[,5])

trans|, 1]
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