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Shlukovnani

Jedno ze dvou technik DM uéeni bez ucitele:

Cil: Najit rozklad mnoziny datapointi tak, aby jednotlivé prvky rozkladu
(shluky) odpovidaly geometrii dat.

celkovy pocet rozkladi uréuje tzv. Stirlingovo islo:
1 < 1 c—i [C\ .N
Ez(_ ) i)'
i=1

Pro ilustraci N =100, ¢ =5 ...10°" rozklada.
Zjevné potfebujeme optimalizace znamé jako metody shlukovani



Kategorie shlukovacich metod

Shlukovaci metody mohou byt rozdéleny do kategorii:

shlukovani zalozené na rozkladu spoléhame se na cilovou funkci, jejiz
minimalizace ma vést k objevu struktury datasetu.

hierarchické shlukovani postupny vyvoj shluki; zacina se jednim shlukem
(pres cely dataset) a ten se rozdéluje, anebo jednotlivymi
datapointy (kazdy je jeden shluk) a ty se slévaji.
sekvenéni shlukovani jednoduché algoritmy s nizkou slozitosti (obvykle
O(n)).
zbytek samoorganizacni mapy, genetické shlukovani, shlukovani
zalozené na modelu, na gridu, na hustoté, valey-seeking,



Hierarchické shlukovani

Hierarchické sklukovani produkuji grafickou reprezentaci dat.
Konstrukce grafu je délana dvéma zpiisoby:

» zdola-nahoru (bottom-up) — neboli aglomerativni pfistup, uvazujeme
kazdy datapoint jako shluk o jednom prvku. Potom postupné
slevame nejblizsi shluky. V kazdém priichodu algoritmu slejeme dva
shluky, které jsou si nejblize. Proces pokracuje, dokud se
nedostaneme jeden shluk, nebo dokud nedosahneme predem urcené
hranice.

» shora dolu (top-down) — neboli délici pristup, uvazujeme cely dataset
jako jeden shluk, ktery délime na mensi shluky.

Kvili povaze téchto procesii zdola-nahoru a shora-dolu, jsou tyto metody
Casto vypocetné neefektivni (mozna az na binarni data)



Vysledky hierarchického shlukovani jsou reprezentovany v podobé
tzv. dendogramu.

Dendogram je definovan jako binarni zakofenény strom, ktery ma vsechny
datapointy v listech.
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Mame nékolik zpiisobii vypoctu vzdalenosti mezi dvéma shluky A, B:

Single link method vzalenost d(A, B) je minimalni vzdalenost mezi
dvéma datapointy nalezejicich do Aa B

d(A,B) = cemin, A0 y).

Complete link method vzalenost d(A, B) je maximalni vzdalenost mezi
dvéma datapointy nalezejicich do A a B

d(A,B) = max d(x,y).

XeA,yeB

Group average link vzalenost d(A, B) je primérna vzdalenost mezi
dvéma datapointy nalezejicich do A a B

d(A7B):7 d(va)
Al B 2

Samoziejmé se daji vymyslet i jiné:

Hausdorffova vzdalenost

d(A,B) = max{maxmm d(X,¥), maxmind(X,¥)}
XeA yeB yeB Xe€A



Demonstrace hierarchického shlukovani (single link)
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Demonstrace hierarchického shlukovani (single link)
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Demonstrace hierarchického shlukovani (single link)
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Demonstrace hierarchického shlukovani (single link)
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Demonstrace hierarchického shlukovani (single link)
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Demonstrace hierarchického shlukovani (single link)
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Demonstrace hierarchického shlukovani (single link)
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Demonstrace hierarchického shlukovani (single link)
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Demonstrace hierarchického shlukovani (single link)
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Demonstrace hierarchického shlukovani (single link)
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Demonstrace hierarchického shlukovani (single link)
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Demonstrace hierarchického shlukovani (single link)
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Shlukovani zalozené na rozkladu

Algoritmus K-means shlukovani
Kdyz mame N datapoint v R" a pfedpokladame, ze chceme zformovat
¢ shluka.

Vypocitadme soucet rozptyléi mezi datapointy a mnozinou prototypt
\_/'17 \72,. “ey \7}_—:

c N
Q= Zzuik”)?k — Vi,

i=1 k=1
kde || . || je Euklidovska vzdalenost mezi X a V.

Matice rozkladu U = [ui], i=1,2,...,c;k=1,2,...,N

el

> jeji role je pridélit datapointy shlukum.

» prvky matice U jsou binarni:

1 pokud datapoint k patfi do shluku 7,
Ujk = ..
k 0 jinak.



Matice rozkladu spliuje nasledujici podminky

» kazdy shluk je netrivialni, tj. neobsahuje vsechny datapointy a jsou
neprazdné

N
0<Y wx<N, i=12...c
k=1

» kazdy datapoint patfi do jednoho shluku
Zu;kzl, k=1,2,....N
i=1

Kolekce viech matic rozkladu bude znacena U

Jako vysledek minimalizace @ konstruujeme matici rozkladu a mnozinu
prototypd.

Formalné vyjadfujeme tento konstrukt jako optimaliza¢ni problém s
omezenimi:

Minimalni @ vzhledem k v, v5,...,v. a U e U.

Existuje mnoho pristupt k této optimalizaci.
Nejbéznéjsi je K-means.



Algoritmus K-means shlukovani

inicializuj prototypy Vi, i =1,2,...,c (napf. ndhodné)
iteruj, dokud se @ neustali:

» zkonstruuj rozkladovou matici U takto:

1, pokud d(Xk, Vi) = mind (X, Vi),
Uj = ..
0, jinak.

» zmén prototypy vypoctem priiméru

i 221:1 Uik Xk

V= =f = ——
S a1 Uik



Demonstrace algoritmu K-means shlukovani
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Demonstrace algoritmu K-means shlukovani
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Demonstrace algoritmu K-means shlukovani
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Demonstrace algoritmu K-means shlukovani
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Demonstrace algoritmu K-means shlukovani
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Rostouci hierarchie shlukti

Shlukovani zalozené na rozkladu miize byt organizovano v néjaké
hierarchické topologii shluka, ktera umozni odhalit strukturu postupné
a redukovat tak vypoceni naroky.

Podstata tohoto pfistupu je nasledujici:

v

Zacneme s malym poctem shluka ¢ =3...5.

v

Uréime hodnotu cilové funkce pro kazdy shluk zvlast, ozn. Q;.

v

Provadime shlukovani na ve shluku s nejvétsim Q;; rozdélime data
z odpovidajiciho shluku do dalsich ¢ shluka.

v

To opakujeme, dokud cilova funkce kazdého shluku je mensi nez
predem definovana hranice, nebo se nedosahne maximalniho poctu
shluki.

c shluki

A NI
OOO/?\OO O O O

O O O




Demonstrace rostouci hierarchie shluka
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Demonstrace rostouci hierarchie shluka
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Demonstrace rostouci hierarchie shluka
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K-medoids
Problémy prototypt

» Problém s prototypy shluki je, ze se pocitaji na zakladé vsech prvka.
Pokud jsou data ovlivnéna sumem, ovlivni to i prototypy.
» Navic, prototyp neni jeden z datapointd.
Misto priiméru se pouzije robustnéjsi reprezentant: medoid

...zatnéme pojmem median: med{xy, xa, ..., xn} redlnych Cisel.
Predpokladame, ze data jsou usporadana: x; < x < --- < x3

median je definovan nasledovné:
median — X(N+1)/2 pOkUd N je liché
(Xnj2 + Xnj241)/2  pokud N je sudé

nebo
median — X(N+1)/2 pokud N je liché
XN /2 pokud N je sudé
Vyhody medianu oproti priimeru

» robustnost proti odlehlym boddm

> interpretovatelnost prototypem je vzdy prvek dat, a tedy se da

snadno interpretovat.



Da se jednoduse ukazat, ze median je feSeni nasledujiciho
optimalizaéniho problému

N N N
r_ninz |xk — xi| = Z |xk — med]|,
=4 k=1

kde med oznacuje median
(v této cilové funkci vidime Hammingovu vzdalenost).

Obecné, pro n-dimenzionalni data, cilova funkce je ve formé

c N c N n
Q=2 > ullfe—vill =3 > > uilxe; — v

i=1 k=1 i=1 k=1 j=1
Nalezeni minima této funkce vede k centriim shluki; ovsem to je dost
zdlouhavé.
Abychom se vyhnuli zdlouhavému optimalizaénimu procesu, je potfeba
zahrnout jina opatfeni.
» PAM (Partitioning Around Medoids)
» CLARA (Clustering LARge Applications)



PAM (Partitioning Around Medoids)

Idea je reprezentovat strukturu dat kolekci medoidti (nejcentralnéji
polozenych datapointd).

V podstaté pracuje stejné jako k-means, ale misto priméri se uvazuji
medoidy:

Algoritmus:
inicializuj prototypy Vi, i = 1,2,..., ¢ (napf. ndhodné vyber datapointy)

iteruj, dokud se @ neustali:
» zkonstruuj rozkladovou matici U takto:

1, pokud d(Xk, V;) = min d(Xk, V;),
Uik = .
0, jinak.

» zméh prototypy na medoidy
V; = med{Xx | ux = 1}
Pouzitelné jen na malé datasety (100 datapointd, 5 shluki)

CLARA (Clustering LARge Applications) zachazi s vétsimi datasety:
vybere vzorek (nékolik), aplikuje PAM na vzorky, vybere ten nejlepsi.



Demonstrace PAM
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Demonstrace PAM
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Demonstrace PAM
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Demonstrace PAM
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Demonstrace PAM
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Fuzzy C-means

Inicializace: Vyber

» pocet shluki c,

» kritérium zastaveni e,

» fuzzyfikaéni koeficient m — Cislo vétsi néz 1.
Iteruj, dokud nenastane kritérium zastaveni:

» zkonstruuj rozkladovou matici U takto:

1

Uj = 2
$¢ (II{A*@H) m-i
J=1\ (X —vill
» zmén prototypy vypoctem priiméru

o Zivzl Uik Xk

V===
Zivzl Uik




Kritérium zastaveni

obvykle vzdalenost mezi dvéma po sobé jdoucimi maticemi rozkladu:
U(iter) a U(iter + 1).

Algoritmus je ukonéen, pokud plati
max |uik(iter) — up(iter+1)| < e
1

pro néjaké predem dané e. (Tchebyshevova vzdalenost)

jinymi slovy:
zastavi, kdyz nejvétsi zména stupné prislusnosti ke shluku je < e.
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Shlukovani zalozené na hustoté

Metody, které pocitaji s formaci shlukovani na zakladé hustoty
datapointi.

Jednoduché pozorovani: pokud jsou v néjaké oblasti data blizko sebe, je
jejich hustota velka a tedy tvofi shluk.

Na druhou stranu, pokud néjaka data v oblasti s nizkou hustotou, jedna
se pravdépodobné o odlehlé body a o sum.

Tyto algoritmy obvykle naleznou shluky jakychkoli tvarii, a maji nizkou
slozitost O(N?)
Typické algoritmy jsou

» DBSCAN (Density-Based Spatial Clustering of Appliactions with
Noise)

» DBCLASD (Distribution-Based Clustering of LArge Spatial
Databases)
» DENCLUE (DENsity-based CLUstEring)
Tyto algoritmy maji stejnou filosofii, ale lisi se zpiisobem, kterym je
hustota kvantifikovana.



DBSCAN (Density-Based Spatial Clustering of Appliactions with Noise)
e-sousedstvi datapointu X v X je mnozina datapontii € X t.z.

d(X,X) <e.
Znacime V. (X). Dale: N.(X) = |V.(X)]

¥ je pfimo hustotné dosazitelny z bodu X pokud
> ye V(X))
> N(R) > q.

x y
® ®

Zde y je pfimo hustotné dosazitelny z X,
ale X neni pfimo hustotné dosazitelny z y (pro g = 5).



¥ je hustotné dosazitelny z bodu X, pokud existuje sekvence bodi
X1, X0, ..., X €X,1.2. X1 =X a X, = ¥, a Xj11 je pfimo hustotné
dosazitelny z X,




X je hustotné spojeny s bodem ¥,
pokud existuje 7 € X t.z. X a y jsou hustotné dosazitelné z Z.




Shluk C je (v DBSCAN) definovy jako neprazdna podmnozina X spliujici

» Pokud X patfi do C a y je hustotné dosazitelny z X, pak y € C.
> Pro kazdy par (X,y) € C, X a ¥ jsou hustotné spojené.

Necht Ci, Gy, ..., Gy jsou shluky v X. Datapointy, které nejsou obsazeny
v zadném ze shlukd Ci, Gy, ..., Gy, jsou nazyvany Sum.

X se nazyva jadrovy bod, pokud ma nejméné g bodil v sousedstvi.
Jinak se nazyva nejadrovy bod.

Nejadrovy bod je bud'to okrajovy bod, nebo sumovy bod
(podle toho, jestli je dostazitelny z néjakého jadrového bodu).

Tvrzeni: Pokud X je jadrovy bod, D je mnozina bodd v X, ktera je
hustotné dosazitelnad z X, pak D je shluk.

Tvrzeni: Pokud C je shluk a X je jadrovy bod v C, pak C je rovna
mnoziné bodd v X, které jsou hustotné dosazitelné z X.



Tato dvé tvrzeni implikuji, ze:
shluk je unikatné dan jakymkoli ze svych jadrovych bodii.
Algoritmus DBSCAN
Inicializuj Xyn = X, m = 0.
Dokud X, # () provads;:
» Libovolné vyber X € X,
» Pokud X je nejadrovy, ozna¢ ho jako sum, a X, = Xun \ {X}

» Pokud X je jadrovy, m = m + 1, najdi viechny hustotné dosazitelné
body v X bodu X.
Vsechny tyto body a X tvofi shluk Cp,.
(okrajové body, které predtim byly oznageny za Sum jsou také
pfifazeny do Cp,)
Xun = Xun \ Cm-



Demonstrace algoritmu DBSCAN
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Demonstrace algoritmu DBSCAN
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Demonstrace algoritmu DBSCAN
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Demonstrace algoritmu DBSCAN 4
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Demonstrace algoritmu DBSCAN
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Demonstrace algoritmu DBSCAN
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Demonstrace algoritmu DBSCAN
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Demonstrace algoritmu DBSCAN
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Demonstrace algoritmu DBSCAN
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Demonstrace algoritmu DBSCAN
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Demonstrace algoritmu DBSCAN
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Pozn.:
» Velmi zavisi na volbé parametril g a €.

» Implementovano-li pomoci R*-stromi, Ize dosahnout slozitosti
O(N log N).

(KMI/ALS1 - Algoritmy a slozitost 1]

Chcete vedet vic?

Pattern Recognition

Theodoridis S., Koutroumbas K.,
Pattern Recognition,
Academic Press, 2008




Sekvencéni shlukovaci algoritmy

Tyto algoritmy jsou nizké slozitosti (O(N)).
Vysledek zaleZi na tom, v jakém poradi jsou datapointy algoritmu
predavany a na uzivatelem definovanych parametrech.
BSAS - Basic Sequential Algorithmic Scheme
Necht d(X, C) oznaCuje vzdalenost mezi vektorem X a shlukem C.
UzZivatelem definované parametry:
> © — prah nepodobnosti (vzdalenosti),
» g — maximalni pocet shluki.
Datapointy jsou predkladany algoritmu postupné (sekvenéné), kazdy

z nich je prifazen existujicimu shluku, nebo nové vytvorenému shluku
(vzavislosti na uz existujicich shlucich).



BSAS - Basic Sequential Algorithmic Scheme
Inicializuj m=1, C,, = {%}.

Proi=2az N
» Najdi Cx : d(Xi, Ck) = min d(X;, G).
i<j<m
» Pokud d(X;, Cx) > © a (m < q):

m=m+1
Cn = {%i}

» Jinak
Ce = G U{X}

Tam, kde je to potfeba, uprav reprezentanty.

Raznymi volbami d(X;, C) dostavame rtizné algoritmy



Pokud C je reprezentovan jednim vektorem, z d(X, C) se stane

d(x, C) =d(X, 1),
kde 7. je reprezentant C

Uprava reprezentanta miize byt treba:

(nnCiW _ 1)—nld 4 b4

fe,” = nr&iw
kde
> ng " je kardinalita shluku Gy po pfifazeni X,
> *‘ew je reprezentant Cj po pfifazeni X,

> ﬂ'd je reprezentant C pred prifazenim X.






samoorganizaéni se sité (SOM)

Pristup zalozeny na NN; nepotrebuje pfedem znat pocet shluka

[KMI/UNS — Umélé neuronové sité]

Kohonen T.,

Self-Organizing Maps,
Springer., 2001




Platnost shlukovani

Vyjadfuji vygenerované shluky pravou podstadu dat?

Prestoze jde o unsupervised metoty, jsou v (témér) kazdém algoritmu dvé
komponenty, které jsou v jadru supervised:

(A) Meéreni podobnosti/vzdalenosti

> to urcuje tvar shluki ,

» napf. Euklidovska vzdalenost pfi k-means povede ke kulatym
shluk@m,
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(B) Pocet shlukii



Normalné by uzivatel odhadl rozsah poctu shlukid a pak pouzil méreni
platnosti shlukovani, aby zjistil, ktery pocet nejlépe vyjadfuje strukturu
dat.

Existuje mnoho méreni, které se nazyvaji indexy platonosti shluku
Jejich hodnoty se vztahuji k poctu shlukii, Jsou pouzivany k posouzeni
shlukt nalezenych v datech a ohodnoceni kvality struktury, ktera byla
takto nalezena.

Dva prirozené pozadavky na shluky jsou:

Kompaktnost — jak blizko jsou prvky ve shluku.

Separabilita — jak vzajemné odlisné shluky jsou.



Davies-Bouldintv index

Mé&jme
5= O IR,
XeG;
kde
> V; je reprezentant (napf. centroid) shluku,
» N; je kardinalita shluku,

a méjme vzalenost mezi dvéma reprezentanty
f— H. 4’. 2
djj = |[Vi = vjl|
Nyni miizeme definovat pomér

Si+s;
ri = max
JJ# dj

a priimér jeho hodnot:

c
1
I’:*E ri
c”
i=1

,Optimalni“ pocet ¢ shlukd je ten, kde je r minimalni.



Chcete vedet vic?

Pattern
Classification

Kaufman L., Rousseeuw P. J.,

Finding Groups in Data: An Introduction to Cluster
Analysis,

Wiley & Sons, Inc., 1990

Duda R. O., Hart P. E., Stork D. G.,
Pattern Classification,
Wiley, 2000



